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Determinantes de orden 2

B Resuelve cada uno de los siguientes sistemas de ecuaciones y calcula el deter-
minante de la matriz de los coeficientes:

a) 2x + 3y = 29 b) 5x—-3y= 8 o 4x+ y=17
3x-y=5 —10x + 6y = 16 5x + 2y = 19
d) 9x—-6y= 7 &) ) 18x+24y =6 ¢y [ 3x+ 11y = 128
—6x + 4y = 11 15x + 20y = 5 8x— Ty= 46
2x + 3y =29 ‘ -
Solucion: x =4, y=7
Sx—-3y= 8 5 -3 _ g é
_10x+6y=_16} 10 6 0. Solucion: x = 5 + N y=A
y dxt y=17 4 1‘=3¢0
Sx + 2y =19 5 2

Solucion: x =5, y=-3

9x — Gy =7 ‘ 9 —6‘ _ ,
@ —6x + 4y =11 } -6 4 0. [ncompatzble
o 18x+ 24y =6 ‘18 24| _
15x + 20y =5 15 20
Solucion: x = 4 - ix, y=2A
3 3

3x+ 11y =128 3 11‘ 109 £ 0. Solucion: x - 1402, _ 886
e e 109 77 109

Unidad 3. Resolucién de sistemas mediante determinantes



Pagina 77

Resolucion de sistemas 2 X 2 mediante determinantes

A A
B Resuelve, aplicando x = || x|| ey= || Y || , los siguientes sistemas de ecuaciones:
A A
4x+2y= 2 Tx—11y =13
6x+2y= 8 3x —2y=-19
d
C){—Sx+9y=—60 ){6x+4y= 2

Comprueba, en cada caso, la solucién que obtengas.

a)3x—5y=75} |A|=B —25‘=26; A, ‘73 1| - 156

4 + 2y =2
|A|—‘3 73| 2 s,
Por tanto: x—%—& y—%——ll
b) 5x + 4y=33} =15 - ay =12 1] - s,
x — 11y = 13 7 11 7113 -1
|4,] = ;?g - _166;
Por tanto: x—ﬂ_S; y=L66=2
-83 -83
SN BUTE M| RN AN R
IA»V|=’—65 _20‘=—320;
Por tanto: x—%—& y=_2%=_
Va0 b - [3 720 1a0-| P 7] -
-2 2]
Por tanto: x—%——ﬁ; y=%=5
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1. Calcula el valor de estos determinantes:
1 11 c)‘373 141‘ 7 0‘
0 0

3 1
|4 b)‘s 33 Do 2

-

a3 7-4-1=17
b) 0, porque la segunda fila es proporcional a la primera.

©) 0, porque la segunda fila solo tiene ceros.

d7-(2)=-14

2. Calcula:

szt wimEl elt ezl
Va-d-b-c

a2 -b3—ad-b2=a? b2(b-a)

©) 0, porque la segunda fila solo tiene ceros.

dDa-b-c—b-a-c=0, otambién obsérvese que la segunda fila es proporcional a la

primera.
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1. Calcula los siguientes determinantes:

51 4 9 0 3
a)|0 3 6 b)|-1 1 0
9 6 8 0 2 1
5 1 4 9 0 3
210 3 6]=-114 b|-1 1 0]=3
9 6 8 0 2 1
2. Halla el valor de estos determinantes:
0 4 -1 10 47 59
a1 2 1 b)| 0 10 91
3 0 1 0 0 10
4 -1 10 47 59
|1 2 1 |=14 b) | 0 10 91| =1000
3 01 0 0 10
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3. Justifica, sin desarrollar, estas igualdades:

3 -1 7 4 1 7
a)[0 0 0|=0 |2 9 1 |=0
1 11 4 -8 2 -14
7 4 1 45 11 10
A2 9 7|=0 D[4 1 1]|=0
27 94 71 5 10

a) Tiene una fila de ceros (propiedad 2).
b) La 32 fila es proporcional a la 12 (32 = (-2) - 12) (propiedad 0).
¢) La 32 fila es combinacion lineal de las dos primeras (32 = 12 + 10 - 22) (propiedad 9).

d) La 12 fila es combinacion lineal de las otras dos (12 = 10 - 22 + 3*) (propiedad 9).

. Teniendo en cuenta el resultado del determinante que se da, calcula el resto sin
desarrollar:

Xy z 3x 3y 3z 5x 5y 5z x y z
50 3/ =1 al5 0 3 b)|1 0 3/5 o) [2x+5 2y 2z+3
111 1 1 1 1 1 1 x+1 y+1 z+1
3x 3y 3z Xy z
A5 0 3[=3|50 3[/=3-1=3
1 1 1 1 1 1
5x 5y 5z Xy z
b1 035|=5-Lfs 03[-1-1-1
11 1 51111
X y z X )y z
O [2x+5 2y 2z+3|=1|5 0 3|=1
x+1 y+1 z+1 1 11
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1. Halla dos menores de orden dos y otros dos menores de orden tres de la ma-
triz:

2 3 -1 5
4 6 2 7
M=|5 -1 2 6
4 1 1 5
0 0 3 4

Unidad 3. Resolucién de sistemas mediante determinantes



Menores de orden dos; por ejemplo:

2 3| -1 5
4 6| 2 7
=15 <12 6 ‘ig=o,ﬁg=4
4 1 [1_5
0O 0 3 4
Menores de orden tres; por ejemplo:
2 3 -1/ 5
4 6 2|7 2 3 -1 -1 2 6
M=\1|51]-1 2|6 4 6 2|=68 |1 1 5|=21
411 1 5 5 -1 2 3 4
0 3 4

2. fIalla el menor complementario y el adjunto de los elementos a,,, a;; y a,; de
a matriz:

=N O
o= Lwn
VSRS
NERVICN

35
2 3|=-2 A,=CD'" 20, =1 (-2)=2

R
R
5]

I
=N
N
~

0
Oy =1{2 —1 5] =108 Ayy=(13"3 0y, =1"108 =108
b :

[©)
~l

=16; A;;=(CD*3 o =-1-16=-16

Q
IS
w
|
— O
|
—_
SNV BN
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1. Calcula el siguiente determinante aplicando la regla de Sarrus y desarrollando-
lo por cada una de sus filas y cada una de sus columnas:

3 7 -1
-5 2 6
9 8 4

Comprueba que se obtiene el mismo resultado en los siete casos.

Aplicando la regla de Sarrus:

3 7 -1
-5 2 0
9 8 4

=3:2:4+(=5) 8 (D+7-6-9-(-1):2-9-6-8-3—-7(=5) - 4=456

Unidad 3. Resolucién de sistemas mediante determinantes



Desarrollando por la 12 fila:

37 -1
526 =3‘§ ) _7“5 2’_1“5 2‘=5-(—4O)—7-(—74)—1-(—58)=
9 8 4 9 9 8

=-120 + 518 + 58 = 456

Desarrollando por la 22 fila:

3 7 -1
-5 2 0
9 8 4

17 3 -1 3 7| _ - o1 20y =
_5‘8 ) +2‘9 4‘—6‘9 8‘—5 36+2-21-6-(=39

= 180 + 42 + 234 = 456

Desarrollando por la 32 fila:

3 7 -1
-5 2 0
9 8 4

3 ~1
-5 6

3 7

=9 -8 134 d1-

7 4
_9‘2 6‘_8 +4‘

=396 — 104 + 164 = 450

Desarrollando por la 12 columna:

3 7 -1
-5 2 0
9 8 4

|2 6 7 -1 7 -1, _ o
—3‘8 4 +5‘8 4 +9’2 6’—3 (—40) +5-36+9 - 44 =
=120 + 180 + 396 = 456

Desarrollando por la 22 columna:

o 56 3 -1 3 -1
526 =—7" +2’ _’—8‘ _‘=—7-(—74)+2‘21—8-13=
o 8 4 9 4 9 4 - 6

=518 + 42 — 104 = 456

Desarrollando por la 32 columna:

37 -1
526 =—1‘_5 2\—6’3 7‘+4’3 Tl=c1 59 -6 (309 + 441 -
9 8 4 9 8 9 8 -5 2

=58 + 234 + 164 = 456

2. Calcula los siguientes determinantes:

70 -3 4 31 -1 3
40 4 7 1 4 -1 4
D37 6 9 Do 3 2 5
10 1 9 2 0 0 2
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I P
a) =-714 4 7|=-7-290=-2030
37 6 9 11 9
1 0 1 9
(1) Desarrollando por la 22 columna.
S P B TR E R
b) =214 -1 4/+2|1 4 -1|=-2-28+2-28=0
03 25 3 2 5 0 3 2
20 0 2
(1) Desarrollando por la 42 fila.
También podriamos haber observado que la 42 columna es igual a la suma de las
otras tres; y, por tanto, el determinante vale cero.
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1. Calcula el rango de las siguientes matrices:

1 2 3 0 -1 4 4 2 1 5 3
431011 2 g|2 3 2 65
4 1 3 1 0 6 6 5 3 12 8
7 0 3 2 1 8 12 10 6 23 16
1 0 0 1 1 21 0 -1
11210 |5 13—
€10 0 0 o 1 D=l 2 3 _8
1 1 0 0 o 1 0 2 2
1 213 0 -1 4
310112
A1 3 1 0 6
7 0 3 2 1 8
.. 1 2
Tomamos un menor de orden 2 distinto de cero: ‘3 _1’ =-7#0

Luego, las dos primeras filas son linealmente independientes.

Observamos que la 32 fila es la suma de las dos primeras, y que la 42 fila es la suma de
la 22 y la 32 Por tanto, ran (A) = 2.

4 2,1 5 3
_|2.3,2 6 5
B=165 3 12 8

12 10 6 23 16
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Tomamos un menor de orden 2 distinto de cero: ‘ 3 ; ’ =8 # 0. Luego, las dos pri-

meras filas son linealmente independientes.

Veamos si la tercera fila depende linealmente de las anteriores:

4 2 5
2 3 6|=8#0 — Las 3 primeras filas son linealmente independientes.
6 5 12

Veamos si la 42 fila depende linealmente de las anteriores:

4 2 1 5 4 2 5 3
2 3 2 6] 2.3 6 5
6 5 3 12/°9Y |6 5 12 8|70
12 10 6 23 12 10 23 16
Por tanto, ran (B) = 3.
1,0,0:1 -1
[tz o
““lotolo o
L1000
. 1 -1 .
Tomamos un menor de orden 2 distinto de cero: ‘ 10 ‘ =1#0. Luego, las dos pri-

meras filas son linealmente independientes.

0 1 -1
Como [2 1 O |= ‘ g i =-2#0, las tres primeras filas son linealmente independientes.
0 0
0 0 1 -1
12 1 0 0 1 -1
Como | o ¢ ¢ 11=-12 1 0|=2=#0, entonces ran (C) = 4
10 0 0 001
2 1 0 -1
5 1 3 =7
D=
7 -3 -8
1 0 2 2
- 21 .
Tomamos un menor de orden 2 distinto de cero: 5 1] 7 -3 #0. Luego, las dos pri-

meras filas son linealmente independientes.
1 0
1 -3
0 2

Como =-9#0, la primera, segunda y cuarta fila son linealmente independientes.

VAR ]

La tercera fila es la suma de las dos primeras. Luego, ran (D) = 3.

Unidad 3. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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1. Aplica el teorema de Rouché para averiguar si los siguientes sistemas son com-
patibles o incompatibles:

3x-2y= 5 4x+ 5y=7 X+ y+2z =7
a)y x+3y=-2 b)i2x—- y=0 Ai3x— y+ 4F=1

2x—- y= 3 Tx+ 11y =4 xX—3y—4z+4t=6
a)3x-2y= 5 3 2 3 -2 5

X+ 3y=-2 A=(1 3 A'=11 3 =2

2x— y= 3 2 -1 2 -1 3

’? _32 =11#0 > ran(A) =2

|4 =0 — ran (A" =2

El sistema es compatible.

b)dx + 5y=7 4 5 4 5 7
22— y=0p A=|2 -1| A4'=[2 -1 0
7x+ 11y = 4 7 11 7 11 4

|A|=147#0 = ran(A) =3 #ran(A) = 2

El sistema es incompatible.

o) x+ y+2z =7 1 1 2 0 11 2 07
3x— y+ 4t =1 A=(3 -1 0 4 A'=13 -1 0 4 1
X—3y—4z+4t=0 1 -3 4 4 1 -3 -4 4 6
Calculamos el rango de A:

11 1 1 2 1 1 0
‘5 . =—4#0, |3 -1 0]=0; |3 -1 4/=0 — ran(4) =2
1 -3 -4 1 -3 4

Calculamos el rango de A"

1 1 7
3 -1 1| =-76 = ran(4A") =3 % ran (A4)
1 3 6

El sistema es incompatible.
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2. Siguiendo el mismo proceso que en el ejercicio anterior, averigua si los si-
guientes sistemas son compatibles o incompatibles:

x+3y—z=1 x+3y—=z=1 x+ y+2z = 7

a) 4§ 2x + z=2 b) § 2x + z=2 A){3x— y+ 4t= 1

2y—z=0 2y—z=5 x—3y—4z+ 4t=-13
a) x+3y—-z=1 1 3 -1 1 3 -1 1
2x + z=2 A=(2 0 1 A'=(2 0 1 2)
2y—2=0 0 2 -1 0 2 -1 0

Calculamos el rango de A:
‘ 1 3

5 0 =60y |A|=0 — ran(Ad =2

Calculamos el rango de A"

1 3 1
2 0 2|=0 (pueslal?yla3?columna son iguales) — ran (4" =2 = ran (A)
0 2 0

El sistema es compatible.

OBSERVACION: Como la 42 columna de A’ y la 12 son iguales, necesariamente
ran (A") = ran (4); es decir, el sistema es compatible.

b) x+3y-z=1 13 -1 13 -1 1
2x + =2 A=|2 0 1| A=|2 0 1 2
2y-z=5 02 -1 0 2 -1 5

Sabemos que ran (A) = 2 (ver apartado a) de este ejercicio).

Calculamos el rango de A"

1 3 1
2 0 2|=-3020 — ran(A) =3 #ran(4)
0O 2 5

El sistema es incompatible.

Q) x+ y+2z = 7 1 1 2 0 1 1 2 0 7
3x— y+ 4r= 1 A=[3 -1 0 4 A'=(3 -1 0 4 1
x—3y—4z + 41=-13 1 -3 -4 4 1 3 -4 4 -13

Sabemos que ran (A) = 2 (ver apartado ¢) del ejercicio anterior).

Calculamos el rango de A"

1 1 7
3 -1 1 [=0 — ran(A’) =2 =ran(A)
1 -3 -13

El sistema es compatible.

Unidad 3. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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1. Resuelve mediante la regla de Cramer:

xX—3y+5z=-24 X+ y—z=2
a)2x— y+4z= -8 b)), x— y+z=8
x+ y = 9 2x + 3y =10
a) x—3y+5z=-24 1 -3 5
2x— y+4d4z= -8 |A|=|2 -1 4|=-120
x+ 0y = 9 1 1 0
24 -3 5 1 -24 5 1 -3 24
|4, l=] -8 -1 4|==7; |4|=|2 8 4|=-2 |4]=|2 -1 -8|=5
9 1 0 ‘ 1 9 0 1 1 9
Por tanto: x=7, y=2, z=-5
b) x+ y—-z=2 1 1 -1
x— y+z=8 [A]=1]1 -1 1]|=-6
2x+3y =10 2 3 0
2 1 -1 1 2 -1 1 1 2
A |=]8 -1 =-30; |4, =1 8 1|=0; [4]=|1 -1 8 |=-18
10 3 2 10 0O 2 3 10
Por tanto: x=5, y=0, 2=3
2. Resuelve aplicando la regla de Cramer:
2x—5y+3z= 4 3x—4y— z= 4
a4y x-29+ z=3 b) y+ z= 06
5x+ y+7z=11 2x +5p+7z=-1
a) 2x —5y+3z= 4 2 -5 3
x-2y+ z= 3 |[Al=11 -2 1| =13
Sx+ y+7z=11 5 1 7
4 -5 3 2 4 3 2 5 4
A, l=|3 -2 1]=65 [4]=|1 3 =0; |[A]=1]1 =2 3|=-26
1 1 7 5 11 7 5 1 11
Por tanto: x=5, y=0, z=-2
b)3x -4y - z= 4 3 4 -1
y+ z= 6¢ |4|=]0 1 1]|=0
2x + 5y + 7z =-1 2 5 7

Por tanto, ran (A) < 3.

Como hay menores de orden 2 distintos de cero, ran (A) = 2.
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3 4 -1 4
A=10 1 1 6) ran(A') =3
2 5 7 -

Por tanto, este sistema es incompatible.
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3. Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones:

a)

a)

x— y+3z=1 x— py+3z=1
3x— y+2z=3 b){3x— y+2z=3

-2y+7z=0 -2y +7z=10
x— y+3z=1 1 -1 3 1 -1 3 1
3x— p+2z=3 A=(3 -1 2 A'=13 -1 2 3)
-20+7z=0 0 -2 7 0 -2 710

Calculamos el rango de A:

‘1—1

0_2‘=—2¢0y |[A|=0 — ran(4) =2

Calculamos el rango de A"

1 -1 1
3 -1 3| =0 (a1?yla3?columna son iguales) — ran (A') =2
0 =2 0

El sistema es compatible indeterminado. Para resolverlo, podemos prescindir de la
22 ecuacion:

x—y+3z=1 x—y=1—32%x=y+1—32=1+%

-2y +7z=0 =2y =-Jz %y=772
Solucion: x=1+N\, y=7\, z=2A
b) x— py+3z=1 1 -1 3 1 -1 3 1
3x— y+2z=3 A=13 -1 2 A'=13 -1 2 3
-2y +7z=10 0o -2 7 0 -2 7 110
Sabemos, por el apartado a), que ran (A) = 2.

Calculamos el rango de A"

1 -1 1
3 -1 3| =20#0 — ran(A’") =3 #ran(A)
0 -2 10

El sistema es incompatible.
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4. Resuelve estos sistemas:

x+y =3

3x+4y= 4
y+z=>5 _
D LT i a4 b) :x+6y:2?1>
S5x—y+z=6 —2x*3y=
a) x+y =3 1 1 0 1 1 01 3
y+z=5 _(0 1 1 10 1 1 5
X +z=4 4 1 0 1 4 1 0 1 4
Sx—-y+z=06 5 -1 1 5 -1 116
1 1 0
Como |0 1 1[=2#0 — rman(4 =3
1 0 1

Calculamos el rango de A"
|[A|=0 — ran(4") =3

El sistema es compatible determinado. Para resolverlo, podemos prescindir de la ul-
tima ecuacién y aplicar la regla de Cramer:

3 1 0 1 3 0 1 1 3
5 1 1 0 5 1 0 1 5
4 1
x:L_£=1’ =1—41=i=2;z=L_£=3
2 2 2 2 2 2
Solucion: x=1, y=2 z=3
b) 3x+4y= 4 3 4 3 4| 4
2x + 6y = 23 A=[2 6 A'=12 6 |23
—2x+3y= 1 -2 3 -2 3 1
Como |A'| =-309 # 0, entonces ran (A") =3 # ran (A).

El sistema es incompatible.
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1. Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones:

x+1ly—4z=0

3x-5y+z=0
2x+ 4y+ z=0
a) x:2y+z:g b) x+ y-2z=0
xry = 2x—16y+5z=0
) 3x—-5+z=0 3 51
x=2y+z=0 |A]=11 =2 1| =-5#0
x+ y =0 1 1 0
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Por tanto, ran (A) = 3 = n?incognitas.

El sistema solo tiene la solucion trivial: x =0, y=0, z=0

b) x+ 1ly—4z=0

ot v =0 1 11 4
v -2 4 1| =-18 = ran(A4) = 3 = n®de incognitas
x+ y-2z=0 1 1 -

2x—16y + 5z =0

El sistema solo tiene la solucion trivial: x =0, y=0, 2=0

2. Resuelve estos sistemas:

x— y— z=0 x+y+5z =0
a)yx+ y+3z2=0 b) y 3x—y —-2t=0

xX—5y-9z=0 x—y+ z— t=0
b) x- y— z=0 1 -1 -1

x+ y+3z=0 [A]=]1 1 3|=0

x=5-9z=0 1 5 -9

Seleccionamos el menor 11

‘=2¢O — ran(A) = 2

Podemos suprimir la 3% ecuacion y pasar la z al segundo miembro:

X-y=z xX=-2 Solucion: x = -\, y=-=2\, z=L
x+y=-3z y=-2z

d x+ypy+52 =0 1 1 5 0
3x—y —2t=0 A=[3 -1 0 =2
x—y+ z— =0 1 -1 1 -1
1 1 5
3 -1 0|=-14#20 > ran(4) =3
1 -1 1
Para resolverlo, pasamos la ¢ al 22 miembro:
0 1 5
B 2t -1 0
3;63”2;2; P e i A
1 0 5 1 1 0
3 2t 0O 3 -1 2
1 ¢ 1 7t —t 1 -1 ¢ 0
= - A _ =t =L = .Y 9
Y 14 -14 27 < 14 -14

Solucion: x=A, y=-A, z=0, t=2\
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1. Discute y resuelve:

x+ y+taz= 0 x+ y=
a)iax— y =-1 b) | kx— y=13
x+4y+6z= 0 5x+ 3y =16
a) x+ y+taz= 0 1 1 a 1 1 a 0
ax— =-1 A=la -1 0 A'=|la -1 0 | -1
x+4y+ 6z= 0 1 4 6 1 4 610
a =2
_ia e g _5+V25+96 _ 5+V121 _5+11 _—
|A|=4a*-5a-6=0 — a = 3 S \a=_—45

*Si a=2, queda:

1 132 0 11
A'=12 -1, 0 -1 ‘2_1‘=—3¢0—>mn(/1)=2
1 4 6 0
| —
A 1 1 0
2 -1 -1|=320 = ran(A) =3 #ran(4)
1 4 0
El sistema es incompatible.
*Si a=-3/4, queda:
1 1 -3/4 0 1 1
A=|=3/4 -1 0 -1 ‘_3/4 _1‘=‘—41¢o — ran (4) =2
1 4 6 0
|
A 1 1 0
3/4 -1 -1 =320 = ran(A") =3 # ran (4)
1 4 0

El sistema es incompatible.

eSi a2y a#-3/4 — ran(A) = ran(A") = n®incognitas = 3, el sistema es
compatible determinado. Lo resolvemos:

0O 1 a

1 0 a
-1 -1 0 a -1 0
x= 0 4 6 _ 6 — 4a ) _ 1 0 6 _ a—6 )
402 -5a—-6  4a*-5a-6" Y 402 -5a—-6  4a*-5a-6"
1 1 0
a -1 -1
1 4 0 3
z = =
4a’-5a—-6  4a*-5a-06
Solucion: x = 6~ da = a-6 = 3

4 —5a-6" " 4a—5a-6"  4a’—5a-6
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b x+ y= &k 1 1 k
kx— y=13 ¢ A'=|k -1 |13
Sx + 3y =16 5 3 116
—
A
k=2
. ~ C1+V121-120  11+1
|A'| =3k —11k+10=0 — &k G G ~—p.5
3
e Si k=2 queda:
1 1. 2 1
A'=12 -1 13 ‘ ‘=—3¢O — ran (A) = ran (A") = 2 = n? incognitas
————— 4 2 -1
5 3 16
H_J
A

El sistema es compatible determinado. Para resolverlo, podemos prescindir de la
32 ecuacion:

xty=2 Sumando: 3x=15 = x=5; y=2-x=2-5=-3
2x —y =13

Solucion: x=5, y=-3

*Si k=5/3, queda:
1 1 5/3
A=153 -1 13
5 3 16

| —

A

1 1 -8 o
= — = N =2 = ninc
‘ 5/3 1 ‘ 3 * 0 — ran (A) = ran (A") n? incognitas

El sistema es compatible determinado. Para resolverlo, podemos prescindir de la
32 ecuacion:

5
X +y=—
5 Sumando: §x=ﬁ - x=ﬁ=£
5 _ 3 3 8 2
—x—-y=13
3
o5 .5 11_-2
YTF YT I T TG
Solucion: x=%, y=%

eSi k2 y kR#5/3 — ran(A") =3 #ran (A), el sistema es incompatible.
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2. Discute y resuelve, en funcion del parametro a, el siguiente sistema de ecua-

ciones:
(a-Dx+ y=0
(a-Dx+(@+Dy=0
(a—Dx+ y=0 A=(6l—1 1
(a-Dx+@+Dy=0 a-1 a+1

a=20
1 1 __—
|A|=(a—1)‘ ‘=(a—1)(a+1—1)=a(a—l)=0
1 a+1 T~ 1
e Si a=0, queda:
—x+y=0 } Yy =x. Sistema compatible indeterminado.
-x+y=0
Solucion: x =ML, y=2A
*Si a=1, queda:
y=0 } Sistema compatible indeterminado.
2y=0
Solucion: x=A, y=0
eSi az0y a1 — ran(A) =2
El sistema solo tiene la solucion trivial: x =0, y=0
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1. Calcula la inversa de cada una de las siguientes matrices:
1 -1 -1 2 1
A=(-1 0 3 B=(1 :2)
-2 5 3
Calculamos la inversa de la matriz A:
|[A|=-1#0 — existe A7
0, —— AdjAD —— (AdjD) — |j1| (Adj (D)
-15 9 -5 -15 -9 -5 -15 -8 -3 15 8 3
8 -5 3| -8 -5 3 >-9 -5 2|>(9 5 2=4"
-3 2 -1 -3 -2 -1 -5 3 -1 5 3 1
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Calculamos la inversa de la matriz B:
|B|=-3#0 — existe B!

0, —— AjB) —— (AdjB) — |_113|
-2 -1 2 1 (-2 1),
- (1 2) - (—1 2) - ?(—1 2)‘3

2. Calcula la inversa de cada una de las siguientes matrices:

as(t ) 02 1l

2 7 15 3

(Adj (B))

B=

Calculamos la inversa de la matriz A:
|A]=-1#0 — existe A7

0, —— Adj(dD) —— (AW ——s L

——(Adj (D)
|4]
(7 2) N (7 —2) R (7 —4) %(7 —4)=A71
4 1 —4 1 -2 1 -2 1
Calculamos la inversa de la matriz B:

|B|=3#0 — existe B!
a, —— AdjB —— (AdjB) —s lLB|(Adj(B))’

1 -1 2 1 1 2 1 3 -1 1 1 3 -1

-3 12 21| -3 12 21| > |1 12 —4| - =|1 12 —4|=B"!
-1 4 8 -1 -4 8 -2 =21 8 -2 =21 8
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS
PARA PRACTICAR

1 Sabiendo que

Z Z‘ =7, justifica las siguientes igualdades, citando en ca-
da caso las propiedades que has aplicado:

a-b b| _ 3a 2b| _
a)’c—d al=7 b)‘sc 2d| = %2
b a a b
) dcl=77 d)‘a—ZC b—Zd‘__l4
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a) Propiedad 8: si a una columna de una matriz se le suma la otra columna multi-
plicada por un nimero, el determinante queda multiplicado por ese nimero.

b) Propiedad 5: si multiplicamos cada elemento de una columna por un nimero, el
determinante queda multiplicado por ese nimero.

¢) Propiedad 3: si permutamos las dos columnas, el determinante cambia de signo.

d) Propiedad 7: si una fila es suma de dos, el determinante puede descomponerse
en suma de dos determinantes.

2 Si Z Z ‘ =—5, ¢cudl es el valor de cada uno de estos determinantes?
m p pm ‘Sn—m ’pZm ‘ 1 n/m
a)‘nq b)‘qn 3g Dig 2n lmp mq

a) =5, porque el determinante coincide con el de su matriz traspuesta.

pm|_|pq =_mn‘=__ _
b)‘qn Olmnl@ lp g =5=5
5n—m=_‘nm _ ‘mn= el e
C)‘Sq b 13 3 q p &3 b q 3:(=5)=-15
P2m= p m _ D q _ mn‘=_._ _
d)‘q m |32 q nl® mn(z)zpq 2-(-5) =10
e)‘l n/m=i.mmn’=mn‘=_5
mp mq | 3D m P q D q

(D E] determinante de una matriz coincide con el de su traspuesta.
) Sj cambiamos de orden dos filas o dos columnas, el determinante cambia de signo.
) Si multiplicamos una fila 0 una columna por un nimero, el determinante queda

multiplicado por ese nimero.

3 Sustituye los puntos suspensivos por los niimeros adecuados para que se ve-
rifiquen las siguientes igualdades:

3 2 7|7 ‘_43=6_1H ...... ‘
a)‘s 31713 -3 +‘..._3 b5 ol=12 ol*l2 o

3 7|2 7 1 7 —4 5‘_‘6 -1 ‘—10 4‘
“‘)‘5 -3 _‘3 —3‘+‘2 —3‘ b) ‘2 ol 712 ol 2 o

4 Resuelve estas ecuaciones:

1+x 1—-x x—-2 1-2x
a)ll—x 1+x‘_12 b)‘ x a2 ’_0
21)‘1+x 1—x’=12

1-x 1+x
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‘1+x 1-x

_ 2 (1 a2 = 2 _ 2 _ -
1— 1+x’ A+x0*-0-x 1+x+2x—(1+x—=2x)

=l+x?+2x—1-x*+2x=4x=12 —> x=3

b)‘x—z 1—22x‘=0
X X
‘X;Z 1;22x‘=_x2-(x—Z)—x(l—ZX)=X3—23€2—X+2X2=x3_x=
x= 0
=x(x2—1)20/x= 1
\x=—1
5 Calcula el valor de estos determinantes:
18 1 3 4 —6 7 8 0 0 31
a)|17 0 b2 -1 1 A0 -7 3 d|-20 2
16 -1 5 3 -5 1 0 1 3 40
18 1 3 4 -6
D1 7 0[=0 b2 -1 1]=0
1 6 -1 5 3 -5
7 8 0 0 3 1
0|0 =7 3| =-25 d|-2 0 2|=10
1 0 1 3 40
e ¢Qué valor de a anula estos determinantes?
3 4 -5 a—1 1 -1 211 at+l 1 1
a)ll -1 1 b) 0 a+6 3 o|l0 2 2 d) 1 2 a
1 -1 a a-1 2 0 2 3 a? 1 a 2
3 4 -5
a)|l -1 1|=-3+5+4-5+3-4a=4—-4a=0 — a=1
1 -1 a
a-—1 1 -1
b)| 0 a+6 3|=3a-D+@-D@+6)-6(a-1)=(@-1DB+a+6-0]=
a-—1 2 0
a= 1
“@-DGr@=0<___ _,
2 1 1 _
|0 2 2| =4a’+4-4-12=4a>-12=0 — a2=3/“ V3
2 3 aZ \ﬂ=—\/g
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a+1 1 1
dD| 1 2 al=4@+D+a+a-2-a*a+1)-2=
1 a 2
=4a+4+2a-2-a*-a* 2=-a*-a*+6a=-a(a*+a-6)=0 —
a=0
/
N 24 u_620 — g —LNI+24 145 _—a= 2

2 2 T—a=-3

o Calcula el valor de los siguientes determinantes:

10 -1 2 1-12 0 123 4 13 2 41
23 2 -2 2 1 3 1 21 2 1 2 21 3
Dl 21| P31 43 91245 Yo 5104
31 5 -3 2 1 7 0 3 41 2 - 8 9 2
10 -1 2 1 -1 2 0
232 2 2 1 3 1| _
Ol PRV 72 L P T 18
315 -3 2 1 7 0
123 4 103 2 -1
21 2 1 _ 2 21 3| _
DNy 2 45|70 Dl 510 4|98
3 41 2 7 8 9 =2

8 Calcula la matriz inversa de las siguientes matrices y comprueba el resultado:

201 1 0 2
a)(f i) b)(; ‘42) c)(O 3 0) 2 o -1
101 0 2 0
a) |A]=1#0 — existe A~
o, —— Adj) —— (AdjD) ——s ﬁ(Aa}/’(A))Z
1 1 1 -1 1 -3 13\ 4
(5 4) *(—3 4) - (—1 4)_’(—1 4) A
b) |[B]|=10#0 — existe B!
o, —— Adj(B) ——— (Adj (B)) —— |—113|(Adj(B))t

i3 i 3 i 2 V(42
(—2 1)*(2 1)_’(—3 1)"% (—3 1)'3
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wn O

0 |Cl=3#0 — existe ¢!

o0, —— Adj(C©) —— (Adj(C)) —— ﬁ(Adj(C))t
3 0 -3 3 0 -3 3 0 -3 L (3 0 3
o 1 0o|l—-|l0 1 0|—=]0 1 O0O]—=>=-{0 1 o0]=ct
30 6 30 6 30 6 3 \3 0 6
d |D]=-10#0 — existe D!
o, ——— Adj(D) ——— (Adj(D)) — ﬁ(Adj(D))t
2 0 —4 2 0 —4 2 —4 0 2 -4 0
40—2—>—402—>005—>I—0~005=D‘1
0 -5 0 0 5 0 —~4 2 0 -4 2 0
Resuelve las siguientes ecuaciones matriciales:
12\ (03 -1 5| _
(3 )x=(9 3 wx(7] 3)-a »
0 3

1 2
a) Llamamos A4 = ( ) y B= ( ), de manera que tenemos:

2 1 30
A-X=B > X=41-B

Calculamos A~%

|A|=-3#0 — existe A7

o, —— Adj —— (AdjD) ——s ﬁ(Adj(A))t
(1 2) (1 —2) (1 —2) 1 (1 —2)
)7\ ) Tl ) T3\ 1]

Calculamos A7! - B:
= A B O = A R ey
3 \21)\3 o)]TF 3 6/ 41 2

o (2a
La solucion es: X (_1 2)

1 5

1 4) y B=(1 2), de manera que:

b) Llamamos A4 = (:

X-A=B > X-A-A'=B-A!' > X=B-4"!
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|A|=1#0 — existe A~

Calculamos A1

1

o, —— Adj) —— (Adj) —— m(Adj(A))’
(4 4)_}(4 1)_}(4 —5)_}(4 —5)=A_1
5 -1 -5 -1 1 -1 1 -1
Calculamos B - A7%:
4 -5\
a2} _1)—(6 7
La solucion es: X = (6 —7)
10 Estudia el rango de las siguientes matrices:
10-12 ; _11 ;
a)|2 3 1 -2 b)
2 4 21 5 05
1 2 1
1 -1 2
a) El rango es 3 ya que el determinante (2 1 -2| =15=#0.
2 21
b) 42 fila = 22 fila — 12 fila
32 fila = 12 fila + 22 fila
1 -1 2
Por tanto: ran 2 13 —mn(l _12)
' 3 0 5 2 13
1 2 1
1 -1
Como‘2 1‘=5¢O—>Elrang0652
11  Resuelve aplicando la regla de Cramer:
3x— y = 2 2x+ y+ z=-2
a)2x+ y+ z= 0 b){ x-2y-3z= 1
3y+2z=-1 -x—- y+ z=-3
3x+ y— z=0 x+y—z+t=1
Ay x+ y+ z=0 @ x—-y —t=2
3x+2y—2z=1 z—-1t=0
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a)3x—y = 2 3 -1 0 2
2x+ y+ z= 0p A'=|2 1 1| 0| > |A|=1=%0
3y + 2z =1 0 3 2 |-
|
A
2 -1 0 3 2 0
o 1 1 2 0 1
-1 2 — 0o -1 2 _
I ) B R K - = S
1 1 1 1
3 -1 2
2 1 0
0 -1
=100 A7,
1
Solucion: x=-1, y=-5 z=7
b)2x+ y+ z=-2 2 1 1 -2
x-2y—3z= 1} A=|1 =2 3| 1| > |4|=-1120
-Xx—- y+ z=-3 -1 -1 1 -3
| S —
A
-2 1 1 2 =2 1
1 -2 -3 1 1 3
-3 -1 1 -1 - 1 _
B S O G U b B T B - Y
~11 -11 11 -11
2 1 =2
1 -2 1
-1 -1 3 22
P e L
-11 11
Solucion: x=-1, y=2, z=-2
A3x+ y— z=0 3 1 -1
x+ y+ z=0¢ |4]=|1 1 1]=-06
3x+2y—2z=1 3 2 2
0 1 -1 3 0 -1
la =10 1 1|=2 |4|=|1 0 1|=-4
1 -2 3 1 =2
3 1 0
4 |=[1 1 0]|=2
3 2 1

Por tanto: x=_—1, y=£, »=L
3 3 3
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Dx+y—z+1=1 111111 11 -1
x—y —-1=2; A=|1 -1 Oi—l 2|. Tenemos que |1 -1 O | =-2#0.
z—-1t=0 00 1:-110 00 1
[ —
A
1-¢ 1 -1 1 1-¢t -1
2+t -1 0 1 2+¢ 0
= t 0 1 33—t _3+1¢, _ 0 t 1 _ 1+t _ -1-1¢
-2 -2 2 -2 -2 2
1 1 1-¢
1 -1 2+1¢
0 0 t - -1-
= = ﬁ=t. Soluciones: (u, 1 }”,k,k
-2 -2 2 2
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12 Estudia la compatibilidad de estos sistemas:

S
x— y=06 x+ y— z=-2
a) | 4x+ y=-1 b){ 2x— y-3z=-3
5x +2y=-5 x-2y-2z= 0
a) x— y=0 1 -1 6 1
ot y=-1pA=l4 1| -1 COHOO‘4 1’=5¢Oy |4 =0,
Sx+ 2y =-5 5 2| -5
—
A

tenemos que: ran (A) = ran (A') = n®incognitas = 2
El sistema es compatible determinado. Para resolverlo, podemos prescindir de la

tercera ecuacion:

x—y= 06 } Sumando: 5x =5 — x=1 } Solucion: (1, -5)

dx+y=-1| y=-1-4dx=-1-4=-5
b) x+ y— z=-2 1 1,11 =2
26— y-3z=-3¢ A'=(2 -1: -3 | 3|
x—-2y-2z= 0 1 -2 -2 0
Ly ——
A
1 1
Tenemos que |A]=0 y que ) _1‘=—3¢0 = ran (A) =2
1 1 2
Como (2 -1 3|=-3#0 — ranA)=2#ran(4) =2
1 -2 0

Por tanto, el sistema es incompatible.
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13 Calcula la inversa de las siguientes matrices:

S 121 210
A=|010 B=|01 3
20 3 211
1 2 1
|[A|=10 1 0|=120 — Existe A™
2 0 3
o —— Adj) —— Adj (D) —— A—1=ﬁ(fldj(fl))”
30 =2 3 0 -2 3 -6 -1 3 -6 -1
61 -4 - |61 4] = (01 0] = [0 1 0|=4a1!
-1 0 1 -10 1 2 4 1 2 4 1
210
|B|=10 1 3|=2#0 — Existe B!
211
0y ——— Adj(B) ——— (AdjB)Y ——s B = ﬁ(Adj B)
2 -6 2 2 6 =2 -2 -1 3 -1 -1/2 3/2
1 2 0] »|-1 2 0] - 1|6 2 6| =13 1 =3]|=B"
3 6 2 3 -6 2 2 0 2 -1 0 1

PARA RESOLVER

14 Prueba, sin desarrollar, que estos determinantes son cero:

-8 25 40 5 5 5
a) |2/5 3 -2 b)| a b c
0 27 O b+c a+c a+b

@ a) Hay dos lineas proporcionales. b) Suma la 3¢ fila a la 2¢.
a) La 12 y la 32 columnas son proporcionales (la 32 es —5 por la 12).

b) Sumamos la 32 fila a la 22

5 5 5 5 5 5
a b c =la+b+c a+b+c a+b+c|=
b+c a+c a+b b+c a+c a+b
1 1 1
=5a+b+o | 1 1 1 =0 (pues tiene dos filas iguales).
b+c a+c a+b
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15 Prueba que el determinante a) es multiplo de 3 y el b) miiltiplo de 5:

13 2 521
a)|4 7 1 b)|4 7 6
8 25 639
& a) Suma la 1°y 2¢ columnas a la 3°.
1 3 2 1 3 6 1 3 2
) lAl=14 7 1 & 4 7 12 53 4 7 4| — Esmdltiplo de 3.
8 2 5 8 2 15 ) 8 2 5

(1) Sumamos a la 32 columna las otras dos.

(2) Siuna columna se multiplica por un nimero, el determinante queda multipicado por
ese numero.

521 5 2 1 521
b [Bl=]4 7 6{< |4 7 6[55|4 7 6] — Esmiliplodes.
6 3 917110 10 15 2 2 3

(3) Sumamos a la 32 fila la 22.

16 ¢Para qué valores de a se anula este determinante?

11 1 2

12 3 8

a-1-1 1

1 -1 1 =2

11 1 2 » 1 1 1 2

1 2 -3 8 ey e 1 0 -5 4 -1 5 4
[Al=14 21 20 1= 3ere a+1 0 0 3| -~ |at1 0 3=

1 -1 1 2| 4+ 2 0 2 0 2 20

=—[8(a+ 1 -30+06]=-[8a+8-30+0l=-8a-160=0 — a=2

m Estudia el rango de las siguientes matrices segun el valor del parametro que
aparece en ellas:

21 0 2 -1 a
A=|1 1 =2 B=|a 3 4
31 a 3 -1 2
210
|[A|=|1 1 2| =2a-6+4-a=a-2=0 — a=2
31 a
. 21
eSia=2 — Como |4]|=0y 11 =120 — ran(4) =2

eSia+2 — |A|#0 - ranA =3

Unidad 3. Resolucién de sistemas mediante determinantes



2 -1 a
|Bl=|la 3 4|=12-a*’-12-9a+8+2a=-a*-7a+8=0 —
3 -1 2

Lo 72V49+32 _ 7+V81 _7:9___—a=-8

- ) 2 2 T——a-=1

_31 §‘=10¢O — ran (B) =22

Observamos que
Por tanto:

eSia=1 > |B|=0 - ran(B) =2
eSia=-8 - |B|=0 — ranB) =2

eSia#1lya#-8 — |B|#0 — ran(B) =3

18 Estudia y resuelve estos sistemas homogéneos:

I9x+3y+2z=0
3x— y+ z=0
8x+ y+4z=0

x+ y— z=0
a)112x-3y—-22=0 b)
x—2y+ z=0

x+2y—-2z=0
a) x4+ y - >=0 X+ y- z=0 1 1.-1
12— 3y-2z=0 x=2y+ z=0p A=|1 21
xX-2y+ z=0| 126-3y-22=0 12 -3 -2

1 -2
Como |A|=0y ‘_2 1 ‘ =-3 %0, entonces, ran (A) = 2.

El sistema es compatible indeterminado. Para resolverlo, podemos prescindir de
la 32 ecuacion y pasar la z al 2° miembro:

‘Z 1‘ ‘l Z‘
x+ y= Z} -z =2l =z =z 1 ==l 2z 2z
X=———=—=Z0 y=— = _"= ="=
xX—2y=-z =3 3 3 -3 -3 3
Soluciones: (&, &, 7»)
3 3
b) 9x + 3y + 2z=0 9 3 2!
3x— y+ z=0 s 3 -1 13
8x+ y+4z=0 8 1 4
x+2y—-2z=0 1 2 =2
9 3 2
Como |3 -1 1| =-35#0, entonces: ran (A) = 3 = n®incognitas.
8 1 4

El sistema solo tiene la solucion trivial: x =0, y=0, z=0
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19 Resuelve los siguientes sistemas:

+ =

x+ y+z— 1t=0 i y+z -

@ 2x+ y—z+2t=0 b) _
3x + 2y + t=0 ¥ *i=0
y+z+t=0

a) x+ y+z— t=0
2+ y—z+2t=0
3x + 2y + =0

Observamos que la 32 ecuacion es la suma de las dos primeras, por lo tanto la
eliminamos. El sistema queda:

x+y+z—- =0
2x+y—z+2t=0

Pasamos al segundo miembro dos de las incognitas para resolverlo por Cramer,
teniendo que ser el determinante de la matriz de los coeficientes que quedan en
el primer miembro no nulo:

rry=-—=+ i |A|=‘1 L
2x+y= z-2t 2 1
Aplicamos la regla de Cramer:
—z+1t 1 1 —z+1¢
4.l ‘Z—Zt 1‘__24+3t; |A-V|_‘1 z—Zt‘_sz_ZH

Solucion: x =2 A—3U, y=-3A+4U, z=A, =1

b) x+y =0
X +z =0
X +1=0

y+z+1=0

Se trata de un sistema homogéneo.

|A]| = =320 — ran(A) = 4 = n®de incognitas

O == =
—_0 O =
—_ O = O
—_ = O O

El sistema solo tiene la solucion trivial, x =0, y=0, z=0, t=0.

2x+3y=5
20 Encuentra el valor de a para que este sistema sea compatible: x+2y=1
ax+ y=3
2x+ 3y =5 2 33 5 6 12 3
x+2p=1; A'=|1 21| 1) |A|=6-7a=0 — a=—=; ‘1 2‘=1¢0
ax+ y=3 a 113 7
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Si a=—, ran (4A) =ran (A')) — Sistema compatible.

Si a#—, ran (4 #ran (A) — Sistema incompatible.

I[NNI

21 Expresa en forma matricial y resuelve utilizando la matriz inversa:

x+3y— z=-1

x—y=2 o
a){2 V=0 @ x—y z_ 1
2x+ y+3z= 5

pen ) INEI P W
2x—y=O}A 2 a) * J”C 0

(1 _1)~(x)=(2) S AX=C—o A" A-X=41-CoXx=4"C
2 -1 y 0

Calculamos A~%

|A| =1#0 — Existe 47!

0, —— Adj(A) ——— Udj) ——— —(adj)y

i R e R i B R BN

=5 ) 5)- ()

La solucion del sistema es: x=-2, y=—4

b) x+3y—- z=-1 1 3 -1 X -1
x— y— z=-1 A=|1 -1 1|, X=|yp ]| C=[-1
2x+ y+3z= 5 2 1 3 z 5

1 3 -1\ («x -1
1 -1 1|-|y|=|-1] >4 X=C—o>A41A4-X=4"1-C—
2 1 3 z 5

S X=41-C
Calculamos A%

|A| =-20#0 — Existe A™!

o, —— Adj) —— (AdjAD) ——s ﬁ(Ad]‘(A))t
-2 5 3 -2 -5 3 -2 -10 —4 -2 -10 -4
105 5| >|-105 5]->|-55 0|]—>—-5 5 0]=4"
40 4 40 4 3 5 4 2013 5 4
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L (2 10 Ay ' 2
x=-Lt |5 5 o |a]l=——0
20 \3 5 4 \s)] —20 \_53

La solucion del sistema es: x = l, y=0, z= Z

5 5

22 Estudia vy resuelve los siguientes sistemas:

x+ y+ z= 2

x—y—2z=2 2y _Tz= 0
3¢ + z=3 2x+ 3y =0
a) xX—y—-2z=2 71”7—717—2 2
2x+y+3z=1p A'=|2 13 1
3x + z=3 3 0.1 3
| —
A
2 1
Como [A|=0y 3 O‘ =-3#0, tenemos que ran (A) = 2.
1 -1 2
Ademids, |2 1 1| =0. Luego, ran (A") =2 = ran (A) < n®incognitas.
3 0 3

El sistema es compatible indeterminado. Para resolverlo, podemos prescindir de
la primera ecuacion:

z
2x+y+5Z=1}ZX+J/=1—5Z . 3 3 Hacemos z = 3A

3x + z=3[3x =3-z 75

b) x+ y+ z= 2 11 1] 2
X-=2y-7z= 0 q=|t 270
y+ z=-1 01 1| -1
2x + 3y =0 2.3 0 0
A
11 1
Como |1 -2 =7| =520y |A|=0,
01 1

tenemos que: ran (A) = ran (A') = n®incognitas = 3
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El sistema es compatible determinado. Para resolverlo, podemos prescindir de la
cuarta ecuacion. Aplicamos la regla de Cramer:

2 1 1 1 2 1
0o -2 -7 1 0 -7
-1 1 1 -1 1 _
RPN S T N e B A T
5 5 5
1 1 2
1 -2 0
1 -1
JOU U N B B
5 5

Solucion: x=3, y=-2, z=1

23 Discute los siguientes sistemas segun los valores del parametro m:
S

mx+y+ z=4
@ x+ty+ z=m b)

xX—y+mz=2

x+ y+ z=m-1
2x+ y+mz=m
x+my+ z=1

x+ 2y+3z=0
O x+my+ z=0 d)
2x+ 3y + 4z=2

x+my+z=4
x+ 3y+z=5
mx+ y+z=4

A mx+y+ z=4

m 1 1 4
x+y+ z=m  A'=|11 1 1 m
X—y+mz=2 1 -1 m| 2

—————
A

_ 2 _ /m= 1
Al =m?*-1=0=—__,  _ ;4

eSi m=1, queda:

A= 1 1 i ik)j] Contradictorias —  Sistema incompatible.
1 -1 112

e Si m=-1, queda:

-1 1 1] 4
A=11 1 1] :|Contradictorias — Sistema incompatible.
1 -1 -1/ 2

eSim#1ly m#-1 — ran (A =ran (A) = n?incognilas = 3. Sistema com-
patible determinado.
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b) x+ y+ z=m-1 1 1 1 m—1
2x+ y+mz=m A'=12 1 m m
x+my+ z=1 1 m 1 1
—_— —
A
|Al =-m*+3m—-2=0 — m= 2% 9-8 Bl _—M=]

-2 2 TT—m=2

eSi m=1, queda:

0
1
1

A=

1 11
211
1 11

:| Contradictorias —  El sistema es incompatible.

eSi m=2 queda:

1 1.1 1
A=[2 1:2 2). Las columnas 12, 3* y 42 son iguales.
1 21 1
%/_/
A
1
Como ’ 5 1 ‘ =120 — ran(A) =ran (4A) = 2 < n®incognitas

El sistema es compatible indeterminado.

eSim#z1ly m#2 — ran (A =ran (A") = n?incognitas = 3. Sistema com-
patible determinado.

c) X+ 2y+3z=0 1 2 3]0
x+my+ z=0; A'=(1 m 1|0
2x + 3y + 4z =2 2 3 4|2
—_—
A
|[A|=-2m+2=0 — m=1
eSi m=1, queda:
1 2:31]0 1 1 2 0
A'=|1 1.1 | 0] Como ‘1 =1y [t 1 o] =20
2 3 4|2 2 3 2

entonces: ran (A) =2 # ran (A") = 3. Sistema incompatible.

eSi m#1, queda: ran (A) = ran (A") = n?incognitas = 3. Sistema compatible
determinado.
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d x+my+z=4 1 m 1| 4
x+3y+z=5¢ A'=|1 3 1|5
mx+ y+z=4 m 1 11| 4
%/_/
A
Al =m?—dm+3-0 — m=4i\/126—12=4¢2\/2=4§2<22

*Si m=3, queda:
2 :| Contradictorias —  Sistema incompatible.

4

eSi m=1, queda:

1 1111 4
A'=[1 311 | 5| Lal2yla 3 fila son iguales.
11 114
—_———
A

11
Ademds ‘ 1 5‘ =2#0. Luego, ran (4A) = ran (A") = 2 < n?incognitas.
El sistema es compatible indeterminado.
eSim#3y m#1l — ran (A =ran (A") = n?incognitas = 3. Sistema com-

patible determinado.

24 Discute los siguientes sistemas homogéneos en funcion del parametro a:

S

2x— y+ z=0 x+y+ z=0

a)y x+2y-3z=0 b)iax +2z=0

3x—4y—az=0 2x—y+az=0
a) 2x— y+ z=0 2 -1 1
x+2y-3z=0; A= 71"7241 —3)
3x—4y—az =0 3 4 -a

Como es homogéneo, sabemos que ran (4) = ran (A").
|A|=-5a-25=0 — a=-5

-1

eSi a=-5 — Como ’1 )

’ =520 — ran (A =ran(4) =2
El sistema es compatible indeterminado.

eSi a#-5 — Solo tiene la solucion trivial (0, 0, 0).
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b) x+y+ z=0
ax +2z=0, A'=
2x—y+az=0

Como es homogéneo, sabemos que ran (A) = ran (A").

A = a=—
|A|=-a’-a+6=0 — a=1i_12+24=1_12><a_ 2

eSia=-3 0 a=2 — Como 1‘=2¢O — ran (A) = ran (A") =2

‘ 1
0 2
El sistema es compatible indeterminado.

eSia#x-3y a#2 — ran(A) =ran (A") = 3. Solo existe la solucion trivial
(0, 0, 0).
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1o _l) y calcula el rango de las matrices AA’

@ a) Considera la matriz A = ( 21 1

S y AA.

b) Resuelve el sistema de ecuaciones lineales homogéneo cuya matriz de coe-
ficientes es A’A.

c) Resuelve el sistema de ecuaciones lineales homogéneo cuya matriz de coefi-
cientes es AA’.

1 2
a)A=(; (1)_11) Al=1o0 1)
-1 1
1 2
0 -1 2 1
= = =
A-A (2 1 1) (O 1) (1 6)—)mngo 2
-1 1
t 1 2 10 41 5 2 1
A-A=10 1) 201 1)° 2 1 1| — rango=2
-1 1 1 1 2

b) Como el rango es 2, seleccionamos el menor
5 2 ‘
=1%#0
Hi
Podemos suprimir la tercera ecuacion y pasar la z al segundo miembro:

S5x + 2y =-z

La solucién es: x=A, y=-3A, z=A
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¢) Como el rango = 2 = n? de incognitas

El sistema solo tiene la solucion trivial: x =0, y=0

31 1 0 2 0
26 Dadas A=|1 -2 0|y B=(1 =2 1|:
S 0 2 0 2 0 1

a)Halla 41 y B
b) Halla la matriz inversa de A - B.

c) Comprueba que (AB)'=B1- 4.

a) |A] =2#0 — Existe 47!

Gy ——— AW ——— @@ ——— o (Adj )
0 0 2 0 0 2 0 2 2 0 2 2

(—2 0 —6)—>(2 0 6)—>(o 0 1)—>l~(o 0 1|=a
2 -1 s 2 1 s 2 6 5 2 6 5

|B| =2#0 — Existe B~
1

o, —— Adj(B) —— (Adj(B) —— W(Adj(B))f
2 -1 4 2 1 4 2 2 2 L (222
2 0 4| >|=20 4|>|1 0 0]—-—=-|1 0 0]=B"
2 0 2 2 0 2 4 4 2 2 \4 4 22
3 -8 2
bA-B=|-2 6 2|, |A-B| =4#0 — Existe (4-B)!
2 4 2
o, —— AdjUB) ——— (AdjUB) |AlB| (Adj (AB)Y'
4 0 4 4 0 -4 4 8 4 1 4 8 4
8 2 4| 518 2 4| 5|0 2 2|5 —=-[0 2 2|=AB"!
4 -2 2 4 2 2 -4 -4 2 -4 -4 2

-2 -2 2\ (0 2 2
)( = -B

c>B—1-A—1=l-(1 o ollo o 1
2 \4 4 2/ \2 6 s
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1 10
27 Dada A=|-1 1 2|, determina la matriz B que verifica B—1I = A'A™.
S 1 0 1
1 1 O 1 -1 1
A=|-1 1 2| A'={1 1 0
1 0 1 0 1

Calculamos AL
|A| =4#0 — Existe A7}
1

o; ——— AdjH ——— (Adj (D)) —— m(Adj(A))’
1 -3 -1 1 3 -1 1 -1 2 11—12

1 1 1] =|-11 1] =31 =2]—=>=-[3 1 =2|=4a"
2 2 2 2 -2 2 -1 1 2 -1 1 2

Calculamos A' - AL

AR T - AR
Al-Aat==-11 1 0|3 1 =2|==-|4 0 0
4 o 2 1/ \a1 1 2] 4 \s 3 22

|B| =A"- A7+ 1

1 -3 -1 6 1 0 O 1 1 -1 6
b [T (7

5 3 =2 0 0 1 5 3 2

28 Discute el siguiente sistema y resuélvelo, si es posible, en el caso a = 4:

S
x—y = a
x + alz=2a+1
x—y+a(a-—1)z=2a

xX—y = a
x4+ a’z = 2a + 1
x—y+ala— Dz =2a

Estudiamos el rango de la matriz de coeficientes:

1 -1 0
1 0 a?
1 -1 ata-1

A=

|A| =ata-1) — |A| =0 - a=0, a=1
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e Sia#0y a#l, ran(A) =3 =ran(A).

El sistema es compatible determinado. Son solucion:

a -1 0
|4 ={2a+1 0 a? =a-(a*-a-1)
2a -1 aCa-1
1 a 0
|4, = |1 2a+1 a? =—a
1 2a ala—1)
1 -1 a
4| =|1 0 2a+1|=a
1 -1 2a
. _at-a-1 -1 1
La solucion es: x = , V= , Z=
a-—1 a-—1 a-—1
1 -1 O
e Sia=0 > A=(1 0 0| - ran(4) =2
1 -1 O
1 -1 0 O
A=11 0 0 1| - ranA)=2
1 -1 0 O

El sistema es compatible indeterminado.

Para resolverlo, tomamos las dos primeras ecuaciones:

x—-y=0
X =1

Solucion: x=1, y=1, z=

A

1 -1 O
e Sia=1—> A=|1 O 1)—>mn(A)=2
1 -1 O
1 -1 0 1
A=(1 0 1 3)—>mn(A’)=3
1 -1 0 2

El sistema es incompatible.

e Si a =4, setrata de un sistema compatible determinado, resuelto en el primer ca-
S0, con solucion:

-1

—

X —, y= z=

L
3
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29 Sea A=
S

01 3
x 1 1

xlO)

a) Halla los valores de x para que los que A tiene inversa.

b) Calcula, si es posible, A™! para x = 2.

a) Existe 47! solo cuando |A|# 0.

x 1 0
01 3
x 1 1

|A|= =x#0 si x#0

Luego, existe A~! para todo x # 0.

b)Para x =2, tenemos que |A|=2#0, luego existe A~ en este caso. La cal-
culamos:
1

o ——— Adj() —— (Adj) —— m(Adj(A))"

-2 -6 =2 -2 6 =2 -2 -1 3 -1 -1/2 3/2
1 2 0]l =[-12 0] =16 2 6]-=13 1 =3|=4"
3 6 2 3 -6 2 2 0 2 -1 0 1
@ Dadas las matrices:
5 2 0 1 3 1 1 2 9 3
A=(1 -1 5) B=_01; C=(3 4) D=(—s 17)
halla la matriz X que verifica AB+ CX = D.
AB+CX=D — CX=D-AB — X=C71-(D-4B)
e Calculamos C7'(|C|=-2#0 — existe C7):
o0, —— Adj(C) ——— (Adj([C) —s ﬁ(Ad/(C»’

_)(4 —2) _)(—2 1 )=c—1

(2 ?) - (—42 _13) 31 32 ~1/2

e Calculamos A - B:

20 1y (2} 7 0
A'B=(1 -1 5)'_01;=(—2 10)

e Por tanto:
S P B (g I Y v R g R iy
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31 Halla X tal que 34X = B, siendo:

S 10 2 102
A=(0 1 1 B=|101
101 111

34X =B — X=%A‘1~B

Calculamos A7' (|A]=-1#0 — existe A™):

0, —— AdjAD) ——— (AdjD) —— ﬁ(Adj(A))f

1 -1 -1 1 1 -1 1 0 -2 10 2
0 -1 0] (0 -1 0f =1 -1 -1] = |-1 1 1]|=41
21 1 2 -1 1 10 1 1 0 -1
Por tanto:
10 2\ {1 0 2 12 0\ (1/3 23 0
O 10 1|l=2Lf{1 1 0|=(1313 o
1 0 -1/ \1 11/ 3% -1 0 -1/3 1/3

32 Resuelve la ecuacion 4 X B = C siendo:
3 2) 2 3)

A=(4 3 1 2

o

fi

11

& Multiplica C por A~! por la izquierday por B! por la derecha.
AXB=C — A1 4-X-B-Bl'=41-C-B! - X=41 C B!

Calculamos A7'' y B (|JA|=1y |B|=1 — existen 47! y B™):

a, ——— Adj) ——— (AdjD) —— ﬁ(Adj(A))t
B3~ 3) G353
o0, —— AjB —— (AdB) —s ﬁ(Adj(B))t
52 =535 -85 =(575)-5

Por tanto:
xeatecost=(5 7)) (5 TG A0 TG
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33 Dada A=(2 3 1 1).

12 23

& Multiplica dos veces por A™, una vez por la izquierda y otra por la derecha.

), halla una matriz X talque 4 XA = (

Calculamos A7' (JA|=1#0 — existe A™):

o, —— Adj D) ——— AdW) —— ﬁ(Adf )
R B B

Por tanto:
axa(y 5) o xmar(y )= (5 5) 6 5) (4 D)

-5 3G -0

34 Determina si las siguientes ecuaciones tienen solucion y hallala si es posi-

S ble:
-1 1 2 2 -1 0 2 -1 0 -1 1 2
a3 0 -1|x=|0 1 =2 b|0 1 2|X=|3 0 -1
1 2 3 3 0 -1 3 0 -1 1 2 3
-11 2 2 -1 0
D3 0-1|x=(0 1 =2
1 2 3 3 0 -1
— —
A B

Como |A]=0, no existe A7!. La ecuacién no tiene solucion.

2 -1 0 -1 1 2

mlo 1 =2|x=|3 0 <1

3 0 -1 1 2 3

— R
A B

Como |A]|=4#0, existe A7! y la ecuacion tiene solucion.

A X=B — A1 -4-X=41"B — X=A4"1-B Hallamos A7

o, —— Adj) —— (AdjD) ——s ﬁ(Adj(A))t
16 -3 1 -6 -3 11 2 -1 -1 2
(1 -2 5) - (—1 -2 —5) - (—6 -2 4) —>l(—6 -2 4| =4
2 4 2 2 4 2 3 -3 2 -3 -3 2

Unidad 3. Resolucién de sistemas mediante determinantes



Luego:

-1 -1 2 -1 1 2 1 0 3 5
X=%—6—24'30—1=Z422
-3 3 2 1 2 3 -4 1 3
Por tanto:
1 0 3 5 0 3/4 5/4
X=Z 4 2 2|1=|1 1/2 1/2
-4 1 3 -1 1/4 3/4

35 Resuelve la ecuacion:

2 0 5\ /x -3 4
11 =2||y|+|[1]=[=1
-11 1 z 2 1

@ Como AX+B=C — X=A"1(C-B).

2 0 5 X 7
1 1 =2|-[y|=]|-2] Calculamos A7' (|A|=16#0 — existe 4™)):
11 1) \2) 4
S — — ——
A . X = B
0, —— AdjAD —— (Adj D) —— |jT|(Adj(A))f
3 -1 2 3 1 2 3 5 -5 3 5 -5
57 2 55 7 2 5|1t 7 9l 5 L1t 7 o9f=u
5 -9 2 5 9 2 2 2 2 161, 2 2
Por tanto:
3 5 5\ (7 16 1
A-X=B — X=A-1~B=i6 1 7 9| [ =L6 “16| =41
10640 2 2) \aa) 10146 1

1
—1); esdecirr x=1, y=-1, z=1
1

X
Luego, |y | =
z

@ Resuelve la ecuacion:

11 2 2 00 110
X(346)—(112)=(010)

4 2 9 2 01 01 2
1 1 2 2 0 0 1 10

Sea A=|3 4 6], B=|1 1 2|y C=|0 1 0] Entonces:
4 2 9 2 1 0 1 2
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X-A-B=C - X -A=C+B > X-A-A1=(C+B 4! >
— X=(C+B) A1

110 2 00 310
C+B=|0 1 o)+(1 1 2):(1 2 2)
01 2 2 0 1 213
11 2
A=|3 4 6)—>|A|=1¢0—>ExisteA‘1
4 29

Calculamos A7

oy —— Adj(d) —— (Adj@) —— |ET|(Ad/ @)
24 3 -10 24 -3 -10 24 -5 -2 24 -5 -2
501 2|51 2|53 1 0)]>(-3 1 0|=4"
2 0 1 2 0 1 -10 2 1 -10 2 1
Por tanto:
310 24 =5 =2 69 -14 -6
x=|1 22|31 0f={=2 1 0
2 1 3/ \-10 2 1 15 -3 -1

37 ¢Existe algiin valor de a para el cual este sistema tenga infinitas soluciones?

3x—2y—3z= 2
2x+ ay—5z=—4
x+ y+2z= 2

a)3x—2y-3z= 2 3 2 3| 2
2x+ay—-5z=—4; A'=|2 a -5 | 4
X+ y+2z= 12 1 1 2 2

%/—J
A

|[A|=9a+27=0 — a=-3

*Si a=-3, queda:

3 2,3 2
A=|2 315 4)
1 1 2 2
3 2 2
Como ’3 B ‘=—5 y |2 -3 —4| = 20, entonces:
23 11 2

ran (A) = 2 #ran (A’) =3 — El sistema es incompatible.

Unidad 3. Resolucién de sistemas mediante determinantes



eSia=-3 — ran(A) =ran(A) =3 — Compatible determinado.

Por tanto, no existe ningtin valor de a para el que el sistema tenga infinitas so-
luciones.
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38 Prueba, sin desarrollar el determinante, que:

x x+1 x+2
x x+3 x+4
X x+5 x+6

=0

@ Resta la primera fila a la segunda y a la tercera.

x x+1 x+2 12 X x+1 x+2
X Xx+3 x+4 = 22-12 0 2 2 =0,
X x+5 x+6 3 -1 0 4 4
pues las dos ultimas filas son proporcionales.
@ Calcula:
1 2 3 4 1m0 O
l1+a 2+a 3+a 4+a 01 mO
a) a a a a b) 00 1 m
5 6 7 8 00 01
a) 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
l+a 2+a 3+a 4+a _ 1 2 3 4 L|a a a a - 0+0=0
a a a a M |la a a a a a a al| @
5 6 7 8 5 6 7 8 5 6 7 8

(1) Descomponemos el determinante en suma de dos.

(2) Hay dos filas iguales en cada uno de los determinantes.

b)

o o = 3

0
m
1
0

OO O =
-~ I oo

pues es el determinante de una matriz diagonal y los elementos de la diagonal

son 1.
a a a
40 Obtén en funcion de a, b, c el valorde: |a+ b a a
a a+c a

@ Resta la tercera columna a las dos primeras.
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a a a 2 = 3¢ 0 —C 0 0 —c
a+b a a|= 2:-3 b - 0 =a’ =abc
. b —c
a a+c a 3 a a+c a
111
41 Sabiendo que |a b c | =5, calcula:
Xy z
1 1 1 ab c
a)|la+t+7b+7 c+7 b)|lxy =z
x/2 y/2 =z/2 111
1 1 1 1 1 1 1 1 1
a) a+7b+7c+7g> a b c |+ 7 7 7 &
x/2  y/2  z/2 xX/2 y/2 z/2 x/2 y/2 z/2
1 1 1 1 1
=—|a b c|+0=—= 5= =l
2 2 2
Xy z
(1) Descomponemos el determinante en suma de dos.
(2) Sacamos % factor comin de la 32 fila. El 22 determinante es 0, pues las dos
primeras filas son proporcionales.
a b c a b c 1 11
b)[x y Z(=1)_1 1 1(=Da b c|=5
1 11 X )y z Xy z

42

(1) Cuando cambiamos de orden dos filas consecutivas, el determinante cambia
de signo.

Calcula los valores de a para los cuales el rango de A es menor que 3:

1 0 -1
a3
1 —a

¢Puede ser ran(4) =1 pa-
ra algin valor de a?

|

-1
3

—a

0
a
1

|

El rango de A es menor que 3si |A| = 0.

|A] =-(a-D(a-3)
|A| =0 si a=1 0 a=3

Portanto: si a=1 o a=3 — ran(4) <3
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e El ran (A) no puede ser 1, porque si nos fijamos en el menor:
‘ 0 3
4

a4l —12 # 0, independientemente del valor de a.

CUESTIONES TEORICAS

43

44

45

46

47

El rango de la matriz de coeficientes de un sistema homogéneo de cuatro
ecuaciones y tres incognitas es igual a 3. ;Qué puedes decir de su solucion?

Al ser el sistema homogéneo con 3 incognitas, tenemos que ran (A) = ran (A) =
= n?incognitas = 3. El sistema serfa compatible determinado. Por tanto, tendria co-
mo solucion Gnica la solucion trivial (0, 0, 0).

En un sistema de igual nimero de ecuaciones que de incognitas, el determi-
nante de la matriz de coeficientes es igual a 0.

a) ¢Puede ser compatible?
b) ¢Puede tener soluciéon anica?

c) ¢Se puede aplicar la regla de Cramer?

a) Si, podria ser compatible indeterminado si ran (A) = ran (A") < n? incognitas.

b) No, pues al ser ran (A) < n®incognitas, el sistema no puede ser compatible de-
terminado.

©) Si, si es compatible, pasando al 22 miembro las incégnitas que sea necesario.

¢Qué condicion debe cumplir una matriz cuadrada para tener inversa?

La condicién necesaria y suficiente para que una matriz, A, cuadrada tenga inver-
sa es que su determinante sea distinto de cero, es decir, |A|# 0.

Sean A y B inversas unade otra. Si |A| =4, ;cudnto vale |B|?
Si A y B son inversas una de otra, entonces A - B =1 Asi:

_1 =

1
A-B|=1|4| - |B|=|I|]=1 — |B|= -
48] = |4] - |B] = |1] 1B1= a7 =

El rango de la matriz de coeficientes de un sistema de tres ecuaciones con
tres incognitas es igual a 1.

¢Qué rango, como maximo, puede tener la matriz ampliada?

Como maximo, la matriz ampliada podra tener rango 2.
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48 ;Existe algiin valor de a para el cual la matriz ( 4 2) no tenga inversa?

1

’a a* -2

. ’ =a’—a?+2=2#0 para cualquier valor de a.
a

Por tanto, no existe ningtn valor de a para el que la matriz dada no tenga inversa.

PARA PROFUNDIZAR

49 a) ;Para qué valor de a este sistema es compatible determinado?

x—2y =1
y+ z= a
x -3z=-1
y—z= 2

b) ¢Puede ser compatible indeterminado?

X =2y = 1| x-2y =1 1 -2 0| 1
a) y+ z=a | x -3z=-1 A= 1 0 —33 -1
X —3z=-1 y—- z=-2 0 1 -1 2
y— z= 2 y+ z= 2 0 1 1 a
-
A
1 -2 0
1 0 3|=120 — ran (4 =3 = n?incognitas
0o 1 -1
FILAS
1 -2 0 1 12 1 -2 0 1
I I SO T I o 02 32| |23 72 .
AT=10 1 -1 2|~ » 01 -1 2|~ |11 2]=a-14=0
01 1 a 42 01 1 a 1 1 a
- a=14
Por tanto {' Si a=14 — ran (A = ran (A") =3 — Compatible determinacdo
"|eSiaz14 > ran(A) =3 #ran (A') =4 — Incompatible

b) No, por lo que hemos visto en el apartado anterior.

50 cCalcula el valor de este determinante dando el resultado factorizado:

3 x x x

x 3 x
x x 3
X X X

W R R
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3 X X X 3+3x X Xx X 1 x x x 7
X 3 x X 3+3x 3 Xx X 1 3 x x 28 _ 12
X x 3 x|®|3+3x x 3 «x 5)(5+3X) 1 x 3 x| 3-1
X x x 3 34+43x x x 3 1 x x 3 4 = e
1 x X X
03-x 0 0 3-x 0 0
(3 + 3x) 0 0 3 _x 0 g)(3+3‘X‘) 0 3-Xx 0 =
0 0 0 3-x 0 0 3-x

=3+30) B-x03=31+x (x-3)3
(1) Sumamos a la 12 columna las demas.
(2) Sacamos (3 + 3x) factor comun, de la 12 columna.

(3) Desarrollamos por la 12 columna.

51 Discute los siguientes sistemas segin los valores de los parametros que con-

tienen:
x-3y+z=a x—y+ z=2
a4 x —-z=b b) | 2x+3y— 2z=-8
x +z=c 4x+ y+az=>b

A x-3y+z=a 1 -3 11| a
X -z=b A'=|1 0 -1/ b
X +z=cC 1 0 1 c

| —
A

|[A]=6#0 — ran (A =ran (A") = n®incognitas — El sistema es compati-
ble determinado para cualquier valor de a, b y c.

A x— y+ z= 2 1 -1 1 2
2+3y—22=-8¢ A'=|2 3 =2 | =8| |A|=5a=0 — a=0
4x+ y+az=>b 4 1 a b
\_ﬂf—J
eSi a=0, queda:
1 -1 1 2 1 -1 1 -1 2
A=|2 312 —8;‘2 5‘=5¢0; 2 3 8|=5b+20=0 — b=—4
41 0| b 4 1 b
| SN
A

eSia=0y b=—4 — ran (A) =ran (A") = 2 < n?incognitas. El sistema es
compatible indeterminado.

eSia=0y bx—4 — ran (A =2 # ran (A) = 3. El sistema es incompatible.

°Si az0 — ran (A = ran (A") = n®incognitas = 3. El sistema es compati-
ble determinado, cualquiera que sea el valor de b.

Unidad 3. Resolucién de sistemas mediante determinantes



