PROBABILIDAD
Formulas y definiciones basicas

1) Definiciones basicas

Experimento aleatorio: Aquél en el que interviene el azar (no es posible predecir el
resultado de cada realizacion del experimento).

Resultado elemental: Todo resultado directo de efectuar una vez el experimento
aleatorio objeto de estudio.

Espacio muestral E: Conjunto que contiene todos los posibles resultados elementa-
les.

Suceso: Cualquier subconjunto del espacio muestral. El propio espacio muestral es
un suceso. Esta formado, por tanto, por resultados elementales.

Un suceso se verifica cuando al realizar el experimento aleatorio se obtiene un re-
sultado (elemental) que es elemento de dicho suceso.

Suceso elemental: Conjunto formado por un Unico resultado elemental.

Suceso seguro: El espacio muestral: E.

Suceso imposible: Conjunto vacio, que no contiene ningun resultado elemental: &.
Con lenguaje coloquial suele ser posible describir un suceso de méas de una forma.
Para determinarlo, hay que escribirlo en forma de conjunto con los resultados ele-
mentales de que consta.

2) Operaciones con sucesos

Los graficos nos sirven para razonar.

Pondremos ejemplos con el experimento de lanzar un dado de parchis y anotar el resul-
tado, donde E={1, 2, 3, 4, 5, 6}, y consideraremos A={2,3,4} y B={2, 4, 6}

Unién de sucesos: AuB

{UB g Eselsuceso que se verifica si ocurre A 0 B.
A . (La disyuncién 6 es clave para identificar
esta operacion).
Estd constituida por todos los resultados
elementales que estin en A, en B o0 en
ambos.
También nos referimos a él como “que ocu-
rra al menos uno de los sucesos A 6 B”.

Es una operacién conmutativa:

En el ejemplo: AUB={2, 3, 4,6} AUB=BUA

Interseccion de sucesos: ANB

E Es el suceso que se verifica si ocurre Ay B.
A (La conjuncion y es clave para identificar
esta operacion).

Esta constituida por todos los resultados ele-
mentales que estdnen A yen B alavez.
También nos referimos a él como “que ocu-

AnB rran A y B simultaneamente”.
Es una operaciéon conmutativa:
ANnB=BnNnA
En el ejemplo: AN B={2,4} Dos sucesos se dicen incompatibles si

ANnB=0.



Suceso contrario de A: A°

Es el suceso que se verifica si no ocurre
A.

Esté constituida por todos los resultados
elementales que no estdn en A (en el
grafico esta representado B°).

Otras notacionesson A 6 A’.
Se verifica que: (A9 =A.

BE

En el ejemplo: A°={1,5,6} B°={1,3,5}

Diferencia de sucesos: A—-B
Es el suceso que se verifica si ocurre A
pero no ocurre B.

g Esta constituida por todos los resulta-
dos elementales que estan en A salvo
los que también estén en B.
Es una operacién que se puede poner
en funcién de las anteriormente men-
cionadas. Asi, es importante saber que:

A-B=ANnB‘=A—-(AB)

Y que:

A

A-B = ArB®
= A(AB)

(A-B)U(AnB)=A

(A-B)n(AnB)=g

En el ejemplo: A—B={3} B—A={6} No es conmutativa: A—B =B —A.
SiAnB=0J = A-B=A ytam-
biéen B-A=B.

Otras propiedades de las operaciones con sucesos

1)

2)

3)

Leyes de Morgan (muy importantes):
(AUB) =A°NB°
(ANB)=A“UB®

Distributivas:
AuBNC)=(AuB) n(AUC)
ANnBuUC)=(AnB)UANC)
De un suceso y su contrario:
AUA°=E

ANA =g

Hay maés propiedades, pero consideramos que éstas son las que nos pueden resultar Gti-
les.

3)

Probabilidad de un suceso

La probabilidad es una medida que se asigna a cada suceso para visualizar si se espe-
ra que salga mas o menos veces. Viene a ser la proporcion o tanto por uno de veces
que un suceso se verifica de entre la totalidad de las veces que pudiera realizarse el
experimento aleatorio.

La probabilidad de aparicion de un suceso A al realizar el experimento aleatorio se
designa por P(A). Tiene las siguientes propiedades:



1) 0<P(A)<1. Por tanto, si calculando una probabilidad obtenemos un valor negati-
vo 0 mayor que 1 hemos cometido algun error.
2) PE)=1. P(@)=0.
3) P(A)=1-P(A).
4) P(AuB)=P(A)+P(B)-P(ANB).
En el caso particular de que los sucesos sean incompatibles, es decir, que AN B =Y
= P(A nB) =0 (segun la propiedad 2). Por tanto, esta formula se transforma en:
P(A u B) =P(A) + P(B)
5 P(A-B)=P(A)-P(ANB)

4) Regla de Laplace

Si los sucesos elementales son equiprobables, es decir, tienen las mismas posibilidades
de aparecer, la probabilidad de un suceso se calcula dividiendo el nimero de resultados
elementales de que consta dicho suceso (a lo que se llama casos favorables) entre el
namero total de resultados elementales, recogidos en el espacio muestral E (a lo que se
Ilama casos posibles). A esto se conoce como Regla de Laplace:

P(A) = casos favor_ables
casos posibles
Es una regla versatil y facil para el calculo de probabilidades sencillas.

5) Probabilidad Condicionada

La probabilidad de que se verifique el suceso A sabiendo que se ha verificado el suce-
so B en la misma realizacion del experimento aleatorio se designa por P(A/B), lo que
se lee como probabilidad de A condicionada a B. Se calcula mediante la siguiente
formula (que es un axioma):

P(ANB)

P(A/B) = 5(6)

1)

Esta formula también se emplea asi:

P(A ~ B) = P(A/B) - P(B) = P(A) - P(B/A)| (2)
Nota: Lo contrario de A/B es A°/B, puesto que, dando por sabido que, en determinada
realizacion, se ha verificado B, lo contrario de que suceda A es que suceda A°. Por
tanto:

P(A°/B) = 1 — P(A/B) 3)

Sucesos independientes
Dos sucesos A y B se dicen independientes si el hecho de que suceda uno no cambia
la probabilidad de que suceda el otro. Es decir:

P(A/B) =P(A)  ode formaequivalente:  P(B/A) = P(B)
La formula (2) se escribe entonces asi:

P(A N B) =P(A)-P(B)

Esto ultimo es condicion necesaria y suficiente para que dos sucesos sean indepen-
dientes. Es decir, esto es cierto si, y s6lo si, A y B son independientes.
En general, no tiene nada que ver que dos sucesos sean independientes con que sean
incompatibles.




6) Diagramas de arbol

Un diagrama de arbol es muy util para resolver problemas de probabilidad condiciona-
da. Representamos mediante un diagrama de &rbol un experimento aleatorio que puede
dividirse en dos fases.

Partiendo de un origen comun, escribimos segmentos que terminan en cada uno de los
posibles resultados elementales (mutuamente excluyentes) de la fase 12 escribiendo
sobre dicho segmento o rama la probabilidad de que se verifique el suceso correspon-
diente. Asi, como estan todas las posibilidades de la fase 12, la suma de dichas probabi-
lidades debe ser 1.

Para cada resultado de la fase 12, escribimos, con origen en él, segmentos o ramas que
terminen en cada uno de los posibles resultados elementales (mutuamente excluyentes)
de la fase 22 Sobre cada rama anotamos la probabilidad de que se verifique el corres-
pondiente suceso de la fase 22 condicionada a que se sabe que se ha verificado el suceso
de la fase 12 del que parte dicha rama. Como estan
todas las posibilidades de la fase 22 todas esas
probabilidades deben sumar 1. Y esto se repite,
como se ha dicho, para cada resultado de la fase
12,

B:

B,

Es decir, tenemos en cuenta que:

e Sobre cada rama escribimos la probabilidad de
que se verifique el suceso terminal de la mis-
ma condicionado al suceso inicial.

e Al principio del arbol no se coloca ningln
suceso, con lo que las ramas iniciales contie-
nen las probabilidades de los sucesos en los
que terminan, sin condicionar a nada.

e Todas las probabilidades de las ramas que
tienen un origen comun deben sumar 1, por-
que los sucesos terminales de las mismas de-
ben cubrir todas las posibilidades de resulta-
dos y ser incompatibles entre si. B:

Gréaficamente, supongamos que A, A, ..., A, son
todos los posibles resultados de la fase 12 (mu-
tuamente excluyentes), y que Bi, By, ..., Bn son
todos los posibles resultados de la fase 22 (mu-
tuamente excluyentes). Entonces, el diagrama de
arbol es el adjunto.

B,

Bm

Ejemplo: Una determinada enfermedad puede estar provocada por 3 causas, A, B o C,
en las proporciones 30%, 20% y 50% respectivamente. En cada enfermo solo se presen-
ta una de estas 3 causas. El tratamiento de esta enfermedad requiere hospitalizacion en
el 20% de los casos si esta provocada por A, en el 55% si la causa es B y en el 10% si la
causa es C.

El arbol que representa esta situacion esta representado en el grafico. Las proporciones
que nos dan son las probabilidades, pero en tantos por ciento. Las debemos transformar
en tantos por uno, que es como se miden las probabilidades (recordar la primera propie-
dad de la probabilidad). La suma de las probabilidades de todas las ramas que tienen



origen comun es 1, como puede comprobarse. En el segun-
do paso, las ramas contienen las probabilidades de los suce-
sos terminales condicionadas a los iniciales: por ejemplo,
P(H/A) = 0.2, ya que ésta es la probabilidad de que, escogi-
do un enfermo al azar del que sepamos que tiene la enfer-
medad provocada por la causa A, dicho enfermo requiera
hospitalizacion. O sea, la probabilidad de requerir hospita-
lizacion condicionada a que se sabe que la causa es A. Lo
contrario es que no requiera hospitalizacién sabiendo que
la causa es A. Por lo tanto, P(H/A) =1 - P(H/A) =1 -0.2
= 0.8 (recordar la formula (3)).

Probabilidad de la interseccion
En un arbol, el producto de todas las ramas que se recorren desde el comienzo (a la iz-
quierda del todo) hasta un suceso terminal (a la derecha del todo) es la probabilidad de
que se verifiquen todos los sucesos recorridos a la vez, es decir, de la interseccion de
dichos sucesos.
Esto es asi porque si, por ejemplo, nos fijamos en la rama que va desde el origen del
arbol hasta el suceso A; de la fase 12, sobre dicha rama figurara P(A;). Si consideramos,
ahora, la rama que parte de A; hasta el suceso B, de la fase 22, sobre dicha rama figu-
rard P(B,/A;). Por tanto, el producto de ambas probabilidades es:

P(Al)P(Bz/Al) = P(AlﬂBz)
segun el Axioma de la Probabilidad Condicionada.

Ejemplo: En la situacion antes descrita, calcular, de entre todos los enfermos que pade-
cen dicha enfermedad, el porcentaje de ellos que tienen la enfermedad producida por la
causa C y que requieren hospitalizacion.
La probabilidad de que, elegido un enfermo al azar, la causa de su enfermedad sea C y
requiera hospitalizacion es:

P(C nH) =P(C)-P(H/C) =0,5-0,1 = 0,05
Como lo que nos piden es dicho valor en tantos por ciento, la respuesta es el 5%.

Teorema de la Probabilidad Total

Este teorema viene a decirnos, traducido al arbol, que la probabilidad de un suceso de la
derecha del arbol, sin condicionar a nada, es la suma de los productos de las probabili-
dades que aparecen en todos los caminos posibles desde el inicio del arbol hasta cada
uno de los lugares en los que se encuentra, a la derecha, dicho suceso.

Ejemplo: ¢Cual es la probabilidad de que un enfermo cualquiera de la citada enferme-
dad necesite hospitalizacion?
P(H) = P(H/A)-P(A) + P(H/B)-P(B) + P(H/C)-P(C)
02 -03 + 0502 + 01 -05
0,22

Formula de Bayes

El arbol nos da directamente la probabilidad de un suceso que esta al final de una rama
condicionada al suceso inicial de dicha rama. A estas probabilidades se las llama vero-
similitudes. En el arbol anterior, por ejemplo, P(H/A) = 0,2.

Es menos trivial calcular las probabilidades condicionadas al revés, a las que se llama
probabilidades a posteriori. Por ejemplo, la P(A/H). Estas se calculan mediante el lla-



mado Teorema de Bayes, una formula algo compleja, pero que en un arbol se resuelve
con facilidad aplicando la férmula (1) o axioma de la probabilidad condicionada.

Ejemplo: Si un enfermo esta hospitalizado, ¢cual es la probabilidad de que la causa sea
A?
Nos estan pidiendo P(A/H), porque sabemos que el enfermo esta hospitalizado, por lo
que es la probabilidad de que la causa sea A condicionada a que sabemos que esta hos-
pitalizado H. Segun la formula (1) y lo dicho antes para calcular la probabilidad de la
interseccion en un arbol, la respuesta es (el denominador se calculd antes, y siempre se
hace por el Teorema de la Probabilidad Total):

P(AIH) = P(AnH) _ P(A)-P(H/A) _ 030,2

P(H) P(H) 0,22

=0,27

Nota: En un examen, las tres respuestas se pueden simplificar segun lo dicho:
1) P(C nH)=0,5-0,1=0,05
2) P(H)=0,2:0,3+0,55-0,2+0,1:0,5=0,22

El Teorema de la Probabilidad Total y la Formula de Bayes en rigor
Las formulas del Teorema de la Probabilidad Total y de
B Bayes son complejas. Vedmoslas.
Supongamos un arbol general, donde de la raiz parten n
sucesos incompatibles y que cubren todas las posibilida-

A

B des: A1, A,, ... An. Sea B un suceso terminal del arbol. Dado
A<: que de cada rama parten todas las posibilidades, la union
2 de todos los sucesos con origen comdn es el suceso seguro
B E. Por tanto:
<: P(B)=P[BNE]=P[B N (A1UA U ... UA)] =
An = Por una de las propiedades distributivas:

=P[(BNA)UBNA)U..UBNA)] =
y como Ay, ..., Ay son incompatibles entre si, también lo son sus respectivas intersec-
ciones con B (si A; no tiene nada en comun con A;, tampoco lo tienen subconjuntos
suyos: B mA; con B n A;). Por tanto:
=PBNA)+PBNA)+..+PBNA)=
=P(B/A)-P(A) +P(B/A)-P(A) + ...+ P(B/Ay)-P(A)

donde se ha aplicado el Axioma de la Probabilidad Condicionada en cada suceso inter-
seccion. Luego: P(B) = P(B/ A1)-P(A;) + P(B/ Ay)-P(A2) + ... + P(B/ Ay)-P(Ay)] que es
la formula rigurosa del Teorema de la Probabilidad Total. Coincide con lo que noso-
tros aplicamos, que resulta mucho méas coémodo de recordar.

Aplicando, de nuevo, el Axioma de la Probabilidad Condicionada y el Teorema de la
Probabilidad Total, se tiene:

P(A NB) P(B/A)P(A)
P(Ai/B) = =
P(B) P(B/A)-P(A)+P(B/A)PA)+..+P(B/A)P(A)
Y ésta es la Formula de Bayes en rigor. Como antes, es mucho méas complicada de re-
cordar que lo que nosotros hacemos, siendo equivalente.




