Unidad 3 — Ecuaciones y sistemas de ecuaciones.

Inecuaciones

PAGINA 57

cuestiones iniciales

o

Halla los valores que, sustituidos por x, verifiquen las igualdades
siguientes:

a) (x-2F=x"-5x+5 b) (x+ 17 =x"+2x+ 1

. ¢Qué dos numeros dan el mismo resultado cuando se suman que

cuando se multiplican? ;Y si consideramos tres ndrreros?

. En una competicién de baloncesto a doble vuelta participan 12 equi-

pos. Cada partido ganado vale 2 puntos, y los partidos perdidos, 1
punto (no puede haber empates). Al final de la competicién, un equi-
po tiene 36 puntos. ; Cuantos partidos ha ganado?

. Los pueblos de Abejar, Buitrago y Cidones no estan situados en linea

recta. Para ir desde Abejar a Cidones, pasando por Buitrago, se reco-
rren 24 km. En el camino de Buitrago a Abejar, pasando por Cidones,
se cubren 32 km. Desde Cidones a Buitrago, pasando por Abejar, se
recorren 28 km. ;Cudles son los pueblos mds cercanos entre sf?

SOLUCIONES

1.

Operando obtenemos:
a) X’ —4x+4=x"-5x+5= x=1
Esta igualdad solo se verifica para x=1.

b) Esta igualdad se verifica para todos los valores de x.

En cada uno de los casos:

. . ¢
« Son numeros x, y que verifican: x+y=x-y. Es decirr —=y.

. X . L
Todos los numeros x;—1 con x #1 dan el mismo resultado al sumar y al multiplicar.
X_

X+
e En el caso de tres numeros, éstos quedarian de la forma: x; y; y1 con x-y#1yse
Xy —

obtienen de forma analoga al caso anterior.
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3. Llamamos x a los partidos ganados. Como participan 12 equipos a doble vuelta se juegan 22
partidos. Por tanto:

2-x+1-(22-x)=36
2x+22-x=36
x=14 partidos ganados.

4. Consideremos el siguiente esquema:

ABEJAR

BUITRAGO ¥ CIDONES

Imponiendo las condiciones del problema:

X+y=24 X =10 km de Abejar a Buitrago
y+2z=32 ; = y=14kmdeBuitrago a Cidones

X+2z=28 z =18 km de Abejar a Cidones
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PAGINA 77

B Practica la fase de busqueda de estrategias en la resolucion de los siguientes problemas:

1. Producto de cuatro enteros. Observa las siguientes igualdades:
1-2-3-4=5-1 2-3-4-5=11"-1 3:4:5:6=19"-1
¢ Serd siempre cierto que el producto de cuatro enteros consecutivos es un cuadrado perfecto menos uno?

2. Naves hacia Venus. Los cohetes A y B marchan hacia Venus a una velocidad de
50 000 km/s, formando sus trayectorias hacia dicho planeta un angulo de 60°. En un
instante dado, hallindose ambos a 3 000 000 de km de Venus, A emite una senal de
adio (velocidad de esta 300 000 km/s) que, una vez alcanzado B, es devuelta por este
hacia A. Este nuevamente la reenvia y asi sucesivamente, hasta que ambos cohetes
llegan al planeta. Halla la distancia recorrida por las sefiales radio eléctricas desde su emi-
sién hasta ese momento.

3. A buen fin, mejor principio. ;En qué cifra termina 7%277%?

SOLUCIONES

1.

Veamos si el producto de cuatro nimeros enteros (x-1)x(x+1)(x+2)es un cuadrado perfecto

menos una unidad.
(Xx=Nx(x+1)(x+2)=x"+2x> - x*-2x

= Luego (x—1) x(x+1)(x+2)=(x*+x-17-1
(X +x-1 =x"+2x° - x*-2x+1

Ambos cohetes tardan M=60 segundos en alcanzar Venus. Durante este tiempo la

50000
sefial, en sus idas y venidas ha recorrido:

300000-60=18000000 km.
Planteamos lo siguiente:

7'=7 = terminaen7
77=49 = termina en 9
7°=343 = termina en 3
7*=2401 = termina en 1
7'=16807 = terminaen7

Por tanto hay cuatro terminaciones distintas que se repiten ciclicamente; de modo que:

83578 |4

R=2 20894

Es decir, 7%**"®termina en el mismo nimero que 72, es decir, termina en 9.
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ACTIVIDADES FINALES

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

M 1. Resuelve |as siguientes ecuaciones:

a) 1-Xx+1 _x x=1 o B_1=-4
6 2 6 X X
py 3Xx+2 _3 _5 g X__2x=1 _1(2_ x]\_g
X+1 4 6 6 315 3
M 2. Resuelve |as siguientes ecuaciones:
a) 2x(x+3)=3(x-1) e) (x*-5)(x*-3)=-1
b) x+1=-—2 f) x*-13¢+36=0
X
¢ x+2)(x-2)=2(x+5)+21 g x*—(@a+b)x+ab=0

d L_X_7 h) x*+2ax+a*- b =0
x 3

=

M 3. Resuelve las siguientes cuestiones:
a) Halla el valor de m en la ecuacién x* + mx — 24 = 0 sabiendo que una de las raices es 8.
b) Las raices de la ecuaciéon x* + ax + b=0son 2y -3. Hallaay b.
o) Halla b en la ecuacién 2x* + bx + 50 = 0 para que las dos raices de la ecuacion sean iguales.
d) Halla el valor de k en la ecuacion x* — (k + 5) x + 2 = 0 para que una rafz sea el doble que la otra.

M 4. Resuelve |as siguientes ecuaciones:

a) X¥*+2x*-5x-6=0 d) 9x*+5x2-4=0

b) =x*+x*-4x*+4x=0 e) x°+19%°-216=0

Q 4x*-65x*+16=0 f) xz_ax+1=+
X" —=3x

M 5. Resuelve las siguientes ecuaciones:

a) Vx2-5=2 d) 3x-3Vx+3=x+3
b) Va2 —=5x+3=2x-1 e) Vax-1-\2x-4=3
3
Va2+9 +x2=21 ) Vx+3+V =
O VX¥*+9+x ) Vx+3+ Vx+ Vi3

M 6. El dividendo de una division es 1 081. El cociente y el resto son iguales y el divisor es doble del cociente. Halla el divisor.
B 7. Los dos catetos de un tridngulo rectangulo difieren en 5 unidades y la hipotenusa mide 25 crr. Calcula los catetos.

M 8. La suma de un ndmero y su inverso es % icuanto vale el nurero?

M 9. El ndmero de dias que tiene un afio tiene la propiedad de ser el tnico numero que es suma de los cuadrados de tres nu-

rreros consecutivos. Ademdas, es también surna de los cuadrados de los dos numeros consecutivos a los anteriores. De-
muéstralo.



SOLUCIONES

1. Las soluciones son:

a) x=— b)x=3 c)x=4 d)ng

2. Las soluciones son:

a) 2x(x+3)=3(x-1) < 2x*+3x+3=0 No tiene soluciones reales.

b)x+1=E & X+x-6=0 = x,=2 x,=-3
X

c) (x+2)(x-2)=2(x+5)+21 < x*-2x-35=0 = x,=7;x,=-5
9 x 2 .

d)——==2 & x"+6x-27=0 = x,=3; x,=-9
x 3

e)(X*-5)(x*-3)=—-1 < x'-8x*+16=0 = x,=2 x,=-2

f) x*-13x°+36=0 = x,=2 x,=-2 %,=3; X,=—3

g) X’ —(a+b)x+ab=0 = x,=a x,=b

h) x* +2ax+(a’-b*)=0 = x,=(b-a); x,=(-a-b)
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3. Las soluciones quedan:

a) Si una de las raices de la ecuaciéon es 8, ésta verificara la misma; es decir:
82+8m-24=0 = m=-5

b) Si las raices de la ecuacién son 2 y — 3, éstas deben verificar la ecuacion, por lo tanto:

4+2a+b=0 a=1
=
9-3a+b=0 b=-6

¢) Las dos raices son iguales si el valor del discriminante es nulo, es decir:
b*-4ac=0 = b*-4.2-50=0 = b=+20
d) Sean x4y x; las raices de la ecuacion. Sabemos que:

X +Xx,=K+5 ,
Si x,=2; x,=1 = K=-2

X X, =2 = % ; = )
X, Six,=—2x,=—1 = K=-8

X, =2x,

+
s

4. Las soluciones quedan:

a) X’ +2x*-5x-6=0 < (x+1)(x-2)(x+3)=0
= Las soluciones son: x,=—1 X,=2; x,=—3

b) - x*+x*-4x*+4x=0 < —x(x-1)(x*+4)=0

= Las soluciones reales son: x,=0; x, =1

c) 4x* -65x* +16=0. Las soluciones de la ecuacion son: x, =%; X, =—§; xX;=4, x,=—4
4 2 . . 2 2
d) 9x" +5x° -4=0. Las soluciones reales de la ecuacién son: Xx, :5; X, =-3

e) x° +19x° -216=0. Las soluciones reales de la ecuacion son: x,=2; x,=-3

f) x> -3x+1= o x'-6x*+10x*-3x-2=0

x> -3x

Factorizando la ecuacion obtenemos: (x-1)(x—2)(x* -3x-1)=0

3+4/13 :3—x/ﬁ

v Xy >

Las soluciones son: x,=1 x,=2; X, = 5
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5. Las soluciones quedan:

a) Elevando al cuadrado ambos miembros y operando obtenemos: x> -9=0; asi las soluciones
quedarian: x,=3; X,=—3

b) Elevando al cuadrado ambos miembros y operando obtenemos: 3x*+x-2=0; asi las

. . 2 . - . 2
soluciones quedarian: x,=-1; x, =3 La solucion que verifica la ecuaciéon dada es X:§'

¢) Operando de forma analoga a los casos anteriores obtenemos:
x*-43x7+432=0 = x,=3v3;x,=-33; x,=4; x,=—4
Las soluciones que verifican la ecuacion dada son: x,=4; x,=—4

d) Operando de forma analoga a los casos anteriores obtenemos:

4x*-21x-18=0 = x,=6; x, :—% donde la solucién buscada es: x,=6

e) Elevando al cuadrado ambos miembros y operando obtenemos: -1=.,/2x-4 y elevando de

nuevo se obtiene x=§, sin embargo esta solucién no verifica la ecuacion inicial, por lo que

se concluye que no existe solucion.

f) Elevando al cuadrado y operando:

\/x+3+,/x+6:\/373 = 3=x+3+(x+6)(x+3) & X*+9x+18 =—x
X+

Elevando al cuadrado se obtiene: 9x+18=0 = x=-2

6. Las condiciones del problema nos dan:

1081 |2x
X

X

De donde se extrae: 1081=2x*+x cuyas soluciones son: x,=23; x,=—23,5.

El divisor de esta division es —46 6 47.
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El triangulo tiene por catetos x, x—5 y por hipotenusa 25, por lo tanto:
X’ +(x-5)=25" < x*-5x-300=0 = x=20cm
Un cateto mide 20 cm y el otro 15 cm.
Llamando x al nimero e imponiendo las condiciones del enunciado obtenemos:

x4 =3t o 45x_34x415-0 = Las soluciones son: x, =

x 15

w| o

3
1X2:§

La expresion seria: (x—1?+ x> +(x+17°=365 = x=11

Los nimeros son: 10, 11y 12.

Los nimeros consecutivos a éstos son: 13 y 14, y se cumple también que 13% +14° =365.
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PAGINA 81

M 10. Los estudiantes de 1° de Bachillerato estan preparando una excursién. La f’“ ]

agencia de viajes les da un presupuesto de 1 620 euros. En el dltirmo mo-
mento, dos estudiantes se ponen enfermos y, al no poder ir de excursion,
el resto ha de pagar 4,80 euros mas cada uno. ;Cudntos estudiantes habia
en el curso?

M 11. Resuelve los sisternas siguientes:

2.3
) x oy )x2+y2=117
a2 ® 1x-y=-5a
x y 2 '
b) y=xX-3 f x+y=41
X+y=3 \/)_H\/_L_/:Q
0 2y-x=4 )x2+xy+y2:57
K-yi=-5 V- y=a3
=
d X-y'=9
x-y=20

M 12. Halla las dimensiones del rectdngulo de 60 cm? de area y cuya base es 7 cm mds larga que su altura.

M 13. Marta quiere hacer el marco de un espejo con un listén de madera de 2 m, sin que le sobre ni le falte nada. Sabiendo que
el espejo es rectangular y que tiene una superficie de 24 dm?, ;de qué longitud deben ser los trozos que ha de cortar?

B 14. La suma de las areas de dos cuadrados es 3 250 m? y su diferencia 800 m?. Calcula la medida de sus lados.

M 15. Dos albaniles hacen un trabajo en 3 horas. Uno de ellos lo harfa en 4 horas. Calcula el tiempo que tardaria en hacerlo
el otro solo.

B 16. Utilizando el método de Gauss, resuelve los siguientes sistemas de ecuadones lineales y di de qué tipo son:

x+y+z=3 X+y+2z=2 X—}Z’i:
a) {x+y=2 d) {2x+3y+5z=11 g9 Y=
=3 X—5y+62=29 gk
S : t-x=-3
X-y+2z=17 x+4y-8z=-8 X+y+1t=6
b) {2x+y+52=10 &) {4x+8-z=14 h) X+Z*f=;1
xX+y-4z=-9 8x—y—-4z=-10 Y+zZ+1t=
’ ) X-y+z=0
X+3y—2z=-1 3x+dy-z=3 X-2y+3z=5
o) X+Z=2 1) 6X— 6y +2z=-16 i 2X7y+32=2
X—y+3z=
Fnor=s NS 3x+y-2z=0

. La suma de las tres cifras de un ntrnero es 7. La cifra de las centenas es igual a la suma de |a de las decenas

mas el doble de la de |as unidades. Si se permutan entre sf las cifras de las centenas y la de las unidades, el
numero disminuye en 297 unidades. Calcula dicho numero.
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SOLUCIONES

10. Llamamos x al numero de estudiantes del curso e y a la cantidad de dinero que paga cada uno.
Imponiendo las condiciones del enunciado obtenemos:

x-y=1620 N x=27 estudiantes
(x-2)(y+4,8)=1620 y=60 euros paga cada uno

11. Los sistemas resueltos quedan:

2 3
a) —+—=7 Por reduccion obtenemos:
X

X=2|; =—
_+£:ﬂ y 2
X

b) y=x*- 3} Por sustitucion obtenemos:

X =3
i x=2| | x=-3
y=1]"|y=6
c) 2y—x=4 }
S —y2 =-5] Por sustitucién obtenemos:
2
X==
xX=2 6 3
y=3 y—z
3

2 2
d) x* -y =9 } Por sustitucién obtenemos:

Xy =20 x=5 5 x=-5

y=4 y=-4

Por sustitucion obtenemos:
x=9 ., | x=-9
o)

y=-6|"|y=6
X=6 , | x=-6
y=-9 y=9

e) x> +y* =117
X-y=-54

6
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Por sustitucion obtenemos:

x=25 6 x=16
y=16 y=25

f) X+y=41
x/;+\/?:9

g) X’ +xy+y*=57 | Sumando ambas ecuaciones obtenemos x*+ y* =50
x*—xy—y?=43| Restando ambas ecuaciones obtenemos xy =7

Resolviendo este sistema por sustitucion obtenemos:

x=7 y:1| |x=—7 y=—1| |x:1 y=7||x=—1 y:—7|

12. Llamando x a la longitud de la altura, la base tendra por longitud (7 + x). Conocida el area se
verifica:
x(7+x)=60 = x=5cm

El rectangulo mide 5 cm de altura y 12 cm de base.

13. Llamando x a la longitud de la base e y a la altura e imponiendo las condiciones del problema
obtenemos:

2x+2y =20 x=6cm . x=4cm
X-y=24

14. Llamando x al area de un cuadrado e y al area del otro obtenemos:

x+y=3250 x=2025nm’
=
x—y =800 y=1225m°

De donde el lado de un cuadrado mide 35 m y el del otro 45 m.

15. Llamando x al tiempo que tarda él solo en hacer el trabajo obtenemos:

+ = x=12 horas tardaria él solo.

W=

1
X

PPN
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16. Las soluciones quedan:

a) x+y+z=3 x=0
X+y=2 = y=2
y+z=3 z=1

b) x+y+2z=7 x=1
2X+y+5z=10;y = y=-2

X+y—-4z=-9 z=2

C) Xx+3y—-2z=-1 x=-1
X+2z=2 = y=2
2x+5y=8 z=3

d) x+y+z=2 X =1
2x+3y+5z=11{ _ y=-2
X-5y+6z=29 7-3

e) x+4y—-8z=-8 x=0
4x+8y—-z=14 = y=2
8x-y-4z=-10 7-92

f)3x+4y—-z=3 x=-1
6x-6y+2z=—-16; = y=1
X—-y+2z=—06 z=-2

9) x-y=1 X=3+m
y—z=1 y=2+m

= z=1+m
h) x+y+t=6 x=1

X+z-t=-1 y=2
y+z+1t=6 z=1

x-y+z=0 t=3



i) x-2y+3z=5

x=1

2xX-y+z=3
= y=1

X-y+3z=6
z=2

3x+y-2z=0

17. Sea el numero xyz.

De las siguientes condiciones del enunciado obtenemos el siguiente sistema:

X+y+z=T7 X+y+z=7
X=y+2z = x-y-2z=0
Xyz—zyx=297 (100x+10y +2)—-(100z+10y + x)=297

Resolviendo el sistema obtenemos: x=4, y=2, z=1
El numero buscado es el 421.
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PAGINA 82

ACTIVIDADES FINALES

M 18.

M 19

W 20.

W 24,

Un hornbre le dijo a su hijo: «Cuando transcurra la tercera parte de los afios que yo tengo, tU tendrds la mitad de mi edad
actual. Si, —contesto el hijo—, pero hace sélo 4 afos, tu edad era 11 veces la mifa». ;Cudl es la edad actual del hijo?

Las tres cifras de un ndrnero suman 18. Si a ese ndrero se le resta el que resulta de invertir el orden de sus cifras, se
obtiene 594; la cifra de las decenas es media aritmética entre las otras dos. Halla dicho numero.

Las edades de una familia formada por los padres y una hija suman 86 afos. Halla la edad de cada uno de ellos sa-
biendo que la edad de la madre es triple de la edad de la hija, y las edades del padre y de la hija difieren en 26 aos.

. Resuelve las siguientes ecuaciones:

o) e g ZF ==t d) 4*'+2°%7-320=0 g) 3*.9°=97
by 2*+ 2%+ + 2+2=7 e) 5**'=10+3-5°F hy 2 =8~
¢ 9-2-3*7+81=0 fl 8" +6=7 ) 2%+ 27+ 277 =

. Calcula el valor de x en cada uno de los siguientes apartados, ayudandote de la definicion de logartimo:

1 1
a) log, V32 =x ) Iog,?=3 e) x=|ogv§3 q) 7=Inx
b) Ine*=x d) logx=-1 f) log, 0,0001 =4 h) log 1 x=-2
2

. Resuelve las siguientes ecuaciones logarftmicas:

log (5 + x%)

a) logx=1+log(22 -x) =2
- - log (2 —x)
b) log(3x-1)-log(2x + 3) =-log 25 + 1 e) (x*-5x+09) log 2 +log 125 =3
c) 2log(5x+4)-log 4 =log (x+4) f) 2 log, x—log, (x— 16) = log, 64
Resuelve los siguientes sisternas:
[2"+5”=9 ) Sl e' ) \ogx(y—‘|8)=$
a x+2 41 _ C a e _
B log(x + ) + log(x — v) = log 55 log,x + 3) = 7
b) 2+ 2=24 d) logs x +logs y=0 f log, x + 3 log, ¥ =5
2 =128 X+y=3 log, x* ~log, y = 3

. Una central lechera emplea partidas de 10 400 litros de leche que envasa en bricks de un litro de leche entera semi-

desnatada o desnatada, obteniendo por la venta 5 765 euros. Halla cuantos bricks de cada tipo envasa, sabiendo que
su precio es de 0,60; 0,55 y 0,50 euros respectivamente y, ademas, el nimero de bricks de leche entera es el 60% del
de semidesnatada y desnatada juntos.
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SOLUCIONES

18. Llamando x a la edad del padre e y a la edad del hijo obtenemos:

X
y*3°35 ~Xx+6y=0 Xx= 48
x—4=11(y—4) x-11y=-40 y=8
El padre tiene 48 afios y el hijo 8 afios.
19. Sea el numero xyz.
Imponiendo las condiciones del enunciado obtenemos:
X+y+z=18 X+y+z=18 x=9
(100x+10y + z)—(100z+10y + x) =594 = x—-z=6 = y=6
X+2Z x-2y+z=0 zZ=
y= 5

El nimero es el 963.

20. Llamamos x a la edad del padre, y a la edad de la madre y z a la edad de la hija. Obtenemos:

X+y+2z=2386 x =38
y=3z = y=36
X—-z=26 z=12

El padre tiene 38 afios, la madre 36 afios y la hija 12 afios.

21. Las soluciones quedan:

a) 128"1=2""%2 o QTN ¥ X2 o y2_8x_0-0 = Xx,=9; X,=—1
b) 2 +2"1 422 =7 & 242.2"44.2°=7 & 2°=1 = x=0

c) 9 —2.32481=0 < 32 -18.3*+81=0 = x=2

d) 4" +2°_320=0 < 4-2°°+8.2"-320=0 = x=3
e)5°1=10+3.5"* < 5~5*=10+;—f & 5.5%-10.5*-75=0 = x=1
)6 +6" =7 < %+6X=7 < 6% -7-6"+6=0 = x,=0; x,=1
g)3-9"=9° « 3%=3%= x=2
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h) 27" =8 o 27 =2 o x=2

)2X+27+2" 2 =1 4. 2742242 =4 & 2X=; = len[7)
. Las soluciones quedan:

a) log,\32=x = 2°=32 = ng

b) Ine®=x = 5.lne=x = x=5

c) IogX%:3 = X' =

d)logx=-1 = x=—

log3  log3

e) x:logf3 = X=
3

f) log, 0,0001=4 = x*=0,0001 = x=0,1

g)%:lnx = x=+e

-2
h)log, x=-2 = x:(—J = x=4

2
. Las soluciones quedan:

a)logx=1+log(22-x) < logx=log10(22-x) = x=20

b) log(3x-1)-log(2x+3)=-l0g25+1 < log 3x-1 :IogE = x=1
2x+3 25
(5x+4)° 36
c) 2log(5x+4)—logd=log(x+4) < IogT:Iog(x+4) = x1:0;x2:—£

=2 < log(5+x*)=log(2-x} = x:—%

log(5+x* )
log(2- x)



24.

5x+9

e) (x* —5x+9)log2+l0g125=3 < log(125-2* """ )=10g1000 < 2*°

& X*-5x+6=0 = x,=2; x,=3

X2

f) 2log, x—log, (x—-16)=log, 64 < log, 6:Iogz64 = x,=32

X_
Las soluciones de los sistemas quedan:

a) 2°+5'=9 2"+ 5/ =9 2"=4 = x=2
= =
22 _5r1=_9 4.2"-5.5"=-9 5/=5 = y=1
b) 2 + 2Y=24} 2°4+2/ =24
=

0%+ _198 oxey o7 } = x=4; y=3 6 x=3; y=4

>
I I
w o

c) e = x=11—y}
=

e’ = o
log (x + y )+log (x—y )=log 55 (x+y)(x-y)=

d) Iogax+log3y:0} x-y=1
=

X+y=3 X+y=3
¢ Iogx(y—18):i N y-18=x . X_3_ y_81
Iogy(x+3):E x+3=\/; 2’ 4

f) log, x-3log, y=5 log, x—3log, y=5 log, x=2 = x=4
= =
log, x* ~log, y=3 2log, x—log, y=3 log, y=1 = y=2

-8

<

} = x=2,62; y=0,38 6 x=0,38; y=2,62
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25. Llamando:

X:. numero de bricks de leche entera
y: numero de bricks de leche semidesnatada
Z: numero de bricks de leche desnatada

Imponiendo las condiciones del problema obtenemos el siguiente sistema:
X+y+2z=10400 x =3900 bricks de leche entera

0,6x+0,55y+0,52=5765\ _, |, _3500 bricks de leche semidesnatada
x=0,6(y+2) z=3000 bricks de leche desnatada

52



PAGINA 83

I 26. Resuelve las siguientes inecuaciones:

a) =12 50 dj —DE 2 e s
x—2 X+3 X
b) x*-10x < 0 e) 24— 12x+18 < 0 hy X 5 3x-9 _ 2x-8
8 2 3
N 2x-3
Q 3Kk-1-2K+3) > 5%-7 f x(x—3) € x®+5x+2 b) : <1
X+

M 27. Resuelve |os siguientes sisternas de inecuaciones:

2(x=1)<6x+3(2-x o e

3-% 2 3x+1 3x-6
2 4

S5(x-3)<

52

M 28. En un numero de seis cifras, la cifra de su izquierda es 1. Si se lleva esta cifra al primer lugar de la derecha, el namero
obtenido es triple del primitivo. Calcula el nirmero primitivo.

= M 29. En un trabajo acttan tres mecandgrafas y lo terminan en cuatro dias. Si trabajase solarmente la primera, lo terminaria
en 12 dfas; si trabajase solamente la sequnda, lo terminarfa en 10
dias. ¢En cuanto tiernpo lo terrminaria la tercera actuando sola?

M 30. Una caja de forma cubica se llena con cierto nimero de cubitos de
un centimetra cubico y sobran 71 cubitos; pero, si todos los cubitos
que hay se ponen en otra caja que tiene un centimetro mas por cada
arista, faltan 200 para llenarla. Calcula las longitudes de las aristas de
las dos cajas y el namero total de cubitos.

M 31. En un centro hay dos equipos de futbol, A y B. Si del equipo A pasan
tres personas al B, en ambos queda el mismo numero. En cambio, si
del B pasan 7 al A, queda en este un nlmero que es el cuadrado de
los de aquel. ¢ Cuantos deportistas hay en cada equipo?

M 32, Resuelve las cuestiones siguientes referidas a ecuaciones de segundo grado:

a) En la ecuacion 2x* —(m + 1)x + m + 3 = 0, determina el valor que ha de tomar m para que la diferencia de sus so-
luciones sea la unidad.

b) Calcula el valor de m en la ecuacion mx* + 14x + 12 = 0, para que una de las soluciones sea seis veces |a otra.

1

¢) Deterrnina el valor de m en la ecuacion x* + mx + 1 = 0, sabiendo que una de las soluciones es — ——. Halla la otra

solucién.

d) Determina m en la ecuacion x* — mx + 4 = 0, de modo que las dos ralces de la ecuacion sean iguales.

M 33. Calcula el valor de la expresion log1 a + log, %
a
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SOLUCIONES

26.

27.

28.

29.

30.

31.

Las soluciones son:

a) (—00,2) d) (—oo,—3)u[3,+ oo) g) (0,1]
b) [0,10] e) {3} h) (—0,4)

c) (—oo, - %j L

)l ——,+0 i) (—1,4)
4
Operando con cada una de las inecuaciones de estos sistemas obtenemos los siguientes
intervalos como solucion:

a) (-8,3] b) (0,7]

Por ensayo y error dirigido obtenemos que el numero es 142 857. También se puede hacer
mediante ecuaciones:

Ndmero=100000+x = 3(100000 + x)=x-10+1
= x=42857 = Numero=142857

Llamamos x al tiempo que invertiria la tercera ella sola. Obtenemos:

1 1 1
12 10 x

% x=15 dias tarda la 32

Llamamos x a la longitud de la arista de la caja, obtenemos:
xX*+71=(x+1’-200 = x=9cm

Las aristas de las cajas son 9 cm y 10 cm, y hay 800 cubitos de 1 cm®.

En el equipo A hay x futbolistas y en el equipo B hay y futbolistas.

xX-3=y+3 } x =18 futbolistas en el equipo A
=

X+7=(y-7) y =12 futbolistas en el equipo B
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32. Cada uno de los apartados queda:

a) Resolviendo la ecuacién obtenemos:

(m+1)+(m+17 —4-2(m+3)
4
Imponiendo la condicién del enunciado:

(Mt N)+y(m+ 1 -8(m+3)  (m+1)—y(m+1f-8(m+3) _

1
4 4

= J(m+1f-8(m+3)=2 = M -6m-27=0 = m=9 6 m=-3
b) Llamamos y, z a las soluciones de la ecuacién. Obtenemos:

14

y+z=—— m=2
m
12 = z=-1
7 =—
4 m y=-6

y=6z

¢) Siuna solucion es x, :_Z’ ésta verifica la ecuacion, por tanto:

1 1 17 g
— | +m -——|+1=0 = m=— = Laotrasoluciénes —4.
4 4 4

d) Resolviendo la ecuacion x> —mx+4=0 obtenemos:

_ m+vNm’-16

2

X

Las dos raices son iguales si: m*-16=0 = m=+4

33. Quedaria del siguiente modo:

log — B
Iog1a+logblzlog?+ b _ Ioga+ Iogb=
2 | logb -loga logb

og5
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ACTIVIDADES FINALES

M 34. Resuelve las siguientes ecuaciones:

a) -2)- (¥ +2)=12 € 267+ 3x'—2x° =3x*
b) V2E—4=1+Vx-3 d) ?4_1”2_1
l 35. Resuelve los siguientes sistemas:

2 2% -3y=6-2

a) {X sk ¢ {3x-5z=-4-2y
Avys Z-6y=9-4x
A e

b2 3 5 @ { :}gjzo
X+y+2z=150 o -

W 36. Resuelve [as siguientes ecuaciones exponenciales o logaritmicas:

a) I+ F 431239 g lab=n) L g
log(1 - x)
b) 9**' =55+ 8. 3* d) log,(2 +x-2x*) =3
W 37. Resuelve as siguientes inecuaciones:
a) );+: +2<0 by x*+ 10x<11x2

M 38. El perimetro de un jardin rectangular es 36 m. Si se aurnentan sus lados en 2 m
cada uno, el area aurnenta en 40 m?, Halla las dimensiones del jardin.

M 39. Halla tres numeros sabiendo que su surma dividida por el primero de ellos es
una division exacta de cociente 5. La misma suma dividida por el sequndo de |
los nurnmeros da 2 de cociente y 9 de resto. Finalmente, dividida por el tercero r
da 2 de cociente y 9 de resto. '

M 40. Un padre tiene 27 afios mas que su hijo. ;En qué etapa de la vida del hijo la
edad del padre fue mas de 10 veces la de su hijo?

B 41. Una empresa de telefonfa mévil paga a sus comerciales 10 euros por cada mé-
vil vendido y 1 200 euros fijos al mes. Otra empresa paga 5 euros por cada mé-
vil vendido y 1 500 euros fijos al rmes. ; Qué ndmero de rmoviles debe vender un
comercial para que resulte mds rentable trabajar para la segunda ermpresa?

M 42. Un individuo hace un viaje de 920 km en su coche. Su velocidad es de 80 kmv/h
cuesta arriba, 120 krn/h cuesta abajo, y 100 kr/h en llano. A la ida emplea 9
horas en el viaje, y al volver por el misrmo camino emplea 10 horas. ¢ Cuantos
kilometros hace cuesta arriba y cuéntos cuesta abajo? jy en llano?

W 43. Resolver las siguientes ecuaciones:
a) le-8l=1 b) 12x-3I=x+9l
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SOLUCIONES

34.

35.

Las soluciones quedan:

a) (¥*-2)(x¥*+2)=12 = x*=16 = x=%2

b) Elevando al cuadrado ambos miembros y operando obtenemos: x*>-2=2,/x*-3, vy
elevando de nuevo obtendriamos: x*-8x*+16=0 = x=+2 y ambas soluciones son
validas.

c) Factorizando obtenemos: x*(x—-1)(x+1)(2x+3)=0 y sus soluciones seran las siguientes:

x=0 doble ; x=—1; x=1; x:—g.

d) Operando obtenemos: x* -2x*-3=0 cuyas soluciones son: x=~/3; x=—+/3.
Los sistemas son:

a) Las soluciones son: x=3 e y=1 6 x=-2 e y=-4

b) Las soluciones son: x=20; y=30; z=50

c) Las soluciones son: x=3; y=1; z=3

. 2 .
d) Sumando ambas ecuaciones obtenemos: (x+y) =36 = x+y=6 6 x+y=-6 y la
solucion provendra de la resolucion de los dos sistemas siguientes:

X+y=6 x=5
=
x>+ xy=30 y=1
)2(+y - X
Xx°+xy=30 y=-1
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36. Las soluciones quedan:

37.

38.

a) La solucion seria: x=2

b) Haciendo 3*=z obtenemos la ecuacién: 922 -8z-55=0 cuyas soluciones quedan como
z=2,96 y z=—2,07 ; por tanto:

_log2,96

37=296 = x= =0,99
log3

¢) Operando obtenemos:

log(5-x*)=3log(1-x) = 5-x*=(1-x)° = 3x*-3x-4=0

= x=1,76 solucion no valida y x=—0,76 que es la solucion valida.

d) Obtenemos la ecuacion: x®+2x*-x-2=0 cuyas soluciones no verifican la ecuacién
original. Diremos, por tanto, que carece de soluciones.

Las soluciones quedan:

. L, . . 1
a) Operando obtenemos la inecuacion: <0 cuya solucién es el intervalo (5,1]

b) Operando la ecuacion: x* —11x*+10x<0 cuya solucion se define por (—o,0]U[1,10]

Llamando x, y a las dimensiones del jardin e imponiendo las condiciones del problema
obtenemos el siguiente sistema:

2x+2y=36
(x+2)(y+2)=xy+40

Este sistema tiene indefinidas soluciones, todos los valores de x e y que verifiquen la siguiente
expresion: x+y=18 con xe(0,18) e ye(0,18).

39.

Llamando x, y, z a los numeros e imponiendo las condiciones del problema obtenemos:
X+y+2z=5x x=9
X+y+2z=2y+9 = y=18

X+y+z=2z+9 7-18
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40. Cuando la edad del hijo esté en el intervalo (0,3).

41. Llamando x al numero de moviles vendidos obtenemos la ecuacion: 5x+1500>10x+1200
cuya solucion es x<60. Luego la solucion es el conjunto de numeros enteros de x
comprendidos en el intervalo (O, 60).

42. Llamamos x al numero de kildbmetros hacia arriba a la ida, y al numero de kildbmetros hechos en
llano y z al numero de kildbmetros hacia abajo. Imponiendo las condiciones del problema
obtenemos:

X+y+2z=920
X y z X =240 km

+ + =9
80 100 120 = y=200km

X LY L% 10 z =480 km
120 100 80

43. Las soluciones quedan:

a) X*—8=+1 = x=+3y x=%/7
b) 2x-3=x+9 = x=12 obien 2x-3=—(x+9) = x=-2
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Unidad 4 — Trigonometria |
PAGINA 87

cuestiones iniciales

1. Un dngulo e, situado en el sequndo cuadrante, tiene por coseno
cos o= -0,2. Determina el resto de las razones trigonométricas de
este angulo.

2. Discute si son verdaderos o falsos los siguientes enunciados:
a) Elseno de un angulo vale 1,5.
b) La tangente de un dngulo vale -5 000.
c) El coseno de 720° vale 1.

3. Calcula el &rea de un pentagono regular de 12 cm de lado.

4. Dos amigos, situados a 1 500 rm de distancia, observan en un mis-
mo instante una avioneta, tal comno se rmuestra en la figura. Las vi-
suales que cada uno de ellos dirigen a la avioneta forman, respec-
tivamente, angulos de 40° y 25° con la horizontal. Calcula la altura
a la que se encuentra la avioneta.

SOLUCIONES

1. Sabemos que cosa=-0,2y que 90°<a<180%. Utilizando la foérmula sen®a+cos®a=1
hallamos sen«=0,98. Por otro lado quedaria:

2. Ladiscusion quedaria:

a)Falsa pues sena e [-1,1]

b)Verdadera pues tga € (-, + )
c)Verdadera pues cos 720° = cos 360° = 1.
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3. Segun el esquema:

360°:5=72°

En el triangulo rayado calculemos el valor de la apotema del pentagono.

tg36° :g = a=8,26cm
Area = % = Area =247,8 sz
4. Segun el esquema:
-"—_'jﬂ

A

«—X— 1500m

De los dos triangulos rectangulos de la figura obtenemos:

p_1500-1g 40°-tg 25°
tg 402 +tg 25°

tg 409=ﬁ
X

h

tg25°= ————
1500 - x h=449,61m
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B Intenta utilizar las ideas referentes a la fase de llevar adelante la estrategia en la resolucion de los siguientes problermas:

1. El pequefo astuto. El pequefo astuto tiene mas de 36 cajas, pero rmenos de 1 991. Las dispone todas en una pila trian-
gular y luego las coloca formando una pila cuadrada. ; Cuantas cajas tiene?

2. lgualdad. ;Sera cierta la siguiente igualdad?

S [ . + ! = 0,999
1.2 2-3 3-4 988 - 999 999 - 1 000

3. Tostado rapido. Hay que tostar en un tostador tres rebanadas de pan. En el tostador caben dos rebanadas a la vez, pero
solo se tuestan por un lado. Se tarda 30 segundos en tostar una cara de una rebanada de pan; 5 segundos en colocarla en
el tostador; 5 segundos en sacarla; y 3 segundos en darle la vuelta. ; Cudl es el minimo de tiempo que se necesita para tos-
tar las tres rebanadas?

SOLUCIONES

1. Hay que buscar un nimero que sea a la vez triangular y cuadrado.

n+n

Numeros triangulares : 1,3,4,10,15,21,...,

NUmeros cuadrados: 1,4,9,16,25,.... n°

n+n 8°+8

=x* = esto se cumple para n=8, pues =x* => x*=36.

Como dice que hay mas de 36 cajas, hay que buscar otra solucion, y ésta es:

2
n=49, pues 49—;49:352 =1225 = Luego x*=1225cajas tiene.
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2. Observamos que:

1 —L—lcon nx=2
(n-1)n n-1 n T

Luego:

—_
—_

]

998-999 998 999
11

999-1000 999 1000

Sumando :

1 1
+...+ +

1.2 2.3 3.4 998-999 999-1000

=0,999

3. Sean A, B, C, las tres rebanadas. Con A1 indicamos que se tuesta la cara 1 y con A2 indicamos
que se tuesta la cara 2.

1.2AB, tarda: 30s:tostarcara A y B,
5s:colocar A
5s:colocar B,
5s:sacar B,
2°2AC, tarda: 3s:dar la vuelta A
5s:meter C,
30s:tostarcara A, yC,
3s:dar la vuelta G,
3.2B,C, tarda: 5s:sacarA,
5s:meter B,
30s:tostarcaraB, yC,
5s:sacar B,
5s:sacarC,

En total se necesitan: 136 s en tostar las 3 rebanadas.
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ACTIVIDADES FINALES

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

B 1. Completa en tu cuaderno la siguiente tabla referida a la equivalencia de angulos en los distintos sisternas de medida:

90° 120° 225° 39° 42 135°22'42"

T rad 3n rad Ar rad 1 rad 2,5 rad
4 2 3

B 2. Resuelve los siguientes tridngulos rectangulos:

B B
a) 9 o g
40°
c=140m
a=656m a
(4
c
A
b=126m
. o
A b i B A b=40m ¢ 3

B 3. Desde un cierto punto del suelo se ve un arbol bajo un angulo de 42°. ;Bajo qué angulo se vera colocandose a distan-
cia doble? ;y colocandose a distancia triple?

B 4. Calcula la altura de un poste, sabiendo que desde un cierto punto del suelo se ve este con un angulo de 30°y, si nos
acercamos 30 m, lo vernos con un dngulo de 45°.

B 5. Calcula los angulos de un trapecio isésceles de altura 60 m cuyas bases
miden 83y 51 m.

B 6. Calcula el perimetro de un pentagono regular inscrito en una circunfe-
rencia de 30 cm de didmetro.

B 7. Silas puntas de un compas distan 8 cm y cada rama mide 15 cm, ;qué
angulo forman?

W 8. Sabiendo que cos e =— % y que el angulo estd en el segundo cua-

drante, halla las demas razones trigonométricas.

4 T Los astrolabios se utilizan para determinar
B 9. Sabiendo que tg x = > y que 180° < x < 270°, calcula las demds angulos.

razones trigonorrétricas.

3

M 10. Calcula las restantes razones trigonométricas de un angulo A cuya tangente es positiva y sen A =— -
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SOLUCIONES

1. Latabla queda:
90° 45° 120° 270° 225°
I rad T rad Erad 3—Tcrad 5—Tcrad
3 2 4
240° 39242' | 57°20" | 135%222'42" | 143°19
%rad 0.22nrad | frad | 0,75zrad | 25rad

La resolucion de los triangulos queda:

) C=50°; b=130-sen 40°= 83,56 m;
¢=130-cos 402=99,59m

Il) C=35°; c= 95 - 66,52 m;
tg 55°
95 -115,97m

sen 552

1) cosézg = C=52°1'; B=37°59";

c=+65°-40% =51,23m
IV) a=+/140% +125% =187,68 m;

~_ 140 A 48014123

tg ¢ =120
9% =125
B 412 45'37"

65



3. Seala figura:

Queda:

= t9a=%tg 42°=0,45; o=24°14'15"

Si nos colocamos a distancia triple se verificara:
h 1 0 0 ] "
tgf=—==-1942°=03 = [=16%42"'283
3x 3

4. Sea lafigura:

e b

Queda:

j 3019 45°1930°

h=40,98m
h tg 45°-tg 30°




5. Sea lafigura:
51 m

——
[

,-"\(s,
A

<16 m»

83 m

Queda:
tgazﬁ = a=7524'7"
16
B=90-a=14255"'53"

Los angulos del trapecio miden 7524'7" los dos agudos y 104255'33" cada uno de los dos
obtusos.

6. Sea lafigura:

Llamamos /al lado del pentagono. De la figura obtenemos:

sen36‘—’=% = [=30-sen36? = [/=17,63cm
Perimetro=5-17,63 =88,15¢cm

7. Sea lafigura:

— IS¢

8<I3m
Llamamos a al angulo que forman las ramas del tridngulo rectangulo de la figura. Obtenemos:

Sen%=% = a=30%55"'55"
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8. Quedan:

9. Quedan:

10. Quedan:

sena:?:O,Qt tga:_':g =-218

2 _3 —4
cos® x = = COSX=— )y senx=—
z 5 5

1+1g°x

SitgA>0 = 0<A<g 6 7r<A<3?7t

ComosenAz—g = n<A<3?n

senA+cos’A=1= cosA=—% y tgA:%
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W 11. Simplifica las siguientes expresiones trigonométricas:

a) ﬂ ) cos’et + sen’e + cos’ct - senet + Coset - sen’e
1+ otg’a
cos’e sen‘a
1+ sena g 1 + cosa
cos’ee - (1 +1g’a) seca
cotger 1+ tg'e
d) sene - cose - (tge + cotga) i) tg?a—tg’e - sen’ar
e) sen‘a + sena - cos’a j) sen‘e— cos'e

M 12. Determina, sin hacer uso de la calculadora, las siguiente razones trigonométricas:

a) sen 120° c) cos210° e) tg300° g) cotg 225°
b) sen 1215° d) tg(-60°) f) seciﬁﬂ h) cosec%

M 13. Sabiendo que sen o= 0,6 y que & es un angulo del primer cuadrante, calcula:
a) sen (180° - o) c) cos (180° + o) e) cos (90° — @)
b) tg (90° + &) d) sen (270° + @) f) cotg (360° - )

M 14. Demuestra, de forma razonada, si son o no ciertas las siguientes igualdades:

1-sena _ cosa

tga+tgbh
—="" = ___-{ga-tgb L
cotg a + cotg b G g cosor +sena

b) sen‘x —sen’x = cos'x—cos’x  d) tg’x - tg’x - sen’x = sen’x

M 15. En la figura aparece dibujado un faro de 50 m de altura situado so-
bre un promontorio. Las respectivas distancias desde los extremos
superior e inferior del faro a un barco son de 85y 65 m.

Halla la altura del prormontorio.

M 16. Resuelve cada uno de los siguientes triangulos:

c e

b=10m a

c=20m c c
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SOLUCIONES

11. Las simplificaciones quedan:

1+tg°a  1+tgPa
= =
1+cotg®a 1

9

tg’ o

cos’a _1-sen’a

b =
) 1+sena 1+sena

=1-sena

2

» 5 cos“a -

cos“a-(1+1g9° ) Ccos“«a

C) = =tg«a
cotg a 1

d) sena-cos a (tga +cotg o) =1

e) sen’a +sen a-cos’a =sena

f) cos’a +sen’a +cos’a sen a +cos a sen‘a = (sen a +cos a)(cos’a +sena) = sen a + Ccos «

sena 1-cos?a

= =1-cos o
1+cosa 1+cosa
1
sec o CoSs o
— = =CcoS «
1+10°a 1
cos’a

) tg°a—tg°a-sena =tg°a-(1-sena)=tg°a -cos’a = sena

j) sen*a —cos*a =(sena —cos’a)- (sena +cos’a) =sena —cos’a
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12. Queda:

V3

a) sen120%=—
2

2

b) sen12152=sen135%=sen45° :?

ﬁ

c) cos 2102=—cos 30°=—

d) tg (-602) = —tg 602= —/3
e) tg 3002 = —tg 60°= /3

f) sec%:sec 330° :i

V3
g) cotg 225° = cotg 45°2=1

h) cosec%rn:cosec 2050=_./2

13. Los calculos quedan:

a) sen (180°—«a) =sen « =0,6
4
b) tg (90°+«a) =—cotg « =3

c) cos (180%+a)=—cosa =—0,8
d) sen (270%°+a)=—cos a =—0,8

e) cos (90°—a) =sen a =0,6

f) cotg (360°—a) =—cotg a = —%



14. Se comprueba del siguiente modo:

tga+tgb =tgathgb=(tga+tgb)-tga-tgb
coiga+coighb 1 1 tga+tgb
tga tgb

=tga-tgb

b) sen* x —sen® x = sen® x (sen® x — 1) = (1— cos?® x) (—cos?® x) = cos* x — cos® x

1-sena  cosa

= < 1-sen’a =cos’a
COoS o 1+sena

2

d) tg°x —tg®x-senx =tg® x (1-sen’x) = senzx
cos® x

.cos®x =sen®x

Todas las igualdades son verdaderas.

15. Sea la representacién del problema:

Por Pitagoras obtenemos:
85° = x* + (50 + h)?

= h=5m
652 =h? + x°

También podemos calcular el angulo a por el teorema del coseno:

85° =50° +65°-2-65-50-cosa = a=94°24'42"

Portanto f=180°-¢=85235'18" = cosﬁza—h5 = h=65-cos f=5m
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16. Los triangulos se resuelven del siguiente modo:
a) 50°=60°+c¢*-2-60-c-cos42° = ¢=74,39m 6 c=14,79m

50% +60% -74,39°

«Si ¢=74,39m = cosC=
2-50-60

= C=84°35'9" y B=53224'51"

50% +60% -14,79°

*Si ¢=14,79m = cosC=
2-50-60

= C=11225'5" y B=126°34'55"

b) 62=10°+a°-2-10-acos 452 = a no es un numero real. Este tridngulo no tiene solucion.

c)c®=9°+10°-2-9-10-cos702 = ¢=10,93m
10° =92 +10,93° -2-9-10,93-cos A = A=59217'35" y B=50°42'25"

2 2 g2
d) cosA:M = A=0°
2-12-20

Imposible. Ademas un lado es igual a la suma de los otros dos, por tanto no existe este
triangulo.

e)8°=4°+c*-2-4.c-cos40°=c=10,64m
2 2 _»g2
cosA=8 +10.64" 4 = A=18°44'44" y C=121°15"16"
2-8-10,64

f) B=60°.

Utilizando el teorema del seno obtenemos :

a___ 10 . gi6m
sen 452 sen 602
c 10

= = c=11,15m
sen 752 sen60°
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PAGINA 108

ACTIVIDADES FINALES

H17.

H 20.

M2
W 22.
W23
W 24.

W 25.

m 26.

. La figura muestra el corte transversal de una rnontana en la que se quiere cons-

Desde dos puntos A y B situados en la misma orilla de un rfo y distantes entre
si 80 m, se observa un punto C, situado en la orilla opuesta, bajo angulos de
60° y 45°, respectivarnente.

Calcula las distancias desde los puntos A y 8 hasta el punto C.

80m

. La figura muestra |a forma de construir un tinel que atraviesa una montana, perforando simultédnearnente por ambas

caras de la montana. Fijamos la direccién de perforacién ofrecida por
r, por lo que el problerna consiste en encontrar la direccion de perfo-
racion dada por r'. En la practica, se procede de la forma siguiente: fi-
jamos un punto A en la recta r . Elegirnos un angulo A, por ejernplo
46°, y medimos una distancia AB de 1 500 rr, por ejemnplo. En B to-
rnamos un angulo, por ejernplo, de 110°. Con estos datos podemos
deterrninar el angulo Cy la distancia BC. A partir de ambos datos
queda determinada la direccién r* de perforacién. Calcula estos datos.

B

truir un tinel. La cima o punto C, visible desde A y B, se encuentra a 400 m de
Ay 520 m de B, y el angulo C rnide 40°.
Calcula la longitud del tunel AB.

A

Halla el area de un decagono reqular circunscrito a una circunferencia de 10 crm de radio.

En un trapecio is6sceles conocemos la diagonal, que mide 15 cm; el lado oblicuo, que mide 5 cm; y el &ngulo que este
forma con la base mayor, que es de 60°. Halla el area del trapecio.

Las diagonales de un paralelograrno rriden 20 y 16 cm, respectivamente, y uno de los angulos que forman al cortarse
rnide 120°. Halla el area y el perimetro del mismo.

Dos barcos salen de un puerto, y desde un mismo punto, segtn dos rectas que forman entre sf un dngulo de 60°. Cal-
cula la distancia que los separara al cabo de dos horas de navegacién suponiendo que rrantienen velocidades cons-
tantes de 50 y 65 km/h, respectivamente.

Calcula los radios de las circunferencias inscrita y circunscrita a un dodecagono de 6 dm de lado.
El angulo en el vértice de un cono de revolucion mide 60° y la generatriz 12 m. Halla el volumen del cono.

En la vida real se presentan ruchas situaciones en las que se necesita
conocer |a distancia entre dos puntos inaccesibles. Este problerra fue
resuelto ya en el afo 1615 por el sabio holandés Snelius. En la figura
tenemos dos arboles a los que no podemos acceder, porque nos lo ——————
impide el rio. Desde dos puntos A y 8 medimos los anqulos «, f, ¥

y 8, y la distancia d entre armbos puntos. Calcula la distancia x  —
sabiendo que a=50° =75° y=110° 6=40°yd =120 m.
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SOLUCIONES

17. Un esquema del problema seria:

T — /— —
A 60°
A -

Iy
El angulo C=752. Utilizando el teorema del seno obtenemos:

a___ 80 . _7173m
sen60? sen75¢

b = 80 = b=58,56m
sen 459 sen75¢

Las distancias pedidas son 71,13 my 58,56 m.

18. Un esquema del problema es el siguiente:

El angulo C=24° .
Determinamos la distancia BC (lado a) mediante el teorema del seno:

1500 @ BC
sen24? sen 462

= BC=265285m
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19. La figura queda:

A

Mediante el teorema del coseno:
c? =400% + 5202 —2-400-520-cos 40°= ¢ =334,25 m=AB

20. Como el decagono esta circunscrito a la circunferencia, el radio de ésta es la apotema del
poligono. El &ngulo central del poligono es 36°.

Obtenemos el lado del triangulo de la figura:

El calculo queda:

tg189:é:> [=6,5cm = Area=10:6910 o552

/
10

21. la figura es:

5cm / 15 cm

B

En el triangulo rayado aplicamos el teorema del coseno y obtenemos la base mayor B.
1562 =B? +5°-2.B-5-c0s 60°= B=16,86 cm

La altura h del triangulo mide: h=5-sen60°=4,33cm
La base menor mide: B—2-x=B-2-5-c0s 602=11,86 cm

El area total queda:

Area = B; by 16’86;1 186 4 336218 cm?
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22. La figura queda:

Los calculos son:

2=82+10°-2-8-10-cos 120°= /=15,62cm
a’=8°+102-2-8-10-cos60° = a=9,17cm
Perimetro=2-15,62+2-9,17 =49,58 cm

a=20°+/*-2.20-/-cosa =

= 9,172 =20%+15,622-2-.20-15,62 -cosa =« =26°20'50"
sena:izsen 26° 20'50”:13 h=8,88cm
20 20

Area=base-altura=1-h=15,62-8,88 = Area=138,71cm?
23. La distancia d que los separa viene dada por:
d*=100% +1302-2-100-130-cos 60°= d =117,9 km

24. Las soluciones en cada uno de los casos:

A
Al El radio de la circunferencia inscrita es la apotema

[T .

[07\ del dodecagono, por tanto:

,w"' i \
/ r :
i

\ tg152= 3 = r=11,20dm
r

6dm

A El radio de la circunferencia circunscrita lo
Imm) s
{30°)\ calculamos en el tridngulo:

\ sen159:%:> R=11,59dm



25. La solucién queda:

V4
/o —12. o_ 2 a2,

}\ r=12-sen30°=6m Ly Ef h_ =6 10’39:391,7m3
N 12m h=12.c0s302=10,39m 3 3

26. Segun la figura:

Los calculos quedan:

Sean P y Q los arboles.
En el triangulo ABP hallamos PB:

B = 120 = PB=225,53m
sen1102 sen 30¢

En el triangulo ABQ hallamos BQ:

BQ _ 120 pa_11222m
sen 502 sen 559

En el tridngulo PBQ hallamos x:

x*=PB*+BQ*-2-PB-BQ-cos35°= x=148,30 m
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Unidad 5 — Trigonometria Il

PAGINA 111

cuestiones iniciales

1. Razona la veracidad de las siguientes igualdades:
a) cos (60° + 45°) = cos 60° + cos 45°
b) sen (2 -30° =2 -sen 30°
¢) tq (45° - 30°) = tg 45° - tg 30°

2. En una circunferencia de 10 cm de radio inscribirnos y circunscribirnos
sendos octégonos requlares. Calcula el drea de la superficie compren-
dida entre ellos.

3. Resuelve las siguientes ecuaciones trigonométricas:
a) sen (x+ 25°) =05 b) sen x =cos x o) tg(2x) = VE

4. Deduce la expresién que permite calcular el drea de un tridngulo del
que se conocen dos lados y el angulo comprendido entre ellos.

SOLUCIONES

1. Las tres igualdades son falsas. Para probarlo basta con utilizar la calculadora.

2. Calculamos el area del octégono circunscrito y le restamos el area del octégono inscrito
obteniendo la superficie pedida.

e El octégono circunscrito consta de ocho triangulos como el de la figura:

/
22,5°
t922,5°:% = [=8,28cm

Area del octégono circunscrito=331,2cm?

« El octégono inscrito consta de ocho triangulos como el de la figura:
/
22,5° sen 22,5°=% — [=7,65cm

10 cos 22,5°=% — 2-9,24cm

Area del octégono inscrito =282,744 cm?

El area comprendida entre ambos sera: 331,2—-282,744=48,456cm?
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3. Las soluciones quedan:

x=5°+360°K
a)sen(x+25%°)=— =

x=125°+360°K

N =

x=45°+360°K
b) sen x=cos x =
x=225°+360°K

c) tg(2x) =3 = {x=30°+90°K

4. Supongamos conocidos los lados by cy el angulo A comprendido:

Calculamos la altura: h=b-sen A
El area sera:

Area — base-altura _ c-b-sen A — Area - 1

—-.b-c-sen A
2 2 2
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PAGINA 123

M Practica la fase de revisar el proceso y sacar consecuencias de él en los siguientes problemnas:

1. Vacas lecheras. Cuatro vacas blancas y tres vacas negras dan tanta leche en cinco dias como tres vacas blancas y cinco
negras en cuatro dias. ;Qué clase de vaca es la mas lechera, la blanca o la negra?

2. Igualdad. En un almacén de fruta almacenamos naranjas en pilas con forma de pirdmide de base cuadrada. Cada lado
de la base lo forman 15 naranjas, ;cudl es el maximo narmero de naranjas que podernos apilar? Intenta generalizar este
problema.

SOLUCIONES

1. Llamemos B a las vacas blancas y N a las vacas negras:

5-(4B+3N)=4-(3B+5N) = 20B+15N=12B+20N = 8B=5N

Dan mas leche las vacas negras.

2. El nimero de naranjas en la piramide es:

1 +22+3%+4% +...+14% +15? =1 240 naranjas.
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PAGINA 126

ACTIVIDADES FINALES

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

12 24
13 7"
a) sen(a+hb) b) cos (a + b) o) tg(a +b).

B 1. Sabiendo quesena=- ytgb= yque 270°<a < 360° y 180° < b < 270°, calcula:

B 2. Partiendo de las razones trigonomeétricas de 30°, 45° y 60°, calcula:
a) sen 90°  b) cos 90° ¢} sen 120° d) cos 120° e) tg120° f) sen 105 g) cos 105° h) tg 105°

B 3. Sabiendo gue el seno de un dngulo es sen a = % y % <a<m, hallalas razones trigpnométricas de a - 30°.

B 4. lustifica las siguientes igualdades:

a) sen (180° +a) =-sen a ) sen (270° + a) = —cos a e) cos (90° +a) =-sen a

b) tg (% + a) =—cotg a d) tg(m + 2a) =tg 2a f) tg (270° + a) =—cotg a

B 5. Calcula el valor de la siguiente expresion:

sena-sen{b—c)—senb - sen(a—c)+senc-senfa-h)
B 6. Demuestra que cos(a +b) - cos (a—b) = cos® a—sen® b = cos® b—sen® a.
B 7. Demuestra que sen (a + b) - sen (2 — b) =sen” a—sen’ b = cos’ b — cos” a.

B 8. Halla las expresiones que se piden usando los teorernas de adicién:

a) cos 33 en funcién de cos a
b) sen4a en funcién de sen a

B 9. Sabiendo que tga=V24, y que a esun angulo cuyo seno y coseno
son negativos, calcula las razones trigonomeétricas del angulo 2a.

B 10. Sabiendo que tg2a =3, halla tga

M 11. Simplifica las expresiones:

sen 2a sen 2a 1+ cos 2a

a)

1+ cos 2a sena cosa
M 12. Demuestra que tgx = cotg x — 2 cotg 2x.

tga

————— =05 2a.
tg2a-tga

B 13. Comprueba que

B 14. Calcula las razones trigonométricas de 22° 30’ y las de 75°. En ambos
casos, utiliza las expresiones del angulo mitad.

82



SOLUCIONES

1. Quedan:
12 5 12
sena=-— => cosa=— y tga=-—
13 13 5
tgb:ﬁ = cosb:—l y senb:—ﬁ
7 25 25
36 323 36
sen(a+b)=———; cos(a+b)=———; tg(a+b)=——
(@+b)="g5 cos@rb)=—77p 9@ b)=53
2. Los calculos son los siguientes:
sen 90°=sen (30°+60°) =1
cos 90°=cos (30°+60°)=0
sen 120°=sen (60°+60°) = ?
cos 120°= cos (60°+60°) = —%
tg120°= tg (60°+60°) = —/3
sen 105°=sen (452 + 60°) = @
cos 105°= cos (45%60%:@
tg105°=tg (45%+60°)=-2-+/3
3. Quedan:
3 4
senazg = cosa=——
sen(a—-30°)=sen a-cos 30°-sen 30°-cos a= 3\/150+ 4
cos(a—30°)=cos a-cos 30°+sen a-sen 30°= 3 _1‘:)\@
_ o
tg(a_30°):sen(a 30 ):_48+25J§
cos (a—30°) 39

4. Para ello es suficiente con utilizar los teoremas de adiciéon para el seno, coseno y tangente
estudiados en esta unidad didactica.
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Queda de la forma:

sena-sen(b-c)-senb-sen(a—c)+senc-sen(a—b)=
=sena-senb-cosc-sena-senc-cosb —senb-sena-cosc+senb-senc-cosa+
+senc-sena-cosb-senc-senb-cosa=0

Queda de la forma:

cos(a+b)-cos(a—b)= (cosa-cosb-sena-senb)-(cosa-cosb+sena-senb)=
=cos” a-cos’ b-sen’ a-sen’b

A partir de esta expresion obtenemos las dos igualdades:

. cos® a-cos® b-sen” a-sen’b=cos® a-(1-sen® b) —(1-cos” a)-sen’b=cos” a—sen’b
. cos? a-cos® b—sen” a-sen’b=cos® b-(1-sen” a) —(1-cos® b)-sen’a=cos’ b—sen’a

Queda de la forma:

sen(a+b)-sen(a—b)= (sena-cosb+senb-cosa)-(sena-cosb—senb-cosa)=
=sen® a-cos’ b—sen® b-cos® a

A partir de esta expresion obtenemos las dos igualdades:

. sen® a-cos® b—sen® b-cos® a=sen’ a-(1-sen” b) —(1-sen® a)-sen’b=sen’ a—sen’b
. sen’ a-cos? b—sen? b-cos® a=cos? b-(1-cos? a) — (1-cos? b)-cos? a=cos’ b—cos? a

Queda:

a) cos 3a=cos (2a+a)=4cos’a-3cos a
b) sen4a=sen2-2a=(4sena-8sen’a)-\1-sen’a

También se puede resolver esta actividad mediante la formula de De Moivre.

Las razones trigonométricas quedan:

tga=+24 y (n<a<%) = sena:——'?; cosa:—%
sen2a:239na-cosa:2 24; cosZa:cosza—senza:—ﬁ; tg2a= 2tgza :—2“24
25 25 1-tg° a 23
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10.

11.

12.

La tangente queda:

tg2a=+3 = 12192‘3 =3 = J3tgfa+2tga-3=0 = tgazg obien tga=-3
-tg° a

Las simplificaciones quedan:

sen2a 2sena-cosa
1+ cos 2a 2cos’a

tg a

sen2a 1+cos2a  sen23-cosa
sena cosa sen a-(1+cos 2a)

Partimos del segundo miembro para llegar al primero:

2 1 _2(1—tg2x)_1—1+tgzx_
tgx tg2x tgx 21tg x tg x

cotg x—2 cotg2x = tg x

13. Partiendo del primer miembro obtenemos:
_ 2
tga  _ tga _(1-1g a)tzgazcosza
tg2a-tga 2tga _, . tga(i+tg’a)
T z_-—ga
1-tg° a
14. Quedan:

o _ ° _
Sen22°30'zsen(%]: 1 002345 :\/227\/5

2

, 45° 1-cos45° 2-2
tg 2230 :tg[ 2 ):\j1+cos45°: J2

sen 75°= sen (150°] _ [i—cos150° _y2+43
2 2

2

° [0}
cos 22° 30" = cos (%} _ [1+cos45® _ \/2;7\/5
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cos75°=cos(150°): 1+Cos150°::JE:?ﬁ§
2 2

tg75°= tg[

150°

2

2

1-cos 150°
= =2++/3
) 1+ cos 150°
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