EJERCICIOS RESUELTOS DE MATRICES

. 2 -1 0 1 1 3 5 : .
1. Dadas las matrices A = ( 3 ) B= ( 4 -2 )y C= ( > 1 1 ) calcular si es posible:

a)A+B b) AC c)cBycC'B d) (2A+B)C

Solucién

aare=(5 5 )3 3)=(52 2% )=(7 o)

ore=(33)(3 3 2)-(RF TBRAY W=7 8)

c) El producto CB no se puede efectuar porque el nimero de columnas de C y el niumero de filas de
B no coinciden.

En cambio, el producto C'B si que se puede realizar porque el niumero de columnas de ct y el
numero de filas de B es el mismo.

En primer lugar se calcula la matriz traspuesta de C intercambiando sus filas y sus columnas,

t
c=(1 3 5. o
“\2 -1 1)~

5 1
1 2 0o 1 1.0+2.4 1.1+2(-2) 8 -3
Asi,c'B=| 3 -1 ( 4 o ) =| 3.0+(-1)4 3.1+(-1)(-2) |=| -4 5
5 1 5.0+1.4 5.1+1(-2) 4 3
d) Para calcular (2A+B)C se realiza en primer lugar la operaciéon del paréntesis:
_ (22 2(—1)) (O 1)_(4 —2) (O 1)_(4+0 (—2)+1)
2A+B = ( 23 22 )*\a 2)=\6 a4 )t a4 2)=6+sa a+(-2)

, (4 -1\(1 3 5\ (41+(1)2 43+(-1)(-1) 4.5+(-1)1
Asl, (2A+B)C‘(1o > )(2 1 1)‘( 10.1+2.2  10.3+2(-1) 10.5+2.1)

=( 2 13 19)

(10 2)

14 28 52
. (2 -1 (0 1 (1 3 5 . S
2. Dadas las matrices A = ( 3 2 ) B= ( 4 -2 ) yC= ( > 1 1 ) calcular si es posible:
1
a) ABC b) Ct (EB—A) c) A2, B%y C?

Solucién

a) Para calcular ABC, se calcula primero el producto AB y el resultado se multiplica a la derecha por
la matriz C.




o=(2 3)(3 3)=(09 HE)-(3 4)
ome=(3 4)(3 3 D)-(§257 SR £2350)-

_(4 -16 —16)
~\6 25 39

Por la propiedad asociativa del producto de matrices, el resultado seria el mismo si primero se
calculase BC y el resultado se multiplicara a la izquierda por A.

b) En primer lugar se calcula la matriz traspuesta de C intercambiando sus filas y sus columnas,

t
co(1 3 5Y. o
“\2 -1 1 -

5 1

. ., 1
A continuacion se calcula EB-A,

1 1
5.0 5.1 1 1 3
a1 o, G022z )-[2 2]
24 2(-2) 2 -1 2-3  -1-2 -1 -3
162+2(1)  13+2(-3) 4 2
1 2 3
Ast, Ct@B-A)=[3 -1]('2 2 ]= 3(-2)+(-1D(D) 3o+(1)(3) |=| 5 B
5 1 1 -3
5(-2)+1(-1)  53+1(-3) a1 2

on=m=(3 3 )(5 2)=0%25% 5020 )=(& 1)

=88=(3 3)(5 3)=( 00 axrimin)=(5 &)

No se puede calcular c? = CC, ya que C no es una matriz cuadrada.

2 6 3 1 1 1
3. Dadas las matricesA=| 0 9 5 |yB=| 2 -4 2 | se pide:
-6 2 1 3 5 7

a) Calcular AB y BA, ¢coinciden los resultados?.
b) Calcular (A + B)2 y AZ + 2AB + BZ, ¢coinciden los resultados?.

c) Calcular AZ - B? y (A + B)(A — B), ¢coinciden los resultados?.




Solucién

2 6 3 1 1 1 2.1+6.2+3.3 2.1+6(-4)+3.5 2.1+6.2+3.7
ayAB=| 0 9 5 2 -4 2 |=| 0.149.2+5.3 0.1+9(-4)+5.5 0.1+9.2+5.7 |=
-6 2 1 3 5 7 -6.1+2.2+1.3 -6.1+2.(-4)+1.5 -6.1+2.2+1.7
23 -7 35
=| 33 -11 53
1 -9 5
1 1 1 2 6 3 1.2+1.0+1(-6) 1.6+1.9+1.2 1.3+1.5+1.1
BA=| 2 -4 2 0 9 5 |=| 2.2+(-4)0+2(-6) 2.6+(-4)9+2.2 2.3+(-4).5+2.1 | =
3 5 7 -6 2 1 3.2+5.0+7(-6) 3.6+5.9+7.2 3.3+5.5+7.1

-4 17 9
=| -8 -20 -12
-36 77 41

No coinciden los resultados, es decir, AB # BA, lo que significa que el producto de matrices no
verifica la propiedad conmutativa.

2 6 3 1 1 1 2+1  6+1 3+1 3 7 4
b)A+B=| 0 9 5 |+| 2 -4 2 |=| 0+2 9+(-4) 5+2 |=| 2 5 7
3 7 8

6 2 1 3 5 7 6+3 2+5 1+7
3 7 4\(3 7 4
(A+B)2 =(A+B)A+B)=| 2 5 7 || 2 5 7 |=
37 8/)\-37s

2.3+5.2+7(-3) 2.7+5.5+7.7 2.4+5.7+7.8

3.3+7.2+4(-3) 3.7+7.5+4.7 3.4+47.7+4.8 11 84 93
=| -5 88 99
(-3)3+7.2+8(-3) (-3)7+7.5+8.7 (-3)4+7.7+8.8

-19 70 101

A continuacion, se calcula A% + 2AB + BZ,

0 9 5 0 9 5 0.2+9.0+5(-6) 0.6+9.9+5.2 0.3+9.5+5.1
-6 2 1 -6 2 1 -6.2+2.0+1(-6) -6.6+2.9+1.2 -6.3+2.5+1.1

2 6 3 2 6 3 2.2+6.0+3(-6) 2.6+6.9+3.2 2.3+6.5+3.1
A% = AA = =

-14 72 39
=| -30 91 650
-18 -16 -7

La matriz AB se ha calculado en el apartado a), asi

23 -7 35 2.23 2(-7) 2.35 46 -14 70
2AB=2| 33 -11 53 |[=| 2.33 2(-11) 253 |=| 66 -22 106
1 -9 5 21 2(-9 25 2 -18 10

2 -4 2 2.1+(-4)2+2.3 2.1+(-4)(-4)+2.5 2.1+(-4)2+2.7
3 5 7 3.1+5.2+7.3  3.1+5(-4)+7.5  3.1+5.2+7.7

6 10
=| 0 28 8
34 18 62

11 1\(1 1 1 1.1+1.2+1.3  1.1+1(-4)+1.5  1.1+1.2+1.7
B°=BB= |2 -4 2 = =
3 5 7
2



-14 72 39 46 -14 70 6 2 10
Por tanto, A2+2AB+BZ= -30 91 50 |+| 66 -22 106 |+ 0O 28 8 =

-18 -16 -7 2 -18 10 34 18 62

-14+46+6 72+(-14)+2 39+70+10 38 60 119
=| -30+66+0 91+(-22)+28 50+106+8 (=| 36 97 164
-18+2+34 -16+(-18)+18 -7+10+62 18 -16 65
En conclusion, (A + B)2 # A% + 2AB + B2,

La igualdad que en realidad se cumple es (A + B)2 =(A+B)(A+B)= A + AB + BA + BZ, y soélo
en aquellos casos en los que se verifique que AB = BA, se cumplird que (A + B)2 = A% + 2AB + B

c) En el apartado b) se han calculado A2 y BZ, por tanto,
-14 72 39 6 2 10 -14-6 72-2 39-10 -20 70 29
A2_-B2=| -30 91 50 |-| 0 28 8 |=| -30-0 91-28 50-8 |=| -30 63 42
-18 -16 -7 34 18 62 -18-34 -16-18 -7-62 -52 -34 -69

Para calcular (A + B)(A - B), se ha de calcular cada uno de los factores, el primero se ha calculado
en el apartado b) y el segundo es,

2 6 3 11 1 2-1  6-1 3-1 1 5 2
A-B=| 0 9 5|-|2 -4 2|=| 02 9-(-4) 52 |=| -2 13 3
5

-6 2 1 3 5 7 -6-3  2- 1-7 -9 -3 -6
3 7 4 1 5 2
Por tanto, (A +B)(A-B)=| 2 5 7 -2 13 3 | =
-3 7 8 -9 -3 -6

3.1+7(-2)+4(-9) 3.5+7.13+4(-3) 3.2+7.3+4(-6) -47 94 3
( 2.1+5(-2)+7(-9) 2.5+5.13+7(-3) 2.2+5.3+7(-6) J = ( -71 54 -23 ]
(-3).1+7(-2)+8(-9) (-3).5+7.13+8(-3) (-3).2+7.3+8(-6) -89 52 -33
En conclusién, AZ - B2 = (A + B) (A-B).

La igualdad que en realidad se cumple es (A + B) (A — B) = A2 - AB + BA - Bz, y al ser AB # BA,
como se ha comprobado en el apartado a), no se verifica (A + B) (A—-B) = A% - B2

4. Mediante operaciones elementales transformar A en una matriz escalonada equivalente y calcular
el rango de A.

1 4 -1 3 1 5 4 -3 5 1 4
ayA=|2 5 3 b)A=|1 4 c)A:(5 3) dAaA=| 6 -7 -2 -5
1 10 -11 5 -2 4 -1 -1 O

Solucién

No existe un solo conjunto de operaciones elementales con las que escalonar una matriz. Por tanto,
para cada matriz, la matriz escalonada equivalente que se obtiene no es Unica, aunque todas han
de tener el mismo nimero de filas nulas ya que el rango de una matriz es Unico.




1 4 -1 1 4 -1 1 4 -1
a) A= 2 5 3 F2—)F2-2F1~, Fg—)F3-F1 0 -3 5 F3—)F3+2F2 0 -3 5
1 10 -11 0 6 -10 0O 0 O

La matriz escalonada equivalente a A obtenida tiene dos filas no nulas, por tanto, rg A = 2.
3 1 1 4 1 4 1 4

b) A= 1 4 Fl(;)Fz 3 1 F2—)F2—3F1;F3—)F3—5F1 0o -11 Fg—)Fzg—ze 0o -11
5 -2 5 -2 0 -22 0O O

La primera operacion elemental que se realiza, intercambiar la primera y segunda fila, tiene como
objetivo obtener como “elemento pivote” el valor 1, lo que facilitara las posteriores operaciones
elementales.

La matriz escalonada equivalente a A obtenida tiene dos filas no nulas, por tanto, rg A = 2.

C)A_(Z 4)F1—>(1/2)F1(1 2)F2—>F2-5F1(1 2)
=5 3 ~ 5 3 & 0 -7

La primera operacion elemental que se realiza, multiplicar la primera fila por 5, tiene como objetivo
obtener como “elemento pivote” el valor 1, lo que facilitara las posteriores operaciones elementales.
La matriz escalonada equivalente a A obtenida tiene dos filas no nulas, por tanto, rg A = 2.

Otra manera de escalonar la matriz A es la siguiente:

A_(Z 4)F2—>2F2-5F1(2 4 )
=5 3 = 0 -14

d) La matriz A se puede escalonar haciendo operaciones elementales por filas y por columnas, como
se muestra a continuacion.

3 5 1 4 1 5 -3 4
A = 6 -7 -2 -5 Cl(:)Cg -2 -7 6 -5 F2—)F2+2F]~_, F3—)F3—F1

4 -1 -1 0 1 -1 4 0
1 5 -3 4 1 5 -3 4
0 3 0 3 |[FeFs*2F2l g 3 o 3
0 -6 7 -4 00 7 2

La matriz escalonada equivalente a A obtenida tiene tres filas no nulas, por tanto, rg A = 3.

5. Mediante operaciones elementales, determinar el rango de las siguientes matrices segun el valor
del parametro real a.

2 a a 11
ors(iD) we-(333) oce[fa] ooc(isi)

Solucion

a) Escalonamos la matriz A mediante operaciones elementales por filas:




A_(l 3)F2—>F2-4F1<1 3 )
“\4 a ~ 0 a-12

El nimero de filas no nulas de la matriz escalonada equivalente a A que se ha obtenido depende de
que la expresién a - 12 sea nula o no lo sea. Asi:

e sia= 12, entonces la matriz escalonada tiene una fila no nula y, por tanto, rg A =1
e sia= 12, entonces la matriz escalonada tiene dos fila no nulas y, por tanto, rg A = 2

b) Escalonamos la matriz B mediante operaciones elementales por filas:

B_(Z a 1)|:2_>|:2_3|:1(2 a 1)
“\6 3 4 ~ 0O 3-3a 1

El nimero de filas no nulas de la matriz escalonada equivalente a B que se ha obtenido es 2
independientemente de lo que valga el parametro a. Asi, rg B = 2 para cualquier valor de a.

c) Escalonamos la matriz C mediante operaciones elementales por filas:
2 a 2 a 2 a
C = 6 4+a F2—)F2‘3F1,§1F3—)F3—2F1 0 4-2a F3—)(4-2a)53-(6—2a)|:2 0 4-2a
4 6 0 6-2a 0O O

El nimero de filas no nulas de la matriz escalonada equivalente a C que se ha obtenido depende de
que la expresién 4 - 2a sea nula o no lo sea. Asi:

e sia= 2, entonces la matriz escalonada tiene una fila no nula y, por tanto, rgC =1
e sia=# 2, entonces la matriz escalonada tiene dos fila no nulas y, por tanto, rg C = 2

d) Escalonamos la matriz D mediante operaciones elementales por filas:

a 1 1 1 1 a 1 1 a
D:[l a 1}':1:":3(1 a 1]F2—>F2'F1’QF3—>F3'3F1 0 a1 1-a |FsoFstFe
11 a a 1 1 0 1-a 1-a°
1 1 a
0 a-1 1-a

0 0 2-a-a’

El nimero de filas no nulas de la matriz escalonada equivalente a D que se ha obtenido depende de

que las expresiones 1 -ay 2 - a - aZ sean nulas o no lo sean. Teniendo en cuenta que
2 1++41+8 -2
2-a-aa=0=a= > =
- 1

se distinguen los siguientes casos:
e siaz1lya=-2entonces la matriz escalonada tiene tres filas no nulas y, por tanto, rg D = 3

e sia = -2 entonces la matriz escalonada tiene dos filas no nulas y, por tanto, rg D = 2



e sia = 1 entonces la matriz escalonada tiene una fila no nula y, por tanto, rgD =1

6. Sabiendo que las siguientes matrices tienen inversa, calcularla mediante operaciones
elementales.

5 4 2 1 3 3 -1 2
a)A:(7 6) b)B: -1 4 O C)C: 4 1 1
1 0 2 4 6

Solucién

Se coloca la matriz identidad a la derecha de A obteniéndose la nueva matriz (Alln) sobre la que se

realizan operaciones elementales por filas hasta que en el lugar de A queda la matriz identidad.

4 1 = | 1o
a)(S 4 1 1 0)|:1—>(1/5)|:1 1 5 1 5 0 |FoFr7R S S F1—>F1-2F;
76 ] 01 ~ S o 1 ~ 0 2 1 L 4 ~
| 5 | 5
101 3 -2 101 3 -2
5 | 5 I 2 2

N |

3 -2
Por tanto, A1 =| -7 5
2

Se puede obtener el mismo resultado con otras operaciones elementales, por ejemplo:

(5 4 1 1 0)F2—>5F2-7F1(5 4 1 1 0)F1—>F1—2F2
7 6 ] 01 & 02 ] -75 =

1 0 3 -2
(5 0 | 15 '10)F1—>(1/5)F1, Fo>(1/2)F, | 7
021 -7 5 ~ 0 1 |

2 13] 100 1 101] 001
b)| -1 4 0 ] 0 1 0 |F9Fs| .1 4 0 | 0 1 o |FerRetF FeoFe2h
1 10 1] 00 1 2 13] 100
11 0] 00 1 110I021
05 0] 011 |FPWBFR g 1 0|0z £ |FFFFoRkth
0 -13 ] 10 -2 - 5 5 <
1 3] 10 -2
1 4 1 4
1001 0% ¢ 10010 % ¢
1 1 |F(1/3)F; 1 1
01010 ¢ 3 . 010]0 § &
1 -9 1 1 -3
003115 % 0011335




Observar que el proceso seguido para obtener la matriz identidad en el lugar de B consiste en
conseguir, mediante operaciones elementales por filas, que en cada columna sean ceros todos los
elementos excepto el correspondiente a la diagonal principal que es el que se considera como
“elemento pivote”. Asi, con la primera equivalencia se consigue que el “elemento pivote” de la
primera columna sea 1, lo que facilita las posteriores operaciones elementales. En la segunda se
consigue hacer 0 los dos elementos de la primera columna que no estan en la diagonal principal. En
la tercera equivalencia se consigue que el “elemento pivote” de la segunda columna sea 1. En la
cuarta se hacen 0 los dos elementos de la segunda columna que no estan en la diagonal principal.
Finalmente, en la quinta equivalencia se hace 1 el elemento de la tercera columna que esta en la
diagonal principal y, como los otros dos elementos de esta columna ya son cero, se termina el
proceso puesto que se ha obtenido la matiz identidad en el lugar que estaba B.

0]

Por tanto, B! =

Wl O
G- gk a|s
gl ik Gl

c) En este caso, en lugar de seguir el mismo proceso que en el apartado anterior, primero se
triangulariza la matiz C superiormente (se hacen ceros por debajo de la diagonal principal) y
después inferiormente (se hacen ceros por encima de la diagonal principal) obteniéndose la matriz
identidad.

3 -1 2 100 2 4 6 0 0 1 123|oo%
4111010 RCRkla 1 1010 RRWDRE L o010
2 4 6 0 01 3 -1 2 100 3121100
1 1
12 3 |00 3 12 3 |00 3
F2—)F2—4F1,~F3—) F3-3F1 o -7 -11 I o 1 -2 F3—)53-F2 0o -7 -11 I 0 1 )
o -7 -7 103 0 0 4 11 =
- - I > I _ >
-3 3 1
1 — = =
12 3 |00 3 1201 73 4 &8
Fao(U/4Fs| o 7 c11 | 0 1 -2 |FioFi-8Fs, FoofR*11Fs | o 7 o | % % ?
1 -1 1
0 0 1 | 342 2 3§ i -1 1
4 4 8 0O 0 1 | 2 4 8
-3 3 1 1 1 -3
1201 %3 2 3 1001 %8 2 56
Fo>(-1/7)F, -1 1 5 | FoF-2F, -11 1 5
o 0101 %5 2 56 e 0101 %8 4 56
i 11 i 11
0011l 4 7 s 0011l 4 74 s
1 1 =3
28 4 56
a_| 21 1 5
Por tanto, C ~ = >8 4 56
i -1 1
4 4 8



