1] Aplicaciones

1. Maximos, minimos y monotonia

M Piensa y calcula

Dada la grafica de la funcién f(x) =

Solucién:

Maximo relativo: O(0, 0)

Minimo relativo: B(2, 4)
Creciente (7): (—0,0) U (2, +c0)
Decreciente (\): (0, 1) U (1,2)

| representada en el margen, halla los maximos y AY

X — 2
los minimos relativos y los intervalos de crecimiento y decrecimiento. YEL T V

de las derivadas

X

® Aplica la teoria

I. Calcula los méximos y los minimos relativos y determi-
na la monotonia de las siguientes funciones:

a)y=x3-3x?+3 b) y = 3x* — 4x3
Solucién:
a) y' = 3x% — 6x

y=0=x=0,x=2

Méximo relativo: A(0, 3)

Minimo relativo: B(2,— 1)
Creciente (7): (—20,0) U (2, +<0)
Decreciente (N): (0, 2)

b) y' = 12x3 — 122
y=0=>x=0,x=1I
Méximo relativo: no tiene.
Minimo relativo: A(l,—1)
Creciente (2): (1, +0)
Decreciente (\): (—oo, )

2. Calcula los méximos y los minimos relativos y determi-
na la monotonia de las siguientes funciones:

x2 + | 3
a)y= b)Y=a+1
Solucioén:
. x2— |
a) Yy = X2
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y=0=>x=-I,x=1

Maximo relativo: A(-1,-2)
Minimo relativo: B(1, 2)

Creciente (7): (—oo,— 1) U (I, +0)
Decreciente (N): (—1,0) U (0, 1)

6x
by'=——=
)Y o2t 1)
y=0=x=0

Maximo relativo: A(0, 3)
Minimo relativo: no tiene.
Creciente (7): (—e, 0)
Decreciente (\): (0, +0)

3. Calcula los maximos y los minimos relativos y determi-
na la monotonia de la siguiente funcién:y = Vx2+4

Solucion:
X
‘= '=0=x=0
Y 2+ 4 Y

Maximo relativo: no tiene.
Minimo relativo:A(0, 2)
Creciente (7): (0, + )
Decreciente (N): (—oo, 0)

4. Calcula los méximos y los minimos relativos y determi-
na la monotonia de la siguiente funcién:y = (2 — x)e*

SOLUCIONARIO
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Solucién:

y' = (I —x)e*

Méximo relativo: A(l, €)
Minimo relativo: no tiene.
Creciente (7): (=00, I)
Decreciente (\): (I, +20)

na la monotonia de la siguiente funcién en (0, 2x):

=—_——senx
2

)4

5. Calcula los maximos y los minimos relativos y determi-

Solucién:

y' = 1/2 — cos x

y' =0 = x=mn/3,x = 5n/3

5t 5m+3V3
3’ 6

ﬂn—_m)

Maximo relativo: A(
3 6

Minimo relativo: B(

Creciente (7): (w/3, 57/3)
Decreciente (\): (0, /3) U (57/3, 2w)

2. Puntos de inflexidon y curvatura

W Piensa y calcula

2x
Daday N
de concavidad y convexidad.
Solucién:
Punto de inflexién: O(0, 0)
Convexa (U): (—oo, 0)
Coéncava (N): (0, +<0)

representada en el margen, halla los puntos de inflexion y los intervalos f(x) = 2x

® Aplica la teoria

ra de las siguientes funciones:
a) y =x3—9x% +27x - 26

Solucion:

a)y' =3x2— 18x + 27
y"'=6x—18
y'=0=>x=3
y" =6
y"3)=6=0

Punto de inflexién:A(3, 1)
Convexa (U): (3, +<0)
Céncava (N): (—eo, 3)

b) y' = —3x2 + 6x
y'=—6x+6
y'=0=>x=1|
y"=-6
y"(1)=—6#0

Punto de inflexion: A(l, 0)
Convexa (U): (oo, 1)
Céncava (N): (I, +o0)

TEMA 11. APLICACIONES DE LAS DERIVADAS

6. Calcula los puntos de inflexién y determina la curvatu-

b)y =—x3+3x2-2

7. Calcula los puntos de inflexién y determina la curvatu-

ra de las siguientes funciones:

X 3x
a))'_xz_l b))'_x2+|
Solucion:
)y x2 + |
Ay =——
T2
- 2x(x2+3)
(217
y'=0=x=0
w60+ 6x?+ 1)
02— 1)*
y"(0)=-6=0

Punto de inflexién: O(0, 0)
Convexa (U): (—=1,0) U (I, +e0)
Céncava (N): (—eo,—1) U (0, 1)
Lo 3(1=x2
b)y'= ()Ez = )I()%
w_ 6x(x2-3)
62+ 1)3
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y'=0=>x=-V3,x=0,x=13

w180t —6x2 + 1)
(X2+ |)4

y"(=V3)=9/16 %0

y"(0)=—18%0

y"(N3)=9/16 20

Punto de inflexién:
A(-V3,-33/4),0(0,0), B(3,3V3/4)
Convexa (U): (-V3,0) U (V3, +co)
Céncava (N): (o2, —V3) U (0,3)

8. Calcula los puntos de inflexiéon y determina la curva-
tura de la funcién y = xe*

Solucion:

y' = (x+ Der

y" = (x + 2)e*
y'=0=>x=-2
Y= (x + e

y"(=2) = 1/e2 %0

Punto de inflexion: A(—2, —2/e?)
Convexa (U): (=2, + )
Céncava (N): (—eo,—2)

9. Calcula los puntos de inflexion y determina la curva-
tura de la funcién y = L (x2 + 4)

Solucién:
- 2x
x2 + 4
0o _203-4)

02+ 42

y'=0=x=-2,x=2
m_ 4x(x2 - 12)

(2 + 4
y"(=2)=1/8%0
y"(2)=-1/8%0
Punto de inflexién:A(—2,3 L 2),B(2,3 L 2)
Convexa (U): (-2,2)

Concava (N): (—o0,—2) U (2, +o0)

10. Calcula los puntos de inflexién y determina la curva-
tura de la funcién y = sen x cos x en (0, 2m)

Solucion:
y' =—1 + 2 cos? x
y" =—4 sen x cos x

y"'=0= x=7/2,x = T, x = 31/2

y" =4(l -2 cos? x)

y"(m/2)=4+0

y"(m)=-4%0

y"(3n/2) =4#0

Punto de inflexion: A(rt/2, 0), B(r, 0), C(37/2, 0)
Convexa (U): (n/2, ) U (3n/2, 2m)

Coéncava (N): (0, /2) U (m, 31/2)

3. Teorema de Rolle y el teorema del Valor Medio
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Piensa y calcula

Representa en unos ejes coordenados los puntos A(l,2) y B(5,2) y dibuja una funcion que comience en A(l, 2) y finalice en
B(5, 2). {Hay algiin punto en el que la derivada es cero? ;Seria posible evitar que haya un punto asi?

Solucion:

Puede haber varios puntos en los que la derivada es cero. Por ejemplo: AY

SN

V¥ X

SOLUCIONARIO
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Se puede evitar si la funcién no es continua. Por ejemplo:

Y si es continua, que tenga un pico. Por ejemplo:

X

@ Aplica la teoria

I 1. Explica por qué el teorema de Rolle no es aplicable a

las siguientes funciones en el intervalo [—1, |] a pesar
deserf(-1)=1f(1)=0
2) b)
AY AY
i _ X2l
f(x) = 2=[2[| il
X X
Solucion:
a) f(x) no es derivable en (=1, I); no existe la derivada
enx=0
b) f(x) no es continua en [, I]; tiene una discontinui-

dad de salto infinito en x = 0

12. Discute si es aplicable el teorema de Rolle a las si-
guientes funciones en los intervalos que se dan:

a) f(x) = sen x en [0, 2]
b) f(x) = | +xZ en [=1, I]
c) f(x) =x—-"Vx en [0, 1]

Solucion:
a) El dominio de f(x) es Ry [0,2n] c R

* f(x) es continua en [0, 2] porque las funciones tri-
gonométricas son continuas en R

* f(x) es derivable en (0, 21) porque las funciones tri-
gonométricas son derivables en su dominio.

TEMA 11. APLICACIONES DE LAS DERIVADAS

» f(0) =f(2m) =0
Luego se puede aplicar el teorema de Rolle.
b) El dominio def(x) es Ry [-I,I]c R
* f(x) es continua en [—1, I] por ser una funcion irra-

cional.

2
¢ f'(x) = —3—, que en x = 0 no estd definida. Luego
() 3 9 g

no es derivable en (-1, I)

No se puede aplicar el teorema de Rolle.

c) El dominio de f(x) es [0, +<<) y [0, I] < [0, +<0)

* f(x) es continua en [0, |] por ser la diferencia de
una funcién polinémica y una irracional.

* f(x) es derivable en (0, I) por ser la diferencia de
una funcién polinémica y una irracional.

» f(0) =f(l)=0

Luego se puede aplicar el teorema de Rolle.

13. Discute si es aplicable el teorema del Valor Medio a las
siguientes funciones en los intervalos [a, b] que se dan
y en caso afirmativo calcula los valores de c € (a, b) ta-
f(b) — f(a)
b-a

a) f(x) =V2-x en[-2,1]

les que f'(c) =
b) f(x) = YxZ en [0, 1]
Q) f(x) = | +£en[|,2]

Solucion:
a) El dominio de f(x) es (—o0,2] y [-2, ] < (-5, 2]
* f(x) es continua en [-2, |] porque las funciones
irracionales son continuas en su dominio.

¢ f(x) es derivable en (-2, |) porque las funciones
irracionales son derivables en su dominio.
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Se puede aplicar el teorema del valor medio.

f()-f=2) _ 1-2 _ |
-2 =~ 3 = 3
J == I _ I =_L :_l
i W2-x  2V2_x 37X 774

b) El dominio de f(x) es Ry [0, I]c R
* f(x) es continua en [0,1] porque las funciones irra-
cionales son continuas en su dominio.

* f(x) es derivable en (0, |) porque el unico valor
donde no es derivable es x = 0, pero si lo es por la
derecha.

Se puede aplicar el teorema del valor medio.

f(1) —f(0) _
-0

_0=|
-0

f'(x) = = | = x =827

il
c) El dominio de f(x) es R — {0} y [1,2] = R — {0}

* f(x) es continua en [I, 2] porque las funciones ra-
cionales son continuas en su dominio.

¢ f(x) es derivable en (I, 2) porque las funciones ra-
cionales son derivables en su dominio.

Se puede aplicar el teorema del valor medio.

f2)-f(1) __1

21 -2
Pg=-t -t =1
2 2 2

X =— 2,x=\/5

Solo vale el valor x = V2 € (1,2)

4. Regla de L'Hépital

W Piensa y calcula

Calcula mentalmente los limites siguientes:

eX

2 _ 2 +
2) lim X by fim Xt J lim —~
x=>1 x—=1 x—> +oo \/; X—> +oo
Solucion:
a) 2 b) +e 0

® Aplica la teoria

sen X

£

15. lim x* 1

X—> +oo €

14. lim
x—0 X

Solucioén:

. senx
lim
x—0 X

Solucion:

x+ 1 :[i]: lim ;:0
o]  xote 2eXVx + |

lim

X —>+oo e

16. lim xLx

x—0*

Solucion:

—

Jmxbx=10- ] = i

=

><|—‘
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= lim = lim (—x
x—0* | +( )
X2
I
17. lim x!'-x
x— |
Solucion:
) ! (_|l Lx) lim (—I'ix ) |
limx' =% =[1<]= *—" X =gV ™/ =gl = /e
x— |
X —sen X
18. Iim 3
x—0 X
Solucion:
i — sen X | —cos x_ cos X 0
x—0 x—>0 0
. senx 0 cos X
= lim =|— im =1/6
x—0 6X 0 x—0 6

SOLUCIONARIO
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19. lim (cotg x)sen X
x—0

Solucion:
3 0 lim (sen x L cotg x)
lim (cotg x)%€"* = [co”] = e*7° =
x—0

—cosec? x/cotg x

im L cotg x im o sen X
2 2
= gx=0 I/senx — @x—0 —cos x/ sen*x = ex>0 costx =
0 —
=e’=1

20. lim xsenx
x—0

Solucion:

o lim (sen x L x) lim
||'moxsenx = [09] = ex>°
X—>

= @x—0 I/sen x —

2

. 1/x . —sen“x —2 sen X cos X
lim —————— im im —————
= exao—cosx/sen X = @x—0 XCOSX = gx—0 COSX—XSenx —
=el=|
3 2
21. lim |—-
x—1* | L x x— 1
Solucion:
i 3 2 [ 1 i 3x—-3-2L x
m |5w— — o0 —oo| = |Im
xoit\Lx  x—1 x—=1* (x—1)Lx
2
3—_
0 3 X
=) E = ||m+ | = 4+
| —_
X— +X
X

22. lim x*

x—0

Solucion:

lim x L x lim —— im ”X2
H = = X—> = X— = x—0 = /X =
lim x* = [09] = ex>° exo0 I = gxs0 -1
x—0

lim (—x)
= ex~>0

=e0=|

23. Iin?)+ (sen x)*

Solucion:

. . Lsenx
i lim [x L senx] lim, Tx
lim (sen x)* = e*>° = ex?0
x—0*

2

x2 cos x 2

. 2x cos X — X
lim

= e)<~>0+

cos x/sen X
—1/x2

sen X

sen X Cos X

= ean* =e xR‘*
0
|

=el =e0=|

lim e™*Vx

X—>+oo

24.

Solucion:
lim e_x\/;=[0'oo]= lim ﬂ: 2]:

X —>+oo X —+oo @X )

= lim —— =0

x>+ X

5. Problemas de optimizacidn

W Piensa y calcula

dimensiones del rectangulo que tiene mayor superficie.
Largo = x 0
Alto =y 4
Superficie
4 cm
3cm
2 cm
0cm I cm 2 cm
Solucioén:
Largo = x 0 | 2 3
Alto =y 4 3 2 I 0
Superficie 0 3 4 3 0
Un cuadrado de 2 cm de lado.

Un rectangulo tiene 8 cm de perimetro; por tanto, la base mas la altura mide 4 cm. Completa la siguiente tabla y calcula las

0cm

4 cm

TEMA 11. APLICACIONES DE LAS DERIVADAS
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Aplica la teoria

25. Calcula dos nimeros cuya suma sea 100 y de forma
que su producto sea maximo.

Solucién:

a) Incégnitas y datos.
X = primer nimero.
y = segundo numero.
x +y=100

b) Funcién que hay que maximizar.
feay) = xy
Sujetoa:x +y =100 = y = 100 — x

c) Se escribe la funcién con una sola variable.
f(x) = x(100 — x)
f(x) = 100x — x?

d) Se calculan los maximos y minimos relativos.
f'(x) = 100 — 2x
100 —-2x =0 = x =50
Six=50=y=50

e) Se comprueba en la segunda derivada.

f"(x) = =2 < 0 () = maximo relativo.

f) El primer nimero es x = 50; el segundo,y = 50

26. Calcula las dimensiones de un rectingulo cuyo peri-
metro mida 64 m y su drea sea maxima.

Solucién:

a) Incégnitas, datos y dibujo.
x = longitud de la base.
y = altura.

Perimetro = 64 m

4 S(xy) = xy

X

b) Funcién que hay que maximizar.
S(x,y) = xy
Sujeta a las condiciones:
Perimetro = 64 m = x +y = 32

c) Se escribe la ecuacién con una sola variable.
x+y=32=y=32-x
S(x) = x(32 —x)
S(x) = 32x — x?

d) Se calculan los méximos y minimos relativos derivando.
S'(x) =32 —2x
32-2x=0=>x=16
Six=16=y=16
e) Se comprueba en la segunda derivada.
$"(x) =—2 < 0 (-) = maximo relativo.

f) El recinto mide 16 m por 16 m

27. Calcula el 4rea del mayor tridngulo isésceles inscrito
en un circulo de radio 4 cm
Solucion:
a) Incégnitas, datos y dibujo.
2y = base del triangulo.

h = altura del tridangulo = BD

B

>

%
x O 4cm

v

~

Seax =0OD

El triangulo ABC es rectiangulo en A

Por el teorema de la altura:
y2=BD-DC=(4+x): (4—x)=16—-x2

b) Funcién que hay que minimizar.
A(y,h) = %th
Sujeta a las condiciones:
yr=l6-x2=y=VI6—x*
h=4+x

c) Se escribe la ecuacion con una sola variable.
A) = V16— (4 +x)
AK) = (4 +x)V16-x

d) Se calculan los méaximos y minimos relativos derivando.

Ax) = VI16—x2 — (4 +x)—=
V16 —x2
4x + x2
V16 — x2
2
Vie—x2 - XX _ g x=_4x=2
V16 — x2

Si x = —4, no tiene sentido en el problema.
Six=2ecm=y=VI2 cm;h=6cm

Ax)=VI6—x2 -

SOLUCIONARIO
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e) Se comprueba en la segunda derivada.
X x3 —32x — 64
Vie-x2 (16 -x)V16 —x?

A"(2) = -2V3 < 0 (-) = méximo relativo.

A"(x) = —

f) El triangulo tiene un area de

%-ZW-ézém:IZﬁ cm?

28. Calcula la altura y el radio que debe tener un bote ci-
lindrico cuya drea total, incluyendo las dos tapas, es de
150 cm? para que su volumen sea maximo.

Solucion:

a) Incoégnitas, datos y dibujo.
R = radio del cilindro.
H = altura del cilindro.

Superficie = 150 cm?

b) Funcién que hay que maximizar.
V(R,H) = tR2H
Sujeta a las condiciones:
Superficie = 150 cm? = 2R2 + 2tRH = |50

c) Se escribe la ecuacién con una sola variable.
150 — 2tR2 _ 75

2nR2 + 2nRH = 150 = y = R =R~

R
V(R) = nRZ(% - R)
V(R) = 75R — iR3

d) Se calculan los méximos y minimos relativos derivando.
V'(R) = 75 — 31R2

5 _5Vn

75-3nR2=0=R = =

r b4
5Vrn _1oVn
T T oo

= H

SiR=

e) Se comprueba en la segunda derivada.

5Vn

V"(R) =—-6nR =V" 2 <o () = maximo relativo.
T

5Vrn 10Vr

f) El cilindro mide —— cm de radio y
b1 T

cm de

altura.

29. Dada la funcién f(x) = x2, encuentra el punto de su
grafica que estd mas cerca del punto A(0, 2)

Solucion:

a) Incégnitas, datos y dibujo.
Punto incégnita: P(x, y)
Punto fijo:A(0, 2)
Parabola:y = x2

AO\2)4 me

Y X

b) Funcién que hay que minimizar.
d(AP) = d(x,y) = N> + (y - 2)?
Sujeta a las condiciones:
y=x?
c) Se escribe la funcién con una sola variable.
dy) = Vy + (y = 2)?
dy) = Vy? =3y + 4
d) Se calculan los maximos y minimos derivando.

d(y) =~
2Vy2 -3y +4

2y -3
—— = =0=y=312
2y -3y + 4
V6

Siy=32=x=+—
iy X >

e) Se comprueba en la segunda derivada.

d"0) = !
402 -3y + 4y -3y +4
d"(3/2) = 2\7 > 0 (+) = minimo relativo.

7

f) Los puntos son: P(—%, 3/2) y Q(%, 3/2)

TEMA 11. APLICACIONES DE LAS DERIVADAS
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6. Problemas de derivadas

B Piensa y calcula

deayb

Solucion:
f(x) = x% — 4x + 4

La funcién f(x) = x? + ax + b pasa por el punto A(0, 4) y tiene un minimo en el punto B(2, 0). Calcula mentalmente el valor

® Aplica la teoria

30. Halla la ecuacién de la recta tangente y de la normal a
la curva de ecuacién y = x3 — 3x en el punto de absci-
sax=0

Solucion:

y'=3x2-3

y'(0) = -3

y(0)=0

Recta tangente:
y—0=-3(x-0)=y=-3x

Recta normal:

y—0=%(x—0):>y=x/3

31. Halla el méximo y el minimo absolutos de la siguiente
funcién en el intervalo [0, 2]

3x
f(x) = —5——
69 x2+ |
Solucion:
a) Extremos relativos:

oy = 30 =1)
fi(x) == (X2+ |)2
fx)=0=>x=-1,x= |

Solo se toma el valor x = |
Six=1=f(l)=3/2

6x(x% -3
(2 +1)3

£'(x) =

f'(l) = —3/2 < 0 (-) = maximo relativo.

Maximo relativo:A(l, 3/2)

b) Valores en los extremos:
f(0)=0
f(2) = 6/5

El maximo absoluto lo alcanza en el maximo relativo:

A(1,302)

El minimo absoluto lo alcanza en O(0, 0)

32. Demuestra que la ecuacién siguiente tiene una Unica
solucion real.

X’ +3x+3=0
Solucién:
Se toma la funcién:
f(x) =x’ +3x + 3
Existencia de la raiz:
f(x) es continua porque es una funcién polinémica.
f(-1)=-1
f(0) = 3

Por el teorema de Bolzano, existe un valor ¢ € (-1, 0) tal
que f(c) =0

Unicidad:
f'(x) = 7x6 + 3

f'(x) > 0 para todo x; luego la funcion f(x) es estricta-
mente creciente.

Solo puede cortar una Unica vez al eje X

33. Obtén los valores de los parametros a, b y c para
que la funcién f(x) = ax3 + bx + ¢ pase por el punto
O(0, 0) y tenga un minimo local en A(l,—1)

Solucién:
a) Pasa por O(0,0)
f0)=0=>c=0

b) Pasa por A(l,—1)
fl)=—1=a+b+c=-1I

c) Tiene un minimo local en A(1,—1)
f'(x) = 3ax? + b
f(1)=0=>3a+b=0

Se resuelve el sistema:

c=0
3a+b = 0p=a=1/2,b=-3/2,c=0
atb+c=-1|

. _ 153 3
La funcién es f(x) = 5 x*> — 5%

2 2

324

SOLUCIONARIO
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Ejercicios y problemas

Preguntas tipo test

_ —x2 .
BB Dada la curva y = xe™*, el valor de la abscisa en el
punto en el que la pendiente de la recta tangente es
maxima, es:

|:|x=\/Z

O x=
X] x=0

[ No existe ningun valor.

2
V2
2

2
sen” (2x)
A Bl lim —S——es:
xTo x3 +x2

0 -4
Os

(x] 4
a2

3x + |

Vx

[EX La monotonia de la funcion f(x) = es:

[ creciente: (=0, 0) U (0, +<0)
decreciente:

creciente: (1/3, +c0)
decreciente: (0, 1/3)

[ creciente: (0, 1/3)
decreciente: (1/3, +e0)

] ninguna de las anteriores es correcta

2x2 —
A La funcion f(x) = X—X3X
e

tiene:
[ maximo relativo: O(0, 0)

9
maximo relativo:A(3,—3)

e

- ‘ (l VZ)

minimo relativo: B —,——
2 e

I 5vVe
e

] méaximo reIativo:A(;,

9
minimo relativo: B(3, —3)
e

[ No tiene maximos ni minimos relativos.

S e

x=»0\In(l+x) x
-1

gl

go

12

PAU

Contesta en tu cuaderno:

eXsen X — X

M E x“gqo 2x2 + x4 e
d-1n Xl 12
02 Q-2

Unos altos hornos producen al dia x toneladas de

40-5
acero de baja calidad y —IO X toneladas de acero
-X

de alta calidad, siendo 8 toneladas la producciéon ma-
xima diaria de acero de baja calidad. Si el precio de
una tonelada de acero de baja calidad es 100 euros
y el precio de una tonelada de acero de alta calidad
es 250 euros, el nimero de toneladas que se deben
producir por dia de acero de baja calidad para que
el valor de venta de la produccion diaria sea maxi-

mo es:
a2 s
O 15 x] 5

IEX Los valores de a y b para que la funcién
f(x) = (x* —a)e* + bx

tenga un punto de inflexion en x = 0 y un minimo

relativo en x = | son:
da=-2b=e X] a=2;b=-e
da=2b=-1 da=-2b=1

KA Se considera la funcion f(x) = In (x2 — 4). Los interva-
los de crecimiento y decrecimiento de la funcién son:

[ creciente: (—oo, +0)
decreciente: &
[ creciente: (0, + o)
decreciente: (—e, 0)
[ creciente: (-2,2)
decreciente: (—e0,—2) U (2, + o)
creciente: (—oo0,—2)

decreciente: (2, +o0)

1] Sea la funcién con dominio los numeros reales no
4
nulos f(x) = —
X

Los puntos My N de la gréfica de f(x) para los que
las rectas tangentes a la grifica en M y N se cortan
en el punto (4,—8) son:

M(1,4); N(-2,-2)

U M(-1,-4);N(2,2)

O M(1,-4);N(-2,2)

[ No hay solucién porque (4, —8) no pertenece a
la grafica de f(x)

TEMA 11. APLICACIONES DE LAS DERIVADAS
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1. Maximos, minimos y monotonia

34. Identifica en las siguientes grificas los maximos y los
minimos relativos y los intervalos donde la funciéon es
creciente y decreciente:

a) AY
f(x)
X
b) AY
g(x)
£
Solucion:

a) Maximo relativo: no tiene.
Minimo relativo:A(2,—2)
Creciente (7): (2, +0)
Decreciente (\): (—oo, 2)

b) Maximo relativo: O(0, 0)
Minimo relativo:A(—1,—1), B(l,—1)
Creciente (2): (—1,0) U (I, +c0)
Decreciente (\): (—oo,—1) U (0, I)

35. Calcula los méximos y los minimos relativos y determi-
na la monotonia de las siguientes funciones:

a)y=%x5—x b) y = 23 + 3x% — 12x

Solucién:

a)y =x*"-1
y=0=>x=-1,x=1
Maximo relativo:A(— |, 4/5)
Minimo relativo: B(I,—4/5)
Creciente (7): (—oo,— 1) U (I, +0)
Decreciente (N): (=1, 1)

b) y' = 6x2+ 6x — 12
y=0=x=-2,x=1|
Maximo relativo:A(-2, 20)
Minimo relativo: B(1,—-7)
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Creciente (2): (—s0,—2) U (I, +c0)
Decreciente (N): (=2, 1)

36. Calcula los maximos y los minimos relativos y determi-
na la monotonia de las siguientes funciones:

xt+ | x2
= b =
a)y 2 )Y 2_9
Solucion:
L2041
a)y=—( 3 )
y=0=>x=-I,x=1

Maximo relativo: no tiene.
Minimo relativo:A(—1, 2), B(1, 2)
Creciente (2):(—1,0) U (I, +<0)
Decreciente (\): (—eo,—1) U (0, )
1= 18x

b)y'= “e-9r
y=0=>x=0
Maximo relativo: O(0, 0)
Minimo relativo: no tiene.
Creciente (7): (—e°,—3) U (-3,0)
Decreciente (N): (0, 3) U (3, +0)

37. Calcula los maximos y los minimos relativos y determi-
na la monotonia de la siguiente funcién:

y =62 - 47
Solucién:
y'= 4x
3Vx2 -4
y=0=>x=0

Maximo relativo:A(0, 2 %/5)

y'(x) no existe en los valores x = —-2,x = 2
Minimo relativo: B(-2, 0), C(2, 0)
Creciente (7):(—2,0) U (2, +<0)
Decreciente (\): (—0,—2) U (0, 2)

38. Calcula los maximos y los minimos relativos y determi-
na la monotonia de la siguiente funcién:

eX
Y=—_
X
Solucion:
v e(x=1)
Yy = 2
y=0=x=I|

Maximo relativo: no tiene.
Minimo relativo:A(l, €)

SOLUCIONARIO
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Creciente (2): (1, +0)
Decreciente (N): (—o0,0) U (0, I)

39. Calcula los maximos y los minimos relativos y determi-
na la monotonia de la siguiente funcion:

y=LOE+ 1)
Solucion:
"V 2x
v x2 + |
y=0=x=0

Maximo relativo: no tiene.
Minimo relativo: O(0, 0)
Creciente (7): (0, + o)
Decreciente (\): (—oo, 0)

40. Calcula los maximos y los minimos relativos, y determi-
na la monotonia de la siguiente funcién en (0, 2m):

=—x + cos x
A

Solucioén:
y' = 1/2 —sen x
y'=0= x =m/6,x = 5m/6

6 12
5w 5n—6\/§)

Mini lativo: B| —,
inimo relativo (6 M

Creciente (2): (0, /6) U (5m/6, 2)
Decreciente (\): (1t/6, 51/6)

RM)

Méaximo reIativo:A(

2. Puntos de inflexion y curvatura

41. Identifica en las siguientes graficas los puntos de infle-
Xién y los intervalos de concavidad y convexidad:

a) AY b) AY
f(x) f(x) V

Solucién:

a) Punto de inflexion:A(l,—1)
Convexa (U): (oo, — 1)
Céncava (N): (=1, +e0)

b) Punto de inflexién: O(0, 0)
Convexa (U): (—1,0) U (I, +o0)
Concava (N): (—oo,—1) U (0, I)

TEMA 11. APLICACIONES DE LAS DERIVADAS

42. Calcula los puntos de inflexion y determina la curvatura
de las siguientes funciones:

a) y =3x°-5x3 b)y=%x4—x3—2
Solucion:
a) y' = 15x* - 15x2

y" = 60x3 — 30x

y"=0=x=-2/2,x=0,x=2/2

y" = 180x2 — 30

y"(=V2/2) =60 %0

y"(0)=-30%0

y"(\N2/2) = 60 %0

Punto de inflexién:
A(-2/2,72/8),0(0,0), B(v2/2,-7~2/8)
Convexa (U): (-V2/2,0) U (\V2/2, +eo)
Coéncava (N): (—eo,—\2/2) U (0,V2/2)

b) y' = x3 — 3x?
y" = 3x2 — 6x
y'=0=x=0,x=2
y"=6x—-6
y"(0)=-6=0
y"(2)=6%0

Punto de inflexién: A(0,-2), B(2,—6)
Convexa (U): (o, 0) U (2, +<0)
Céncava (N): (0,2)

43. Calcula los puntos de inflexion y determina la curvatura
de las siguientes funciones:

x2 x2 -2
a))'_xz+| b))"xz_l

Solucion:

f__ 2x
62+ 1)

wo_23x2-1)
o2+ 1)}
y"=0=x=—-v3/3,x=3/3
w_ 24x(2 - 1)
(X2 + |)4
y"(=V3/3) =273/16 20
y"(V3/3) =-273/16 £ 0
Punto de inflexién:
A(=V373, 1/4),B(V3/3, 1/4)
Convexa (U): (-V3/3,V3/3)
Céncava (N): (—eo,—V3/3) U (V3/3, +o0)

a) y
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2x
b)y' = —=—
)y o2 1)
W 2032+ 1)
YT ey
y'#0

Puntos de inflexion: no tiene.
Convexa (U): (=1, 1)
Céncava (N): (—oo,— 1) U (I, +00)

44. Calcula los puntos de inflexion y determina la curvatura
de la siguiente funcion:

y=Va_x
Solucion:
X
Y 4-x2
e 4
VN Ny
y'#0

Puntos de inflexion: no tiene.
Convexa (U): @
Coéncava (N): (-2,2)

45. Calcula los puntos de inflexion y determina la curvatura
de la siguiente funcién:

y=e>x
Solucion:
y' = —-2x e
y' = (@x2-2)e*

y"'=0=x=-2/2,x=2/2

y" = 4x(3 - 2x2) e

y"(=V2/2) = 4V2/Ve 20

y"(N2/2) =—42/Ve 20

Punto de inflexion:A(-V2/2, 1/\e), B(\N2/2, 1/\e)
Convexa (U): (—eo,—V2/2) U (V2/2, +o)
Céncava (N): (-V2/2,V2/2)

46. Calcula los puntos de inflexion y determina la curvatura
de la siguiente funcioén:

_ X
YT
Solucion:
_ —1+Lx
T L2x
w_ 2—-Lx
x L3 x

y"'=0= x = e?
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m_ =6+ L2 x
x% L4 x
y'(E) =gy %0
Puntos de inflexion: A(e?, e2/2)
Convexa (U): (1, e?)
Céncava (N): (0, 1) U (€2, +)

47. Calcula los puntos de inflexion y determina la curvatura
de la siguiente funcién en [0, 27]:

y =x+ 2 cos x

Solucién:
y'=1—2senx
y" ==2 cos x

y'=0= x=m/2,x = 3n/2

y" =2 sen x

y"(m/2)=2#0

y"(Bn/2)=-220

Punto de inflexion: A(w/2, /2), B(31t/2, 31t/2)
Convexa (U): (1/2, 31t/2)

Concava (N): (0, /2) U (37/2, 2m)

3. Teorema de Rolle y del Valor Medio

48. Sea la funcién f(x) = tg x, definida en el intervalo [0, 7).
Deduce, de forma razonada, si son ciertas estas afirma-
ciones:

a) f(0) =f(n) =0
b) La funcién f(x) es continua en [0, ] y derivable en
0, m)

c) Por lo tanto, por el teorema de Rolle, existe un
ce(0,m) tal quef'(c) =0
Solucion:
a) Cierto: f(0) = f(m) = 0

b) Falso: f(x) = tg x es discontinua en x = 7/2 y no es deri-
vable en x = w/2

c) No se puede aplicar el teorema de Rolle.

4
49. Dada la funcién siguiente: f(x) =5——
X

halla todos los valores c € (1, 4) tales que:
oy = 14) — (1)
f'(c) y
Solucion:
El dominio de f(x) es R — {0} y [1,4] = R — {0}

* f(x) es continua en [|,4] porque las funciones racionales
son continuas en su dominio.

* f(x) es derivable (I, 4) porque las funciones racionales
son derivables en su dominio.

SOLUCIONARIO
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Se puede aplicar el teorema del valor medio. Solucion:

f(4)—f(1) _4-1 _ | f(x) es continua en [, I] y derivable en (-1, I) por ser
4-1 = 3 una funcién polinémica.
f=+ =t oiox=2x=2 =5l =2=0 __,
X X I —(1) 2
En el intervalo dado solo es vélido x = 2 f'(x) = 3x% — 2x — 2
3x2-2x-2=-1=>x=-1/3,x= 1
50. Dada la funcién siguiente:
| Es valido el valor x =—1/3 € (1, I)
— si—2<x<—|
X
(x) = 23 ..
5 si—1<x<0 4. Regla de L’'Hopital
comprueba que la funcién cumple las hipotesis del teo- Calcula los siguientes limites:
rema del Valor Medio y calcula el valor intermedio vati- | — cos x
cinado por el teorema. Si hay varios valores, calcula to- 52. X"l‘)“o W
dos ellos.
Solucion:
Solucion:
. im J=cosx _ {0} _ . senx _|O0f_
El dominio de f(x) es [-2, 0] x50 (€% — 1)2 0 x50 2(eX— I)e* 0
La funcién esta definida por dos funciones continuas y de-
rivables en sus dominios. Hay que estudiar el punto de = [ —2B X __!
enlace. x>0 4e —2ex 2
Enx =—1
f—l)=—1y lim f(x)= lim f(x)=-1 3
( ) y x~|>r[]|‘ (X) x%erI+ (X) = 53. lim x4*Lx
f es continua en x = — | x>0
| 2 cx<—] Solucion:
— si—2<x<-—
fx) =1 x2 = _3 lim (——3— | i m2 L2
X si—l <x<0 xliLnoX4+Lx=[00]=eXT°(4+Lx ) =e*1n°4+|'x=
| lim ELS
Iim_——2 =—| = x>0 1/x =e3
= x——1 X
lim JX=- I
x=-l 54, Iimo (I — cos x) cotg x
x—>
f es derivable en x = —|
Luego: Solucién:
* f(x) es continua en [-2,0] y es derivable en (2, 0) Iim0 (I — cos x) cotg x = [0 - o] = ||'mo % =
X—> X—>
Se puede aplicar el teorema del valor medio.
0
f0)—f(=2) _ =312+ 112 _— =2 = |im senzx =0
0-(-2) 2 0 x—0 sec” x
)= —1 = ——|2=—| si—2<x<—I
X) = — X .
55. lim (1 +x)3*
x=-—1 si—l <x<0 xTo( X)
x=—1,x=1 Solucion: .
3L( +x) lim | +x
51. Comprueba si se puede aplicar el teorema del valor lim (1 +x)3*=[I*]=e>° X =ex0 | =
medio a la funcién siguiente: x>0 ;
f(x) = x3 — x2 — 2x =t THx = o3
en el intervalo [—1, I]. En caso afirmativo, encuentra el
valor c € (-1, I) en el que f'(c) coincide con la pendien-
te de la recta secante a la grafica de f(x) que pasa por 56. lim (2-x)e*-(2+x)
ELAED) y (L) x>0 x*

TEMA 11. APLICACIONES DE LAS DERIVADAS



Ejercicios y problemas

Solucion:
Q-xe-Q2+x) _(0]_
i @020 (0
_ o~ +2-x)eX—1 _|0] _
XIT;]O 2x [0
_eX_ X _\eX
= fim —£ =@ =Xt _,
x—0 2
57. lim LxL(x—1)
x— |
Solucion:
limLxL(x=1)=[0"(-)] = lim Lx=1) _
x— | x— | |
L x
|
- 2
= fim 2= = i X L2x =[2]=
x— | - x— | —x+ | 0
x L2 x
= lim (—LZX—2Lx):O
x—> |
58. lim (sen x)®*
x— /2
Solucion:

lim tg x L sen x
lim (sen x)®X=[1] = ex>™ =
X —>T/2
L sen x
im
= exan/l 1/tg x =

Il’m0 (—cos x sen x)
ex> =

, | |
5. X'TO(L(Hx) x)
Solucion:

|
lim

|
Ho(L(l+x) ¥)=[°°‘°°]=
i x=L(l +x)
o\ X L1+ x)

gl (x+I)L(I+x)+x - [o]=
| |

= mTo+=9+2 2

60. lim (e +x3)x

X—> +oo
Solucion:
i
lim —L e +x3
lim (e + X3)X = [o0] = et X ( ) =
X —>+oo
L(e* + x3 X + 3x2 X + 6x
lim ) lim ——— im ———>
= gxot= X = gxote X = gxote € +3x4 =
e*+6 e ex

im lim lim
= gx—te e+ 6x — exote e*+6 — ex—ote e — e
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5. Problemas de optimizacion

61. Expresa el nimero 60 como suma de tres enteros posi-
tivos, de forma que el segundo sea el doble del primero
y su producto sea maximo. Determina el valor de dicho
producto.

Solucién:

a) Incégnitas y datos.
X = primer nimero
y = segundo nimero

Z = tercer nUmero

ty+z=
Y 2_60}:>z=60—3x
y =2
b) Funcién que hay que maximizar.
f(x,y,z) = xyz
Sujeto a:
x+y+z=60
y = 2x

c) Se escribe la funcién con una sola variable.
f(x) = x - 2x - (60 — 3x)
f(x) = 120x2 — 6x3
d) Se calculan los maximos y minimos relativos.
f'(x) = 240x — 18x?
240x — 18x2 = 0 = x = 0,x = 40/3
Six=0=y=0=2z=60
Six=40/3=y=80/3=12z=20
e) Se comprueba en la segunda derivada.
f"(x) = 240 — 36x
f"(0) = 240 > 0 (+) = minimo relativo.
f"(40/3) = —240 < 0 (-) = maximo relativo.
f) El maximo se alcanza en x = 40/3, pero el enunciado
del problemas pide que los nimeros sean enteros posi-

tivos. Como 40/3 € [13, 14], se debe buscar la solucién
en los extremos del intervalo cerrado:

f(x) = 120x2 — 6x3
f(13) =120 132 -6 - 133 =7098
f(14) =120 - 142—6 - 14 = 7056

La solucién entonces es x = 13,y =26,z = 21

62. Calcula el drea maxima que puede tener un triangulo
rectangulo tal que la suma de las longitudes de sus cate-
tos valga 4 cm

Solucion:

a) Incégnitas, datos y dibujo.

SOLUCIONARIO
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x = longitud de un cateto.
y = longitud de otro cateto.
x+y=4

b) Funcién que hay que maximizar.

X
f(x.y) = 5

Sujeto a:
xty=4=>y=4-x

c) Se escribe la funcién con una sola variable.

_ 2)
f(x):ﬁ"z—xlzzx—"?

d) Se calculan los maximos y minimos relativos.

f'(x) =2 -x
ffx)=0=>x=2
Six=2=y=2
e) Se comprueba en la segunda derivada.
f'(x) =—1
f'(2) =—1 <0 (-) = maximo relativo.

f) El maximo se alcanza en x = 2,y = 2, que es un triangu-
lo rectingulo isésceles cuya drea es 2 cm?

63. Un tridngulo is6sceles tiene el lado desigual de 12 cm,y
la altura relativa a este lado, de 5 cm. Encuentra un pun-
to sobre la altura, tal que la suma de las distancias a los
tres vértices sea minima.

Solucién:
a) Incégnitas, datos y dibujo.

B

A

6 cm 6 cm

x = distancia de P al lado desigual.
d(PB)=y=5-x
dPC)=z=Vx2+ &
d(PA) =z = Vx> + &2

b) Funcién que hay que minimizar.
f(x) =y +2z

c) Se escribe la funcién con una sola variable.

fx) =5 —x +2Vx2 + 62

d) Se calculan los méximos y minimos relativos.
2x

Vx? + 36

fx)=0=x=2V3

fix)=—1 +

TEMA 11. APLICACIONES DE LAS DERIVADAS

e) Se comprueba en la segunda derivada.

72
f" =
) (<2 + 36)Vx2 + 36

f'(2 \E) =V3/8>0 (+) = minimo relativo.

f) El minimo se alcanza tomando el punto x a una distan-
cia de 2V3 cm

La suma de las distancias: 6\5 +5cm

64. Halla la base x y la altura y de una cartulina rectangular
de 60 cm de perimetro, que, al dar una vuelta completa
alrededor de un lado vertical, genera un cilindro de vo-
lumen méaximo.

Solucion:

a) Incégnitas, datos y dibujo.

R = radio del cilindro.
H = altura del cilindro.

R+H=30cm

b) Funcién que hay que maximizar.
V(R, H) = nR2H
Sujeta a las condiciones:

R+H=30

c) Se escribe la ecuacién con una sola variable.
H=30-R
V(R) = nR%(30 — R)
V(R) = 30nR? — niR3

d) Se calculan los maximos y minimos relativos derivando.
V'(R) = 60nR — 3nR?2
60mR — 3mR? =0 = R =0,R =20
SiR=20=H=10

La solucién R = 0 no tiene sentido.

e) Se comprueba en la segunda derivada.
V"(R) = 60m — 6nR

V*"(20) = —60m < 0 (-) = maximo relativo.

f) El cilindro mide 20 cm de radio y 10 cm de altura.
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65. Una empresa fabrica cajas de laton sin tapa de 500 cm3
de volumen, para almacenar un liquido colorante. Las
cajas tienen la base cuadrada. Halla la altura y el lado de
la base de cada caja para que la cantidad de laton em-
pleada en fabricarlas sea la menor posible.

Solucion:

a) Incégnitas, datos y dibujo.

x = longitud de la arista de la base.
y = altura de la caja.
Volumen = x2y = 500

b) Funcién que hay que minimizar.
A(x,y) = x2 + 4xy
Sujeta a las condiciones:
x2y = 500

c) Se escribe la funcién con una sola variable.
A(x,y) = x2 + 4xy

_ 500

Y 2

X
A(x) = x2 + 4XSXL2O

A =52 + 290

d) Se calculan los maximos y minimos derivando.
A'(x) = 2x — RAT] 020
A'x) =0=x=10
Six=10=y=5
e) Se comprueba en la segunda derivada.
" — 4000
A"(x) = 3 +2

A"(10) = 6 > 0 (+) = minimo relativo.

f) La caja mide 10 cm de arista de la base y 5 cm de alto.
El drea es A = 300 cm?

66. Halla la altura del cono de maximo volumen que se
pueda inscribir en una esfera de 10 cm de radio.
Solucion:
a) Incégnitas, datos y dibujo.
R = radio del cono.
H = altura del cono = BD

332

El triangulo ABC es rectiangulo en A
Por el teorema de la altura:
R2=BD-DC=H(2" 10-H) =20H - H?

b) Funcion que hay que maximizar.
V(R,H) = %TI:RZH

Sujeta a las condiciones:
R2 = 20H — H2

c) Se escribe la ecuacién con una sola variable.
V(H) = %n(on - HY)H
V(H) = %1:(20H2 - H3)

d) Se calculan los maximos y minimos relativos derivando.
V'(H) = %n(4OH -3H?
%n(4OH—3H2)=O=>H=0yH=40/3
Si H = 0, no tiene sentido en el problema.

20V2

SiH=40/3cm=>R=Tcm

e) Se comprueba en la segunda derivada.
I

V'(H) = 3 7(40 - 6H)
40
A'(4073) = =3 < 0 (-) = méximo relativo.

f) El cono tiene una altura de 40/3 cm

6. Problemas de derivadas

67. Sea la funcién:
I I
f(x) = zx“ - ?x3 —x2+x
Calcula de forma razonada los puntos de la grifica en

los que la recta tangente forma un éngulo de 45°

Solucion:
f'(x) = x3 —x2—2x + |
Pendiente de la recta tangente = tg 45° =

fx)=1=>x=-1,x=0,x=2

SOLUCIONARIO
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Para ampliar

68. Demuestra que la siguiente ecuacién tiene una Unica

raiz real.
x3+6x2+ |5x—23=0

Solucion:
Se aplica el teorema de Bolzano a la funcién:
f(x) =>3 + 6x% + 15x — 23

lim f(x) =—coy lim f(x) = +eoo, existe al me-
X—>—c0 X—> +oo

Como

nos un c € R tal que f(c) =0

f'(x) = 3x2 + 12x + 15

f'(x) > 0 para todo x,ya que el coeficiente de x* es 3 >0y
el discriminante A = 122 - 4-3-15=-36<0

La funcion f(x) es estrictamente creciente y solo corta el
eje una vez.

69. Utiliza el teorema de Bolzano y el célculo de derivadas

para demostrar que las funciones f(x) = x% g(x) = 27%,
definidas para x > 0, se cortan en un solo punto.

Solucion:
Se toma la funcién h(x) = x* — 27
La funcién cumple las hipétesis del teorema de Bolzano.

Es continua por ser la diferencia de una funcién polinémi-
ca y una exponencial.

h(0)=—1y XI_i)rgmf(x) = +oo

Luego por el teorema de Bolzano existe al menos un
c € (0, +0) tal que h(c) =0

Por otra parte:

h'(x) =2x+2*L2>0parax>0

Luego h(x) es creciente.

Si x2 — 27 = 0 para solo un valor ¢ & (0, +), se cumple
que fy g se cortan solo una vez para x > 0

70. Para cada valor de a, se considera la funcion:

3x2 — ax
f(x) = —x ey

Calcula el valor de a para que f(x) tenga un minimo re-

lativo en x = 2

Solucion:
2 _
fi(x) = 3x” + I2x2 2a
(x+2)
Si ha de tener un minimo en x = 2
f'2)=0
18—a _ _
8 - 0=>a=18
£'(x) = 4(a + 6)
(x+2)?

-+
f'(2) = %> Oparaa=18

Efectivamente, es un minimo.

71. Dada la grifica de la funcién f(x), haz en cada caso un

dibujo aproximado de la grafica de la funcion derivada

£'(x):

2 AY ) AY
()

f(x) x x

C) AY 9 AY

()
f(x)

« Ny
> v >

TEMA 11. APLICACIONES DE LAS DERIVADAS

Solucion:

a) La derivada de una funcion constante es cero.

AY

f)

o

b) La derivada de una funcién de primer grado es una
constante que coincide con la pendiente de la recta.

AY

/i
/ f(x) b
/ X
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c) La derivada de una parabola es una recta.

La funcion tiene en x = | un maximo. Luego f'(l) = 0.
Asi, a la izquierda del maximo f es creciente (f' > 0),y a
la derecha, f es decreciente (f' < 0)

AY

f(x)
X

f(x)

d) La derivada de una cubica es una parabola.

AY
(<)

f(x)

En x = 0 hay un méximo, f'(0) = 0, f' > 0 a la izquierda
dex =0,y f <0aladerechadex=0

En x = 2 hay un minimo, f'(2) = 0, f' < 0 a la izquierda
dex=2,yf' >0aladerechadex =2

En x = | hay un punto de inflexién. La funcion f' pasa de
decreciente a creciente, es decir, f' tiene un minimo.

72. Dada la grifica de la funcion f(x), haz en cada caso un di-
bujo aproximado de la grifica de la funcion derivada
f'(x) y de la grafica de la segunda derivada f"(x):
a) b)

AY AY

i

¥ X
$ g
X

334

Solucion:

a) f": La derivada de una funcién de primer grado es una
constante que coincide con la pendiente de la recta.

f": La derivada de una constante es cero.

AY

X

CIoYg

b) La derivada de una parabola es una recta.

AY

A

N
¥ X

f(x)

f':La funcién tiene en x = — | un minimo. Luego f'(—1) = 0.
Entonces, a la izquierda del minimo, f es decreciente
(f' < 0),y a la derecha, f es creciente (f' > 0)

f": La derivada de una funcién de primer grado es una
constante que coincide con la pendiente de la recta.
Como f es céncava, f" > 0

c) La derivada de una cubica es una parabola.

AY
f'(x)

V¥ X

169

f': En x = =2 hay un maximo, f'(~2) = 0,f' > 0 a la iz-
querda de x =—2y f' <0 a la derecha de x = -2

En x = 2 hay un minimo, f'(2) = 0, f' < 0 a la izquierda
dex=2yf' >0aladerechadex=2

En x = 0 hay un punto de inflexion. La funcién f' pasa de
decreciente a creciente, es decir, f' tiene un minimo.

f":En x = 0,f"(0) = 0,y a la derecha de cero la funcion
es céncava (f" > 0) y a la izquierda de cero la funcién es
convexa (f" < 0)

SOLUCIONARIO
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d) La derivada del seno es el coseno.
AY

(%)

SRS

f: En los puntos de maximo relativo, f' = 0,y a la iz-
quierda del valor f' > 0,y a la derecha del valor f' < 0

f": En los puntos de inflexion, f" = 0,y en los intervalos
de concavidad f" > 0,y en los intervalos de convexidad
f" < 0

73. Se considera la curva de ecuacién y = x3 — 6x

Halla, si existen, las coordenadas de sus maximos y mi-
nimos relativos.

Solucion:
y' =3x2-6
y" = 6x

y=0=x=-V2,x=12
Maximo relativo: A(- V2, 42)
Minimo relativo: B(\2,-42)

I I
74. Dada la funcioén f(x) = ?x3 + TXZ —2x+ |

a) determina sus maximos y sus minimos relativos.

b) calcula sus puntos de inflexion.

Solucién:

f'(x) = x2 + x -2

a) f'x)=0=>x=-2,x= |
Maximo relativo: A(-2, 13/3)
Minimo relativo: B(I,—1/6)

b) f"(x) = 2x + |
f'x)=0=>x=-1/2
f"(x) =2

Punto de inflexion: C(—1/2,25/12)

75. Determina los intervalos de crecimiento y decreci-
miento de la funcion siguiente:

|
f(x) = 2x + =—
(x) = 2x + —

Solucion:

|
fix) =2 - ——
(x) 22

ffx)=0=>x=-1/2,x=1/2
Creciente (2): (—oo,—1/2) U (1/2, +0)
Decreciente (\): (—1/2,0) U (0, 1/2)

TEMA 11. APLICACIONES DE LAS DERIVADAS

76. Dada la curva siguiente:
x2— |

y x2+ |

calcula los maximos y minimos relativos y los intervalos
de crecimiento y decrecimiento de la funcion.
Solucién:
_ X
02+ 1)2
ffx)=0=>x=0
Maximo relativo: no tiene.

fi(x) =

Minimo relativo:A(0,— )
Creciente (7): (0, +)
Decreciente (\): (oo, 0)

77. Dada la funcion siguiente:

X
=T

determina sus maximos y minimos relativos.

Solucion:

v I —x2

f'(x) = 2t 1)
fx)=0=>x=-1,x=1

Maximo relativo:A(l, 1/2)
Minimo relativo: B(—1,— 1/2)

78. Sea la funcion f(x) = 2x2 - Lo

3
Calcula:

a) las coordenadas de sus maximos y minimos rela-
tivos.

b) los intervalos donde es creciente y decreciente.

Solucion:

f'(x) = 4x — x2
fx)=0=>x=0,x=4

Maximo relativo:A(4, 32/3)
Minimo relativo: O(0, 0)

Creciente (): (0, 4)

Decreciente (\): (—e0,0) U (4, +c0)

x2—2x+2

x—4
cante a f que une los puntos (—2,f(=2)) y (2,(2)). {Exis-
te un punto c en el intervalo [-2, 2] que verifica que la
tangente a la grafica de f en (c, f(c)) es paralela a la se-
cante que se ha hallado? En caso afirmativo razona la
respuesta y calcula c; en caso negativo, razona por qué
no existe.

79. Dada f(x) = ,escribe la ecuacion de la se-

Solucion:
Secante:

A(2,-1),B(-2,-5/3)
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f2)-f(=2) _
2-(=2)

1 _X=
Y+|_6(X_2):>Y_ 6

—1+53 _ |

2+2 6

Pendiente =

f(x) es continua en [-2, 2], puesto que lo es en su dominio.
Dom(f) = R — {4} = (—o0,4) U (4, +)
f(x) es derivable en (-2, 2)

Por el teorema del valor medio, existe un c € (-2, 2) tal
que

ey = 1) —f(=2) _ |
fO="2"t» “%
L x2-8x+6
09 = 22"

f'(x)=%:>x=4+2\/§,x=4—2\/§

Como el valor 4 + 213 no pertenece al intervalo (~2,2), el

anico valor que sirve es x = 4 — 23

80. Calcula un punto del intervalo [I, 3] en el que la recta
tangente a la curvay = x“—x + 2 es paralela a la cuerda
que une los puntos A(l,2) y B(3, 8)

Solucion:

Se puede aplicar el teorema del valor medio porque f(x)
es continua en [I, 3] y derivable en (I, 3), ya que es una
funcién polinémica.

Recta secante que pasa por A(l, 2), B(3, 8)

8-2
Pendiente: 3.1 3
y—-2=3x-1)=>y=3x-1
f'(x) =2x — |
f'x)=3=>x=2

81. La grifica siguiente corresponde a la funcién f'(x), pri-
mera derivada de una cierta funcién f(x)

83. lim
x— |

x
Lx sen(x—1)

Solucion:

xsen (x—1)—-Lx

AY

y

v X

/

a) Estudia el crecimiento y decrecimiento de la funcion
f(x) interpretando la grifica de f'(x)

b) Estudia la concavidad, convexidad y puntos de infle-
xion de la funcién f(x) utilizando solo la grifica de

f'(x)
Solucién:
a) La funcion derivada se hace cero en x = -2

A la izquierda de x = =2, f'(x) < 0; luego f(x) es decre-
ciente en (—oo,—2)

A la derecha de x = —2,f'(x) > 0; luego f(x) es creciente
n (=2, +c)
En x = =2 la funcién f(x) tiene un minimo.

b) f'(x) es creciente en R. Por lo tanto, la funcién f(x) es
convexa en R; luego no tiene puntos de inflexion.

Calcula los siguientes limites:

X COSs X —sen X

82. Iim

x—0 X3

Solucion:

., xcosx—senx _|0]_ —X Ssen X _
lim —3 =[—| = lim . =
X —> 0 x—0 3x

—sen X — X €os X
= lim ———
x—>0 6x
—Cos X — €os X + x sen X |

= lim =—=

x—0 6 3

(% | -
XIIE]|(U_ sen (X — I)) [oo— ] = Xll_n>1|( L xsen (x— 1)

e

sen(x—I)+xcos(x—I)—; 0
= |lim | =[H]=
! —sen (x— 1)+ Lxcos (x— )
cos(x—I)+cos(x—|)—xsen(x—|)——|2
= lim 2
x>l —Lsen(x—l)+—|cos(x—I)+Lcos(x—l)—Lxsen(x—I)
X X

x2
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X
84. lim ————
xotes (LX)} + 2%

Solucion:
lim —>—=|2(= Iim 1 -1
X — o0 (L x)3+2x oo X —>+oo 3(L X)2+2 2
X

2
Obsérvese que lim X" . 0)

X — + o0 X

85. lim arc sen x cotg x
x—0

Solucion:

. ., arcsen X
lim arc sen x cotgx = [0+ oo] = lim ————— =
x—0 x—0 g x

86. lim (cos x)sen’x
x—0

Solucion:

Iz lim —=—L cos x
lim (cos x)sen™x = [| =] = x>0 sen”x —
x—0

.~ Lcosx o —tgx . —sec?x I
lim 7 im im 5 2 ==
= @x>0 sen*x = gx—0sen 2x — @x02c0s2x — 2 -

-

!
87. lim (cotg x)Lx
x—0*

Solucion:
| L cotg

. L x 0 o8 L x =

lim (cotg x) = = [o”] = e*° =
x—0*

=X COSeC2 X —-X
lim ————— m

= ex_>o‘ COth = ex_>o‘ Sen X Cos X —

lim —————
o0 cos? x —sen?x — el = I

88. lim —SX—SeNX

x—=0 X -—sen Xx

Solucion:
. tgx—senx
lim =

x—0 X-—sS8enx

0| . sec?x—cosx _
—[= lim —————
0 x—0 | —cosx

. 25ec2xtgx+senx
sen x

lim —3+| 3
x—0\ cos’ x

| \e&x
89. Iim (—)

x—0 | X

TEMA 11. APLICACIONES DE LAS DERIVADAS

Solucion:

| |\®> lim gxL(lh)  lim —
lim [ — = [ooo] = @x>0" = @x—0" CotgX —
x—0| X

—1/x _ sen’x
2

lim_2 sen x cos x

lim im
= @x>0" —cosec’ = gx=0" X = gx-0° = e0 = |

90. lim (l—#)
x—>0 | X  sen X
Solucion:

sen X — X

)—[oo—oo] pereal

lim |— —
x—0| X senx x—>0 X sen x

__cosx—1
x—>0 senx+xcosx

= lim —sen X

x—0 COS X + cos X — X sen X

. 2x+3 1"
91. lim
X—>too 2X—|
Solucion:
2x +3
; 2x + 3 lim xL 5=—
lim (— = [|w] = gxote 2x — |
X —>+oo 2x — |
L 2x + 3
i 2x— |
= . —8x?2
= lim Thd_4xt3 2
=e X = @x—te —AxS—4x =e

92. lim (L x)*~!
x—1*

Solucion:
lim (= LLx) x>0 L(IIX)
im (x— X =
lim (Lx)*~'=[0° =e" =e x-1 =
x— 1t
—(x—1)?2 - -
lim =1) lim 2(x—1)
= gI" x L x = gx>I" Lx+1 =e°=|

I
—+ | -
X

93. Calcula I|’m0

Solucion:

N e At b
fim V1 x=V1-x =[3]=

x—0 x 0

- 2V|I+_x+2V|I-_x ={o six — 0*

x—0 | No existe si x — 0~
2Vx

El limite no existe cuando x — 0
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94. Calcula dos nimeros positivos tales que su producto
es 192 y la suma de tres veces el primero mas el segun-
do es minima.

Solucién:

a) Incognitas y datos.
X = primer numero.
y = segundo nimero.

xy = 192

b) Funcién que hay que minimizar.
f(x,y) =3x +y
Sujetoarxy = 192 = y = L:Z
c) Se escribe la funcién con una sola variable.
_ 192
f(x) = 3x + ”

d) Se calculan los maximos y minimos relativos derivando.

f(x) =3 122
X
3-12 g x=-8x=8
X

Six=8=y=24

El valor x = —8 no es vilido, ya que piden nimeros po-
sitivos.

e) Se comprueba en la segunda derivada.

f(x) = 384

x3

f"(8) = 3/4 > 0 (+) = minimo relativo.

f) El primer nimero es x = 8; el segundo,y = 24,y la suma
pedida, f(x) = 48

95. Halla la ecuacién de la recta tangente en el punto de in-
flexion de la funcion siguiente:

L x
f(x) = —
(0=
Solucion:
| —Lx
f'(x) = ———
0=
f"(x)=2LX_3

x3

f'(x) =0=x=e¥?

338

L= 3R - _3
Six=el*=y i

fr(x) = A =6Lx ‘Xf; LX @)= 2 20

e

Recta tangente:

_ = ¢1(a32 31
Y 26372 =f'(e7) (x —e%)

3 __ I 32
YT e T T el (x—e’)

96. Sea P(x) un polinomio de grado cuatro tal que verifica
las tres condiciones siguientes:

* P(x) es una funcion par.
* Dos de sus raices son x = |, x = -5
*P(0)=5

Halla sus puntos de inflexién.

Solucion:

a) Si es funcién par:

P(x) = ax* + bx? + ¢

b) Six = | es raizy x = -5 es raiz:
P(I)=0=a+b+c=0
P-V5)=0=25a+5b+c=0

c) Si P(0) = 5:
c=5

Se resuelve el sistema:

at b+c=0

25a+5b+c=0
c=5

a=1l,b=-6,c=5
La funcién es:
P(x) = x* — 6x? + 5
Sus puntos de inflexion seran:
P'(x) = 43 — 12x
P'"(x) = 12x2— 12

P'x)=0=>x=-1,x= I
P"'(x) = 24x
P"(-1)=-24%0
P™(1)=24+0

Puntos de inflexion: A(-1, 0), B(1, 0)

SOLUCIONARIO
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Problemas

97. Dada la grifica de la funcién f(x), haz, en cada caso, un
dibujo aproximado de la grafica de la funcidon derivada

£(x):
a) AY b) AY

= f(x)

Solucion:

a) AY

00

X

Como f(x) es creciente, f'(x) > 0. Como f(x) es cénca-
va, f'(x) es decreciente, y cuando x tiende a —2 por la
derecha, f'(x) debe tender a infinito, es decir, la recta
tangente debe ser una recta vertical.

b) Y
fi(x)
f(x)

v X

Como f(x) es creciente, f'(x) > 0. En (=<0, 0) la funcion
es convexa, por lo que f'(x) debe ser creciente, y en
(0, +0) la funcién f(x) es concava, luego f'(x) es decre-
ciente. En x = 0 la tangente a la grafica seria vertical y
las derivadas laterales tenderian a infinito.

) I
98. Sea la funcion f(x) =x + —conx # 0
X
a) Halla las coordenadas de sus maximos y minimos re-
lativos. Estudia la monotonia.
b) Determina los intervalos de concavidad y conve-
xidad.
Solucién:

a) f'(x) = | —%

TEMA 11. APLICACIONES DE LAS DERIVADAS

fx)=0=>x=-1,x=1
Maximo relativo:A(—1,-2)
Minimo relativo: B(1, 2)
Creciente (7):(—oo,— 1) U (I, +0)
Decreciente (N): (—1,0) U (0, 1)

b) '(x) = &
X
f"(x) # 0 para todo x
Punto de inflexién: no tiene.
Convexa (U): (0, +<o)
Concava (N): (—oo, 0)

2x
.z 2 . .
99. Dada la funcién f(x) = eX"* !, determina los intervalos
de crecimiento y decrecimiento, y los extremos relati-
vos de la funcién.

Solucion:

2x
2(1-x) a7
62+ 1)?

fx)=0=>x=-1,x=|

fi(x) =

Maximo relativo:A(l, )

Minimo relativo: B(— 1, I/e)
Creciente (2): (=1, )

Decreciente (\): (—oo,—1) U (I, +c0)

100. Dada la funciéon
f(x)—M arax#0yx#2
x2—2x P Y ’

determina los intervalos de crecimiento y decreci-
miento de la funcion.

Solucion:
. __3(3x2—2x+2!
Fe x2(x — 2)2

f'(x) # 0 para todo x

Méximo relativo: no tiene.

Minimo relativo: no tiene.

Creciente (7): &

Decreciente (\): (—0,0) U (0,2) U (2, +0)

2
_, xt=2
101. Sea f(x) =L 1
Determina los intervalos de crecimiento y decreci-
miento de f
Solucién:

Dom f= (-2, 1/2) U (V2, +)
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e 2§x2—x+22
fi(x) =7
x¢=2)(2x— 1)

f'(x) # 0 para todo x

Maximo relativo: no tiene.

Minimo relativo: no tiene.

Creciente (7): (-V2, 1/2) U (V2, +o)
Decreciente (N): &

x2— |
T calcula:
X

102. Dada la funcién f(x) =

a) los maximos y los minimos relativos.

b) los puntos de inflexion.

Solucion:
3 —x2

4
fx)=0=>x=-V3,x=+3
Maximo relativo:A(V3,2V3/9)
Minimo relativo: B(-V3,-2V3/9)

a) f'(x) =

2 _
b) f"(x) = _2(XX5 6)

f'(x) =0=x=—V6,x=V6

6(10 — x2
f"(x) = 6(10-x%) 0 x%)
f"(-V6)=1/9%0
f"(V6)=1/9%0

Puntos de inflexién:

C(-V6,-5V6/36),D(V6,5V6/36)

103. Calcula los maximos y minimos relativos de:
f(x) = —x L x

Solucién:

f'x) =—1-Lx
f'x)=0=x=l/e
Méximo relativo:A(l/e, |/e)

Minimo relativo: no tiene.

2
X
104. Dada la funcién f(x) = ————
ada la funcién f(x) 22
halla los intervalos de crecimiento y decrecimiento de
la funcion.
Solucion:
oy - X(x—4)
e =
02 + x —2)2

ffx)=0=>x=0,x=4
Méximo relativo: O(0, 0)
Minimo relativo:A(4, 8/9)

340

Creciente (2): (—e0,—2) U (-2,0) U (4, + o)
Decreciente (N): (0, 1) U (1,4)

105. Sea la funcion f(x) = x |x — 1|2 Halla los extremos y los
puntos de inflexién de la funcién f

Solucion:

f(x) = x|x — 112 = x(x = 1)2 =3 = 2x2 + x
f'(x) = 3x2 —4x + |
ffx)=0=>x=1/3,x=1

f'(x) = 6x—4

Maximo relativo:A(1/3,4/27)

Minimo relativo: B(I, 0)

f'(x) =0=x=2/3

Punto de inflexion: C(2/3, 2/27)

106. Sea f(x) = e *(x2 + 6x + 9). Halla los intervalos de creci-
miento y decrecimiento.

Solucién:

f'(x) = —(x? + 4x + 3)e*
ffx)=0=>x=-3,x=—1I

Maximo relativo: A(—, 4€)

Minimo relativo: B(-3, 0)

Creciente (7): (-3, 1)

Decreciente (\): (—o0,—3) U (I, +0)

107. Estudia el crecimiento de f(x) = e*(cos x + sen x) y
determina los maximos y minimos relativos para

x € [0, 2x]
Solucion:
f'(x) = 2e* cos x
f'(x) =0 = x = m/2,x = 3m/2

T
Maximo relativo:A(%, e? )

3n
. . 3 -5
Minimo relativo: B| 2, —e 2

2

Creciente (7): (0, /2) U (37/2, 2x)
Decreciente (\): (7/2, 31/2)

108. La grafica siguiente corresponde a la derivada f'(x) de
una cierta funcién f(x). De- AY

termina a partir de la grifica
\

si existen maximos relativos,
\Z/

minimos relativos o puntos
de inflexién en los puntos
de abscisax=1yx=2

A £

SOLUCIONARIO
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Solucién:

En x = |,f'(x) = 0.A la izquierda de x = |,f'(x) > 0 y la fun-
cion f(x) es creciente;y a la derecha de x = I,f'(x) <0y la
funcién f(x) es decreciente. Luego f(x) en x = | tiene un
maximo relativo.

En x = 2, f'(x) tiene un minimo relativo. Luego a la izquier-
da de x = 2 la funcién derivada, f'(x), es decreciente y, por
lo tanto, la funcién f(x) es concava;y a la derecha de x = 2,
f'(x) es creciente, con lo que f(x) es convexa. Por lo tanto,
la funcién f(x) tiene un punto de inflexién en x = 2

—x%+ax si—1 <x<3
109. Dada la funcién f(x) =
ada la funcién f(x) {bx+c §3<x<5
halla a, b y c para que la funcién f(x) cumpla las hipote-
sis del teorema de Rolle en el intervalo [-1, 5]

Calcula el punto en el que se verifica la tesis.

Solucion:
a) f(x) debe ser continua en [-1, 5]

Como la funcién estd definida por dos funciones poli-
némicas que son continuas, el punto conflictivo esta

parax =3
lim (-x2+ax) =—9 + 3a
x—3"

lim (bx +c)=3b+c
x—3*

-9+3a=3b+c
3a—-3b-c=9
b) Debe ser derivable en (-1, 5)

Como la funcién estd definida por dos funciones poli-
némicas que son derivables, el punto conflictivo esta
parax =3

Fx) = {;2" *a

lim (2x+a)=-6+a
x— 37

lim b=b

x— 3"
a—-b=6
c) f(-1)=f(5=—-1-a=5b+c
at5b+c=-1
Resolviendo el sistema de las tres ecuaciones:
3a—-3b-c= 9
a— b = 6
at5Sb+c=-1
a=10/3,b=-8/3,c=9

Para calcular el punto se tiene:

si—1 <x<3
si3<x<5

=

—2x+B si—l <x<3
s 3
f'(x) = 8

-3 si3<x<5

fi(x) =0 =>—2x + 10/3 =0 = x = 5/3

TEMA 11. APLICACIONES DE LAS DERIVADAS

110. En una carretera hay dos radares a una distancia de
10 km. Un coche pasa delante del primero a una veloci-
dad de 60 km/h, y 6 minutos mas tarde pasa a 70 km/h
por el segundo. Si en ese tramo de carretera el limite
de velocidad es de 90 km/h, demuestra que el coche ha
sobrepasado ese limite.

Solucién:

Sea t = 0 el instante en el que se pasa por el primer radar.

El instante en el que se pasa por el segundo radar es:
t=6/60=1/10h

Sea e(t) el espacio recorrido por el coche.

La velocidad media del coche entre los dos puntos:

BT T M

Si la funcion e(t) es derivable, el teorema del valor medio
permite concluir que ha habido algln instante en el que la
velocidad ha sido igual a la media.

111. Calcula el valor de a para que:

4x + 5 \* 42+ | a
lim = lim |——=
X— +oo

x>+ | 4X + 3 4x2+3
Solucion:
o
4x + 5 \* lim xLu
lim =[19] = et &3 =
X — + oo 4X + 3
L4X+5
Ii _Xx+3
xote | . 8x? 1
=e X = gxore 162+ + 15 = o2
2 42+ |
7 ax 0 2
, 4x- + | L L Loi+3 _
lim [I]=e
x—+es| 4x2 + 3
4x2+ |
lim P23
ax~>+°c | li —8x*
— = 2 oz 63+ 16X +3 = g-al2

De la igualdad de los dos limites se tiene:

a=-1

112. Determina el valor de a para el cual:

(X+3)ax
lim =e

X—+oo X

Solucion:
+3

i x + 3\ lim axLXX

lim < =[] =ex>* =
X — +oo

L X +3
i
T

=e X =g xoteXxt3 — 3

Siel=e=a=1/3



Ejercicios y problemas

113. Halla el punto de la grafica de f(x) = Vx+ | que esté
mas cerca del punto A(3, 0)
Solucion:
a) Incégnitas, datos y dibujo.
Punto incégnita P(x, y)
Punto fijo A(3, 0)

e e |
AY
B
P(x, y)
///Y//l

A3.,0)

b) Funcién que hay que minimizar.
d(A,P) =d(x,y) = V(x - 3)2 +y?
Sujeta a las condiciones:
y=Vx+1
c) Se escribe la funcién con una sola variable.
dx) = V(x—3)2+x + |
d(x) = Vx2=5x + 10
d) Se calculan los maximos y minimos derivando.
2x -5
2Vx2-5x + 10
d'(y)=0=x=5/2

d'(q) =

7
Six=52=y= 7=g
e) Se comprueba en la segunda derivada.
15

4(x2 = 5x + 10)\Vx2 = 5x + 10

2VI5
|

d"(x) =

d"(5/2) =

> 0 (+) = minimo relativo.

5
f) El punto es: P(%, g)

114. De todas las rectas que pasan por el punto (I, 2), en-
cuentra la que determina con los ejes coordenados y
en el primer cuadrante un triangulo de drea minima y el
valor de dicha érea.

Solucion:
a) Incégnitas, datos y dibujo.
Punto fijo P(I, 2)

342

Las rectas que pasan por el punto P(l,2) son:
y-2=mXx-1)=>y=mx-1)+2

b) Funcién que hay que minimizar.
Area(A,B) = %OA - OB
Sujeta a las condiciones:
Acy=mx-1)+2 :>A(mT_2,0)
Bey=m(x—-1)+2=B(0,—m+2)

c) Se escribe la funcién con una sola variable.

I m-2 m 2
d(m)—i~T'(2—m)——2 ;2
d) Se calculan los maximos y minimos derivando.
1 _ _L 2
dm==7 "

d(m)=0=>m=-2,m=2

e) Se comprueba en la segunda derivada.

d"(m) = —%
d"(-2) = 1/2 > 0 (+) = minimo relativo.
d"(2) =-1/2 < 0 (=) = maximo relativo.
f) La recta que hace el drea minima es:
y="2x-1)+2=>y=-2x+4

115. Calcula las dimensiones de un tridngulo isésceles cuyo
perimetro es de 60 cm, de forma que su area sea ma-
xima.

Solucién:

a) Incognitas, datos y dibujo.

Y
Perimetro = 60 cm = 2x +y = 60 = y = 60 — 2x

b) Funcién que hay que maximizar.
I
A h) = 5 yh

Sujeta a las condiciones:

2
- f)
2

y = 60 — 2x
c) Se escribe la funcién con una sola variable.

A(x) = %(60 - 2x) Vx? = (30 - x)?
A(x) = (30 — x) V60x — 900

SOLUCIONARIO
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d) Se calculan los maximos y minimos derivando.
90(20 —x)

V60x — 900

A'x)=0=m =20

Six =20, y=20

Al(x) =

e) Se comprueba en la segunda derivada.
AII(X) = 2700(|O—X)
(60x — 900)60x — 900
A"(20) = -3V3 < 0 (-) = méximo relativo.

f) El area del triangulo es maxima para x =y = 20 cm

116. Calcula el area de un sector circular, cuyo perimetro es

de 100 m, para que su drea sea maxima.

Solucion:

a) Incégnitas, datos y dibujo.

Perimetro = 100 m
L = longitud del arco.
R = longitud del radio.

b) Funcidn que hay que maximizar.
I
A(L R) = 5 L-R

Sujeta a las condiciones:
L+2R=100=L=100-2R

117. Calcula las dimensiones de un rectangulo inscrito en
un semicirculo de 10 cm de radio para que su drea sea

maxima.

Solucion:
a) Incégnitas, datos y dibujo.

10 cm y

Radio = 10

2 2
24 (X = = X
y+(2) 100 =y = 4/ 100 -

b) Funcién que hay que maximizar.

Alxy) =xy
Sujeta a las condiciones:

2

X
=4 100- %
/ 4

c) Se escribe la funcién con una sola variable.

A(x) =x‘\’ |00—XT2

A() = 5400 -2

d) Se calculan los maximos y minimos derivando.
200 — x?
A(X) = ——
&) V400 — x2
A(x)=0=x=—10V2,x= 102
Six=10V2 =y =150 =52
El valor negativo no tiene sentido.

e) Se comprueba en la segunda derivada.
" x(x? — 600)
A'(x) =
®) (400 — x2) V400 — x2
A"(10v2) = -2 < 0 () = maximo relativo.

f) El 4rea del rectingulo es méxima para x = 10V2 cm,

y=5\5cm

c) Se escribe la funcién con una sola variable.

|
AR) = = (100 —2R) - R
R)=7 ) 118. Un solar rectangular de | 1250 m? se divide en tres zo-

© Grupo Editorial Brufio, S.L.

A(R) = 50R — R?
d) Se calculan los maximos y minimos derivando.
A'(x) =50 -2R
A'x)=0=R =25
SiR=25, L=50
e) Se comprueba en la segunda derivada.
A"(R) =—2 < 0 (-) = maximo relativo.

f) El drea del sector es maxima para R =25 m,L =50 m

TEMA 11. APLICACIONES DE LAS DERIVADAS

nas rectangulares para venderlo como muestra la figu-
ra. Se valla el borde del campo y la separacién entre las
zonas. Calcula las dimensiones del solar para que la lon-
gitud de la valla utilizada sea minima.

A ' & 1 N
T 1

7t It
il §

ENSN
P 2 2
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Solucion:
a) Incégnitas, datos y dibujo.
X

y = largo del solar.
X = ancho de una parcela.
b) Funcién que hay que maximizar.
L(x,y) = 6x + 4y
Sujeta a las condiciones:

3xy=||250:y=LX50

c) Se escribe la funcién con una sola variable.

L(x) =6x +4 - 3750
X
L(x) = 6x + 15000
d) Se calculan los méximos y minimos derivando.
Yo\ = 15000
L'(x) =6 — 2

L'(x) =0 = x =—50,x = 50
Six=50=y=75
El valor negativo no tiene sentido.

e) Se comprueba en la segunda derivada.

30000
x3
L"(50) = 6/25 > 0 (+) = minimo relativo.

L"(x) =

f) La longitud se hace minima para x = 50 m,y = 75 m

119.Se ha de construir un gran depésito cilindrico de
8Im m3 de volumen. La superficie lateral ha de ser
construida con un material que cuesta 30 €/m2, y las
dos bases con un material que cuesta 45 €/m?

a) Determina la relacion que hay entre el radio, R, de
las bases circulares y la altura, H, del cilindro, y da el
coste, C(R), del material necesario para construir
el depdsito en funcion de R

b) ;Qué dimensiones ha de tener el deposito para que
el coste de los materiales necesarios sea el minimo
posible?

c) ¢Cual sera, en este caso, el coste del material?

Solucion:

a)

344

R = radio del cilindro.

H = altura del cilindro.

Volumen = R2H = 81 m3
C(R) =30 - 2nRH + 2 - 45 - 1R?

C(R) = 607R 2L + 90rR2
R2

4
C(R) = % + 907R2
b) Para calcular el coste minimo, se deriva:
oy 48607
C'R) = TR + 180nR

- 48601, 1gomR=0=R =3
R

SiR=3m=H=9m
Se comprueba en la segunda derivada:

_ 9720r
=

C"(R) + 1801

C"(3) = 5401 > 0 (+) = minimo relativo.

) C(3) = 2430n € = 7634,07 €

120. Se divide un alambre de 100 m de longitud en dos seg-
mentos de longitud x y 100 — x. Con el de longitud x se
forma un triangulo equilitero y con el otro segmento
se forma un cuadrado. Sea f(x) la suma de las areas del
triangulo y del cuadrado.

w]x
w|x

100 — x
4

X
3

a) Determina el dominio de la funcién f, es decir, los
valores que puede tomar x

b) Con el estudio de la derivada de f obtén cuando f es
creciente y cuando es decreciente.

c) Obtén de forma razonada para qué valor de x se ob-
tiene que las sumas de las dreas del triangulo y el
cuadrado es minima.

Solucion:

a)

w|x
w|x

w|x

SOLUCIONARIO
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— 2
o=t % [1925)

La altura del triangulo:

SRS

09 = x23\65 .\ ( |004—x )2
Dom (f) = (0, 100)

b) '(x) = Xf + X‘T@
ffx)=0=>x= %
Creciente (7): %, IOO)
Decreciente (\): O%)

o) f'(x)

Luego el drea sera minima.

= # > 0 para todo x del dominio.

121. A partir de una cartulina cuadrada de 60 cm de lado se va
a construir una caja de base cuadrada, sin tapa, a base de
recortar cuatro cuadrados iguales en las esquinas de la
cartulina y doblando después de la manera adecuada. Un
observador indica que la caja de mas capacidad se obten-
dra si los cuadrados eliminados tienen 10 cm de lado. De-
cide si la observacion es correcta o no.

60 cm

60 cm

Solucion:
a) Incégnitas, datos y dibujo.
60 cm

60 cm

b) Funcién que hay que maximizar.
V(x) = (60 — 2x)%x
V(%) = 4x3 — 240x2 + 3 600x

TEMA 11. APLICACIONES DE LAS DERIVADAS

c) Se calculan los maximos y minimos derivando.
V'(x) = 12x% — 480x + 3 600
V'(x) =0 = x=10,x =30

d) Se comprueba en la segunda derivada.
V"(x) = 24x — 480
V"(10) =—240 < 0 (-) = maximo relativo.
V"(30) = 240 > 0 (+) = minimo relativo.

e) Como el maximo se obtiene para x = 10, la observa-
cién es correcta.

122. Se considera la funcién real de variable real definida por
f(x) = ——=
( ) X2 + 3

Halla la ecuacién cartesiana de la recta tangente en el

punto de inflexién de abscisa positiva.

Solucién:
s —__2X
f'(x) = —(xz +3)
niy = 602 =1)
f'(x) = o2+ 3)?
f'x)=0=>x=-1,x=1
£(x) = 24x(3 — x?)

VT T+ 3
f"(1)=3/16 #0

Punto de inflexiéon: A(l, 1/4)
Recta tangente en A:
y—1/4=f(1)x-1)

y— |/4=—%(x— )

_3-x
Y=g

123. Sea la funcién f(x) = sen x. Calcula la ecuacién de la tan-
gente a la grifica de f en el punto de abscisa

T

X=—

4

Solucion:

f'(x) = cos x

Punto:A(1t/4, \V2/2)

Recta tangente:

y = V2/2 = f'(m/4)(x — /4)
y = N2/2 = N2/2 (x — /)
y = V2/2(x —m/4 + 1)

124. Se considera la funcién siguiente:

f(x) =

4—x2
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a) Halla los extremos relativos de la funcion f(x) y sus
intervalos de concavidad y convexidad.

b) Halla el maximo y el minimo absolutos en el interva-
lo[-1,1]

Solucion:
2x

a) f'(x) = @)
ffx)=0=>x=0
2(3x2 + 4)
(4—x%)3

Maximo relativo: no tiene.
Minimo relativo: A(0, |/4)

Punto de inflexién: no tiene.
Convexa (U): (-2,2)

Céncava (N): (—o0,—2) U (2, +o0)

f'(x) = = f'(0) = % >0

b) Para calcular los maximos y minimos absolutos, se ob-
serva que la funcién es continua en [, I], es decre-
ciente en (-1, 0) y es creciente en (0, |)

Como:
f(-1)=1/3
f(1)=1/3
se tiene:

el minimo absoluto es A(0, 1/4), que coincide con el mi-
nimo relativo, y el maximo absoluto se alcanza en los
extremos del intervalo.

125. Dada la funcién f(x) = eX— (1 + x)
a) estudia los extremos de f(x)

b) demuestra que e* > | + x para todo x positivo.

Solucion:
a) f'(x) =e*— |
ffx)=0=>x=0

f'x) =e*=f"0)=e’=1>0
Maéximo relativo: no tiene.
Minimo relativo: O(0, 0)

b) Hay que demostrar que la funcién
f(x) = eX— (I + x) > 0 para todo x positivo.
Como la funcién tiene un minimo en (0, 0) y es cre-

ciente en (0, +<), se verifica que e* > | + x para todo x
positivo.

Para profundizar

b
126. Dada la funcién f(x) = ax + — siendo a y b constantes
positivas, se pide: X

a) demostrar que el minimo valor de f(x) en (0, +c) es
2vVab

+b
b) deducir que Vab <2

346

Solucion:

- b _ _ Al
a)f(x)—0=>a—7—0=>x—i a
’b
En el intervalo (0, +0) = x ="\~
(A2 )= A2, b _bt+b _ 2bavab _
a|=3Na* B B b
b 4,*3_ 2
a a
=2vab
2

f"(x) = —? > 0 para todo x € (0, +<o)
X

Luego hay un minimo relativo en el punto:

A(\/E, 2Vab )
b
Creciente (2): (\/: + oo)

b
Decreciente (\): (0, ?)

El minimo relativo es el minimo absoluto en (0, + o)
b)Six=1=f(l)=a+b

Como el minimo se alcanza en A, se tiene:

[

+
2Vab <a+b= Vab < 232

127. Demuestra que la ecuacién tiene una Unica raiz posi-
tiva.

X +xE+x5+xt 3+ x2+x=1

Solucién:

fx) =x’ +x6+ x> +xt+53 +x2 + x - |
es continua por ser polinémica

f(0) =—1

i (9=

Por el teorema de Bolzano, existe un c tal que f(c) =0
Ademas

f'(x) = 7x8 + 6x> + 5x* + 4x3 + 3x% + 2x + |

f'(x) > 0 para todo x > 0

Luego f(x) es creciente porque todos los coeficientes son
positivos, y, por lo tanto, solo corta al eje X una vez.

128. Dada la funcién f(x) = x L x — | con x > 0, explica de
forma razonada por qué la ecuacién x L x = | tiene
exactamente una raiz.

Solucion:

f(x) es continua por ser el producto de una funcién poli-
némica por una logaritmica menos una constante.

SOLUCIONARIO
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Como lim xLx=0
x—0*

lim f(x) = lim (xLx—1)=—1
x—0* x—0*
Como lim (xLx—1)=+eo
x—0*

Por el teorema de Bolzano, existe un c tal f(c) = 0
Para estudiar la unicidad, se estudia f'(x)

f'x) =Lx+ 1

ffx)=0=x=l/e

Six=Il/le=f(l/le)=—1le—|

Méximo relativo: no tiene.

Minimo relativo: (I/e,— /e — 1)

Creciente (7): (l/e, +0)

Decreciente (\): (0, I/e)

La funcion solo puede cortar al eje X una vez, en (0, +<0)

129. Determina los valores de las constantes a, b, c y d pa-
ra los cuales la grafica de la funcion

f(x) =asenx + bx2 + cx + d

tiene tangente horizontal en el punto (0, 4) y, ademas,
su segunda derivada es f"(x) =3 sen x— 10

Solucién:

a) Si la funcion pasa por A(0, 4)
f0)=4=d=4

b) Si la tangente es horizontal en x = 0
f'(x) =acosx + 2bx + ¢
fO)=0=>a+c=0

c) Sif'(x) =3senx—10
f'(x) =—asenx +2b
—asenx+2b=3senx- 10
2b=—-10=b=-5
a=-3
Luego:a=—-3,b=-5,c=3,d=4

130. Si es posible, dibuja de forma clara la grafica de una fun-
cién continua en el intervalo [0, 4] que tenga al menos
un maximo relativo en el punto (I,2) y un minimo rela-
tivo en el punto (3, 3). Si la funcién fuese polindmica,
icudl habria de ser como minimo su grado?

Solucion:

X

Se observa que f tiene al menos 4 extremos. Por lo tanto,
f' se anula 4 veces, es decir, es de grado cuatro. Si la fun-
cion es polinémica, para que f' sea de grado cuatro, f debe
ser de grado 5

TEMA 11. APLICACIONES DE LAS DERIVADAS

131. Para cada valor de a se considera la funcién
f(x) = 2x +ax? -4 L x
a) Calcula el valor del parametro real a, sabiendo que

la funcidn tiene un extremo relativo en el punto de
abscisa x = |. Clasifica el extremo.

b) Estudia los intervalos de crecimiento y decrecimien-
to paraa =3

Solucion:
, 4
a) f(x)=2+2ax—;

Si tiene un extremo enx = | = f'(1) =0

2+2a-4=0
2-2=0
a=|
f(x) = 20+
X

Paraa= | = f'(x) =2+ —
X

(1) = 6 > 0 (+) = minimo relativo.

Para x = | se tiene un minimo relativo.
4
b) f'(x)= 2+ 6x—;

f'x)=0=>x=2/3,x=—1

x =—1 no pertenece al dominio de f(x)
Six =2/3,f(2/3) = 8/3 -4 L(2/3)
Maximo relativo: no tiene.

Minimo relativo: (2/3, 8/3 — 4 L(2/3))
Creciente (7): (2/3, +o0)

Decreciente (\): (0, 2/3)

132. Se sabe que la funcién f(x) = x> + ax + b corta a su fun-
cion derivada en x = | y que ademads, en dicho punto,
f tiene un extremo.

a) Determina los valores de ay b
b) Determina la naturaleza del extremo que f tiene en
x =1
c) ¢Tiene f alglin otro extremo!
Solucion:

a) Sify f'se cortan en x = I:
f'(x) = 3x* + a

3+a=l+a+b
Si en x = | hay un extremo,f'(l) = 0
3+a=0
Resolviendo el sistema: ; : Z : (I) +a+ b}
a=-3,b=2

b) f"(x) = 6x

(1) = 6 > 0 (+) = minimo relativo.
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c) f'(x) =3x2-3
ffx)=0=>x=-1,x= |

f'(=1) =—6 <0 (-) = maximo relativo.

133. Sean las funciones f(x) =L x—-by g(x) =aVx +b
Determina a y b para que ambas funciones sean tan-
gentes entre si al pasar por x = |

Solucion:
a) Las funciones se cortan en x = |
f(l)=g(l)=L1-b=a+b=a+2b=0

b) Las funciones tienen la tangente comin en x = |
F(1) =g(1)

| a

- 2\/;=>I=%:a=2
Sia=2=b=-|

Las funciones son:

f(x) =Lx+ |

g(x) =2Vx - |

134. Dada la funcién f(x) = ax* + 3bx3 — 3x2 — ax, calcula los

valores de a y b sabiendo que la funcién tiene dos pun-

. . |
tos de inflexién,uno en x = | y otro en x = 5

Solucion:

f'(x) = 4ax? + 9bx? — 6x —a

f"(x) = 12ax? + 18bx — 6
f'(1)=0=>12a+18b-6=0=2a+3b=1
f'(1/12)=0=3a+9%-6=0=a+3b=2
Resolviendo el sistema:a =—1,b = |

135. De la funcién f(x) = ax3 + bx se sabe que tiene una gra-
fica que pasa por (I, ) y que en ese punto tiene una
tangente paralelaa 3x +y =0.Hallaayb

Solucion:

Si pasa por (I, 1) = f(1) = |

a+tb=1

Sien (I, 1) la tangente es paralelaay = —3x,f'(l) =—3
f'(x) = 3ax? + b

3a+b=-3

Resolviendo el sistema:
atb= |

3a+b=-3

a=-2,b=3

136. La funcién f(x) = x3 + ax? + bx + c verifica que f(l) = I,
f'(I) = 0 y f(x) no tiene un extremo relativo en x = I.
Calculaa,byc

348

Solucién:
f'(x) = 3x2 + 2ax + b
f'(x) = 6x + 2a

fl)=l=1l+a+b+c=1=a+b+c=0
f(1)=0>3+2a+b=0>2a+b=-3

Si no hay extremo relativo y f'(l) = —3, hay un punto de
inflexién:

f'(1)=0=>6+2a=0

Resolviendo el sistema de las tres ecuaciones:
a=-3,b=3,c=0

137. Dada la funcién f(x) = Ux+1 - %/; se pide:
a) hallar los maximos y minimos relativos.
b) hallar los puntos de la grifica de f(x) donde tiene

tangente vertical.

Solucion:
|

VoY — |
A 60 = Wi+ 12 3V
ffx)=0=>x=-1/2
Méximo relativo:A(-1/2, W)
Minimo relativo: no tiene.

b) f'(x) no existe parax =0y parax+ | =0

En x = 0y en x = —| la tangente es vertical.

138. Dos postes de 12 m y 18 m de altura distan entre si
30 m. Se desea tender un cable uniendo un punto del
suelo entre los dos postes con los extremos de éstos.
{En qué posicion debe situarse el punto en el suelo
para que la longitud total del cable sea minima?

12 m 18 m

Solucion:

a) Incégnitas, datos y dibujo.

12 m 18 m

SOLUCIONARIO
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b) Funcion que hay que maximizar.
L(x,y) =AP +PB = Vx2 + 122 + V182 +y2

Sujeta a las condiciones:

y =30 —x

c) Se escribe la funcién con una sola variable.
L(x) = \x2 + 122 + V182 + (30 — x)?
L(x) = VX2 + 144 + Vx2 — 60x + 224

d) Se calculan los maximos y minimos relativos.

~30
L'(x) = o + X
Vx2 + 144 \x2 - 60x + | 224

L'x)=0=>x= 2

e) Se comprueba en la segunda derivada.
144

n
O+ 144)\x2 + 144
. 324

(x2 = 60x + |1 224)\x2 — 60x + | 224
L"(12) = 542/144 > 0 (+) = minimo relativo.

L"(x) =

f) El cable debe estar a 12 m del poste que mide 12 m,y a
I8 m del poste que mide 18 m

139. Calcula las dimensiones que debe tener un cilindro ins-
crito en una esfera de 5 cm de radio para que su volu-
men sea maximo.

Solucién:
a) Incégnitas, datos y dibujo.

22

R = radio del cilindro.

H = altura del cilindro.

H? 2 =

yal R%=125

b) Funcién que hay que maximizar.
V(R,H) = nR2H
Sujeta a las condiciones:

H2

2 — _—

R# =25 2

c) Se escribe la funcién con una sola variable.

V(H) = n(25 - HTZ)H

TEMA 11. APLICACIONES DE LAS DERIVADAS

V(H) = n(25H - HTa)

d) Se calculan los maximos y minimos relativos.

V'(H) = n(25 - 37"'2)

10V3
3

La solucién negativa no tiene sentido.

10V3 56
3 3

10V3
V(H=0=H=- ;/7,H=

SiH=

= R=

e) Se comprueba en la segunda derivada.

\/"(%) = -51V3 < 0 () = maximo relativo.

f) El radio del cilindro debe medir R = 576

3
10V3
3

cm,y la al-

tura,H = cm

140. Calcula las dimensiones de un cilindro inscrito en un
cono de 5 m de radio y 10 m de altura para que su vo-
lumen sea méximo.

Solucion:
a) Incognitas, datos y dibujo.

r = radio del cilindro.
h = altura del cilindro.
10 _ h

5 5-r

b) Funcién que hay que maximizar.
V(r, h) = rh
Sujeta a las condiciones:
h=2(5-r)

c) Se escribe la funcién con una sola variable.
V(r) = 2mr3(5 —r)
V(r) = 2r(5r2 — r3)

d) Se calculan los maximos y minimos relativos.
V'(r) = 2r(10r — 3r?)
Vi(r)=0=r=0,r=10/3
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La solucién r = 0 no tiene sentido.
Sir=10/3=h=10/3

e) Se comprueba en la segunda derivada.
V"(r) = 2x(10 — 6r)
V"(10/3) = —20m < 0 (-) = maximo relativo.

f) El radio del cilindro debe medir r = 10/3 cm, y la altura,
h=10/3 cm

141. El nimero total de bacterias (en miles) presentes en un
cultivo después de t horas viene dado por:

N(t) = 2t(t — 10)2 + 50
a) Calcula la funciéon derivada.

b) Durante las 10 primeras horas, jen qué instante se
alcanza la poblaciéon maxima y la minima?

Solucion:

N'(t) = 2(3t% — 40t + 100)

N'(t)=0=t=10/3,t= 10

Méximo relativo: A(10/3, 9 350/27)

Minimo relativo: B(10, 50)

Se comprueban los extremos del intervalo [0, 10]

f(0) = 50

El minimo se alcanza en los extremos, es decir,en t = 0

y t = 10 con 50000 bacterias, y el maximo se alcanza en
t = 10/3 con 9350/27 = 346 296 bacterias.

142. La capacidad de concentracion de una saltadora de al-
tura en una reuniodn atlética de tres horas de duracion
viene dada por la funcién f(t) = 300t(3 — t), donde t
mide el tiempo en horas.

a) Calcula los intervalos en los cuales la capacidad de
concentracion aumenta y los intervalos en los que
disminuye. ;Cuando es nula?

b) ;Cual es el mejor momento, en términos de su capa-
cidad de concentracién, para que la saltadora pueda
batir su propia marca?

350

Solucion:
a) f'(t) =—600 t + 900

ft)=0=1t=3/2

Maximo relativo:A(3/2, 675)
Minimo relativo: no tiene.
Creciente (7): (0, 3/2)
Decreciente (\): (3/2, 3)
Esnulaen:f(t) =0= t=0yt=3

b) Cuando se alcanza el maximo de concentracién en

t=3/2

143. Sea la funcion f(x) = x? — 4x + 2

a) Determina los extremos relativos de la funcion.

b) Halla las ecuaciones de las rectas tangentes a la grafi-
ca de f(x) que pasan por el punto (3,-5)

Solucién:
a) f'(x) =2x—4
fx)=0=x=2

Maximo relativo: no tiene.
Minimo relativo:A(2, —2)

b) Una recta que pasa por el punto (3,-5) es:

y+*+5=mx-3)=>y=mx-3m-5

Para que la recta sea tangente a la parabola, ésta y la
recta solo deben tener un punto en comun, es decir, el
sistema formado por la ecuacién de la funcién y la rec-
ta debe tener solucién Unica.

Se observa que el punto (3,—-5) no esta en la pardbola.
y=x2—4x+2

y=mx—-3m-5

x2—(4+m)x+3m+7=0

Para que tenga una solucién, el discriminante debe ser
cero:

4+m)2-4Bm+7)=0
m2—4m—-12=0
m=—-2,m=6

Las rectas tangentes son:
y=—2x+ |

y = 6x—23

SOLUCIONARIO
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Linux/Windows WiR:s

Paso a paso

Windows Derive [®

144. Dada la funcién:
y=x—6x2+9x—1
a) dibuja la funcién.
b) calcula los mdximos y los minimos relativos.
¢) determina la monotonfa.
d) calcula los puntos de inflexidn.

e) halla la curvatura.

Solucién:

Resuelto en el libro del alumnado.

. 2sen 2x
145. Calcula el lim =—=
x>0  senx
Representa la funcién correspondiente para com-

probar el resultado hallado.

Practica

Solucién:

Resuelto en el libro del alumnado.

Plantea el siguiente problema y resuélvelo con ayuda de
Wiris y Derive.

146. Se desea fabricar una caja abierta con base cuadrada
y con un drea de 300 dm?. ;Qué dimensiones debe
tener la caja para que el volumen sea mdximo?

Solucién:

Resuelto en el libro del alumnado.

147. Internet. Abre: www.editorial-bruno.es y elige
Matemdticas, curso y tema.

Dada las siguientes funciones:

a) dibuja la funcién.

b) calcula los mdximos y los minimos relativos.
¢) determina la monotonia.

d) calcula los puntos de inflexidn.

e) halla la curvatura.

148.y =x* —3x* + 3

Solucién:

[ Epaeieses 108
B sa? - Je" &5 = feai?Jg"=]
dibcgari a}, fcoloe = rajo, snchurs linas = I7)
8] Wi e NP
g = ¥at-8a
rpatinr [P} = 0} == {{z=0} {w=3}}
A = punig{D, O]} == §3,3]
B = purtsd, BI)) = [2.-1]
i) == §-m=8
oy == -
R0 T Mebprrs relefva
StjurlA, [soicr = apul, amania_punsa = B}
iy =8
B2, =1 e reid@so
St jur]f, {oinr = plen jamasta punio = Bp
B Marple=i
Crcinis » | -o3 0§ LI {1 +ad)
Distticdands = {0, 3)
c| Purize & mflanian
dwiendwnr [F|a] & &) == [faat}]
G npams{i, M1)] = [1.1)
Fla] = &
=] == &
Erd, 7] Pusln de rflealis,
ditsgar{ T, {colke = magenia. bemafia_punio = i@lf]
& Curashuep
Correpns LI] = [0, il
| Eansavmd Y] = [~oa, 1)

TEMA 11. APLICACIONES DE LAS DERIVADAS
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150.y = (2 — x)e*

149.y =

x* -1 .,
Solucién:

Solucién: -

olucion Ejsreicle 160

Wieeticia 149 | Hx) = {2 = x) - e® =+ xre[-x+2) "

M) Bt o | dibujar(f{x). {color = rejo, anchura_linea = 2}
' =1 g Maxi ini lativos :

| dilbujarix], {eolsr = rajs, anehurs_knes = 23 B:I IMoE Y MINIMaE re VOE -

) Maximon y minimaos relatvos ; |r{I] -+ [-x+1] -8

P .. v ) | resalver(F(x) =0) =+ {{x=1}}

wi=2.x1ed | & = punto(1, f{1)) == (1,e)

repalvar[F{x) = 0) == {1

- .
Mo bene maximos, ril mimos relsdives, |r“] =+ -x-e

b] Monatonda © | F[1) =+ -e

Dipcontinudades-x= = 1, g = 1 A1, &) Maximo relativo.

Crecienis = Humea. | dibujar[A, {color = azul, tamafio_punto = 8}
Decracients = R = {~1, 1} = [-20, =1) U (=1, 1) U1, +) b) Monotonia :

g AR ""':'_‘:‘:‘::'I Creciente = (=00, 1)

Flo == Wo3.aied xit Decrecients = (1, +0a)

| Femalvar M=) = 0] == [[==0)) ﬂ] Puntos de inflexidn :

A = puriba(0, O} == (0,0) | resalver(F[x] = 0) =+ {{x=01}

o B k. | € = punte[, f{0)) = (0,2)

Fla) == V=l gt xl=l . gt s |r..::: =) I_I_1]"I
[T = =6 ,

AlD, 0 Punbo de infexion, | Py =+ -1

dibujar A, {color = magents, tamafio_punto = B} G0, £) Punto de inflexion.

d] Curvabura: | dibujar(C, {color = magenta, tamario_punto = &}
Convexa[ U] = {=1, 0] W {1 =o0) dj Curvatura:

Concaval M) = {-00, =1) U {d, 1) Convexallt) =[-=2, 0)

o — T L R

I —— P N ———
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151.y = L (x> + 4)
Solucién:

Ejercicio 181
fx] =in(e’ + 4] == gein[x?+4)
dibujan i), (¢oled = rojo, shchura_lnes = Jj)
w] Minasas y minimos melativon -
_ Tx
Fix) = el
mesolver(fx] =0} == {{x=0}}
A = punba{d, O} == 073853
=2 %% +8

L 8.t 18
LU
ALD, Im d) minimo relative,
dibigan A, {2ebid = clen, tamans_pusts = B)
b} Blenobosnis ©
Crecients = [0, +53)
Decrachnias = [-00, ]
€] Purdon da irflgaidn
resotver(Fix) =0] = {{x=-2}, {x=2}
B = pusntaf -3, f{-3]] == [-3.,2070E)
= puntod2, §7] == [2,20784)

i-xl=48-x
Rl LB - B L ET T
-3 = %
B =2, 207T84) Punio ds inflaxisn.
_Mlﬁtﬁlm tamafo_purito = )]
Fi} = -3
C[2, 20784} Punta de infexion
dibujan|C, (color = megenta, tmato_punto = B
] Curvafura !
Conwexa(ll} = (=& &
Concavali] = [<a3, -7 U [2, =

) ==

TEMA 11. APLICACIONES DE LAS DERIVADAS

0

152.y = sen x cos x en [0, T)

Solucién:

Ejercicio 182

fMx] = wen () - cewin) == r—snix] - cosis)
dibujar{fin), 0.8, {eslor = rejo, anchurs_lnea = I
] Mikaimd o Pt

Fla) == -2.senfa) =1

resatvertrix =01 = [{.-[;'}.{1.-"T'}.{--"T'}-{---H}

B = puntsiami, famiay) = (2%~ 2]

F
i) == =4 -cosix] weniz)

Fimid) = =3

Almid, 1FE] Maximg relebve.
Sbujar A, {color = asul, Bamafio_pano = B}
F{amidy == 3

B{Imid, =117 minimo reletiv.

SbujarB, {color = clan, tamafa_punts = |
1) (layraahoarig -
Cracients = [0, R L [3mid, m)
Dacdrwcimntn = [mld Imld)

£} Purdos de nfle ks |

rsatvarir e = o) = [ pumst, frm- 3, pxmy. fxn 5] frn- 3]

C = puniafl, A%y — @09}

Fio = -4

€10, 5 Punto de infeaisn

sibujar]C, {zalor = maganis, ismano_punts = &)
0 = puntoimiz, fimra) = [ 3.0]

rimim = 4

Oi{mrZ, 0} Punbs de inflexidn.

dibijar{D, {colol = miganis, lsmafio_punio = @)
& Curdsium -

Convenn(L] = [mi2, mj

Coarscaval M) = [0, miz]
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153. Halla los puntos singulares de la funcién:
fx) =x> +2

Solucién:

Elercicia 163
|Hx) =x%+2 = xrexb+2
| dibujar{f{x). {color = rojo, anchura_linea = 2}
| F{x) =+ 5.x
| resolver(Fix) =0) =+ {{x=0}}
| &= punto(0, f{0)) = (0,2)
| () =+ 2027
| £(0) =+ 0
| P{x) =+ BO-x?
| F(0) =+ O
[ F(x) => 120.x
[ F{0) == O
[ F**"[x) == 120
| F***[0] == 120
A[D, O) Punte de inflexicn
| dibujar{A, {colar = maganta, tamafo_punts = §))

154. Dada la funcién:
f(x) =2 + (1 —x%)e*
demuestra que f'(x) = 0 para algin valor de [-1, 1]

354

Solucién:

| Ejercicio 154
[fx) =2 % (1= xi) 0% =b yoa [=xs1) a%e2
| disujar{fix)) == tablera
| dibujar{f{x), =1..1, {color = rojo, anchura_linea = 2}
Hipdtesis del teorema de Rolle
fx) o2 continua en [=1, 1] v derlvable en (-1, 1)
[f[(=1) =+ 2
(1) = 2
[P{x) = [-x¥-2.%+1) -a%
| resolver(fix) =0) = {{x==y/2=1},{x=y2=1}}
| & = punto(y/Z =1, f[3/2=1)) == [0.41421,3.2635)
| dibujar{f, {eolor = azul, tamarfio_punto = B}

155. Demuestra que la funcién:
f(x) =5+ (x2 = 2)cos x

tiene en el intervalo (-3, 3) algtn punto tal que la
tangente sea horizontal.

Solucién:

[ Ejercicio 168

A =8 = [x¥ = 7 -coalx) == m=ex’=3.conix)*s
EMH‘[‘I‘[!II = [Eblna]
_'I:IIH.H-I'[I'[II.-]..!.['I.'HHI rojo, anchisa_lnsa = T
| Higttwesn del becrema de Aclle

iﬂl:l‘ﬂm #n [ =3, 7] i darviable s [-3, X
-7 == -1025%

[ AR == -15088

| A= puminiD, ROY) == [0.2)

| dibuje(d, {oolor = yerde, snchura_lines = Zj]

| dibujar A, [eoled = aful, tamafio_purdo = BH

| Mdarmis hiry srod dod purios, 5nlos gus Ry un mieiss relative,

SOLUCIONARIO
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Windows Derive (9!

Calcula los siguientes limites:

156. Dada la funcién: f(x) = 4 +1

X

halla todos los valores ¢ € (1, 4) tales que:

o fd) —f(1)
Flo-—4

Solucién:

| Ejercicio 155
Mo = e g e X4

| dibujar{f{x})} = tablerot

| dibujar{f=), 1. 4, {caler = azul, anchura_lines = 2}
| A= punte(1, 1)) = (1,5)

| B = punteld, fi4)) — (4,2)

RCUELU R

|l[l:] =m-|:|:—‘|}+ﬂ:1] - =48

| dibujar(a{=), {eolér = vérde, anchura_lines = T}
Flx) == ;;l

| resolver (F{x) =m) = {{x=-2} {x=2}}

| € = punte(2, f2)) — (2,3)

| Ha) =m-(x =2} + 2] =+ xe=—-x+E

| dibujar{t|{x), {eclor = rejo, anchura_linea = 2}}

| dibujar[A, {color = azul, lamario_punto = B}

| dibujar{B, {eeler = azul, tamafe_punts = 5}

| dibujar{C, {colar = rojo, tamafie_punts = 8})

TEMA 11. APLICACIONES DE LAS DERIVADAS

157. lim
x—0* L sen x

Solucién:

| Ejercicio 167

_ing In(x)
|"{":| “nsenta) X7 ingsenix))
|L= Ilin‘_l'ﬂ:: =+ 1

| dibujar(f{x), {eolor = rojo, anchura_linea = 2})

| & = punte{0, L) == {0,1)
| dibujar[A, {eelor = azul, tamafie_punte = 8))
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158. Iim x L sen x
x—0*

Solucién:

[ Ejercicio 158

| fix) =x - In{x) =+ x—=x-In(x)

||.= lim  f(x) = 0

| dibujar(f{x), {color = rojo, anchura_linea = 2})
| A= punte{d, L} = (0,0}

| dibujar(A, {calor = azul, tamafe_punta = 8})

159. lim x*

X—>+00

Solucién:

| Elercicio 169
i i |

fix] =x% = xx"
L=lim fix) == 1

E=a=m)

| dibwjar({f{x), {color = rojo, anchura_linea = 2}
| dibujar(y = L, {eelar = azul, tamafio_punta = 8})

356

E 1 .
| 1
I i
|
| |
160. lim ( 1 —l)
x—0 | sen x X
Solucidn:
| Ejercicie 160
_ B senx)-x
|I'l::|:] T sen(x) i - =¥ -gan(x)

| dibujar(f{x), {eeler = rajo, anchura_linea = 2}
| A = punte{0, L) =+ (0,0)
| dibujar(A, {celer = azul, tamafio_punte = 8))

SOLUCIONARIO
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161. Calcula las rectas tangente y normal de la funcién:

f(x) =x3 +x
en A(1, 2)

Solucién:

[ Ejercicio 161

|a=1=+1

| fx) =x? # x =+ xeaxtex

| dibujar [f{x), {color = azul, anchura_linea = 2}
| P = punto(a, f{a]) = (1,2)

[ tx) =Fla)-[x - a) + Ha) =+ x—d-x-2

| dibujar (tx), {color = rejo, anchura_linea = 2})
Fla) (= a) = fla) == I-—--% -I*%

| dibujar (n{x), {color = verde, anchura_linea = 7}
| dibujar (P, {eslor = rajo, tamafie_punts = 8})

WiR!S
12 REe e ule@ssaBoD |

nix) ==

TEMA 11. APLICACIONES DE LAS DERIVADAS

Windows Derive (9!

162. Halla el mdximo y el minimo absolutos de la fun-

cién:
f(x) =x3—6x2 + 9x— 1
en el intervalo [1, 2]

Solucién:

| Ejercicio 162
[fix) = %7 = Bx? # 9% = 1 = xsx?=6.x740.2-1
| dibugjar{f{x)) == tablerad
| dibujar{f{x),0..2, {eoler = rajo, anchura_linea = 2}
| A = punto{o, o)) = (0,-1)
| dibujariA, {color = azul, tamafo_punto = 8}
| B = punto(2, fl2)) =+ (2,1}
| dibujar]8, {zalar = azul, tamarfs_punks = B})
Aplicacién del teomera de Waisrtrass
[fim) =+ 3 x2-12-x+8
| resolver(F{x)=0] =+ {{x=1}, {x=3}}
| € = punte(1, f{1)) = (1,3}
| F{x) => B.x-12
[F'(1) = -&
C[1. 3) Maximo relativo de fi{x) en [0, 2]
| gibujar(C, {esdor = azul, tamaro_punts = B})
El maximo absoluto es C[1, 3)
El minime relative a= &[0, =1)
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163. Demuestra que la ecuacidn:
2%+x-2=0

tiene una tnica solucién real en el intervalo [0, 1]

Solucién:

.-E}ln::n i1.5

Ay m3% ¢ 0= 7 =+ pread®en-1
disujarfx]] == Rabiwma?

dibugai{flx] 2. 1, {color & rejo, anchura_lnea = I3
A = punia{D, (G} =+ (D.=1]

| disgarA, [eeled = mEul lenate_punts = )

B = purda| i, H1]) == [1,1]
B foolar = el Bemata_panio = B0

jeim pear ol 2a Bolzara
Ma) wd conSnunan [0, 1], 5) 4 0, A1)+ 0, sxiabs ¢ @ 3, 1)l gue ] =0
| Uisigigad

Fie) = QEEIIE. 251
Find = O mbrmspoa, uegs i Fussesn ai tismpes cracianin
| Parianis, noks pustde conar s e X o un puns

164. Calcula el valor de los coeficientes a, b y ¢ para que
la funcién:

fx) =x3+ax* +bx + ¢

corte al eje X en el punto A(1, 0) y tenga un punto
de inflexién en el punto B(3, 2)
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Solucién:
| Ejercicio 164
[fix) =x* ¢+ a-x¥+ b-x# ¢ = yreg-xT+b-x#c+x’
n1) =0
fﬂﬂﬂlr[ﬂ&] =Z p =+ {{a=-9.b=24,e=-16}}
3 =

[f{x) = % = Bx¥+ 24 - 16 =+ Xesu®=0 %7424 .%-16
| eibugartf{x), {eader = rajo, anchurs_lines = 2))

| A = punto(1, 0) =+ (1,0}

| dibujar] &, {eelor = azul, tamans_punts = B}

| B = punto(3, 2) == (3,2)

| dibujar{ B, {color = magenta, tamario_punto = 8}

165. Calcula las dimensiones de un rectdngulo cuyo pe-

rimetro mida 64 m y su 4rea sea mdxima.

Solucién:

Problema 165
Flanteamients : Afx, y) = oy
Condicionss : Px, y) = 2x & 2y
[ resolver({2x + 2y = B4}, {y}) =+ {{y=-x+32}}
[A[X) = %+ [=x+32) = Xws=x?+32.X
| resalver{A'[x) =0) == {{x=16}}
| flz) = —%+32 = He—=-x+32
| {16} =+ 16

Dimensiones del rectanguls : largo = ancho = 18 ocm

SOLUCIONARIO
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