MATEMATICAS 2° BACH. CC. SS.
Analisis

1)

2)

3)

La altura, en metros, que alcanza una pelota lanzada hacia arriba en funcién del
tiempo (en segundos) transcurrido desde su lanzamiento, viene dada por la expre-

. 5t t° . , - .
sion f(t) = PRy (en qué instante alcanzard la pelota su altura maxima? ;Cual es

dicha altura? (3 puntos)
2x+a six<-1
Dada la funcién f(x)=<—-x*>+2 si—-1<x<I
Lx six>1
a) Calcule el valor de “a” para que f sea continua en X = —1 (1 punto)
b) Represente graficamente la funcién anterior si a =3 (2 puntos)
c¢) Justifique la existencia o no de derivada en los puntos X =—1 y X =1 para la fun-
cion obtenida en el apartado anterior. (1 punto)
a) Halle la ecuacion de la recta tangente a la grafica de y =X’ — 1 en cada uno de los
puntos en los que su pendiente sea igual a 3 (2 puntos)

b) Dada la funcion f(x) = x’+ax*+b, calcule a y b para que f(x) tenga un punto de in-
flexion en (-1, 2) (1 punto)



Soluciones
1) La altura, en metros, que alcanza una pelota lanzada hacia arriba en funcion

del tiempo (en segundos) transcurrido desde su lanzamiento, viene dada por la
2

., St t L . L.
expresion f(t)= 575 ¢en qué instante alcanzara la pelota su altura maxima?

¢ Cual es dicha altura?
Al tratarse de una pardbola abierta hacia abajo, con méximo (puesto que el coeficiente
de t* es negativo), dicho méaximo sera el vértice, y es licito limitarse a calcularlo:

3 3
Ee:t=— = t=—2 5 t=—2 — =2
2

Es decir, el maximo absoluto se alcanza para t=5/2 y vale 25/8, que es la altura maxima
alcanzada.
Por el procedimiento general de calculo de extremos absolutos, tendremos que comparar
las imagenes o limites en los siguientes puntos:

a) Extremos del intervalo de definicion: Suponemos que el tiempo te[0, +o0).

50 0
f(0)=—-—=0
O)=—-7
.5t t? . A
lim 575 =—o (el orden del o producido por el término de segundo gra-
t—>+0

do, es mayor que el del primer sumando)
b) Discontinuidades de f ¢ de f ’: No hay (son polindmicas ambas)

¢) Puntos que anulan la primera derivada: f’(t)=0 < g—t =0 &t zg

3 ()
f > -2 _\2) .2 (se calcul6 antes)
2 2 2 8

La maxima imagen es 25/8, obtenida para t=5/2, y la minima (limite en este caso), —o.

Por tanto, no tiene minimo absoluto (la funcidén baja hasta el —©0) y el méximo absoluto
es de 25/8, altura maxima conseguida para t=5/2.

2x+a six<-1
2) Dadalafuncion f(x)=<-x*+2 si —-1<x<1
Lx six>1

a) Calcule el valor de “a” para que f sea continuaen x = -1
lim f(x)= lim (2x+a)=-2+a
X—>—1"

X—>—1"

lim f(x)=lim (=x> +2)=—(-1)*2=—-1+2=1
x—>-1"

x—-1"
Por tanto, el limite completo existird si los dos laterales, que hemos visto que exis-
ten, coinciden. Eso sucedera cuando: —2+a=1 < a = 3. Para este valor:

lim f(x)=1,y

X—-1



f(-1)=2(-1)+3=-2+3=1
Por tanto, la funcion sera continua.

b) Represente graficamente la funcion anterior sia=3

y = 2X+3 es una recta: y =—x*+2 es una pardbola: y =LX es conocida:
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El dibujo de la recta es, simplemente, una tabla de valores. El de la parabola, pasa

por calcular su eje x=0, su vértice (0, 2), y sus cortes con OX (—\/5 ,0), (\/5 ,0).
y=LX es conocida, y pasa por (1, 0) y (e, 1) (e=2,7182818284...).

Limitamos cada una de esas tres funciones a las zonas en las que f coincide con ellas
y resulta: s

+18

c) Justifique la existencia o no de derivada en los puntos x =-1y x =1 para la
funcion obtenida en el apartado anterior.

En x=1 la funcién no es continua, como se aprecia en el dibujo. Pero las conclusio-

nes de calculo a partir de graficos deben evitarse, por lo que nos aseguramos de ello

comprobandolo analiticamente.

lim f(x)=lim(-x* +2)=1 lim f(x)=limLx=0
X—1"

x—1" x—1" x—1"

Es decir, hay una discontinuidad de salto finito (primera especie). Pues bien, al no
ser continua, no puede ser derivable en x=1.

En X=-1 si es continua (se comprob¢d antes). Puede ser, por tanto, derivable. Lo
comprobamos por la definicién de derivada:
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3)

Ha sido necesario calcular la derivada por la derecha y por la izquierda, dado que la
definicion de f es diferente a un lado y otro de —1. Como ambos limites coinciden,
existe el limite completo, que es la derivada en —1: f’(-1)=2.

Observaciones: Cuando tenemos una funcion definida a trozos, podemos derivar las
funciones que la componen directamente, usando las reglas de derivacion, y restrin-
gir la validez de los resultados a intervalos abiertos (las formulas de las tablas de de-
rivadas son validas en intervalos abiertos). La derivada de los puntos que separan
unas zonas de otras debe ser calculada por separado, aplicando la definicion. Eso es
lo que hemos hecho aqui.

Sin embargo, en la mayoria de las ocasiones, la derivada de los puntos que separan
unas zonas de definicion de otras coincide con el limite de la funcién derivada en
dichos puntos, si existe. De modo que, si nos vemos apurados en un examen, pode-
mos estudiar la continuidad de la funcion derivada para decidir si existe la derivada
en esos puntos.

Pero el método no es fiable y se recomienda emplear la definicion de derivada, co-

, . ., Xx—1 six<0 .
mo se ha hecho aqui. Por ejemplo, la funcién f(X) = . tiene como de-
X+1 six>0

) 1 six<0 . .
rivada f'(X) = ) . Como lim f'(x) = lim f'(x) = 1, parece que debe
1 six>0 X—0" x—0"
existir f ’(0)=1. Pero no es asi, porque f no es derivable en 0, ya que no es continua.
También puede comprobarse calculando dicha derivada aplicando la definicion.

Otro ejemplo, si bien es de un nivel superior al de este curso, seria el de la funcién
2

X six<0 '
g(x) = % sen 1 six>0> Cuya derivada puede comprobarse que resulta
X
2X siXx<0
9'(%) =49y sen 1 cosl si x > 0 Luego g es derivable, incluyendo la derivada de
X X

0, que se calcula aplicando la definicion de derivada. Pero la funciéon derivada g’ no
es continua en X=0 porque A lim g'(x).
x—=0"

En caso de haber discontinuidad de salto finito para f > en uno de esos puntos de se-
paracion, entonces puede afirmarse que la funcion no sera derivable en dicho punto.
Esto se ha empleado en este documento en la resolucion del apartado b (estudio de
la monotonia) del problema 2 del examen del 11 de marzo de 2.002.

a) Halle la ecuacién de la recta tangente a la gréfica de y = x* - 1 en cada uno
de los puntos en los que su pendiente sea igual a 3

Para calcular la ecuacion de la recta tangente a una curva, necesitamos un punto de

dicha recta y su pendiente.

El punto sera donde la recta toque a la curva; es decir, es un punto que esta sobre la

curva. De este punto s6lo conoceremos, por lo general, la coordenada X; la segunda

coordenada se hallaré sustituyendo dicho valor de x en la férmula de la funcion.

La pendiente es, segin la interpretacion geométrica de la derivada, el valor de la de-

rivada en el valor del x del punto de tangencia.

Una vez que tenemos el punto de tangencia (a, f(a)) y la pendiente m=f ’(a), la recta

tangente sera, seglin la ecuacion punto-pendiente: y—f(a)=f ’(a)(x-a)



En este problema no nos dan el punto de tangencia, sino la pendiente: 3. La coorde-
nada X de dicho punto sera tal que f ’(X)=3, por la interpretacion geométrica de la de-
rivada. Es decir:
f°(X)=3 = 3x=3 = x=1 = x=106x=1
Hay dos puntos donde eso ocurre, por lo que el problema tiene dos soluciones.
1% x=1 = f(x)=f(1)=1-1=0 = El punto de tangencia es (1, 0). Como la pendiente
es 3, larecta es: y-0=3(x-1) =
2t x=-1 = f(x)=f(-1)=-1-1=—2 = El punto de tangencia es (-1, -2). Como la
pendiente es 3, la recta es: y+2=3(Xx+1) = y=3x+3-2 =

b) Dada la funcion f(x) = x*+ax®+b, calcule a y b para que f(x) tenga un punto
de inflexion en (-1, 2)

Primeramente, debe pasar por (-1, 2), para que pueda éste ser un punto de inflexion.

Luego f(-1)=2 = (-1)’+a(-1)*b=2 = a+tb=3

Por otra parte, la X del punto de inflexion verifica que f ”(x)=0. O sea: f ’(-1)=0 =

Como f’(X)=3x*+2ax y f”(X)=6x+2a, serd: 6(—1)+2a=0 = 2a=6 = ﬂ

Sustituyendo en a+b=3 = 3+b=3 = .





