Examen Tema 1. Matrices y Determinantes

Instrucciones para el examen:

Para la realizacion de esta prueba se puede utilizar calculadora cientifica, siempre que no disponga de
capacidad de representacion grafica o de célculo simbolico.

CALIFICACION: Cada ejercicio tiene una puntuacion diferentes y en el enunciado se especifica la
valoracion de cada apartado. Todas las respuestas deberan estar debidamente justificadas.

TIEMPO: 50 minutos.

Aunque utilices calculadora, muestra claramente los pasos y tu conocimiento de los conceptos y las
férmulas matematicas que se estan aplicando.

Evita el uso de decimales. Expresa los resultados en forma de fracciones y radicales. En caso de tener que
usarlos, redondea a la centésima.

Sé claro/a, limpio/a, ordenado/a y cuida la ortografia. No se corregira lo que no se entienda claramente.

1.

(4 puntos) Se considera la matriz A= dependiente del parametro real a:

» O O
D O O
o 2 O

(1 puntos) Determinese los valores de a para los que la matriz A es invertible.

(1 punto) Para a = 1, despéjese y determinese la matriz de X de la ecuacion
matricial A - X =A+2Id , donde Id representa la matriz identidad de orden 3.

(2 puntos) Calcula la matriz B=A+I y averigua el valor de B11.

b)

5 2 0 a b 0
(3 puntos) Dadas las matrices A=(2 5 0]y B=|c ¢ 0],sepide:
0 0 1 0 0 1

(1'5 puntos). Hallar las condiciones que deben cumplira, b y c, para que se
verifiqueque A-B = B - A.

(1'5 puntos). Para a = b = ¢ = 1, calcular las cuatro primeras potencias de B, y
conjeturar una formula para B"

(2 puntos) Dada la matriz A= ( 1 2 ], hallar todas las matrices que conmuten o

permuten con ella.




RESOLUCION

1. (4 puntos) Se considera la matriz A=

v v O
O O D

a
a | dependiente del parametro real a:
0

a) (1 puntos) Determinese los valores de a para los que la matriz A es invertible.

b) (1 punto) Para a = 1, despéjese y determinese la matriz de X de la ecuacion
matricial A - X =A+2Id , donde Id representa la matriz identidad de orden 3.

c) (2 puntos) Para a =1 calcula la matriz B = A + I y averigua el valor de B!

SOLUCION:

a) Ver que A sea invertible equivale a ver qué valores de a hacen que el determinante
no se anule.

14| = =ad+a®=2a% |[A|=2a®=0oa=0

Q Q ©
Q O Q

a
a
0
Por tanto, para cualquier a # 0 la matriz A es invertible.

b) AX =A+2ld > X=A"1(A+2])

0 1 1
Calculamoslainversaded=|1 0 1

1 1 0
0 1 1
Primero calculamos su determinante |A| =1 0 1|=04+14+1-0—-0—-0=2
1 1 0
Después la matriz adjunta:
_ .10 13_ _ |11 1 _ . 1 0] _
A = +|] 0|_ 1 A =-|; O|_1 A13—+|1 =1
_ |1 1)_ _ .10 1)_ _ 10 17]_
Ao =—| ] 0|_1 A22—+|1 0|_ 1 Ay = |1 1|_1
1 1) _ _ 101 L0 1 _
A=+, 1|_1 Az, = |1 =1 Az =+|] o|=-1
-1 1 1
Portanto,A*=(1 -1 1)
1 1 -1

Y por dltimo trasponemos la matriz adjunta y dividimos por el determinante:



(—1 1 1)

1 —

-1 1 1 e -1 1 1

A _ 1

(A*)t=(1 -1 1)—>A‘1:(|A|) =1 % 1 =§(1 —1 1)
1 1 -1 1 1 -1

Para terminar de resolver la ecuacidn, calculamos la otra matriz involucrada y las
multiplicamos:

0 1 1 2 0 0 2 1 1
A+2I=[1 0 1])]+(0 2 0]=|1 1
1 10 0 0 2 1 1 2

L -1 1 1 2 1 L 0 2 2 0 1 1
X=A_1(A+21)=E 1 -1 1 1 1]=512 0 2|=11 0 1
1 1 -1/\1 1 2 2 2 0 1 10

También podiamos haber desarrollado el paréntesis y hacer operaciones mas sencillas:

N

N =

X=A1A+2D=A"1-A+A1-2l=1+2A4"1
1 0 0 1/-1 1 1 0 1 1
={0 1 O +2-§ 1 -1 1 ]=|1 0 1
0 0 1 1 1 -1 1 10
iEn ambos casos observamos que la X=A!

0 1 1 1 0 0 1 11

c) B=A+1I={1 0 1|+{0 0j=(1 1 1

1 1 0 0 0 1 1 11

Si calculamos sus primeras potencias:

1 1 1 1 1 1 3 3 3
B?=B-B=(1 1 1]-(1 1]1=(3 3 3
131 1 1 1 1 3 3 3

—_

[uy

3 3 1 1 1 9 9 9
B3=BZ'B=<3 3 3)-(1 1 1>=<9 9 9)
3 3 3 1 1 1 9 9 9
9 9 9 1 1 1 27 27 27
B*=B3.-B = (9 9 9) . <1 1 1) = <27 27 27)
9 9 9 1 1 1 27 27 27

3n—1 3n—1 3n—1
Observamos que podemos conjeturar una formula paran: B* = | 3n-1 3n-1 3n-1
3n—1 3n—1 3n—1

310 310 310
Asi que para n = 11 la matriz quedara B** = | 310 310 310
310 310 310




5 2 0 a b 0
2. (3 puntos) Dadas las matrices A={2 5 0|y B=|c c¢ 0],sepide:
0 0 1 0 0 1

a) (1'5 puntos). Hallar las condiciones que deben cumplira, b y c, para que se
verifiqueque A-B = B - A.

b) (1'5 puntos). Para a = b = ¢ = 1, calcular las cuatro primeras potencias de B, y
conjeturar una férmula para B"
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11
3. (2 puntos) Dada la matriz A= [ 1 2 ], hallar todas las matrices que conmuten o

permuten con ella.

SOLUCION:

Hay que resolver la ecuacién AX = XA donde X = (325 i’)

rma(} 3G 0-G DG D-(5% 214G Y

Al igualar y resolver los sistemas correspondientes:
X+Z=X+y—>z1=Y
X+22=Z+t>t=X+Z=X+Yy
y+t=X+2y >t=x+Yy
y+2t=24+2t > y=z2

Por tanto, las soluciones son todas las matrices de la forma:

s HSOUE
Soluciones = X, yeR
y X+y



