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SOLUCIONARIO

1 Numeros reales

EJERCICIOS PROPUESTOS

1.  Ejercicio resuelto.

2. Halla la fraccion irreducible que corresponde a los siguientes nimeros racionales.

a) 25,25 b) 25,25 c) 2525 d) 25,25+25,25+ 25,25
a) 2525-2525_101
100 4
b) N =25,25=25252525...= 100 =2525,252.825... g9\ _ 2500 = N = 2290
N = 25,252 525 2... 99
c) N =2525=252555.. = 100N =2525,585... g0y — 2073 = N = 2273
10N = 252,555... 90

d) 25,25+25,25+25,25 - 101, 2500 2273 150001
4 99 ' 90 1980

3. Realiza las siguientes operaciones y simplifica el resultado.

a) —1° by 14
L 1
1+ ] 14 1
1+— 1+—
2 3
g —2 .15 15 15 31 4 py 4 14 14 14 414 4
! ! 5 5 1 1 777
1+ ] 1+§ 1+= = 14 : 1+Z A
1+ o 8 1+ = 4
2 2 3 3

4. Razona con ejemplos si son ciertas las siguientes afirmaciones.
a) La suma de dos irracionales es siempre irracional.

b) El producto de dos irracionales es siempre un nimero irracional.

a) Es falso. Por ejemplo, V2 y —/2 son dos nimeros irracionales, y su suma es 0, numero racional.
b) Es falso. Por ejemplo, V2 y —/2 son dos nameros irracionales, y su producto es —2, nimero racional.
5. Se quiere vallar un campo rectangular. Se sabe que uno de sus lados mide tres quintas partes de la medida

del otro. Ademas, la diagonal mide 30 m. Calcula el precio que se debera pagar por hacer el vallado si cada
metro de valla cuesta 25 € y se desperdicia un 10 % del material empleado.

. 3a . _ , (3aY , 9a° [34a
Los lados miden a y < por tanto la diagonal es: D =,/a“ + 5 =,/a +E = 5 =30=a=25725m

El perimetro mide 2(a+3?a):82,32 m, pero como se desperdicia el 10 % del material, necesitamos comprar

82,32 : 0,90 = 91,47 m, con un coste de 91,47 - 25 = 2286,75 €.
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SOLUCIONARIO

6y7. Ejercicios resueltos.

8. Ordena de menor a mayor en cada caso.

11 68 14 27
a — .- &= Yo
47257 5 710

b) 1,23, 123 y 1,23

o 1275 68 272 14 280 27 270

=== =25 e T i
4 100" 25 100° 5 100 ° 10 100

b) 1,23 <1,232323... < 1,2333... = 1,23 <123 <1,

) Ya=422 =2 -14142.., Y3-14422.. =44

d) 2,§:299—_2:3:>2,§:3<3,oi

9. Sean ay b dos niumeros reales negativos. Si a < b, demuestra que el inverso de a es mayor o igual que el

c) ¥4 ,33 y2

d) 29,3y 301

10 25
23
=V2<3¥3

inverso de b. ; Qué pasaria si a fuera negativo y b positivo?

a£b26~12b~l:>12231~
a a a

IA
o |

o=
o=
o=
IA
o=

Sia<0yb>0, entonces:

1 1 b 1 b 1 1 1
a<b=a—>b—=1>—=1—>——=—>—
a a a b ab b a

27 68 11 14
<—<

4 5

Es decir, si a es negativo y b positivo y, por tanto, a < b, entonces el inverso de a es menor que el inverso de b.

Esto se podria haber deducido mas facilmente teniendo en cuenta que el inverso de a es negativo y el de b

positivo y un nimero negativo es siempre menor que uno positivo.

10. A partir del desarrollo de (x - y)2, siendo x e y dos numeros reales y xy > 0, demuestra que

(X—y)2:x2+y2—2xy20:>x2+y222xy:
Xy

11. Tres numeros reales positivos a, b y ¢ pueden representar las medidas de los tres lados de un triangulo si
y solo si verifican que la suma de los dos menores es mayor que el mayor. Indica los valores que puede

X+y? Xyt x
Xy Xxy y

2

2

y

X

+122
X

tomar a para que los numeros naturales a, 2a + 1 y 10 sean las medidas de un triangulo.

Se distinguen dos posibilidades:

Si el lado mayor es 2a + 1. Entonces

{2a+1210

=
a+10>2a+1

Si el lado mayor es 10. Entonces

2a+1<10
a+2a+1>10

Luego 3<a<9

a>4,5
a<9

a<4,5
a>3

= 4,5<a<9

= 3<ac<45

Numeros reales | Unidad 1
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SOLUCIONARIO

12. Sean p, g y M numeros reales positivos con q < 100. Demuestra que el nimero obtenido al aumentar M en
100q

100-q

un p %y, posteriormente, disminuir el resultado en un g % es mayor que M si y solo si: p >

Para aumentar la cantidad M en un p % se multiplica dicha cantidad por 1+% :
M M| 1+
100
Para disminuir la cantidad M(1+%} en un q % se multiplica dicha cantidad por 1—% :

M(1+Lj_>M(1+LJ[1_L):M[1_L+L_ﬂj
100 100 100 100 100 10000

Por tanto, M[1—L+L—LJ>M©1—L+L— PI_ 1o PI_ P9 g <100p-100g <
100 100 10000 100 100 10000 10000 100

< 100p - pq >100qg < p(100-q) >100q

Y ya que 100 — g es un numero positivo:

M[1—%+%—%) >M < p(100-q)>1009 < p > 1:)(())O_qq
13 y14. Ejercicios resueltos.
15. Representa en la recta real los siguientes niumeros.
a) 5 b) ; c) 2 d) _%

5
16. Representa en la recta real:
a) 17 c) V11
b) V29 d) V20
2
a) 17=4%+ 12 c) 11:(&) +32
W “ \‘ \ \/W \»\\\
e 3
0 N7 L L
0 V2 11
b) 29=5"+2° d) 20=2%+4?
2| 2|}
0 \28 6 A

17 a19. Ejercicios resueltos.
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SOLUCIONARIO

20. Desarrolla el valor de las expresiones.

a) 2x-3+[2x-3|

b) 2-3x-|2-3x|

Calcula el valor de las expresiones anteriores para los casos x=-1,x=0y x=2.

2x-3-(2x-3) si 2x-3<0
a) 2x-3+[2x-3|= =
2x-3+(2x-3) si 2x-3>0
2-3x—(2-3x) si 2-3x>0
b) 2-3x-[2-3x|= =
2-3x+(2-3x) si 2-3x<0

Para x = —1, el valor de ambas expresiones es 0. Para x = 0, el valor de ambas expresiones es 0. Para x = 2, el

0 Si x<g
2

4x—-6 si ng
2
0 Si x<g
3
-6x+4 si ng
3

valor de la primera expresion es 2, y el de la segunda es -8.

21. Desarrolla el valor de las siguientes expresiones.

a) |x+2+|x-3|

b) x+|x+2/+|x+3|

Calcula el valor de las expresiones anteriores para los casos x=-2, x=0y x= 3.

a) Los valores absolutos que intervienen se anulan parax=-2y x = 3.

—(x+2)-(x-3) si x<-2
|x+2/+|x-3[={ x+2-(x-3) si -2<x<3 =
X+2+x-3 si x>3

-2x+1 si X< -2
5 si 2<x<3
2x—-1 si x>3

b) Los valores absolutos que intervienen se anulan para x=-3y x = -2.

x—(x+2)-(x+3) si  x<-3 -x-5 si  x<-3
X+[x+2/+|x+3|={ x—(x+2)+(x+3) si -3<x<-2 =4 x+1 si -3<x<-2
X+(X+2)+(x+3) si X>-2 3x+5 si X>-2

Para x = =2, el valor de la primera expresion es 5, y el de la segunda es —1. Para x = 0, el valor de ambas

expresiones es 5. Para x = 3, el valor de la primera expresion es 5, y el de la segunda es 14.

22y 23. Ejercicios resueltos.

24. Dados A=(2,4),B=(-2,6]y C=[-3, +x), calcula:
b) AuBuC b)AnBnC
a) AuBuUC=C=[-3, +»)

b) AnNBNC=A=(2,4)

25. Expresa como entorno los intervalos (-5, 2) y [-5, 2].

(-5, 2) es el entorno abierto de centro —% y radio % E(—

[-5, 2] Es el entorno cerrado de centro f% y radio % E[—

c) AnB)uC

c) (AnB)u C=[-3, +x)
d) AuB)nC=B=(-2,6]

N|jw N|w

2

"2

7

2

]

d AuB)nC

Numeros reales | Unidad 1
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SOLUCIONARIO

26. Expresa mediante intervalos y graficamente los siguientes conjuntos de nimeros reales.

a) |x-2/<2 b) |x+3|>1 c) |x+1<2

a) (0,4) b) (—oo,—4]u[—2,+oo) c) [—3,1]
DO —— — ==
0 4 -4 2 0 -3 01

27. Ejercicio interactivo.

28y 29. Ejercicios resueltos.

30. Calcula las mejores aproximaciones por defecto y por exceso y el redondeo de J2 a la unidad, la
centésima y la diezmilésima.

Unidad Centésima | Diezmilésima
Defecto 1 1,41 1,4142
Exceso 2 1,42 1,4143
Redondeo 1 1,41 1,4142

. . . L. 12
31. Halla los errores absoluto y relativo que se cometen al utilizar 1,7 como aproximacion de — .

1
Error absoluto: E, = ‘%—1, 7‘ = g—% = % Error relativo: E, = % = %
7

32. Halla aproximaciones por defecto y por exceso con una, dos y tres cifras decimales de:
a) V5 b) n

Utilizando las aproximaciones anteriores calcula V5+m. ¢En cual de ellas el error absoluto es mayor?

J5 1 cifra 2 cifras 3 cifras - n 1 gi:ra 2§i11‘r:|s 33021"’;3
efecto
Defect 2,2 2,23 2,236 : : :
Exceso 2.3 2.24 2.237 Exceso 3.2 3,15 3,142
V5 + 1 1 cifra 2 cifras 3 cifras
Defecto 53 5,37 5,377
Exceso 5,5 5,39 5,379

El error absoluto es obviamente mayor en las aproximaciones con una cifra decimal.

33y 34. Ejercicios resueltos.

8 Unidad 1| Nameros reales S



SOLUCIONARIO

35.

36.

37.

Calcula las siguientes operaciones y da el resultado en notacién cientifica.

a) 0,000 48 + 0,000 059 e) 1,2-10%+5000-24 -10°
9 8
b) 35 000 000 - 720 000 000 f) 2210 ‘7'1?'10
7,1-10
s 0,000 16(25-10° +2000)
c) 250000 - 5,510 9)
0,0025
23 -12
d) 0,000 000 15 : 0,000 003 h) 107 -55-10

3,5-10%2 +4,3.10%

a) 0,00048 +0,000059=4,8-10"+59-10°=48-10°+59-10°=53,9-10°=5,39 - 10"

b) 35000 000 — 720 000 000 =3,5- 10" =7,2 - 108=3,5-10" =72 - 10" =-68,5 - 10’ =—6,85 - 10°

c) 250000-55-10°=2,5-10°-55-10°=13,75-10""=1,375 - 10"

d) 0,000 000 15:0,000003=1,5-107:3-10°=05-10"=5- 107

e) 1,2-10%+5000-24-10°=12-10°+5-10*-24-10°=1,2-10%+12-10°=13,2 - 10®=1,32 - 10°

2,2:10°-7,8-10° 22.10°-7,8-10° 14,2-10°

= =2.10"°
K 7,1-10" 7,1-10" 7,1-10"
0,000 16(25-10° +2000) 1,6-107*(25-10° +2:10° 1074.27-10°
q) ( ): ( . ):1’6 10 27310 =17,28-10° =1,728-10°
0,0025 2,5-10° 2,510
23 -12 11 11
h) 05510 2510 - 5510 13995107 = 13995 .10°"!

3,5-10% +4,3.10% " 35.107 +4,3-102"  39,3.10%"

Un atomo de hidrégeno (H) tiene una masa de 1,66 - 107 g aproximadamente.
a) ¢Cuéantos 4tomos de H se necesitan para obtener 20 kg de ese gas?
b) ¢Cual es, aproximadamente, la masa de 2,524 - 10® atomos de H?

c) Si 2 g de hidrégeno molecular ocupan un volumen de 22,4 L a 0 °C y a la presién de 1 atm, ¢cuantas
moléculas de hidroégeno contendria un recipiente de 5 L en estas condiciones?

20000

166.102% 1,205-10%® atomos de H seran necesarios para obtener una masa de 20 kg.

a)
b) 2,524.10%°166-1072* =419 g = 0,419 kg

c) El recipiente de 5 litros contiene % gramos de hidrégeno, es decir, % : (1, 66-10'24) =2,689-10%° atomos

i

de hidrégeno. Como cada molécula esta compuesta por dos atomos, habra 1,345 - 10%® moléculas en total.

La masa de la Tierra es de 5,97 - 10% kg, y la de Plutén, de 1,29 - 10?2 kg.
a) ¢Cual es la relaciéon entre ambas masas?

b) Suponiendo que ambos cuerpos fueran esferas perfectas con radios de 6371 y 1160 km, respectivamente,
calcula la densidad aproximada de cada uno de ellos.

a) La masa de la tierra es 5,97-10%* : 1,29 - 10°% = 463 veces mayor que la de Pluton.

24 12
b) Densidad de la Tierra = — 122 _ _ 45'97 107K9 _55.10" kg/km® = w - 5,5 glem®
Volumen 4 so0748 13 10
22
Densidad de Pluton = — 1258 __129-107Kg 4 o7 1012 \g/km?® =197 glom®
Volumen 4 1160° km?

Zr.
3

NUumeros reales | Unidad 1



SOLUCIONARIO

38. Ejercicio resuelto.

39. Simplifica las siguientes expresiones.

4 32 3

a) V2+38-1y1s o) V8 +24/32 + 2128 o 2 (Va)
2 4 \/5 —sas
b) {1444 - _a+@ d) V2+48 9 Ya - a3\/5:3l
V20 +/5 AL

a) VZ+oB-o VI8 =V2+ 2222 =2+ 32 - 2V2 = T2

b) Y144a% - —a+\/3_—@ 2— x/£+\/£ 2\/_——\/£+\/3_— \/a
V84232424128 242+8V2+162  26V2

Cc = = :26
’ %2 V2 )
d) \/\/§+\/§ _Q/\E-FZ\/E \/3[ 4\/§_£_§/§857_82.57
V20 +v5  \2J5 445 J5 ¥5 85 8457 S
3 <
o) a* Ya? (Va) _a' az a? a“*%*%‘%:a?:saw
Va® ab
1 171 2
f Yaaiva 1 ad 1 a3¥a’ 1 a%a‘a® a2 2
s ‘Na T s &7 5 s 2°-@
\/a\/a_3 a“a PR a a2 12
40. Opera y simplifica las siguientes expresiones.
a) 1287 +1622 b) V2v2v2

a) 1287 +162° =128 +162° = V27 +1/23.3™ = 2%\2 1+ 2.3%\/2 = 82 + 14582 — 14662
) \202lz -\ V2 T -5

41. Halla una expresion mas simple para las siguientes.

g o a o Vo
Na ., Va V2+2/a 2-2Va
1++a 1-a

a) Ja - Ja = Ja - Ja =x/5(1+«/§)—x/5(1—\/5)=x/§+a—«/§+a=2a

Vo Vo tidada 1daiia

1- +
1+\/5 1—\/5 1+\/5 1—\/5

& 4 \/5(\/5_2\/5) JE(JE+2J§) _2a-2a 2a+2a _

) Bools 2-2Ne [Va-2a)[V2 2Vs) (2 2a)(Var2de) 2 4a 2 4a
:@—2a—x/£—23 —4a  2a

2-4a 2-4a 2a-1

10  Unidad 1| Ndmeros reales



SOLUCIONARIO

42. Racionaliza los siguientes denominadores.

g 5 o 5 o VB
2J5 25 +1 2J3-3V2

S ) 2 p 20302
245 V326 NN

o 5 5/5 55 5
2J5 2545 10 2

p 5___54& 545 _{5°
245 245.4 25 2

9 5 _ 5(25-1) 4055 105-5 10J5-5
251 (25+1)(25-1) (205 -¢ 451 19

g 3 . 3(3+2%6)  3/3.6/6  3V3+6v6  V3:206
V3-2/6  (Va-2J6)(Va+2/6) 3-46 21 7

o Ve ‘/6(2‘/5““3‘/5) _2\/%+3x/ﬁ__6x/§+6\/§__\/§_\/§
2/3-3V2 (23-342)(23+32) 43-92 6

y 2J3-3V2 2J3-32 _(2@-3‘/5)(2‘/5”@) _4/6+18-12-9V6 _5/6-6

Je—V27  22-3V3  (242-33)(2V2 +3V3) 8-27 19
43. Ejercicio interactivo.
44 a 48. Ejercicios resueltos.

49. Aplicando la definicion, halla el valor de los logaritmos:

a) log; 16 c) Iog7% e) log;3v3 g) log,0,3
b) logs 325 d) log, 33 f) log, /8 h) log, 0,125

2

a) logz 16 = logy 2* = 4

2
b) logs 325 =logs 32 =logs 53:§
c) lo LV R VI S B
T "9 °” - 929~
3 x_3 ] 2 a3 1 1 3 1
d) Ioggx/§=x:9 =33=33=3 =33:>2x=§:>x=gz>loggx/§=g

1

3
e) logy3v3 = x=3¥=33=332=32 :>x=%:>log33x/—:%

x 3
f) Iog1x/§:>(%j =x/§:>2”‘=\/23=22:>x=—%:>log1\/_=—%
. i

2

g) I0930,§=x:3":0,§=%=3‘1:>x=—1:>|og30,§=—1

h) logg 0,125 = x = 8* = 0,125 = 2%~ =%=2*3 = 3x=-3= x=-1=10g40,125 = -1

NUmeros reales | Unidad 1 11



SOLUCIONARIO

50. Tomando log 2 = 0,301 y que log 3 = 0,477, halla:
logs 8 b) log 60 c) log /0,012

_log8 log2®  3log2

a) log,8 = =
) logs log3 log3 log3

=1,893

b) log 60 = log (2:3-10) = log 2 + log 3 + log 10 = 0,301 + 0,477 + 1 =1,778

1

12 2% 1. 12 1 1 ,

¢) logy0,012 =log,| 2~ =log( 2 * = Liog 2~ 10912 10g1000) = L (log(22-3) - log10°) =
) log °97000 09[1000) 2997000 ~ 210912 -1091000) = 7 (log(2":3) ~log10%)

= %(2|ogz +log3-3) = %(2-0,301 +0,477 -3) = -0,9605

51. Toma logaritmos en la expresion A = (x)*.
logA = Iog[(x")x] = xlog(x") = x-xlogx = x?log x

52. Escribe en la forma algebraica las siguientes expresiones.

a) logA=2+2logx-logy c) log C=2Iogx/——logx—logy+3log%/;
b) log B =3(log x— 1) —2(1 = log y) d) log D = log x* + 3log y — log x*
2 2
a) IogA=Iog100+Iogx2—Iogy:logA=Iog100x :A=103X
3,2 3,2
b) IogB=3Iogx+2Iogy—5=Iog);3; :B:’;g’s

c) logC =logx-logx—logy+logy =0=1log1=C =1

3,,3 3 3
Xy Iogy -p=Y

d) logD =logx® +logy® —logx* =log=—— =log*— z
X X X

53. Halla el valor de los siguientes logaritmos utilizando para ello la calculadora.

a) logs 21 b) logo01 12 c) log J§19

In21 In12 In19
a) log,21=——=2,771 b) lo 12 = =-0,540 c) logz19=
) log21=3 ) 10800112 =175751 ) 109519215

=5,360

54 a 56. Ejercicios resueltos.

12 Unidad 1| Nimeros reales Sim



SOLUCIONARIO

57. En un cultivo de bacterias, el nUmero se duplica cada dos dias. Un dia se contabilizan 3000 bacterias.

a) Calcula el numero de bacterias que habra 15 dias después.

b) ¢Cuantos dias han de pasar para que haya el triple de bacterias? Y si el nUmero inicial fuera de 6000
bacterias?

c) Se supone que la poblacidon se estabiliza al alcanzar las 20 000 bacterias. ¢ Cuanto tiempo ha de pasar para
ello?

t
El nimero de bacterias cuando han pasado t dias es N =3000-22 .

a) Para t =15= N =3000-27° = 543 058 bacterias

t t t
b) 3N=N-22 = 22 =3 = log22 :I093:élogZ:Iog3:>t:2~%:3,17 dias
o

El resultado anterior es independiente del niUmero inicial de bacterias.

t

t t log—
c) 20000 =3000-22 = 22 =

t
20000 1002 Z10g20 = Liog2 21022 = t—2.— 3 _ 5,47 dias
=000 3 2 3 log2

3000

58. Cierta sustancia radiactiva tiene un periodo de semidesintegracion de 1600 afios. Calcula la cantidad de

59.

60.

masa a la que se habra reducido 1 kilogramo de esta sustancia al cabo de 10 000 afos.

10000
La masa al cabo de 10 000 afios sera: 1- 0,5 1600 =0,01314 kg=13,14 g

Se depositan en un banco 5000 € durante 2 anos. El banco informa de que el interés es del 3,5 % anual.
a) Calcula el capital acumulado suponiendo que la capitalizacién es anual.

b) ¢A cuanto asciende si es mensual?

c) ¢Cual seria el capital acumulado con una capitalizacién diaria?

d) Interpreta los resultados obtenidos.

a) C=5000-1,0352 = 5356 €

35 \212
b) C=5000 [1 +’—) =5362 €
1200

3,5
36500

2.365
c) C= 5000[1 + j =5362,5 €

d) No se aprecian grandes diferencias al cambiar la acumulacién anual por la mensual, y son casi insignificantes
al cambiarla por acumulacion diaria.

Ejercicio interactivo.

61 a75. Ejercicios resueltos.

NUumeros reales | Unidad 1
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SOLUCIONARIO

EJERCICIOS
Numeros reales

76. Escribe dos niimeros comprendidos entre:
19 20 22

b) — y=x

a) — —_—
)23y23 7

a) Respuesta abierta. 19 = 57,2 = 60 . Entre estos dos numeros estan 2—2 y 59

23 69’ 23 69 69

b) Respuesta abierta. % =3,1428..., n=3,1415... Entre ambos estan 3,1416 y 3,1417.

77. Clasifica los siguientes numeros en racionales e irracionales. En el caso de los racionales, indica su
expresion mediante una fraccién irreducible.

a) 12,121 314 15... c) 12,012121 2... e) 1,123 123123...
b) 12,121 212... d) 1,010 010 001... f) 0,001 002 003 004...

a) 12,121 314 15... lrracional

b) 12,121 212...= 12,12 Racional 100N =12121212... _ g9n _ 1200 = n = 1200 _ 400
N =12,121212... 99 33
c) 12,0121212...= 12,012 Racional 1000N =120121212... _ g90n _ 11892 = v = 11892 _ 1982
10N =120,121212... 990 165
d) ,010010001... lIrracional
e) 1,123123123... = 1123 Racional 1000N =1123,123123... _ g9gn 1122 = y = 1122 _ 374
N =1123123... 999 333

f) 0,001 002 003 004... Irracional

78. Clasifica estos nimeros indicando a qué conjuntos numéricos pertenecen.

a) 25,012 3456... c) -4 e) 2 g) —0,0625
b) 25,425 2525... d) ; f) v2,3 h) —?—Z
a) 25,012 3456... es irracional y real. e) 2 es natural, entero, racional y real.
b) 25,425 252 5... es racional y real. f) /2,3 esirracional y real.
c) —4 es entero, racional y real. g) —/0,0625=-0,25es racional y real.
3 . -65 .
d) 7 es racional y real. h) ST -5 es entero, racional y real.

79. Ordena de menor a mayor estos numeros.

25,0111... 126 25,01 226
5 9
% _252y % —25,1111... El orden es: 25,01 < 25,0111... < % < %
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SOLUCIONARIO

80. Calcula el valor de las expresiones y expresa el resultado mediante nimeros decimales periédicos.

a) 223+22333... b) 1+112+112+112
2,232323...
@+ 223-22 1339
a) 2,23+2,2333... _ 100 90 _ 300 _132561_ 3399 — 1999411764705882352
2,232323... 223-2 221 66300 1700
99 99
b) 1411241124112 =14 12, 1210, 122121999 _ 5655
100 90 99 4950
81. Representa los siguientes nimeros reales.
12
a) — c) V5 e) V7
b) > d) V6 n B

a Y
W\

/ NN
LA
1 8
\
,

| |

|
T L

. Sy s
112 0 5 7
o 6

82. Indica qué numeros reales representan los puntos A y B de la figura.

A=NP+22 -5 B=v22+(\5)" =V4+5-3

Valor absoluto e intervalos

83. Desarrolla las siguientes expresiones.

a) |2x-4l+x b) x|+ 2x| c) Ix=1|+Ix+1] d) x+Ixl+|x+2]

a) |2x—4|+x:{'2"+4+x si x<2 {4—x six<2

2x—4+x si x=2 3x-4 six=2

b) Ix|+2x] ={

-x-2x si x<0 -3x six<0
X+2x si x=0 3x six>0

Se podia haber hecho |x|+|2x| =|x|+2|x| = 3| |

—(x=1)—(x+1) si x<-1 -2x si  x<-1
X—1+x+1 si x>1 2x si x>1

c) |x-1|+|x+1|={—(x-1)+x+1 si —1<x<1=4 2 si -1<x<1

X—X—X—-2 si X<-2 -x—2 si X<-2
X+X+X+2 si x>0 3x+2 si x>0

d) x+|x|+|x+2|:{x—x+x+2 si 2<x<0={x+2 si -2<x<0

84. Dados los conjuntos A = (-2, +wx), B=(-2,0]y C=[0,4),calculaAuBUCyAnBnNnC.

AUBUC=A=(-2,+0) AnBn C={0}

NUmeros reales | Unidad 1
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85. Expresa mediante un intervalo los siguientes conjuntos de numeros reales x y represéntalos en la recta

real.
a) x—l <l b) |2x+6|<1 c) |x|<l
4 3
a (123 b) [xeg<to(Z5 o (211
44 2 2 2 33
F——t—0— F——+—0— —o—t—0—1—
0 1 3 1 -4 _7 _5 -2 10 1 1
4 4 2 2 3 3
Aproximaciones y errores
86. Da la expresion aproximada que se pide en cada caso.
23 . .
a) E2 por exceso con tres cifras decimales
b) J5 +125 por defecto con dos cifras decimales
c) 27 -1 redondeado a tres cifras decimales
a) 2. 3,286
7
b) /5 +125 =13 41
c) 2n-1=5,283
. . L. . . 1+/5 .
87. Acota el error relativo que se comete al tomar como aproximacion del nimero aureo @ = > el numero
racional 1,618.
1+2‘/§ 1618
Error relativo: E, = < 0,000 034 < 0,000 022
1,618 1,618
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88. Escribe las aproximaciones hasta las milésimas, por exceso y por defecto, de los nimeros NG y 3n.

Posteriormente, obtén aproximaciones por defecto y por exceso del producto 3rn- V3.

Acota el error absoluto cometido en ambos casos.

NE) 1 cifra 2 cifras 3 cifras 3n 1 cifra 2 cifras 3 cifras
Defecto 1,7 1,73 1,732 Defecto 9.4 9,42 9,424
Exceso 1,8 1,74 1,733 Exceso 9,5 9,43 9,425

33 1 cifra 2 cifras 3 cifras
Defecto 16,3 16,32 16,324
Exceso 16,4 16,33 16,325

Aproximando con tres decimales por defecto tenemos:
para /3 =1,732 050 8...: E,=0,000 050 8... < 0,000 051
para 3n=9,424 777 9... : E;= 0,000 777 9... < 0,0008
para 3n\/3 =16,324 194 2... 1 E,=0,000 194 2... < 0,0002
Aproximando con tres decimales por exceso tenemos:
para /3 =1,732 050 8...: E,=0,000 949 1... < 0,000 95
para 3n=9,424 777 9... : E;=0,000 222 0... < 0,000 23

para 3n\/3 =16,324 194 2... : E,=0,000 825 7... < 0,000 83

Notacién cientifica

89. Realiza las siguientes operaciones y expresa el resultado en notacion cientifica.
a) 10°-4-10° e) 0,000 06 : 45 000 000
b) 0,000 25 - 0,0015 f) 0,0025-107"%:10%

1,2-108-1,5-10" +6-10°
0,000 003

c) 235000 - 0,000 25 a)

7102 4+5.107"8

d) 15000 000 : 45 000 h)
0,000 000 004

e) 0,000 06 : 45 000 000 = 1,333... - 1072
f) 0,0025-10"°:10%=25-10"

a) 10°-4-10°=9,6-10'
b) 0,000 25 - 0,0015=3,75- 10"

1,2-108-1,5-10" +6-10°

=2,035-10"
0,000 003

c) 235000 - 0,000 25 =5,875 - 10 9)

7-10%° +5.107"®

=1,2675-107°
0,000 000 004

d) 150 000 000 : 450 000 = 3,333...-10° h)

NUumeros reales | Unidad 1
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Potencias y radicales

90. Simplifica las expresiones siguientes.

3+\/§ 2
a) 32(3— “)2;5 f) 4390625 a%h' k) 162 +9°
-2
(2—%) (4 -47)"
b) = g x Ix i ) 3f81a® +2a%24
Blo) =
c) % h) V3v3V3 m) V2 Y4
2
27715 (-75)% 1 1 \F \F
q) 2L )y | Lo 21 Sy
) 45% (-15)% )12 2 ) 313
e) \3+2427 V12 i) ;‘&
Ix
2) P25 303
2(3)-5 11 11
v 3 2 2 1
b) (2 2} (4 -4 ) _ 2 .E _ 22.22_32 _3
672 22372 243
GG 5
2 3 37226 22 33 24 33
R R i R X
g 2770679 (337°(3.52)° 3430 5% 1% 515
) 35 60 35 50 270 £35 260 60 5
45% .(-15) (32.5)7(3-5) 37.5%.3%.5
e) V34227 -12 =43 +2.33-2/3 =53
f) 4390625 a®h'® = {584 =52 ab*4/a = 25ab*4/a
a) \/;3/;4/?=12/X6X4X9 1219 =X1\2/7
h) 333 =$3%3%3 = 37
2
N By AR S PO Y 1f 7. N3 7 W
2 2) 4 2 2V2 4 o 4 2

Coddlx e L6

K) 167 +92 =16 ++/3° = 4427 = 31

) 3Y81a° +2aY24 = 3233 + 4233 = 7233

m) V2 ¥z - ¥z 42 -

)( 3J_J_J_J5+J_J_2+3 5 56

2 V6 J6 6 6
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92.

SOLUCIONARIO

Opera y simplifica.

a) (-2°+(-2)"+ (=22 +..+(-2)° b) %%-%\4/405—4/5 o) 2(2-3v2) +(2-3v2)(2+342)
a) (-2°+(-2)+(-2+...+(-2)°=1-2+4-8+16-32+64-128+256 =171

b) %:‘/%-%\4/405—i‘/—=%.2<‘/§—%.3<‘/§—%=—%<‘/§

¢) 2(2-3v2) +(2-3v2)(2+3v2) =2(4 +18 ~1242) + 418 = 30 242

Racionaliza los denominadores.

a 2 1
a) aGaS d) 1+\/§ g) 1_\/5_\/5
b) 3y e) 26 h) 142
25y? V3 -2 V8 43 442
0) X+2 ) 646 i V2443
2yx+2 23 +3v2 V2 +-/3+4/6
) a 1 Y ¥

a
ot 2Ya? a¥la a¥zz @
b) 3y _ :’>yi3/y73 :3y§’/y73:3§’/y73
Ry Ay vy 2
x+2  (x+2)Vx+2  (x+2)Vx+2 x+2

2Wx+2 2dx+2dx+2  2(x+2) 2

& BhB) ez,
R U1 PN B

26 2.6 ({3 ++2) _2\/ﬁ+2‘/ﬁ:6\/§+4£

B2 (B-2)B+2) 3-2
66 66 (243 -3+2) :12«%-18@:35_2@:6\@_6&

c)

d)

e)

D i3z (Varna) 23 ad2) | 12-18

o 1-v2+43 _ V2443 142443 142443 (1-V244B3)V2 _2-V2-6
(1-v2-B3)(1-v2+43) (1) -3 1+2-202-3  -2\2 2242 4

h) 142 _ 14+/2 _ 1142 _ (1+x/§)(3\/§—\/§) =3x/§—\/§+6—\/g=3\/§—\/§+6—«/6
V8443442 242443442 3V2+43  (3v2+443)(3V2-3) 18-3 15

) V2443 (V2+43)(V2+43-V6)  2+V6 1246 +3-V18 5+26-2V3-3V2
V2443416 (V2 +43+6)(V2 +3 -6) (V2+43) -6 2+3+2/6-6
542J6-2V3-3v2 (5426 -23 -3v2) (26 +1)
- 26 —1 - (246 -1)(2v6 +1) -
_10V6+5+24+26 - 418 -2V3 -6112-3v2 _ 126 +29-1512 1443

241 23

NUmeros reales | Unidad 1
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Logaritmos

93. Aplicando la definicion, calcula el valor de los siguientes logaritmos.

3
a) Iogzé d) Ioglx/ﬁ d) Iogﬁ (2v2)
3
b) Iogl% e) log ;(2v2) h) log, Y64
9 2
1 .
c) Iogm f) log 5 (5) i) 10go,001 10 000

a) I092%=x:>2x=%=2’3:>x=_3

b) Iog1l:x:>(l) B S I DTN
:3 9) 3 2

c) Iogﬁ:x:10":10"3:>x:—3

1) 1 3 3
d) Iog1~/f=x:>(§] =272 537 =32 5 x=—->

3 2
x 3 3x 3
e) Iong(ZJE):x:(x/g) =2x/§:>22 =22:7=§:X=

X
f) Iogﬁ(%jzx:(«/g)x=—:3’2:>32 =3’2:>§=—2:X=—4

X 3 kS 9
g) log; (2\/5)3=x:>(\/§) —(2v2) =(V2°) =22 222 x =9
2
h) |og1va=x:(§j =23 527 =225 x=-2
2

i) 10gg60110 000 = x = 0,001 =10 000 =10* = 10> =10* = x=—%

94. Calcula, si es posible, el valor de x en cada una de las siguientes expresiones.

a) logx8=-3 c) logs (- 81)=x e) logx V2 =0 g) logs x=-1
b) log-3x=9 d) log, x=-2 f) log:2=x h) log, a’=x
2 a

-3
a) Iogx8:—3:>x’3:8:23:(%] =X= e) log, 2 =0 . No existe x.

b) log ; x =9 . No estéa definido. f) log,2=x . No esta definido.
c) log, (-81) = x . No esta definido. g) log; x=-1= x =3 :%
172 2 1)
d) log x=—2:x=[—) =(\2) =2 h) Iog1a2=x:>(—) —a’=a*=a’=>x=-2
N V2 a a
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95. Considerando log 2 = 0,301 y que log 3 = 0,477 y log k= 0,778, calcula los siguientes logaritmos.

a) log 50 c) logk3 e) Iogzw
b) log 0,3 d) log+/12k f) log7,2
100

a) log50 = IogT =1log100 -log2 =2-0,301=1,699

b) 10g0,3 = Iog% =log1-log3 = 0-0,477 = -0,477

c) log,3= log3 _ 0,477 _ 4 513
logk 0,778
2
d) Iog«/@: log12 +logk _ Iog(2 3)+Iogk _ 2log2+log3 +logk _ 2.0,301+0,477+0,778 ~0,9285
2 2 2
Yo log2 +log3+logk
e) Iogz§/6_= logVék _ 3 _0,301+0,477+0,778 _1723

log2 log2 3-0,301

f) log7,2 =Iog%=log72—log10 =Iog(23 32)-1= 3log2+2log3-1=3-0,301+2-0,477-1=0,857

96. Tomando logs; 2 = 0,631 y logs 5 = 1,465, calcula el valor del logaritmo en base 3 de 150.

log, 150 =log, (2-3-52) =log, 2 +10g, 3+ 210g, 5 = 0,631+ 1+ 21,465 = 4,561

97. Calcula el valor de x en cada caso.

a) 2500=20001,05° ¢) 2-10°=x" e) 3-10°=2"" g) 10g9x5+ 1 =1logy 2
b) 20 =logy5 + 15 d) 0,025 =0,5¢" f) |n2i =-In2 h) In3e*=2
e
a) 105% =200 5 . 104105% —log1,25 = xlog1,05 = log1,25 = x = 129425 _ 4 574
2000 4 log1,05

b) 5=log, 5= x*=5=x=35=138

c) x="%210° =335

d) e =%= 0,05 = x =In0,05 = —2,996
-5
e) log(3-10°) = -50xlog2 = X=M=O,3
-50log2

f) Inx-In2-Ine=-In2=Inx=Ine=x=¢e
g) Iogx5+logxx=Iogx2:>logx5x=logx2:>5x=2:>x=%

2-In3

h) IN3+2xIne=2=2x=2-In3= x= =0,451
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98. Toma logaritmos decimales en las siguientes igualdades y desarrolla las expresiones.

2.5 3/,2
a) P=10xyz o) R=y2XL e) y="X
3z ax
2 3 2
b) Q- 100x d) x=a*bdc f) xy= (m+2n)n
X+y m-2n
a) P=10x%yz® = logP =1+3logx +logy + 3log z
2
b) Q=12 _ g0 =2+ 2logx—log(x+y)
X+y
2.,5 _ _
c) R_32X)3/ :>IogR:|092+2|°gX+5|°gy log3-3logz
3z 3
3 3
d) x=a*b’c2=logx =4Ioga+3|ogb+alogc
3/,2
X 2 1
e) y=——=logy =—logx-loga-logx=-loga——logx
ax 3 3
2
f) xy=@:>Iogx+|ogy:Iog(m+2n)+2logn—log(m—2n)
m-2n
99. Expresa el valor de E en cada caso sin que aparezcan logaritmos.
a) log E=2-3log x+logy-5log z c) log E=log (x — 2y) + log (x + 2y)
b) log E =3log 2 —4log x + 3log y — 2log z d) log E=3log (x + 10) — log @ +Iog%
a) IogE:Iog‘IOOrogx3+Iogy7Iogzs=Iog1goﬁ_/:> =%
x°z x°z
3 3
b) logE =log2® —logx* +logy® —logz* = log 8{2 :E:%
X"z X"z
c) logE =log(x—2y)(x+2y) = E =(x—-2y)(x+2y) = x*—4y?
oxiz0 3 (0P 9(x+10)° 9
d) logE =log(x +10)* —log =X % {1og2 =log——~2 - E=2 X" ) __ 3y 40)?
) 10gE =loglx+10) ~log==57= 108 =100 53750 = E = (axv20) 41
3
100. Con la ayuda de la calculadora, obtén aproximaciones decimales hasta las milésimas de los siguientes
logaritmos.
a) logs 20 c) logos60 e) log, 32
5
7
b) log, & d) log ;3 f) log ;3
4
3
a) log,20=12920 _ 5 797 ¢) log,60=-29%0 _ 5907 &) log, 32 :'Ogﬁz—o,zsz
log3 ' log0,5 5 log 2
gi
5
Iog7 J3
7 5 log3 logv3
b) log, —= =-0,243 d) log ;3= =3,17 f) log V3= =1,585
%5 |Og1 2 Iog\/E V2 |og\/§
4

22 Unidad 1| NUmeros reales S



SOLUCIONARIO

Sintesis

101. a) Demuestra que la suma de un ndmero real positivo mas su inverso es superior o igual a 2.
b) ¢En qué caso es exactamente 2?

c) Sin utilizar la calculadora, demuestra que logz 3 + logz 2 > 2.

2
a) Seaa>0, [\/——LJ 20:>a+l—220:>a+122
a a

Ja

b) Vale 2 cuando a=1.

c) log,3= log3 = ! = = log23 y logs2 son numeros inversos y, por el apartado a, logz 3+logz 2 > 2.
log2 1092 log,2
log3

102. Calcula el valor de x en cada una de las expresiones dadas a continuacion.
a) IogJ§x+IogJ§x2 =9

b) log, x-log, x*-log,; x* =1
9 27 81

9 3 9 3
a) Iogﬁx+logﬁx2:9:>IogJ§x3=9:(x/§) =x3:>x:\/372:32:x/§:3x/§

4 2 ) ) | 3
b) log, x-log, x*-log X2=_1:Iogx.logx Jogx® _~ logx-4logx-2logx =_8(ogx)3 TN
s @ a Iog% Iog% log% (-2log3)(-3log3)(~4log3)  24(log3)

3
:(E%] =3:(Iog3x)3=3:>I093x=§/§:x=3%

103. Clasifica los siguientes numeros reales.

3 —log, 8
= J10 1+v5) 3,5 =2 0,16
R hat )1 a9 ()
(32+2(3j ]

o) Jaeed Y10 [1 o [1 Vo 1 Vio_Jio o
10

- = = = = 0=Se trata de un niumero natural.
5910 10 10 10 10 10 10 10 -

(1+J§)3 3+V5 _143/5+15+5v5 (3+v5)(V5+1) _16+8/5 3v5+3+5+5
8 51 8 T (5-0B+1) 8 ) =245 -(2+45) =0

Por tanto, se trata de un nimero natural.

b)

, B _1-@3:33{1_23

B 33

1 ) -1 27—1
(32+2~[j J
3
0,16 \/ .
d) ,/2,/2,(log, 102 = 2\/2,/Iogz16 = 2\/2\/2 =2 =Se trata de un nimero natural.

] =3%_2% =27-8 =19 =Se trata de un niimero natural.
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104. Calcula el valor de:

;
a) log, 165 ¢) V(2++2) "z

2 V125 +\45

log2+log4 +log8
b) log,log, N2 ) d) i/ g IOZQ g

a) |og ﬂ—k)g ﬂ—[og ﬂ—[og \/E—_l
NV125 4445 a\5J543%5 2\ 8ls 3 2

1
b) -log, (Iog2 W2 ) = -log, (Iog2 28) = —Iog% =—log,2°%=3

o Voev2) ™7 Y2iv2) ™ _Y2iv2) 2442

d) s log2 +log4 +log8 6 log2+2log2+3log2 6 6log2 _%p
log2 log2 log2

105. Para a y b positivos y diferentes de la unidad, demuestra que log. b - logsa = 1.

_logh loga _q

log, b-log, a = =
9 9 loga logb

CUESTIONES

106. Indica, razonadamente, si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas.
a) La suma de dos numeros irracionales es siempre un namero irracional.
b) La suma de un numero irracional con uno racional da como resultado un nimero irracional.

c) La suma de dos numeros racionales puede ser irracional.

a) Es falso. Por ejemplo, V2 y —/2 son dos nimeros irracionales, y su suma es 0, numero racional.

b) Verdadero, ya que si la suma de un irracional I mas uno racional R diera como resultado otro racional R’,
tendriamos que I =R’ — R y esto no es posible, la resta de dos racionales es racional.

c) Falso, la suma de dos fracciones da siempre como resultado otra fraccion.

107. Con la ayuda de ejemplos estudia si siempre se verifica las siguientes relaciones.

la+ bl = lal+bl la— bl <lal-|bl|

No siempre son verdaderas:

la+bl=[3+(-4) =1

= la+bl<lal+Ibl
lal + bl =13 +]|-4] =7

a=3 b:—4:{

la—bl=|3-(-4)=7

= la-bl>lal-Ibl
lal - bl = 3] - -4| = ~1

a=3 b:—4:>{
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SOLUCIONARIO

108. Encuentra el error en el siguiente razonamiento.
11 1 (1) 1)° 1)* 1 1
16>8=22'>2= > =|-| >|=| =log,| = | >log,| = | = 3log,| — |>4log,| -
777 (2) (2) 92(2) 92[2J 92@ 92@
y simplificando: 3 > 4.

Como log, (%j < 0 al simplificar esta cantidad negativa en los dos miembros de la inecuacion, se debe cambiar su

sentido, por lo que la conclusion valida seria 3log, [%) > 4log, [%) =3<4

109. Representa en la recta real el conjunto de valores reales x tales que 2X—% <1 y determinala mediante un
intervalo.
1 11 1 1 2
2X——| <1 |X——|< == Xxe|-——, —
3 6] 2 3 3
ettt
1 0 2
3 3
PROBLEMAS

110. Al realizar una encuesta sobre el interés de los habitantes de una localidad en relacién con los equipos
informaticos, se observo que exactamente el numero de encuestados que contestaron que en su casa habia
mas de un ordenador era el 40,454545... % del total.

¢Cuantas personas formaban parte de la muestra si se sabe que eran menos de 300?

_ 40,4545...

N 10 000N = 4045,454 545... 4005 89
100

= 0,404 545 45... = 0,4045 = SN=—— =
{100N = 40,454 545... 9900 220

Para calcular el nimero de encuestados que contestaron que tenian mas de un ordenador, se debe multiplicar el

total por la fraccién irreducibleﬁ .
220

Por tanto, el numero total de encuestados debe ser multiplo de 220 y, al ser menor que 300, es exactamente 220.

111. Juan ha comprado 2,320 kg de patatas a 0,65 €/kg, 4,035 kg de naranjas, a 2,15 €/kg, y 1,475 kg de
manzanas, a 3,25 €/kg. Al hacer la cuenta, obviamente se debe redondear a los céntimos de euro.

a) ¢A cuanto ascendera dicha cuenta si primero se suman los precios y después se redondea el precio total?
b) (Y sise hace a la inversa; es decir, se redondea cada precio parcial y después se suman los redondeos?

c) ¢Cual es el porcentaje de aumento en el precio total al realizar la cuenta de la segunda forma con respecto a
realizarla de la primera manera?

a) 2,320-0,65 +4,035-:2,15 + 1,475-3,25 = 1,508 +8,67525 + 4,79375 = 14,977 = 14,98 €
b) 2,320-0,65 + 4,035-2,15 + 1,475-3,25= 1,51 + 8,68 + 4,79=14,98 €

¢) No hay variacion de precio.
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112. La maxima distancia de la Tierra a la Luna es de 4,07-108 m y el radio de la Luna mide 1737,5 km. Calcula
la distancia de la Tierra a la Luna tomando como unidad el diametro de la Luna.

4,07-10° m _ 4,07-10° m
2-1737,5km 3475000 m

=117,12

La distancia de la Tierra a la Luna es de aproximadamente 117,12 diametros lunares.

113. El nivel de intensidad del sonido puede ser expresado en decibelios mediante la formula §§ = 10Iog[IL]
0
donde B es el numero de decibelios del sonido, / es la intensidad del sonido estudiado medido en
vatios/cm® e I indica la intensidad del sonido minimo que puede ser oido por el ser humano
(1 0" vatioslmz)
a) Calcula los decibelios (dB) de una conversacion normal que presenta una intensidad de 107 vatios/m>.
b) ¢Cuantos decibelios corresponden al sonido minimo que puede oir el ser humano?

c) ¢Cual es la intensidad en vatios/cm? del umbral de dolor en el oido humano sabiendo que se corresponde con
120 dB?

d) Un sonido es de 30 dB. ;Cuantas veces es mas intenso que un sonido de 20 dB? ;Y si se compara un sonido
de 40 dB con uno de 30 dB?

-7

a) B—1OIog[11(§)—_12]—10Iog105 =10-5=50 dB

10712
b) B—’IOIog[m—_n]—’IOIog’l—‘IOO—O dB

c) 120:10|09[10I_12]2|09[10+12j:12:>1 L 10 = 1 210° =1 vatio/m? = 10 vatio/cm?

0—12

d) p=10log —" og( V=B o106 - Ly 1070102 =5 — 1070
R T A T ) T I T

30

=12

- -101 “-107° -9
p=30= I(30)_1020 =10 3@:&10 =10, el sonido de 30 dB es 10 veces mas intenso que el de
B=20 /(20)=1010 2 —qg0 (20 107

20 dB.

De igual manera, el sonido de 40 dB es 10 mas intenso que el de 30 dB.

114. La poblacion de bacterias inicial de un cultivo es de 6000. Se estima que dicha poblacion aumenta en un
100 % cada 4 dias. Calcula la poblaciéon que habra a los 12 dias.

a) Si se cambia la estimacion de crecimiento y se supone que cada dos dias aumenta en un 50 %, ¢cual sera la
poblacion a los 12 dias?

b) (Y sise supone que cada dia aumenta en un 25 %?
t

El nimero de bacterias cuando han pasado t dias es P =6000-24 , por tanto, para t = 12 dias tendremos
12

P =6000-24 =6000-2° = 48 000 bacterias.

t 12
a) Ahora P =6000:1,52 , conlo que sit=12 tenemos P =6000-1,52 =6000-1, 5% = 68 344 bacterias.

b) P =6000-125'= P(12) = 6000-1,25'2 = 87 311 bacterias.

Unidad 1| Nameros reales S



SOLUCIONARIO

115. Javier pretende colocar césped artificial en un jardin cuadrado, sabiendo que su lado tiene una longitud, en
metros, comprendida entre 15 y 16.

El coste de cada metro cuadrado de dicho césped asciende a 30 € y 10 CENT, y el presupuesto con el que
cuenta es de 7000 €.

Calcula los costes maximo y minimo, y decide si habra presupuesto para la obra.

15<lado<16 = 225<43rea<256 = 67725 <coste <7705,6

Por tanto, el presupuesto podria ser insuficiente.

116. El

area de un cuadrado es de 10,5 cm?. Calcula las areas de sus circulos inscrito y circunscrito,

redondeando los resultados con dos cifras decimales.

El lado del cuadrado mide x =+/10,5 = 3,24 cm.

La diagonal del cuadrado mide +/2-10,5 = 4,58 cm. /

Area del circulo inscrito: S =nr? = n(

Area del circulo circunscrito: S = nr? = n(

2
3§4j =8,24 cm?

4,58

2
) =16,47 cm?

117. Se han obtenido experimentalmente las siguientes férmulas, que expresan el porcentaje P de altura de los
nifos y adolescentes de 6 a 15 anos de edad en relacion con la altura media de un adulto:

Para nifias P= 31,1 In(Edad) + 16,3
Para nifios P = 18,6 In(Edad) + 37

a)
b)

c)

a)

b)

c)

Calcula el porcentaje de altura de los y las adolescentes de 6, 10 y 15 afios de edad.

¢, Qué edad aproximada se puede esperar que, segun este modelo, tenga una nifia con 75 % de altura media
de la edad adulta? ¢ Y un nifio?

Si este modelo fuera valido para los varones de 6 a 18 afios, ¢qué edad tendrian al alcanzar la altura maxima
del 100 %? Critica el resultado.

Para nifias P(6)=72 % P(10)=88 % P(15)=100 %
Para nifios P(6)=70 % P(10)=80 % P(15)=87 %

P-16,3 75-16,3

Para nifias Edad=e 3" — Edad=e %" =6,6 afios
P-37 75-16,3

Para nifios Edad=e '8¢ = Edad=e 3" =7,7 afios

100-37
Edad=e '8 =296 afios.

Obviamente, el modelo no sirve para los varones mayores de 15 afios.
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118.

119.

120.

121.

, . 1+
Demuestra que el nUmero aureo ® =

1

a) O>=d+1 b) @-1=— ) =241

D -1

a) @2:[%\/5]2 _ 1+5+2V5 _ 6+2v5 _ 3++5 _ 1++/5

1+ =1+®
2

2 4 4 2
2
b) @2:”@:)‘);:1*@3@:1”2@_1:1
o > ®
Q) - Dd-(14p)p- 1t P+
T o
®

La escala cromatica del piano esta formada por las doce notas (doce semitonos) que aparecen en la figura.

El nimero de vibraciones por segundo de cada nota es igual al producto del nimero de vibraciones de la

nota anterior por el nimero irracional 2.

a) Encuentra una expresion que determine el nUmero de vibraciones por segundo segun el lugar que ocupe en la
escala (por ejemplo el Do ocupa el lugar 0, el Si bemol, el lugar 10, y el Si, el lugar 11) y suponiendo que el

numero de vibraciones por segundo correspondientes a la nota Do es n.

b) Escribe las vibraciones por segundo correspondientes a cada nota sabiendo que las correspondientes a La son

440.

a) N(k)=n'dx _ 440

Wy

5 verifica las siguientes propiedades.

b) N©)=n%2° =440 = n = 222 - 262 = N(k) = 440'J2<°

Do Mi . Fa La Si .
Do sostenido Re bemol Mi Fa sostenido Sol bemol La bemol Si
262 277 294 311 330 | 349 370 392 | 415 | 440 | 466 | 494

En una disolucion de 5 L de HCIO4 hemos encontrado 0,2 moles de iones hidronio.

a) Calcula cual es el pH de la disolucién anterior.

b) Si queremos que el pH de la disolucién anterior quede multiplicado por 2, ;cuantos litros de disolvente

necesitariamos?

a) pH= —Iog[H3O*} = —Iog(%j =-log0,04 =1,4

b) pH=-log [H3O+] =28= [H30+] =1072% =1,6-10° mol/L , luego necesitaremos

Un automovil que costé 14 425 € se deprecia un 15 % anual.
a) ¢Cuanto valdra a los 6 afos?

b) ¢Cuantos afios deben pasar para que su valor sea inferior a 3600 €7

a) Alos 6 arios, el coche valdra 14425-0,85° = 5440,38 €.

b) Para calcular dentro de cuantos afios su valor sera inferior a 3600 € se resuelve la siguiente inecuacion:

3600

14425.0,85' < 3600 = 0,85 < 600
14425

3
4425
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122. Una poblacién de conejos aumenta anualmente en un 50 %. Si en el momento inicial habia 100 conejos:

a)
b)

c)

¢,Cuantos habra al cabo de 10 afios?
¢, Cuanto tiempo debe transcurrir para que su nimero sea de 30 0007

Si debido a una enfermedad, la tasa de crecimiento cayera al 10 %, ¢ cuanto tiempo tardaria la poblacion inicial
en triplicarse?

t=10= P(10)=100-1,5" =5766,5 . Habra 5767 conejos.

100-15' = 30000 = 15! =300 = ¢ = 9390 _ 44 06 afios
log1,5
10011 =300 = 11 =3 = t =1°93 _ 1153 arios
log1,1

123. Debido a una fuerte crisis econdémica, el valor de una vivienda, cuando han pasado t afios desde su
adquisicion, es V = ke* . La vivienda se compré por 350 000 €, y a los 5 aiios valia 225 000 €.

a)
b)

c)

d)

a)

b)

c)

d)

Calcula el valorde ky o .
Calcula el valor de la vivienda a los 20 afios si sigue la misma depreciacion.

¢,Cuanto tiempo debe pasar desde la compra, para que el valor de la vivienda se haya reducido a la tercera
parte?

Un trabajador que gana el salario medio puede comprar una vivienda de 90 metros cuadrados. Si el salario
medio aumenta un 3 % cada afo, al cabo de 10 afios, ¢cual sera la superficie de la vivienda que podria
comprar el mismo trabajador? (supén que el resto de sus condiciones de vida no han variado.)

t =0 = 350 000 = ke’ = k =350 000

t=5= 225000 = ke%* = e°* =M=i:>oc=llni
350000 14 5 14

Lln[ij
Por tanto, V =350 000e® ‘"

20 (9
In

V =350 000e ® ﬁj ~59776€

=12,43 afios

t (9 5In(1j
Sl =
LARyA (14jz>iln[ijzln(lJ:>t: 3
3 5 \14 3 In( 9 ]
14
Sea x € el precio inicial de cada m? de la vivienda.

90x 9000x
S

El trabajador paga 90x, es decir el T-100 = % de su salario. Se supone que este porcentaje se

mantiene en el tiempo.

Al cabo de 10 afios el trabajador gana S-1,03' por lo que puede dedicar 9OTXS-LOS10 =90x-1,03" € para

adquirir la vivienda.

10, (9 2
—In| =
Como el precio de cada metro cuadrado ha pasado a ser xe® n[”) :x[ 9 j :ﬂx, podra comprar una

14) 196
vivienda de:
10 . 10
90x8-11,03 _ 90-196-1,03 _ 293 m?
oty 81
196
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124. En la tabla siguiente aparecen las medidas de una nifa y de una torre.

Altura
Real Obtenida con ir!strumento
de medida
92 cm 90 cm
38 m 37T m

Indica cual de las dos medidas ha sido mas precisa y justifica tu respuesta.

En el primer caso, el error relativo es 9% :%. En el segundo, el error relativo es % Por tanto, la medida de la

nifia es mas precisa, ya que el error relativo es menor.

125. Se llama unidad astronémica (UA) a la distancia media que separa la Tierra del Sol y que equivale a
1,49598-10° km.

a) Sabiendo que el 1 de enero la distancia entre la Tierra y el Sol es de 1,471-10% km, exprésala en unidades
astronémicas.

b) Sabiendo que la distancia media entre Jupiter y el Sol es de 5,2 UA, exprésala en kilometros.

1,471-108 8 8
a) ——— - =0,9833 UA b) 5,2:1,49598.10° =7,779-10%km
1,49598-10
PARA PROFUNDIZAR

126. Demuestra que si a, b y ¢ son numeros positivos y diferentes, entonces se verifica la siguiente
desigualdad.

(a+b+c)[l+1+1)>9
a b c

Utilizando el resultado del ejercicio 101.a):

(a+b+c)(l+l+lj:i+i+i+£+£+£+£+£+£:1+1+1+i+£+i+£+£+£>3+2+2+2:9
a b ¢c) a b c¢c a b c¢c a c b a ¢c a ¢ a
127.Calcula de forma exacta el nimero irracional que representa la relacion entre la diagonal A

de un pentagono regular y su lado. Comprueba que se trata del nimero aureo.

Para ello, sigue los siguientes pasos: E B
a) Demuestra que los triangulos DFC y DBC son semejantes calculando sus angulos.

b) Demuestra que el triangulo BFC es isosceles.

c) Aplicando el teorema de Tales, calcula la relacion entre los lados que corresponden a la diagonaEI)y el Iado%el

pentagono.

(2-5-4)-90°

a) El angulo interior de un pentagono regular es =108°.

El triangulo DBC es isésceles, y sus angulos miden 108°, 36° y 36°.
El triangulo DFC es también isésceles, y sus angulos miden 36°, 36° y 108°. DFCy DBC son semejantes.
b) El angulo BCF mide 108° — 36° = 72°, el angulo BFC también mide 180° — 108° = 72°. BFC es isOsceles.

c) Suponiendo un pentagono regular de lado 1 y aplicando el teorema de Tales a los triangulos semejantes:

DB DC x 1 ) ) 14144 1+5 DB 1++/5
— = —=———= X - X=1=2 X" -x-1=0=> x = = > X=—=—-—7=0
DC DF 1 x-1 2 2 DC 2

(En la ecuacién de segundo grado, la otra solucion es negativa y no tiene sentido)
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128. Racionaliza el denominador de la expresion: %
2-32

22 (2-W2) (4+2%2+%4) 8ra¥2+2¥a 432 -4 s 8-2

1 4+232 +3a 4+232+3a 4+232+34  442¥2+%a
6

Se ha utilizado que a-b’= (@a-h) - (a2+ ab + bz).

ENTORNO MATEMATICO

Una piscina con estética

Mario y Priscila son una pareja muy moderna, con un buen nivel econémico, una buena vida social y una familia
envidiable; pero ultimamente se encuentran algo aburridos. Deciden gastarse la herencia de la tia Edurne en la
construcciéon de una piscina en la azotea de su atico del centro de la ciudad. Pero, jclaro! no puede ser una
piscina cualquiera.

c Priscila se acuerda de haber leido que las proporciones para que un

B F rectangulo sea lo mas estético posible son aquellas que si al rectangulo total
le quitas un cuadrado de lado la dimensién menor, el rectangulo pequefo que

AN queda es proporcional a dicho rectangulo inicial. Esta propiedad, si mal no

N recuerda, la cumplen objetos tan cotidianos como el DNI o las innumerables
\ tarjetas del banco con las que cuentan.

) Mario no se lo cree mucho y mide su carnet de identidad. Resulta tener 8,6 cm
A E de largo por 5,4 cm de ancho. Haz tu las cuentas que creas convenientes para
F D comprobar si efectivamente Priscila tiene o no razon.

La piscina que quieren construir debe tener estas estéticas proporciones y su dimensiéon mayor debe ser de
2425 m. Ademas, quieren poner una franja de 1,5 m de césped artificial alrededor de todo el perimetro.

a) Calcula la dimensién menor de la piscina.

b) Calcula el area de césped que quieren poner.

c) Calcula el tiempo que tardaran en llenar la piscina si la altura en todos sus puntos es de J5 metros y el grifo surte
30 L cada minuto.

Si llamamos a y b al lado mayor y menor, respectivamente, de un rectangulo que cumpla las condiciones del enunciado
tendremos:

2
a_ b 2 ah-pma?ab-p? :0:[3j ~2 420
b a-b b b
. 145 .
Por tanto, el cociente entre el lado mayor y el menor debe ser > = @ =1,618, por ello, los rectangulos que cumplen

esta condicion se llaman rectangulos aureos.

El cociente de las dimensiones del DNI es % =1,593 y, aunque se acerca, no es exactamente un rectangulo aureo.

)

a) 2+2\/§_1+\/§:>b_4(1+x/g)_
b 2 RN

b) La superficie del césped sera: S = 7(5+2\/§)—4(2+2\/§) =35+145-8-85 =27 +615 m?.

4 m.

c) El volumen de la piscina es V=\/§~4-(2+2\/§)=8\/§+40 m? =(8\/§+40)1000 L.

(8v/5 +40)1000
30

El tiempo que se tardara en llenar sera =1930minutos = 32 horas .
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Pinturas prehistéricas
La conservacion en buenas condiciones de las pinturas prehistéricas de las cuevas exige, entre otros aspectos,
el control de la temperatura en el interior de la gruta.

Para que dicha temperatura se mantenga entre unos limites aceptables, un equipo de ingenieros ha ideado un
sistema de compuertas en el pasadizo que da la entrada a la cueva. La longitud total de dicho pasadizo se
dividira en compartimentos de 30 m de largo separados por puertas de cierre hermético de forma que la
temperatura de cada compartimento serd un 5 % mas baja que la temperatura del compartimento
inmediatamente anterior.

a) Calcula la temperatura del cuarto compartimento sabiendo que en el primero hay 25 °C.

b) Calcula la temperatura en el octavo compartimento si en el quinto hay 21 °C. En este caso, ¢cual sera la
temperatura del primer compartimento?

c) Disefia una hoja de calculo en el que se obtengan las temperaturas de los diferentes compartimentos en relacion
con la temperatura inicial.

d) ;Cuantos compartimentos se han debido construir para que la temperatura del ultimo baje por primera vez a la
cuarta parte de la temperatura del compartimento inicial? En este caso, ¢cudl es la longitud total del pasadizo de
entrada?

a) Latemperatura en el compartimento k serd Ty = 250,95

Por tanto: T4 = 25-0,95° = 20,43 °C

b) Ts=T50,95"°=210,95"=18°C

Ts=T1095" =T, = L“ = A4 =25,78°C
0,95 0,95
c)
A B
1 | COMPARTIMENTO | TEMPERATURA
2 1 T4
3 =A2+1 =B2*0,95
4 Copiar celda Copiar celda
inmediatamente inmediatamente
superior superior
5 Copiar celda Copiar celda
inmediatamente inmediatamente
superior superior
T log0,25

d) in 7.0,95¢'=0,95"=025= Kk =1+ = 28 compartimentos.

log0,95

Por tanto, el pasadizo mide 28-30 = 840 m.
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AUTOEVALUACION
Comprueba qué has aprendido
1. Calcula el valor y simplifica.
a) 2,4555...+2,555... b) 11
1,222... 94
1
3+ ]
44—
5
21, 23
a) 2,4555...+2,555... _ 9011 9 _4_,4 b) 11 _ 11 _ 121 _ 68
1,222... 1" 10 9. : 21 2.2 157
9 3+71 3+ 68
4. 21
5

3.

4.

5.

68 ‘.
21l
1
iy 1 1
Desarrolla la expresion: 2x—5—3 X+E

2x—l+3x+i si x<—l 5x+1 si x<—l
2 2 2 2

2,(_1_3)(—E si xz-l -x-2 si xz—l
2 2 2

2x—l—3 X+—
2

Expresa mediante union de intervalos el conjunto:

{xeRI |x+2|<1ju{xeR/ [x-5/<1}

(-3,-1u(4,6)

La masa de la Tierra es aproximadamente de 6-10%* kg, la de un atomo de oxigeno es, aproximadamente, de
2,65:107% g, y la de Jorge, 75 kg. Calcula las relaciones entre las masas de la Tierra y de Jorge y entre las
masas de Jorge y del atomo de oxigeno. ¢ Cual es mayor?

mp _8:10% o o2 m,__ 75

=————-=283.10%
m, 75 my  2,65-10

Por tanto, es superior la relacion entre la masa de Jorge y la masa del atomo de oxigeno.
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6. Halla los errores absoluto y relativo que se cometen al utilizar 2,5 como aproximacion de 2,5.

N
N
w
-

Error absoluto: E; = |2,5 - 2,5| = E —i‘ = % Error relativo: E,=% = B9 = %

7. Simplifica las siguientes expresiones.

1024 .5712.g7 3 11
ay ——— = b) |——— c) —.—+1024
) 2518 ) J5++/20 ) {213
10257287 (25)"57(2) p.5u.5r g 1 _1
a) 18 - 18 - 36 - Y T3 Ty
25 (52) 5 228

356 \5 B {54 5 5
o il ([T (3] = -

8. Racionaliza los denominadores y simplifica todo lo que puedas las expresiones resultantes.

b)\/ R EE _\/3 1 1 Y {5 thos
V5420 \5+25

) 243 -1 by o 54
J54 454 243 -1

o 2031 (2y3-1)v54 2162-v54 2.9V2-3V6 18V2-3V6 6v2-6
Js54  sasa 54 - 54 54 18

1 1 {2°.3 Y223 424 44
b) = = = = =
V54 Y238 Y2.3° Y223 {2t3¢ 23 6

54 3V6(2V3+1)  6/18+3V6  18V2+3V6

R R P - P S R S R ¥

9. Calcula el valor de x en:

a) Iogﬁ%=x b) log,—=

3 5
c) IOQ1L=§:(1)3 ! =273 22 L 5-24x=x=3
14
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10. Sabiendo que log 2 = a, calcula, en funcién de a el valor de Iog%.

100 8

50 3
log—— =10g50 -10g 0,08 =log—— -log—— =10g100 —-log2 —log8 +1og100 =2 —-log2 —-log2° + 2 =
90,08 g g g 5 9100 g g J ¢] g g

=4-log2-3log2=4-4log2=4-4a

11. Calcula el tiempo necesario para que un capital colocado al 5 % de interés anual compuesto aumente en un
50 %.

log1,5

1,5C =C-1,05' =1,05' =1,5 = log1,05' =log1,5 = t-log1,05 =log15 =t = o105
og1,

= 8,31anos.

Relaciona y contesta

Elige la unica respuesta correcta en cada caso

1. Si ay b son numeros reales estrictamente positivos y diferentes de la unidad, la expresion 1-log, b

°g, b vale
1+log, b

A. Iogab(gj B. log,., (ab) C. log,, (ab) D. 1

logh loga—logb a

1- log| —

1-log, b~ loga __ loga _loga-logb _ b ~ log (gj la respuesta A.
1+log,b 4, logb loga+logb loga+logh logab @\p)’

loga loga

-1
2. Sean ay b dos numeros reales no nulos y tales que a= b+/3 . El valor de (3ab_ba) es:

A 3 B. V3 C. a+bV3 D. 3-4/3

[ a-b j1 _( b3 -b T 3-y3 (3-V3)(3+1) 303.3-3_3 _
3b-a) (3b-by3) 3-1 (V3 -1)(v3 +1) - 3-1 I

3. Silog,%0,125 = x , entonces el valor de xn es:
A. -1 B. 2 C. -3 D. x"

log, ¥/0,125 = x = 2* =§/0,125 = 2*" =0,125 = % =23 = xn=-3, respuesta -3, la C.

Senala, en cada caso, las respuestas correctas

4. Las siguientes igualdades son ciertas para cualesquiera valores reales estrictamente positivos:

A a®) = (a*)’ B. (a*)" =(a°) c. a” =(a") D. a%) =g’

b
(@) =a* =(a°) , por lo que B y C son ciertas.

3
En cambio A y D son falsas, por ejemplo, 2(2 ) =28 — 256 no coincide con (22)3 =43=64 nicon 22=4.
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5. Elnumero \/%+\/§ + %—\/E pertenece al conjunto:

A N B. Z C. Q D. R

{Jﬁ#ﬁ}z :%+ 2+2[\/%+J§J[\/%—\/§J+g—\/§:3+2J%j=3+2%=3+1:4

Por tanto, el nimero dado es «/Z =2, natural, y, por tanto, todas las respuestas son validas.

Elige la relacion correcta entre las dos afirmaciones dadas

6. Sean los subconjuntos M=[-2,3)U[6,8), N=[1,5]0u(7,9)yP=[1,3)u (7, 10].
Se consideran las siguientes afirmaciones:
1. El nimero real x pertenece al conjunto (M U N) n (M U P).
2. El namero real x pertenece al conjunto [-2, 3) U (6, 9).

A1 2 C. 1y 2 son excluyentes entre si.

B. 1= 2pero2 =5 1 D. Nada de lo anterior.

MUNyN(MuP)=[-2,3)uU[6,9),luego2 = 1 pero 1 ,—5 2 (para entender lo anterior basta pensar en x = 6).
La respuesta es la D.

Senala el dato innecesario para contestar

7. Se desea saber el rédito al que hay que colocar un capital a interés compuesto para que se doble. Para ello
se dan los datos:

1. El capital invertido asciende a 12 000 €.

2. El tiempo que va a durar la inversion es de doce ainos.
3. La capitalizaciéon sera mensual.

A. Puede eliminarse el dato 1.

B. Puede eliminarse el dato 2.

C. Puede eliminarse el dato 3.

D. No puede eliminarse ningun dato.

Claramente necesitamos conocer el tiempo que dura la inversiéon (t afos) y el periodo de capitalizacion

(n capitalizaciones al afio) para calcular el rédito r %, pero no es necesario conocer el capital inicial Co, ya que si
queremos doblar el capital inicial

nt nt 1 1
200:00[1+ 4 j :2:(1+ s j = 27 =14+—— = r =100n-| 2 1| que no depende de Co
100n 100n 100n

La solucién es la A.
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1y2.

3.

2 Algebra

EJERCICIOS PROPUESTOS

Ejercicios resueltos.

Realiza las siguientes operaciones con polinomios.

a) B +2x-5)2xX+x-3) b) 2x-3)(-2C+2)+x (-2 +x+1) ¢) 4 —x+3)-2(*+3x)(-2x+5)

a) (3x2+2x—5)(2x2+x—3)=6x4+3x3—9x2+4x3+2x2—6x—10x2—5x+15=6x4+7x3—17x2—11x+15
b) (2x—3)(—2x2+2)+x(—2x2+x+1)=—4x3+4x+6x2—6—2x3+x2+x=—6x3+7x2+5x—6
c) 4(x3—x+3)—2(x2+3x)(—2x+5)=4x3—4x+12+4x3—1Ox2+12)(2—30x=8x3+2x2—34x+12

Calcula los valores de a y b para que se verifiquen las siguientes igualdades.
a) (3x2 - 5x+ a)(2x2 + bx) = 6x* — 19x° + 19x° — 6x
b) 2(x+ 3)2— 3(x+a)= 2X* + bx+3

3b-10=-19
a) (3x* - 5x+ a)(2x* + bx) =6x" + (3b — 10)x° + (2a — 5b)x* + abx :{Za—Sb:w —a=2b=-3
ab=-6

b) 2(x+3)* - 3(x+a)=2x"+9x + (18 - 3a) = ?8:_‘)38:3351:5, b=9

Efectua las siguientes divisiones.
a) B +2X+x-5): (3¢ +2)

b) (3x' -2 —x+4): (* +x+ 2)
c) (X*-3x*—x+6): (2x°-2x + 3)

a) 3x+2¢+x-5 [ 3X+2 c) -3 -x+6 2x° = 2x+ 3
-3x° -2x x+g - +x—g 1
- 3 2 2
2 -x-5 - 3% +%
—2x% _4
3
19
_X__
3
b) 3x* —2% - x+4 | X+ 2
-3x" - 3x° - 6x° 3x -3x-5
-3x°-8x* - x
3+ 3x% + 6x
—5x% + 5x + 4
5x° + 5x + 10
10x + 14

Algebra | Unidad 2
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Efectia las siguientes divisiones aplicando la regla de Ruffini.

a) B +2X°+x-5):(x+2)
b) (3x*—2X* —x+4): (x+2)
c) (X*-3xX-x+6): (2x+3)

a)

d) (4x*-3x*+5):(-x+5)
e) (2xX°—12x—6x* —117): (x - 3)

3 2 1 -5

—2 -6 -18

| 3 -4 9 -23

Cociente: 3x* — 4x + 9 Resto: —23

b) 3 0 -2 -1 4

-2 -6 12 -20 42
| 3 -6 10 -21 46
Cociente: 3x° — 6x + 10x — 21 Resto: 46

c) Como el divisor no es de la forma x — a, antes de aplicar Ruffini se dividen el dividendo y el divisor por 2.

1 3 1
2 2 2
3 3 27 69
2 2 8 16
1 9 23 21
2 4 8 1
1, 9 23

Cociente: —x* ——x+—
2 4 8

d) Como el divisor no es de la forma x — a, antes de aplicar Ruffini se cambia el signo al dividendo y al divisor.

‘ 4 0 3 0 -5
5 20  -100 -485 -2425
| -4 20 -97 485 -2430
Cociente: —4x° — 20x* - 97x — 485  Resto: 2430
e) ‘ 2 0 12 -6 0 117
3 6 18 18 36 108
| 2 6 6 12 36 -9
Cociente: 2x* + 6x° + 6x° + 12x+ 36 Resto: -9

Unidad 2| Algebra
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Utiliza Ruffini para calcular el valor de a y b que hace que las siguientes divisiones sean exactas.

a) (2x3+5x2—2x+a):(x+3) c) (—6x4+x3+ax2—16x+4):(—3x+4)
b) (3x4—5x2—ax+2):(2x+3) d) (4x4+3x3—13x2+ax+b):(x2—2)
a)
2 5 -2 a
-3 -6 3 -3 a-3=0= a=3
| 2 -1 1 a-3
b)
3 5 a
2 °o 3 3 !
3 9 27 21 63 +24a 95+24a_O 95
— - J— R — - = - _— =0>=>a=——-
2 4 8 16 32 16 24
3 97 21+8a  95+24a
2 4 8 16 32
c)
, 1 a 16 4
3 3 3 3
i § @ 112-12a 1024 - 48a M:O:a:%
3 3 9 27 81 27 12
2 7 28-3a 256-12a 916 -48a
3 9 27 81

d) La divisién no se puede hacer utilizando Ruffini.

ax* +3x° —13x% +ax+ b X — 2

-4xt 48X 4% +3x-5
3x* - 5x° +ax
-3x° + 6x
—5x* +(a+6)x+b Para que el resto seaceroa=-6y b=10
5x° -10

(a+6)x+ b - 10

8y9. Ejercicios resueltos.

10. Halla, sin hacer la division, el valor de m para que el polinomio 2x* + 9x° + 2x* - 6x + 3m tenga por resto 12

1.

al dividirlo por x + 2.
Por el teorema del resto se tiene: 12 = 2(—2)4 + 9(—2)3 + 2(—2)2 -6(-2)+3m=3m-20 => m= %

Calcula el valor de k para que el polinomio:

a) P(x)= x>+ X° — 2x + k sea divisible por x — 2.

b) P(x)= x> = 2x* + kx + 4 sea divisible por x + 2.

c) P(x)=(k— 3)x3 — 5x + k sea divisible por x +4.

d) P(x)= X - (k- 3)x2 + (k — 5)x — 3 sea divisible por x — 3.

a) Por el teorema del factor se tiene: 22+2°-22+k=0=k+8=0 = k=-8
b) Por el teorema del factor se tiene: (—2)3 - 2-(—2)2 +k(-2)+4=0 = -2k-12=0=k=-6

c) Por el teorema del factor se tiene: (k — 3)-(—4)3 -5(-4)+k=0 = -63k+212=0= k= 212

63
d) Por el teorema del factor se tiene: 3 (k- 3)-32 +(k-5)3-3=0= 6k+36=0=>k=6

Algebra | Unidad 2
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12. En cada caso, factoriza el polinomio dado y halla sus raices entera.

a) 2xX°+5x% -x-6 c) x*-16 e) 6x° + 1% + 6x + 1 g) X - 3x*-3x+2
b) 9 +12x+4 d) X —x* =¥+ x f) X*+4x° -3¢ - 11x -6 h) x5 - ox*
a) 2 5 1 -6
1 2 7 6
| 2 7 6 0

7+449-28 7+1  |x=-2

Se calculan las raices del cociente 2x* + 7x + 6: X = 2 =2 = 2
X=-2

Por tanto, 2x°+ 5x° - x — 6 = 2(x —1)(x + 2)(x + % )= (x —1)(x + 2)(2x + 3). Las raices enteras son -2y 1.

(_-12£4144-144 1220 _ 2

b) -
18 18

2
=-Z asio+12x+4 = 9(x+§j =(3x+ 2)2. No tiene raices enteras.

c) Usando las igualdades notables: x*-16= (x2 - 4)()(2 +4)=(x-2)(x+ 2)(x2 +4). Las raices enteras son -2y 2.

d) Se extrae factor comun: X X=X+ x= x(x4 -X—x+ 1). Ahora por Ruffini:

1T 1 0 1 1 0 0o -1
1 1 0 0o 1 1 1 1 1
BE 0o 1 0 | 1 1 1 0

x5—x4—x2+x=x(x— 1)2(x2+x+ 1). Las raices enteras son Oy 1.

6 -5 1
| 6 5 1 0

e) ‘61161

5+25-24 -5+1 |¥7°

Se calculan las raices del cociente 6x% + 5x + 1: x = 12 = 12 = ?
3

Por tanto, 6x° + 11x° + 6x + 1= 6(x+1)(x+%j(x+%}. La raiz entera es —1.

f) Es un ejemplo de polinomio sin raices enteras y que no se puede factorizar de forma sencilla.

dg) Es un ejemplo de polinomio sin raices enteras y que no se puede factorizar de forma sencilla.

h) Se extrae factor comun y se utilizan las identidades notables: X5 —oxt = x* (x2 -9) = x* (x —3)(x+ 3) .

raices enteras son -3, 0y 3.
13. Ejercicio interactivo.
14 a 17. Ejercicios resueltos.

(3)-(E3)]

18. Simplifica la expresion:

630
EHzl [EHE B omme
= = =22 T 1044
630 630 630 630
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19.

Desarrolla las siguientes potencias y halla su sexto término.

a) (3 —2y3 )4 b) (2x + %}5 c) (JE —23 )g d) (3a+ 2ab)8

1

a) (3-2J§)4 :[3)34 —[4)33 -(2@){‘2‘)-32 -(2\/5)2 —@&(2&)3 +@(2J§)4 =
=81-4.27-23+6-9-12-4.3.24+/3 +144 = 873 -504+/3 . El desarrollo no tiene sexto término.
o (peeg) (R (e s (B () Cler G C(se) () -

320 5 1280x 2560 2560 1024
— X"+ + + +
9 27x  81x°  243x°

=32x5+

¢) (V2- 2J§)9 = @(ﬁ)" - [?J(\/E)S (2v3)+ @(\/5)7 (2J§)2 —@(\/5)6 (2\/5)3 + @(JE)*3 (2\/5)4 -
(221 (23] +( 32 (245 -( )RR (245) +[§ | E(2dB) -5 (245 1642 -
~288+/3 + 34562 —161284/3 + 72 57612 —145 152+/3 + 290 304+/2 — 248 8321/3 + 186 624+/2 — 414723 =

4 5
=552 97612 — 451872+/3 . El sexto término del desarrollo es T, = —(2}(«/5 ) (2v3) =-1451523 .

d) (3a2 + 2ab)8 = (ﬁ](Saz ®+ (?](Saz ) (2ab)+ (gj(saz ) (2ab)? + (2)(3&12 Y(2ab)® + (ij(saz ) (2ab)* +
+ [2](3&12 Y (2ab)® + [2] (3a%)?(2ab)® + (?j (3a%)(2ab) + (:j(2ab)8 =6561a'® + 34 992a'%b + 81648a"b? +

+108 864a"3b*® +90 720a"%b* + 48 384a'"'b° +16 128a'°h® + 3072a°b" +256a°h8 .

El sexto término del desarrollo es T = (2}(%2)3 (2ab)° = 48 384a"'h° .

12
20. Halla el término independiente del desarrollo de: (—2+ SXJ .
X

21.

123V Lo (1213805 (12 et sk
_ ) 375 X 3ok gk ke
- (k—J(xzj R k= '

El término independiente cumple 3k-27=0=k =9.

Por tanto, el término independiente es T, = (182] 313-9.5%91-405.3% .58

2 7
Calcula el coeficiente de y2 en el desarrollo: [%—iz] .

2y

8-k k-1 _ _ _
rp [ TN g 7 NS 7 Vsae g, e
K k-1)| 73 22 k1) gFigek. 2z k-1 y

El término de y? cumple —4k +18 =2 = k = 4 . Por tanto, el coeficiente de y* es (—1)° (gj 29°8.389 —?

Algebra | Unidad 2
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22. Ejercicio resuelto.

23. Calcula el maximo comun divisor y el minimo comun muiiltiplo de los siguientes polinomios.
a) PX)=xX"+3x -4y Q(x)=x"—2x+ 1
b) PX)=x"+3x* - 2xX -6X +x+3y Q) =X +3x¥ - x -3
c) P(x)=x, Qx)=Xx —xy RX)=x> - 2x°* + x
d) P(x)=12x>—4x* - 3x+ 1y Q(x) = 12x° - 16X° + 7x — 1
e) P(x)=x"—6x+8, Q(X)=x* -4y R(x)=2x - 4x
a) P(x)=(x-1)(x+2)?, Q(x)=(x-17
m.c.d.[P(x), Q(x)] = x—1; m.c.m.[P(x), Q(x)] = (x =1)*(x +2)° = x* +2x° -3x* ~4x +4
b) P(x)=(x-12(x+1%(x+3), Q(x)=(x—-1)(x+1)(x+3)
m.c.d.[P(x), Q(x)] = (x = )(x + 1)(x +3) = Q(x); m.c.m.[P(x), Q(x)] = (x =1/’ (x +1)*(x +3) = P(x)
c) P(x)=x, Q(x)=x(x-1), R(x)=x(x -1y
m.c.d.[P(x), Q(x),R(x)] = x = P(x); m.c.m.[P(x), Q(x),R(x)] = x(x -1 = R(X)
d) P(x)=(02x+1)2x-1)Bx-1), Q(x)= (2x—1)2(3x -1)
m.c.d.[P(x), Q(x)] = (2x —1)(3x —1) = 6x* —5x +1
m.c.m.[P(x), Q(x)] = (2x +1)(2x — 1)’ (3x — 1) = 24x* - 20x° ~ 2x* + 5x 1
e) P(x)=(x—-4)(x-2), Q(x)=(x+2)(x-2), R(x)=2x(x-2)

m.c.d.[P(x), Q(x),R(x)] = x—2; m.c.m.[P(x), Q(x),R(X)] = (X —2)(x + 2)2x(x —4) = 2x* +8x° +8x* —32x

24. Simplifica las siguientes fracciones algebraicas.

2x* +x* —11x% +11x -3 b x®-2x?-9x+18 x* —5x3 +9x% —Tx+2
a) 3 a2 ) 5 N ©) %3 7
2x° +3x°-8x+3 Xx° —=7x°+16x-12 X" —-6x"+13x°-12x+4
a) 2x4+x3—11x2+11x—3_(x+3)(x—1)2(2x—1)_x_1
2x3 +3x% -8x+3 (x=1)(x+3)(2x-1)
b) x*-2x*-9x+18  (x-2)(x+3)(x-3) x+3
X3 -7x?+16x-12 (x=3)(x-2) x-2
o) x*-5x°+9x*-7x+2  (x-1’(x-2)  x-1

x*-6x3 +13x2 -12x+4  (x-12(x-2)? x-2
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25. Realiza las siguientes operaciones con fracciones algebraicas y simplifica el resultado.

a)

b)

c)

d)

a)

b)

c)

d)

e)

g)

h)

26 a 28.

& a~b2_a o) _AtX_ x=a
a-b b* x?-a%? x+a
6 4 16 1
— 14—
24X 2-x x4 n 14
1
1+—
X
1
2x* -7x+6 x*+6x+5 9) X+1 X+
x*+2x+1  2x-3 T 1-x X
2 2
x“-1 x°—-2x+1
2x+1
(x2—y2):(l+lj h) 1+—Xx=1__
X y 1 n X
x-1 x+1
a’> a-b? a’b’ +a’h* —a’b* azbz(b”—bz) ab+a-ab?
Tt 8= 4 = 4 = 2
a-b b ab ab b
6 4 N 16 6(x-2)+4(x+2)+16 6x-12+4x+8+16 10x+12
2+x 2-x x*-4 (x+2)(x-2) (x+2)(x-2) x?-4
2x2-Tx+6 x> +6x+5 (x-2)(2x-3) (x+1N)(x+5) (x-2)(x+5) x*>+3x-10
x> +2x+1  2x-3 (x +1y 2x-3 x+1 x+1
1 1 X—y)x+ xy(x—y)x+
(Xz_yz):(_+_]=( VIXty) XY X-y)X+Y) 2
X y X+y X+y
Xy
a+tx x-a_(a+x)(x-a) 1
x’-a?> x+a (x-a)x+a)’ x+a
1 1 1 1 x+1 3x+2
1+ ] =1+ ] =1+ :1+2 1:+ =
14 14 L X X+ 2x+1  2x+1
141 xX+1 X+1 X+1
X X
1
X+ 1 x+1 1 -X +x+1_1—x+x+1_£
T, 1-x X x+1 (x+D)(x-1) x X X X
x? -1 x?-2x+1
2x+1
1o X1 _q.[2x+1, X2 +1 _1+(x+1)(2x+1)_3x2+3x+2
o, ox x=1"(x+1)(x-1) x?+1 x2 +1
x-1 x+1

Ejercicios resueltos.
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29. Resuelve las siguientes ecuaciones polinémicas.

2 _ 2
a) 2x—3+1_3x—1:2)(_1 d) X +172X 3+x_:5_9
4 2 5 2 4 6 12
b) 2(3x-2)+x(x-1)=-4 e) 6x*+13x°-8x2-17x+6=0
c) (x+1)>-(x-1°*=7 f) 2x*-x*-3x-18=0

2x-3 1_3x—1

a) +
4 2 5

:2X—1:>10X—15+10X—12X+4:4OX—20:>—32X:—9:>X:%
b) 2(3x-2)+x(x-1)=-4=6x-4+x*-x+4=0=x"+5x=0= x(x+5)=0=x=0, x=-5

c) (x+1P—(x=1)°=7=x®+3x2+3x+1-(x*-3x%2+3x-1)=7 = 6x? —5:>x—\/§, x——\/g

x>+1 2x-3

2 4

3+v9+352 3+19 11
X = = = X= X

8 8 4’

2
+%:§36x2+6—6x+9+2x2 =59 =8x?-6x-44=0=4x*-3x-22=0=

d
) 12

e) 6x*+13x°-8x>-17x+6=0= (x-1N)(x+2)(2x+3)Bx-1=0=x=1, x=-2, x:f%, x:%

f) 2x*-x®-3x-18=0= (x-2)(x* +3)(2x+3)=0= x =2, x:f%

30. Escribe una ecuacién polinémica de tercer grado tal que una solucién sea 2 y la suma y el producto de las
otras dos valgan —4 y 5, respectivamente.

(x-2)(x*+4x+5)=0= x*+2x>-3x-10=0

Las soluciones no son todas reales.

31. Resuelve las siguientes ecuaciones.

a) x*-17x2+16=0 c) 3x*+x*+73x2+25x+16=0
b) 2(x+1)*-8x®-8(x+3)+8=0 d) %:10—x2
X
= 2 — = = = —
a) Z=X 222—17z+16:0:>z:17i\/289 64:17i15: z=16=>x=4,x=-4
22 =x* 2 2 z=1=x=1 x=-1

b) 2(x+1)* —8x%—8(x+3)+8=2x"+8x>+12x*> +8x+2-8x® —8x-24+8 =2x* +12x*> -14 = x* +6x* -7 =0
:)(2

2_

_ —6+36+28 _—6J_r8_{z:1:>x:1, x=-1

=72246z-7=0>z2 = _ -
z =-7 = No tiene solucién real

z
z 2 2

c) El polinomio no tiene raices enteras, por lo que no es sencillo de factorizar y, por tanto, la ecuacién no se
puede resolver de manera sencilla (de hecho, no tiene raices reales).

9

d —=10-x*=9=10x"-x* = x*-10x*+9=0
X
z=x? ) 10£4100+36 1048 [z=9=x=3, x=-3
=2z -10z+9=0=>z= = =
2Z2=x 2 2 z=1=x=1, x=-1

32 a 34. Ejercicios resueltos.
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35. Resuelve las siguientes ecuaciones racionales.

1.1 1 7 2x 2x+3 11 2x  3x 6x>

a) —+—t—=— [3) [t L c) + =—
X X X 8 3 x-1 3x-3 X-2 Xx+2 x°-4

a) —+l2+l3:%:8x2+8x+8:7x3:>(x—2)(7x2+6x+4):0:>x:2 La solucion es verdadera.
X X X

2x  2x+3 11
b) —+ =
3 x-1 3x-3

X, =—1++/2
x2=—1—\/§

= 2x(x-1)+3(2x+3)=11=2x*+4x-2=0= { Ambas son verdaderas.

2x  3x 6x>

2

. 3 x =0 Verdadera
x—2 x+2 x*-4

Xx =-2 Falsa

c) :2x(x+2)+3x(x2):6x2:>x2+2x:0:>{

36. Encuentra la solucién de estas ecuaciones racionales.

1 x+1
1 1
a) _x+1 b) _x=1_»
1 x z_ﬂ
X+1 X+1
1 X+1 x+1 x+1 . ., .
a) = " = " = ; X € R —{0, -1}, que anulan los denominadores de la ecuacién, son soluciones.
-
x+1
1+X—+1 2
by — X=1_p_, 2X X+3_ fx F2X 5 ox? 4 2x = 2xP 1 AX—B = 2x =B = x =3
5 X1 x-1 x+1 X°+2x-3
X+1

37 y 38. Ejercicios resueltos.

39. Resuelve las siguientes ecuaciones con radicales.

x—1 5

a) —=—=x-—o c) /3(16-x)—+2x-5 =1 e) V1-4x-2V3+x=+/3+x
X

b) Vvx+4++Jx-1=5 d) x =7 +2x =/x +1
_ _ _ 2

a) X—1:X—§3X—1=2X 532X—2:(2X—5)\/;3(2X—2)2=((2X—5)\/;) =4x3-24x*+33x-4=0=
X 2 JIx 2

V3 V3

= (x-4)(4x*-8x+1)=0=x=4; x:1+7 (Falsa); x:1—7

2 2
b) Vx+4 +Vx-— =5:>\/X+4=5—\/X—13(\/X+4) =(5—\/x—1) =>Xx+4=25+x-1-10Vx-1=>

=>10Vx-1=20=>Vx-1=2=>x-1=4=x=5

c) 3(16-x)—v2x—-5 =1=/48-3x =1+/2x—5 = 48 -3x =1+ 2x -5+ 2y2x -5 = 2/2x -5 = -5x+52 =

_ 264 -2+/399
25

= 4(2x—5) = 25x? + 2704 - 520x = 25x? —528x + 2724 =0 = X

264 +2+/399
= (Falsa); x

d) VXx—7 +V2x =Vx+1= Xx—T+2x+2(x-7)2x = x+1=>V2x* —14x =4 - x = 2x* ~14x =16+ x* -8x =

= x2-6x-16=0= x =8 (Falsa), x =2 (Falsa) La ecuacién no tiene solucion.

e) VI-4x-2V3+x =3+x =>1-4x =3V3+x = 1-4x=9(83+X) = 1-4x =27 +9x = 13x =26 = X = -2
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40. Resuelve las siguientes ecuaciones con radicales.

N3x+7 3
a) Ix®-1+1=x b) =3x%+2x+1
IUx+1

a) I-1+1=x=2Yx-1=x-1=2x2-1=x-1)P = x-Dx+1)-(x-1° =0= (x-1)(x+1-x* +2x-1) =0 =

=(x-NBx-x3)=0= x(x-1)B-x)=0=x=0;x=1,x=3

b) ;/3)(_4—17:\/3x2+2x+1:>\/3x+7:\3/x+1~\/3x2+2x+1:> 3X+7 =x+1=3x+7 = x> +2x+1=>
X+

= x*-x-6=0=x=3; x=-2 (Falsa)

41. Calcula el valor de un niumero tal que si se le suma una unidad y después se extrae la raiz cuadrada se
obtiene el doble que al restarle once unidades y extraer la raiz cuadrada.

Numero desconocido: x; vx+1=2vx-11= x+1=4(x-11)=3x=45= x=15

42 a 44. Ejercicios resueltos.

45. Resuelve las siguientes ecuaciones logaritmicas.

a) log(2x+3)-log(x 1) =2log2+2log3 c) log(4—5x)+log(2x —2) =log(2x — x?)+1
- log(4 -
b) log2X =2~ 2log(x-1)-logx g 09(4-x)
X log(x +2)
a) Iog(2x+3)—|og(x—1):2Iog2+2|ogS:>Iogzx+13:|Og(22,32)32X+13:3632)(+3:36X_36:>X:2_Z
X — X —

b) log

2Xx_2 =2log(x—-1)-logx = Iog[2(x71)] —log x =2log(x —1)-logx = log2 +log(x —1) = 2log(x —1) =
=log(x-1)=log2 = x-1=2=x=3

c) log(4—-5x)+log(2x —2) =log(2x — x?)+1= log(4 - 5x)(2x —2) =log10(2x — x*) =
= 8x-8-10x%+10x = 20x -10x?> = —2x =8 = x = —4 (Falsa) La ecuacion no tiene solucion.

log(4 - x)

9 log(x +2)

=2=1g(4-x)=2log(x +2) = log(4 - x) =log(x +2)* = 4 - x = X* +4x+ 4 == x = 0; x = -5 (Falsa)

46. Resuelve las siguientes ecuaciones logaritmicas.

a) IogXS:Inx/§ b) Iog332+log1(6—x)=logﬁx
3

a) Iogx3=Inx/§:E=m:Inx=2:x:e2
Inx 2

I - I -
b) log, 32+log, (6 x) =log ; X = log32 | og(6-x)  logx _ log32 0g(6-x) _2logx
3 log3 Iog(l) logv3 ~ log3 log3 log3
3

= log32-log(6 - x) = 2log x = log 632

logx? = x =22 By xP —32 = X4
6 x =-2 (Falsa)
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47. Halla el numero que cumple que al afadir a su logaritmo decimal el valor del logaritmo decimal de 2, el
resultado es 1.
Numero desconocido: x

logx +log2=1=log2x =log10 = 2x=10=x=5

48. Calcula el valor de un nimero sabiendo que el doble de su logaritmo decimal es igual a la suma de los
logaritmos decimales de 4 y de 9.
Numero desconocido: x

X=6

2logx =log4 +log9 = log x* =log36 = x* = 36 = {x _ 6 (Falsa)

49 a 51. Ejercicios resueltos.

52. Resuelve las ecuaciones exponenciales.

1 Xx(x-1) 1

a) — =16 2 b) 32% =23 c) 1372 L0 d) 22735 _16
2 13
1 x(x-1) 4x(x-1) x=0
a) 2—X=16 2 52722 2 S ox=2x(x-1)=2x*-x=0=x2x-1)=0= 1
X=—
2
X
b) 3-2*:2-3*:;(% 2
3) 3

c) 13X2+2X-%=0:>13X2+2X =13 = x*+2x=-1= x> +2x+1=0= x = -1

x=3
d) 22°3%5 _ 16522735 _ 0% L 0y2 3y 54525 3x-9=0= 3
X=-—
2
53. Resuelve las ecuaciones.
a) 2¥4-8* =0 b) 32X -3*"1=3""1_1 c) 5°-57-3120=0 d) 2-10%*+3.10°2-5=0

a) 28X =022 0= 2 =22 = x+4=3x=>x=2

b) Aplicando el cambio de variable z = 3*

z=3
32"—3"'1=3"+1—1:(3")2—%-3"=3-3"+1=0:zz—%z=3z+3=0:322—102+3=0: , 0
3
3F=3=>x=1
= 3"=l:>x=—1
3
X .
c) 5"*3—5"‘1—3120:0:>5"-53—?—3120:0:>~(53—%)5*:3120:5X:5543120=25:>x:2

d) Aplicando el cambio de variable z =10*

2102x+4 +3-1ox+2-5=o:»2.104~(10X)2+3.102.10X-5:0:20000z2+300z-5:o:>

z=0,01=10" =102 = x=-2

= 4000z? +60z-1=0=
z=-0,025 = 10* = -0.025 sin solucion real
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54. Ejercicio interactivo.

55 a 57. Ejercicios resueltos.

58. Estudia el nimero de soluciones que tienen los siguientes sistemas lineales y, en los casos en los que
existan, hallalas.

X+y-2z=0 5x+2y—-2z=0 x+3y-2z=0 2y —z=-1
a) {2x-3y+3z=4 b) <3x-y+3z=0 c) sx-y+3z=0 d) {5x-y-3z=2
5x-5y+4z=8 8x+y+z=-1 2x+2y+z=0 X-y+2z=-2
xX+y-2z=0 xX+y-2z=0 X+y—-2z=0
X+y—-2z=0
a) «2x-3y+3z=4=E,>E,-2E, =>4 -5y+7z=4 = =43 -Sy+7z=4> 5y 4774
- By4T7z=
5x-5y+4z-8 E3—E;-5E -0y +14z=8 g 5 _p 0=0
3t+4
X =
z=t 5

Infinitas soluciones: 5y=7z—4=7t—4:>y=%: y=% VteR

Tt-4 3t+4 z=t

X=2zZ-y=2t———=
Y 5 5
5x+2y-2z=0 5x+2y—-2z=0 5x+2y—-2z=0
b) <3x-y+3z=0 =>E, »>5E,-3E, =>4 -1ly+21z=0 = = -1y +21z=0
8x+y+z=-1  E3—>5E;-8F, ~1y+21z=-5 Es—>E-E 0=-5
El sistema no tiene solucion.
3y-2z=0 3y-2z=0 3y-2z=0
x+3y -2z x+3y -2z x+3y -2z x+3y-27=0
c) {x-y+3z=0 = E,»>E,-E, =7 -4y+5z=0= =4 —-4y+5z=0=> Ay 45720
2x+2y+z=0 E3—>E3-2E, ~4y+5z=0 Es—>E-FE 0=0 y -
y=t x=—ﬁ
4t 5
Infinitas soluciones: 52=4y=4t:z=? =4y =t VteR
4t
x:—3y+22=—3t+ﬂ:—ﬁ -
5 5
d) Intercambiamos la primera ecuacion con la y tercera.
X—-y+2z=-2 X—-y+2z=-2 X—-y+2z=-2
5x-y-3z=2=> =1 4y-13z=12= =< 4y-13z=12
2y-z=-1 E»—>E,-5E 2y—z=-1 Ey > 2E;,-F, 11z =-14
25 28 13
X=-2-—+—=——
22 11 22
- . 182 25
Una unica solucion: (y =3-———=-—
44 22
_ 14
11
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59. Resuelve y clasifica en funcion del nimero de soluciones los siguientes sistemas lineales.

X+2y—-2z=2 2x+4y—-z=0 2x+y—-z=11 4x+y-5z=5
a) 3x-3y+z=-14 b) {3x-3y-2z=-1 c) 12x-2y-z=8 d) <5x-y-z=13
5x-y-2z=-15 3x-3y+2z=5 X+y-z=7 4x-2y-3z=14
X+2y-2z=2 X+2y-2z=2 X+2y—-2z=2 x=-2
a) {3x-3y+z=-14=E,>E,-3E,={ -9y+7z2=-20 = =< -9y+7z=-20=4{y =3
5x-y-2z=-15 £E3 = E3-5E ~11y+8z=-25 E3—>9E-11E —5z=-5  |z=1

Sistema compatible determinado.

2
2x+4y-z=0 2x+4y-z=0 2x+4y-z=0 316
b) {3x-3y-2z=-1=E, > 2E,-3E,=> -18y-z=-2 = = -18y-z=-2= yz%
3x-3y+2z=5 E3—>2E;-3E, -18y+7z=10 Es>E-E; 8z=12 3
z=—
2
Sistema compatible determinado.
2x+y-z=11 2x+y—-z=11 x=4
c) 2x-2y-z=8= E,>E,-E, =>¢ -3y =-3=iy=1
X+y-z=7 E; - 2E,-E, y-z=3 z=-2
Sistema compatible determinado.
4x+y-5z=5 4x+y-5z=5 4x+y-5z=5 x=2
d) <5x-y-z=13 =E,>4E,-5E, = -y +21z2=27= = -9y +21z=27=y=-3
4x-2y-3z=14  E3>E;-FE —3y+2z=9 E; > 3E;-E, -15z=0 z=0
Sistema compatible determinado.
60 a 62. Ejercicios resueltos.
63. Resuelve los siguientes sistemas.
2x+y =8 2x+5y =-8 X+y=0 2x—y =3
a) , b) { y c) y d {57,
2x+3y° =22 xy —3x=-5 xy =1 x> -y?=3
Despejaremos en una de las ecuaciones y sustituiremos en la otra:
x=5 y=-2
a) y=8-2x= 2x+3(8-2x)? =22 =2x+192+12x> -96x =22 = 6x> -47x+85=0= 17 7
X=—, =—
6 Y 3
x=1 y=-2
b) y:_S;ZX:x-(_8_2XJ—3x:—5:>—8x—2x2—15x:—25:>2x2+23x—25:0:> 25 17
X=——, y=—
2 5

c) y=-x= —x?=1= x? = -1= No tiene soluciones reales.

d) y=2x-3= x*—(2x-3)?2=3=x?-4x?-9+12x=3=3x>-12x+12=0= x> —4x+4=0=>x=2, y =1

Algebra | Unidad 2

49



SOLUCIONARIO

64. Halla la solucién de los siguientes sistemas.

=11
2 );+y6 b {x}/:— o) {2x2+3y2=32 d) {X2—2X}/=16—}’2
Xy X2 +2y% =19 ~3x? +4y® =48 x2—y? =72
1 6 2 2 y:8, X:3
a) x=11- +——=1 +1+66 -6y =11y +11—-y“ — -15y+56=0
) Sty y =11y +11-y? —y = y? 15y :{y:7,X:4
2 z=18=
b) y=—§:x2+g=19:>x“—19x2+18=0322_x4}:”2_19”18:0:> X=—3‘/§,Y=£
X X z°=x 2
_ x=1y=-3
Z_1z{x=—1,y=3

c) Multiplicando la primera ecuacion por 3, la segunda por 2 y sumando obtenemos:

x=4, y=0

17y2 =0 =0
y =Yy :{x=—4,y=0

d) x>-2xy=16-y?> = x> -2xy+y? =16 = (x-y)P? =16 => x—y = +4
Distinguimos, por tanto, dos casos:

Casol: x—-y=4=x=y+4=(y+4) -y?=72=y?+16+8y-y2=72=8y =56 =y =7, x =11

Caso2: x—y=—-4=x=y-4=(y-4Y -y?=72=y?+16-8y-y? =72 = -8y =56 = y = 7, x = —11

65 a 67. Ejercicios resueltos.

68. Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones exponenciales.

1 3 x+y
x5 2°-2Y =1016 3*+7 =16 — =
a) {gx;isyj’_ “ b) {” c) {“ s d 27" 8
= 257 —128 31772 = _340 Xiy-5
2¥+5Y =9 2¥+5Y =9 u+v=9 Uu=4=2"=4=x=2
a) u=2",v=5 {
) :{2“%5”1=413{4-2X+5-5Y=41: 4U+5V=41:>{v=5:5”=5:>y=1

b) 26V =128=2"Y =2 S x—y=T=x=y+7
2X-2Y =1016 = 2" -2 =1016 = 1282 —2¥ =1016 =127-2 =1016 =2’ =8 =y =3, x =10

¢) Hacemos el cambio: u=3", v=7Y

. 3477 =16
3 +77 =16 u+v=16 U=9=3"=9=x=2
3 = 3X = _ _ =
372 =340 |2 497V =340 W-147v=-1020 " |v =77 =T =y =1
3

d x+y=5=>y=5-x

22 ey S S 3 S s (2 — 202"
22 8 25 257 8 28 32° 8

Aplicando el cambio de variable z = 2* obtenemos:

. z=4=2"=4=x=2y=3
~20z+32=
327 -20z+32-0= z=%:2x=§:>x=logzg=3—logz3,y=2+logz3
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69.

70.

71.

Halla las soluciones de los siguientes sistemas de ecuaciones logaritmicas.

{Iogx+3logy:5 b) {|093x=7—logsy . {3x+2y:64 d) logx? —2logy =6
logx—logy =3 x-2y =27 logx —logy =1 2logx +logy? =2

1
a) Restando las ecuaciones se obtiene: 4logy =2 = logy = % =>y=102 = J10

7
Sustituyendo en la segunda ecuacion: Iogx—% =3=logx = g = x =102 =10%y10 = 100010
y=27,x=81

| =7 I =7 Y=
b) 093 X 0%y _ 0g5(xy) Xy 2187:;2y2+27y—2187:0:>=> -
y =-40,5 No valida

x-2y =27 X =2y+27 xX=2y+27
X X

c) logx-logy =1= log(—)=1=—=10= x =10y
y y

Sustituyendo en la segunda ecuacion: 30y +2y =64 = 32y =64 = y =2, x =20

2 2 6,2

X _ 108 2 6,2 2 6,2 x* =10% x =100
logx®-2logy =6 | —5=10 =10 =10
{ogx ogy y2 {X y {X y 1 ; 1

=
xX’y? =10 |10°y* =10 |y y=-=

2 _ -
2logx+logy” =2 2 o 10 10

x?y? =102

Comprueba si los numeros reales indicados pertenecen a la solucion de las inecuaciones
correspondientes.

a) x=-2 delainecuacion x*+x?+x<6 c) x=-0,5 de lainecuacion 2* + x -2 < 3*
1 . .

b) x=— delainecuacion x+Inx>0
e

a) Siforma parte de la solucion de la inecuacion, ya que (—2)° +(-2)?-2=-8+4-2=-6<6.

b) No forma parte de la solucién de la inecuacion, ya que l+In(—j = l—1 = 1-e <0.
e e) e e

1 1
c) Siforma parte de la solucion de la inecuacion, ya que 2°%°-0,5-2-3%=——_25_-— <0
N2 V3

Resuelve las siguientes inecuaciones.

a) X3 x2._X c) x+2(x+1)+3(x+2)<x+38
2 8 2
2 _ 12
b) ox_3 X oy, 3x+1 aq X 1 3x 2S(x+)
2 2 3 6
a) X3 X2 X _ 4y 12 x+2<4x= x<10= x> -10= Solucion: x e[-10,+ o)

2 8

X 3x+1

b) 2x7375> X+ =12x-18-3x >6x+3x+1= 0>19 = La inecuacion no tiene solucion.

x+38

c) x+2(x+1)+3(x+2)< = 2X+4x+4+6x+12<x+38=11x <22 = x <2 = Solucion: x e (-, 2)

x*-1 3x-2_ (x+1)?

d) > 3 56 =3x2-3-6x+4<x*+2x+1=2x*-8x <0 = 2x(x—-4)<0
—0 4 +00
Solucién: x €0, 4] X _ |+ ¥
x—-4 — - +
Polinomio + - +
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72. Halla la solucién de las siguientes inecuaciones polinémicas.

a) -2x°+3x>0 c) x*-4x>0

b) 3x>+x-24>0 d) xX*+x2-x-1<0

a) 2x*+3x>0= x(-2x>+3)>0=>

= X(\/§+x/§x)(\/§—\/§x)>0

2 2

X+2 - - + +

X - + + +
xX-2 + + + -
Polinomio | + - + -

Solucién: x e

~ B

X+3 - + +
3x-8 - | - | +
Polinomio + - +
o K
Solucién: x € (-, —-3]uU 3 +00

c) xX*—4x>0= x(x-2)(x+2)>0

-0 -2 0 2 +00

X+2 - + + +

X - - + +
xX-2 - - - +
Polinomio — + — +

Solucion: x € (-2, 0)U(2, +»)

d) X*+x?—x-1<0=(x-1)(x+1?<0

—0 1 1 4o
(x+ 1) + + +
x-1 - - |+
Polinomio — - |+

Solucion: x e (-, 1]

52  Unidad 2| Algebra

e) 3x(2x-1)+x2>5x-1 g) x*-1>0

f) -x*-2x*-x<0 h) (x-1)(x+4)<-6

e) 3x(2x—1)+x225x-1= (x-1)(7x-1)>0

—o0 1 1 +oo
7
7x-1 - |+ +
x-1 - - |+
Polinomio | + - |+

Solucion: x e (—oo, %] U[4, +20)

f) —x*-2x>-x<0= —x(x+1?<0

-0 -1 0  +w
(x+ 1)2 + + +
—X + + -
Polinomio + + —

Solucion: x e {-1}U[0, + )

g) x*—1>0= (x—Nx+10)(x*+1)>0

—0 -1 1 40
X+1 - + +
x—-1 — — +
X+ 1 + + +
Polinomio | + - +

Solucion: x e (-, = 1)U (1, + )

h) (x-1N)(x+4)<-6= (x+1)(x+2)<0

—0 -2 -1 4o
X+2 - + +
X+ 1 - — +
Polinomio + — +

Solucion: x e (-2, -1)
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73. Resuelve las inecuaciones racionales siguientes.

p— p— 2 —
a) Sx 220 c) #<O e) wzo
2x +1 4x°—-x-5 X' —-x
2 3
b) X X259 d ——>0 2x+3 50
X +x-2 x“-9 x°+1
_ 3 3
a) X259 d 0% >
2x +1 Xx“-9 (x=3)(x+3)
2
-0 ——= = 4™ ) 0 3 4o
5 X+3 - + + +
2x+ 1 — + + X _ _ ; ;
5x-2 — — + x_3 _ _ _ ¥
Fraccion | + | — | + Fraccion | - | + | - | +
o 1 2 o
Solucién: x €| —o, =3 V] 5 + 0 Solucion: x € (-3, 0] U (3, +x)
2 _ 2 _ _
b) x2 X 22 (x+1)(x 2)2 e) X +34x 52 (x+5)(x-1) 20— X+5 S
X +x-2 (x=1)(x+2) X° —x X(x+1)(x-1) X(x+1)
-0 -2 -1 1 2 4o o -5 -1 0 +o
X+2 - + + + + X+5 _ + + +
x+1 - - + + + X+ 1 - - + +
x—=1 -l =1 =1+ 1]+ X -1 -] +
x-2 -l - | -] -]+ Fraccion -1+ ] -1+
Fraccion + - + - +
Solucién: x € (o0, =2) U [-1, 1) U [2, +x) Solucién: x e [-5, 1) U (0, +o0) — {1}
Hay que excluir el valor x =1 de la soluciéon
porque es una raiz del denominador y la expresion
no esta definida para él.
c) tx—S <0= 4x-5 <0= 1 <0 f) 2);+3Z N 2x:3 S
4x*-x-5 (4x-5)(x+1) x+1 x> +1 (x+1)(x*=x+1)
Observa que 4x -5 no se puede anular,
por lo que se puede simplificar y la solucién o -2 1 4o
es x € (-, —1). %13 — " n
X+1 - - +
X —x+1 + + +
Fraccion + - +

Solucion: x e (—oo, —%} U(=1 +)

74. Ejercicio interactivo.

75y 76. Ejercicios resueltos.
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77. Resuelve los sistemas de inecuaciones:

d) <{x+2

a) {2x+1<x+2 b) {3x—4>x o) {x2+2x—320
X2 >1

3x-1<4x x>2x-1 2(x-3)>-6

a) {2i+1z:;2 {i;;: Solucién: x e[-1,1)
p) |3X~A>X_[2x>4 _[X>2 i solucion
X>2X— 1 x <1 X <1
_1). >
o) X 2= 3>°:{(X D-0+320_ soiucion: x e [1+ o)
2(x-3)>-6 x>0

x1
d {x+2 = Solucion: x e (-0, —2)U(1, + o)
X2 >1

78. Resuelve los sistemas de inecuaciones:

0<y<2
X+y<3 ox+d
a) Ix-y>2 b) {yi_ X+
x>0 y=x
y>0
a) Y X+y=3 b) Y) .
o X+y=2 “hy=+2x+4
! g Y\
1 X
A C 4 A
0 1 X ! \
N o \
1 \ X
| 4
- - 4 4
Vértices A(2, 0) B(2,5;0,5) C(3,0) Veértices: A 33

79 a91. Ejercicios resueltos.
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EJERCICIOS
Polinomios

92. Simplifica las siguientes expresiones polinémicas.

2 2 _g i 2 g i
a) 2(x-2)°-3(3x+2)-2(3x-2)(3x+2) e) [EX SJ(ZX +5J+25
b) (3x+2)?+2(2x—3% —(2x—5)(x—5) f) (x2+4)(x2—4)(x—2)+2x(x3—10)x
c) (2x%-2x-13)(3x%-2x)-3x g) (3 +2x%+3x+4)5x-2)

d) (2x% -3x+2)(-3x% + x +1)+(6x-10)x*

a) 2(x-2)*-3(3x+2)-2(3x-2)(3x+2)=2x*-8x+8-9x-6-18x*+8=-16x"-17x+10

b) (3x+27+2(2x—-3)? —(2x-5)(x-5)=9x? +12x+4 +8x? —24x +18 —2x? +10x +5x - 25 =15x* +3x -3
c) (2x?-2x-13)(3x?—2x)—-3x = 6x* —4x® —6x® +4x? —-39x? + 26x —3x = 6x* —10x> —35x% + 23x

d) (2x%=3x+2)(-3x%+ x+1)+(6x—-10)x> = —6x* +2x> +2x% +9x® —3x% —3x—6x2 + 2x + 2+ 6x* —10x° =

=x3-7x>—x+2

[2 3)(3 ) 2) 6 4, 4 9 , 6 6 4 9 , 4
e) |[=x-——||=x"+=|+—=xX"+—X—— X ——+—=X"—— X +—X
3 5)\2 5) 25 15 10 25 25 10 15

f) (X +4)(x* -4)(x=2)+2x(x* ~10)x = (x* ~16)(x ~2) +2x° —20x* = x* —2x* ~16x + 32+ 2x° ~20x° =

=3x°-2x* -20x% -16x + 32

g) (P +2x%+3x+4)(5x—2)=5x* —2x> +10x® —4x? +15x%> —6x+20x -8 = 5x* +8x> +11x* +14x -8

93. Demuestra la igualdad algebraica:

(x+y+2)=x2+y?+2%+2xy +2xz+2yz
(X+Y+XP =(X+Y+Z)(X+Y+2Z)= X2+ Xy + XZ+ YX+ Y2 + yz+2X+ 2y + 22 = X2 + Y2 + 2% + 2Xy + 2XZ + 2yZ

94. Calcula el cociente y el resto de las siguientes divisiones de polinomios.

a) (6x4 +7x3_5x2—6x—6)1(3x2+2x+1) <) (6x5—10x4—15x3—7x2+3):(4x2—4x_4)
b) (6x4+7x3—x2+11x—8):(3x2+x—2)
a) Cociente: 2x* + x—3
Resto: —-x-3
b) Cociente: o212y 2
3 9

125x 64
9

Resto:

c) Cociente: 3pe_x_ 13,6
2 4

Resto: -37x-21
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95. Aplica la regla de Ruffini para resolver las siguientes divisiones.
a) (-3x®+2x%+x-3): (x+%j d) (x°+3x*-3x> - x* —4x+2):(2x+4)
b) (2x4 +2x°% +2x° —2) (-x+3) e) (—2x4 -x3-2x%+ x+1) :(2x-3)

c) (x°+2x*-2x-1):(2x+4)

a) Cociente: —3x2+ Ty 3 d) Cociente: Ty e 542,99, 4y
2 4 2 2 2 2
Resto: —% Resto: 46
b) Cociente: —2x° —8x% —26x-78 e) Cociente: —x° —2x? —4x —%
. o3
Resto: 232 Resto: ey

c) Cociente: %x“ -x*+3x%—6x+11

Resto: -45

96. Determina, si existen, las raices enteras de cada uno de los siguientes polinomios y factorizalos.

a) P(x)=x>-2x*>-5x+6 e) P(x)=x*-4x?
b) P(x)=x®+x*>-5x+3 f) P(x)=6x+11x* +3x® -3x* - x
c) P(x)=2x*-x*-5x2+x+3 g) P(x)=x5-4x*-x*+4
4
d) P(x)=4x>-4x*>-11x+6 h) P(x):"—+3x2+i
4 4 16

a) P(x)=x3-2x*-5x+6=(x-1)(x+2)(x—3). Las raices enteras son x=1, x=—2y x=3.

b) P(x)=x®+x?>-5x+3=(x-1?(x+3). Las raices enteras son x=1y x=-3.

c) P(x)=2x*—x®—5x%+ x+3=2(x—1)(x+1)? (X_%] . Las raices enteras son x=1y x=-1.

d) P(x)=4x>-4x*>-11x+6 = 4(x—2)[x—%)(x+%) . La Unica raiz enteraes x =2.

e) P(x)=x*-4x?=x*(x+2)(x—-2). Las raices enteras son x=0, x=-2y x=2.

f) P(x)=6x"+11x* +3x> —3x% - x = 6x(x+1) (x—%)[x+%j . Las raices enteras son x =0y x=—1.

g) P(x)=x5—4x* —x®+4=(x-1N)(x+1)(x-2)(x+2)(x?+1). Las raices enteras son x=1, x=-1, x=2y
X=-2.

4 22 2 2 2 2
h) P(x)=x—+§x2+i= X +2-X—-3+(g) = X—+§ . No tiene raices enteras.
4 4 16 2 2 4 \4 2 4
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97. En cada caso, calcula el m.c.d. y el m.c.m de los polinomios dados.
a) P(x)=x?+x-2y Q(x)=x>+2x-3 c) P(x)=x-1, Q(x)=2x+2y R(x)=3x*-3

b) P(x)=2x*-2y Q(x)=4x-4 d) P(x)=x(x-2), Q(x)=x-(x* =4) y R(x) = x* -2x?

a) P(x)=(x-1)(x+2) Q(x)=(x-1)(x+3)
m.c.d.[P(x), Qx)]=x-1 m.cm.[P(x), Q(x)] = (x=1)(x +2)(x +3) = x> + 4x* + X — 6
b) P(x)=2(x-1)(x+1) Q(x)=4(x—1)
m.c.d.[P(x), Qx)] =2(x-N)=2x-2  m.cm.[P(x), Qx)] = 4(x ~1)(x +1) = 4x* - 4
c) P(x)=x-1 Q(x)=2(x+1)  R(x)=3(x-1)(x+1)
m.c.d.[P(x), Q(x), R(x)] =1 m.c.m.[P(x), Q(x), R(x)] = 6(x —1)(x +1) = 6x* —6
d) P(x)=x*(x-2) Q(x)=x(x-2)(x+2) R(x)=x*x-2)

m.c.d.[P(x), Q(x), R(x)] = x(x-2)=x*-2x  m.c.m.[P(x), Q(x), R(x)] = x*(x - 2)(x +2) = x* — 4x*

98. Calcula el valor de k para que x* —(3k +2)x?—-3 entre x + 3:

a) Sea exacta. b) Tenga resto 15.
a) Por el teorema del resto se tiene: 0 = (—3)3— Bk + 2)(—3) -3 = 0=-27-27k-18-3 = k= —%6

b) Por el teorema del resto se tiene: 15 = (—3)3 - (3k+ 2)(—3)2 -3 = 16=-27-27k-18-3 = k= —%

Numeros combinatorios. Binomio de Newton

99. Calcula las siguientes operaciones.

) 2] o o (3o
%) o ("0

252\ (252 252251
_ 31626
a) 250} ( J
b)
3 4321

c

~

e

d) n+ 2) (n+2j (n )+(n+2]:(n+3]:(n+3)(n+2)(n+1):n3+6n2+11n+6

3 3 6 6

o3
(
(23] BB e
|
(
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58

100. Simplifica las siguientes expresiones y calcula el resultado.

(n+3)+(n+2J
| | | | n-3 1
a) 6! 8! b) L(n+2)! c) \n)\nj d) 27 (n+2)!
51" 6! (n-1!" n! n+6 1 N+2
6 2
1 8l
a) 8.8 _6.87-6+56-62
5! 6!
| !
b) L+M=n+(n+2)(n+1)=n+n2+3n+2=n2+4n+2
(n=! n!
n+3) (n+2) (n+3) (n+2) p3.6n2411n+6  n’+3n+2
n n 3 2 6 T n®+6n?+11n+6+3n?+9n+6
c) = = = =
n+6 n+6 n+6 n+6
6 6 6
3 2
_n"+9n +20n+12=(n+1)(n+2)(n+6)=(n+1)(n+2)=n2+3n+2
n+6 n+6
n-3 1 n-3-n+1 | |
d) 2 (n+2).=2 (n'+2).=2,2_2_n!=l
ot n+2 (n+2)! 2
2 2!n!
101. Desarrolla los binomios siguientes.
2 2 2 )
a) (2+x)* c 1+—) e) (1+2v2 —++2
o (3 g e (e
X 3 3 6 3 3
b) [2—§j d) (sz—;J f (2-3V3) h) (5v2-2v3)

a)

b)

c)

d)

e)

g)

h)

LG BIE R RERAEE RS

x° x42+ x4 x? 8 x 16 32 x° 5x2 5 20 40 32
- x .= —

N

+10— —+5 — —+—=—+—+—+—+—+

32 16 8 4 x° 28 X0 32 8 x x* X x°

6 2 3 4 5 6
N R e O R N e SR S HRH S BRI

X 0 1 x \2 X 3 X 4 X 5 X 6)\ x
=64x"2-576x° +2160x° - 4320x° + 4860 —&16+@

X X

2

(1+2V2) =1+4V2 + (227 =9+ 412

(2—3J§)3 =8-3-22.33+3.2-(3V3)* —(3v3)’ =8-36v3 +162-813 = 17011743

o] (52 (] 2

(5@ 23 )3 - (5@ )3 —3(5& )2 23 1352 (2J§ )2 —(2J§ )3 = 2504/2 —3004/3 + 18042 — 244/3 =

— 430v2 - 32443

Unidad 2| Algebra



SOLUCIONARIO

Fracciones algebraicas

102.

103.

Simplifica las siguientes fracciones algebraicas.

x®—5x2+8x -4 x* -1 xy -3y +x-3
a) 3 2 c) 4 3 2 e
x> —x°-8x+12 X' =2x° +2x° -2x+1 xy —3y
b) —2x* +5x3 —5x+2 d) xX-y? X2y +y2x+ x2 - y?
2x* +7x% +3x* -8x -4 (xz—yz)(x2+xy+y2) X2y —xy? + x%y?
a) x> -5x*+8x-4 (x-1)(x-2)* x-1
x®—x?-8x+12 (x+3)(x-22 x+3
b) 2x*45x° =Bx+2  (x+N(x-N(x-2)2x-1) _ (x+1(x-2)2x-1) -2x>+3x*+3x-2
2x* +7x3 +3x% -8x -4 (x=1)(x+2)*(2x +1) (x+2)%(2x+1) 2x° +9x2 +12x +4
x* -1 X=X +1) xpq
C) 4 3 2 = 2(,2 = —
x*—2x° +2x% -2x +1 (x-1) (x +1) x-1
P o) (e RS N
(C=y?)(X*+xy+y?)  (x=y)(x+y) (P +xy+y?) x+y
e) xy=3y+x-3 x(y+1)-3(y+1) (y+1)(x-3) y+1

xy -3y y(x=3) y(x=3) y

2

Xy +y?x+ X2 —y?  xy(x+y)+(x-y)x+y) _(y+x-y)(x+y) _x+y 11

Xy —xy? + x%y? Xy(X—y+Xxy) Xy(X—y+Xxy) Xy y x

Realiza las siguientes sumas y restas de fracciones algebraicas y simplifica los resultados al maximo.

x% +1 x? 2x*-x  2x  12x

N o 2
X +2x+1 x+1 x+3 x-3 9-x

b) X 2x-1 250 d) 1 N 23x—10 _2x-7
x-5 x+5 x“-25 x-3 x°-6x+8 x-4

a) X% +1 . x> X+ X2 X1+ x® P 2x% 41
X*42x+1 x+1 (x+1)7 x+1 (x+1)° (x+1)?

b) X 2x-1 50  x 2x-1 50 ~ X(x+5)—(2x-1)(x-5)-50 —x*+16x-55
x-5 x+5 x*-25 x-5 x+5 (x-5)(x+5) (x-5)(x+5) (x-5)(x+5)
_—(x-11)(x-5) 11-x

(x-5)(x+5) x+5

o) 2x2—xJr 2x | 12x _2x2—x+ 2x  12x (2% = x)(x=3)+2x(x+3)-12x _ 2x*-5x*-3x _
x+3  x-3 9-x? x+3 x-3 (x+3)(x-3) (x+3)(x-3) (x+3)(x-3)
_x(x-3)2x+1)  2x*+x

(x+3)(x-3) x+3
d) 1, 8x-10 S 2x=7 _ (x=4)(x-2)+(3x-10)(x=3)-(2x-7)(x=3)(x=2) _ -2x° +21x* = 72x+80 _

x-3 x*-6x+8 x-4 (x=3)(x—-4)(x-2) © (x=3)(x—-4)(x-2)

_ (x—4P(-2x+5) _ -2x*+13x-20
S (x-3)(x-4)(x-2)  x2-5x+6
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104. Realiza los siguientes productos y cocientes de fracciones algebraicas y simplifica al maximo los

resultados.
x2-1 x*-4 x*-9 x3—x 4x+4
a) . . c) —— ———
x+3 x-1 x+2 2x-4 3x-6
2 2 2
b) 3xy. xz—y d) 1 - :
X-y 6xy“(x+y) X=y X +y°-2xy
2 2 2
a) x“-1 x"-4 x —9=(x—1)(x+1)(x—2)(x+2)(x—3)(x+3)=(X+1)(X_2)(X_3)=X3_4X2+X+6
x+3 x-1 x+2 (x+3)(x=1)(x+2)
by XV Xyt 3Cyxoy)xry) | x
X-y 6xy’(x+y) (x-yxy’(x+y) 2y
0) x3—x.4x+4:x(x—1)(x+1)3(x—2):3x(x—1):3x2—3x
2x-4 3x-6 2(x—2)4(x+1) 8 8
1. 1 (x-yy
d) = =Xx-y

x-y xX*+y?-2xy x-y

Ecuaciones polinbmicas

105. Resuelve estas ecuaciones de primer grado.

x+10  2(x-2) _5x-15

a) 2x-2(3x-1)+4(2x-5)-10=8x d
) ( )+4( ) ) 5 5 3
b) w1 1 e) 2x_x-2 x+3 5,1
3 3 12 2 6
7
2x ——
c) 3"4_1 2 4 _(3x-1)

a) 2x-2(3x—-1)+4(2x-5)-10=8x > 2x-6x+2+8x-20-10=8x=> 4x =28 => x =7

b) 2x- 3x-1 = x+% = 6x-3x+1=3x+1= 0x =0 = Todos los numeros reales son solucion.
7
2X——
o) X _ox- 24—(3x—1):>3x—1—8x:4x—%—12x+4:>3x=%:>x:%

x+10 N 2(x-2) 5x-15

d)
2 5 3

=15x+150+12x-24 =50x -150 = -23x =-276 = x =12

2x x-2 Xx+3
e) —- —_—
3 12 2

=2x—%:>8x—x+2+6x+18=24x—2:>11x=22:x=2
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106. Resuelve las siguientes ecuaciones polinémicas.

a) 4x°-7x-2=0 e) x*-x*-5x2-x-6=0
b) -7x*+12x-5=0 f) 6x3-7x2-14x+15=0
c) x(2x-1)-3x(x+1)=0 g) x*-125x%+484=0

x(x-1) , (x—6) . (x+2) _(3x-2)(3x-4)

d)
15 5 3 15

7+449+32 749

a) 4x°-7x-2=0=x=

:>x=2,x=—l
4

8 8
_12+~144 - 12+
b) -7x2+12x-5=0== x = 12+ 11‘1:1' 140 _ 121;2:x=g,x=1

c) x(2x-1)-3x(x+1)=0=2x*>-x-3x*-3x=0= x> -4x=0= —x(x+4)=0=x=0 x=-4
d) x2—x+3(x*+36-12x)+5(x*> +4+4x)=9x?> —18x+8 = 9x*> -17x+128 =9x*> -18x+8 = x = -120

e) x*-x*-5x2-x-6=0=(x+2)(x-3)(x*+1)=0=>x=-2,x=3
f) 6x3—7x2—14x+15=0:6(x—1)(x+§](x—£J=0:>x=1, x=—§, x=2
2 3 2 3

= x?

2=X

1254156251936 125+117 _

=121 =11, x=-11
4}:>22—1252+484:0:>z_ _{Z =>x=11 x

z=4=>x=2 x=-2

g) x*-125x2+484-0= "~
z 2 2

Ecuaciones racionales e irracionales
107. Resuelve las ecuaciones racionales siguientes.

12 11x +11 1 1 1 x*+1  x
a) 2x- =7+ d + = —t
) 2-x 9 ) X—-a x+a x%-a? 9) X X% +1

b) i+ 4 _3 e) x_+1:4x+12
X XxX+2 x-1 3x+3

Xx+9 5+x 12x+12

3 x+2 x+1 9
X  x+2 x?+2x

c) 2T 2
x+1 x+2 20

f)

= 9(2-x)2x—108 =63(2—x)+(2— x)(11x+11) = 7x*> —88x+256 =0 = x = 8, x=%

a) 2x- 12 =7+11x+11
2-x 9

b) i+ 4
X X+2

=3:>4(x+2)+4x=3x(x+2):>3x2—2x—8=0:>x=2, x=—%

X+9 5+x  12x+12
X  Xx+2  x*+2x
1 1 1

+ =—
Xx—-a x+a x°-a

c)

= (X+9)(x+2)-x(5+x)=12x+12= 6x+6=0=>x=1

d) 2:>x+a+x—a:1:>2x:1:>x:%

x+1 4x+12
e) —=

= (x+1)(3x+3)=(4x+12)(x-1)= x> +2x-15=0=x=3, x=-5
x-1 3x+3

f) X—+2-X—+1=i:>2o(x+2)2-20(x+1)2=9(x+1)(x+2):>9x2-13x-42=o:>x=3,x:-E
x+1 x+2 20 9

x2+1  x
+

X x?-1

g)

1422
7

=x+%:>6(x2+1)(x2—1)+6x2 =6x (X° = 1)+ 7Tx(X* =1) = 7x*~12X° - Tx+6=0= x=2,x =
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108. Resuelve estas ecuaciones irracionales.

a) 2-3Jx =-x c) Yx+1+2x+3 =5 e) Vx+5+x =+7x-3
2Jx  4-Jx-5

b) 3x+v2x-2=22x-2+23  d) 3J3x-1=23(2x-1) f)

4+Jx-5  Jx-5
a) 2-3x=-x=3/x =x+2=9x=x2+4x+4 = X —5x+4=0=x =4, x =1

b) 3x++v2x-2=2V2x-2+23=3x-23=+/2x-2 = 9x* -138x+529 = 2x -2 == x = 9, x:% (Falsa)

c) Vx+1+v2x+3 =5=Vx+1=5-2x+3 = x+1=25+2x+3-10v2x+3 = 10J2x +3 = x +27 =

= 200x+300 = x2 +729+54x = x? -146x+429 =0 = x =143 (Falsa), x =3

d) 3V3x-1= 2\/3(2x—1) = 9(38x-1)=4-3(2x-1) = 3x =-3 = x = -1 (Falsa). La ecuacién no tiene solucion.
e) Vx+5+Vx =A7Tx-3 = x+5+x+2Vx?+5x =Tx -3 = 2Jx% +5x =5x -8 = 4x + 20x = 25x? + 64 - 80X =

= 21x2-100x+64 =0 = x = 4, x:g (Falsa)

2dx  4-Jx-5
4+Jx-5  Jx-5

= 2X? —5x =21-x = 4x?* - 20x = 441+ x* —42x == x =9, x:—? (Falsa)

Ecuaciones logaritmicas y exponenciales

109. Resuelve las siguientes ecuaciones logaritmicas.

a) 2log(2x-2)—log(x—1)=1 d) 3log,2+log, 4=-5 g) Iogx25+logX2%:Iogﬁx
b) log(65-x*)=23log(5- x) e) logv7x+51-1=log9-logv2x +67
c) log10v2x+320 _10{x f) log, (x—1)-log, (x +2) =1-log, (x +6)
_9\2 _9\2 _1\2
a) 2|og(2x-2)—|og(x—1):1:>|ogM=|og10:@:10:M=10:4(x—1)=10:x:%
X— X— X—

log(65 — x*) = 3log(5 — x) = log(65 — x*) =log(5 - x)* = 65— x% = (5-x)® = 65— x® =125-75x+15x* - x* =
=15x?-75x+60=0=x*-5x+4=0=x=4, x =1

c) log10v20%+320 _10./x = \/20x + 320 = 10v/x = 20x +320 =100x = x = 4

b)

-5
d) 3Iogx2+logx4:—S:Iogx(23-4):—5:x‘5:32:25:[%) :x:%

e) log\7x+51-1=log9—logy2x+67 :>|og—“7)1(351 “log——b_ o MIXEST_ 9

J2x+67 10 J2x+67

= 14x? +571x +3417 =8100 = 14x? +571x —-4683 =0= x =7, x = —% (Falsa)

= x2+5x-6=3x+6=

x—-1 3 x-1 3
| -1) -1 2)=1-1 6 I =1 =
f) log,(x—1)-log,(x+2) 0gs (X + ):>0st+2 % 6 " x12 x+6

X2 +2x-12=0= x =—1+13, x =-1-13 (Falsa)

1
log—

|0925+ 52 _ log x :>2I095_ log5 :2Iogx:> 3log5 :2Iogx:>

logx logx® logy/5 ~ logx 2logx log5 ~ 2logx  log5

1
g) log, 25+ log » 5= Iogﬁ X=

= 3(log5) = 4(log x)? = log x =@:log 58  x=5%°
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110. Resuelve estas ecuaciones exponenciales.

a) 4X2+1 — 25X+5 d) 3X+2 +9X—1 — 90 g) 9X+2 +3X+3 _810 — 0
b) 42" 262144 e) 9% +327143" =111 h) %27 =3*2
=
c) 9+5:3*-24=0 f)y 2%*4_-5.2341=0 i) 493 = 1
7

a) 41 =255 o 927 9508 9y L 0By 4 5= 2x® ~5x-3=0= x =3, x=—%

b) 402" Z262144 = 402" 4% = (x 2 =9 = [X"2=3=x=5
Xx-2=-3=>x=-1

c) Aplicando el cambio z=3":9"+5-3"—24:0322+52—24=0:>{Z=333 =3=x=1

7z =-8 = 3% = -8 sin solucion real

d) Aplicando el cambio de variable z = 3*

3x+2 L gx! =90:>92+?=90:> z2+81z2-810=0>

72 z=9=3"=9=x=2
z =-90 = 3% = 90 sin solucion real

e) Aplicando el cambio de variable z = 3*

2 7z=9=3"=9=x=2
9 432 4 3 M= 22+ 1 2= 11124722 +2-333=0> 37 37 _
3 3 z=—T:>3" i sin solucion real

f) Aplicando el cambio de variable z = 2*
2 = X = =
2204 5.8 -0 2 52 400 2 10741620 278 P2 =82 x=3
16 8 z=2=2"=2=x=1

z=3=3"=3=x=1
g) Conelcambio z=3*=9*2+3"3_810=0=32+z-30=0= 10 10 . _
z=—?:>3" =—? sin soluciéon real

3
h) JX27=3X+2:>3?=3X+2:>3=x+2:>x2+2x-3=o:x=1,x=-3
X

x-5 1 2x-10
3

1-x
i) 49° = =7 3 —72 5200 X 20-3-3x=T7x= 235 x2S
J7* 3 2 7

Sistemas de ecuaciones

111. Resuelve los siguientes sistemas de dos ecuaciones lineales.

y=Xt.3 2(2x +y)-3(3x—2y) = -34
a) 2 b) {x y
y =2x+10 573"
—X—+1+3 X+1 13 4
a) Y72 =2 43=2x+10=> x+1+6=4x+20=3x=-13=> X=——, y = —
3 3
y=2x+10
. 2(2x+y)-3(3x—2y)=-34 4X+2y—9x+6y=—34$ _5X+8y=_34:x—2 s
%‘%= 3x-2y =12 3x-2y =12 =SY=
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112. Indica si los siguientes sistemas de ecuaciones lineales son compatibles o incompatibles y calcula, segin
el caso, todas sus soluciones.

x+3y—-2z=6 xX+2y-3z=3 2x+y-2z=8 X+3y-2z=-6
a) {2x+3y-2z=8 b) {3x-2y+z=7 c) {2x-4y+3z=-2 d) {2x-3y+5z=6
4x+2y—-6z=06 5x+2y-5z=1 4x-y+6z=-4 5x-3y+8z=6
x+3y—-2z=6 xX+3y—-2z=6 x+3y—-2z=6 x=2
a) {2x+3y-2z=8=E, >E,-2E,=>{ -3y+2z=-4 = =4 -3y+2z=-4 =iy=2
4x+2y-6z=6 E;3—>E3-4E, 10y +2z=-18 Es>E3-FE 7y =14  |z=1

Sistema compatible determinado.

x+2y—-3z=3 X+2y-3z=3 xX+2y-3z=3
b) {3x-2y+z=7 = E,>E,-3E,=>: -8y+10z=-2 = =4 —-8y+10z=-2
5x+2y-5z=1 E;—>E;-5E, ~8y+10z=-14 E3—>E-E 0=-12

Sistema incompatible. No tiene solucion.

2x+y—-2z=8 2x+y—-2z=8 2x+y—-2z=8 x=2
c) 2x-4y+3z=-2 = E, >E,-E, > -5y+5z=-10 = =4 -5y+5z=-10 =4y =0
4x-y+6z=-4  E3—>E3-2F, ~3y+10z=-20 Es—>5E;-3F, 35z=-70 |z=-2

Sistema compatible determinado.

X+3y-2z=-6 X+3y-2z=-6 X+3y—-2z=-6
d) {2x-3y+5z=6=FE, >E,-2E,=>4 -9y+9z=18 = =3 -9y+9z=18=
5x-3y+8z=6 Es—>E;-5E, -18y +18z=36 Es>E3-2E, 0=0
X =-t

=<y=t-2 VteR Sistema compatible indeterminado

3y—-2z=-6
:{X+ y Z
z=t

-y+z=2

113. Estudia la compatibilidad de estos sistemas y halla, en su caso, sus soluciones.

X+2y-2z=4 X+2y-z=-5 2x+y+z=0 xX+3y-2z=4
a) 12x+5y-2z=10 b) {5x-y+2z="11 c) i3x+2y-2z=15 d) {2x+2y+z=3
4x+9y-6z=18 6x+y+z=5 X+y-z=7 3x+2y+z=5
X+2y-2z=4 X+2y-2z=4 X+2y-2z=4
a) {2x+5y-2z=10=E, > E,-2E, = y+2z=2= = y+2z=2=
4x+9y-6z=18 E3>E;-4E, y+2z=2 Es > E3-F, 0=0
2y 2z-4_|*=Y
{)H y-ez= =4qy=2-2t VteR Sistema compatible indeterminado
y+2z=2
z=t
X+2y-z=-5 X+2y-z=-5 X+2y-z=-5
b) <5x-y+2z=11=E, >E,-5E, =< -1ly+7z=36= =4 -1My+7z=36
6x+y+z=5 E; —» E; -6E, 1y +7z=35 Es—>E-E 0=-1

Sistema incompatible. No tiene solucion.

2x+y+z=0 2x+y+z=0 2x+y+z=0 x=1
c) i3x+2y-2z=15 =E, >2E,-3E,= y-7z=30= = y-7z=30 =4y=2
X+y-z=7 E; - 2E; -E, y-3z=14 E3—>E-E 4z=-16 z=-4

Sistema compatible determinado.

x+3y—-2z=4 x+3y-2z=4 x+3y—-2z=4 x=2
d) <2x+2y+z=3=E,>E,-2E,={ -4y+5z=-5= =4 -4y+5z=-5=:y=0
3x+2y+z=5 E3—>E;-3E —Ty+7z=-71 E3—>4E-TE, -7z=7 z=-1

Sistema compatible determinado.
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114. Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones de segundo grado.

Y

) X—6y2—6 c) 3X+E=15 e) 3X2+5y2 =20
2x%+y? =76 2.3 4 4x2 —y? =4
Xy
x2-2(x-y) =36
3xy —2x% =-26 2x+4y =10
b) d 2 f) ix y
4x+5y =-7 x“+3xy =-8 Z4+2 -5
2 3
y=2,x=6
a) x=6y-6=2(6y-6)+y’=76=73y*-144y-4=0=1 2 450
737 73
65 53
b) =T 3BT o2 26 22x?-21x+130=0= 1"~ 22"V T5
5 5
x=2,y=-3
Y_
o 3X+2—15 {6x+y:30
2.3 4 2y +3x = xy
Xy
x=4,y=6
y=30-6x= 60-12x+3x =30x-6x> = 2x*> -13x+20=0= 5 15
X=—,y=
> y
5 5-x x=16 .1
d) y=""X= x213x( S5)= 8= 15x-16=0=1" V=T
x=-1y=3

e) Multiplicando la segunda ecuacion por 5 y sumandole la primera obtenemos:

x=0, y=2

23x* =0 =0
b's =X :{x=0,y=—2

Xy 3
—+2 =5 3 2y =30=>y=15—-——x
f) 2+3 = 3x+2y y >

5 v (162 102
x2—2(§x—15) =36=23x*-300x+972=0=1" 23 Y= 23
X=6,y=6
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115. Resuelve los siguientes sistemas exponenciales y logaritmicos.

2X+3 =11 c x+y =233 e 2log(x —2)+3log(y +2)=2 ) 15-5* —6¥"" =339
4*+9¥ =85 logx —logy =1 4log(x —2)+5log(y +2) = -1 3-5"42-6Y"% =807
b) 2°+2.3""1=8 d) 3 +3"1=18 H logx? +logy? =2 ) logx —logy =1
5.2¢1,9Y =6 x-y=-1 x*+y? =29 2 gy
. Uty =11 u=2v=9=x=1y=2
a) Hacemos el cambio: u=2*, v=3": = log9 log2
u?>+v? =85 u=9,v=2=ox=——,y=—-—
log2 log3
u+6v=38
b) Hacemos el cambio: u=2*, v=3": 15 , = u—2,v—1:>x—.1,y—0”
Eu+v =6 u=-76,v =14 sin solucion real
x+y =33 xX+y =33 xX+y =33 X4y =33
c) = X =9X = =>x=30,y=3
logx —logy =1 log— =1 —=10 x =10y
y y
27
3 10 27 0972 log5 log5
d x=y-1=3"+3""=18=>"143-3"=18=> —3' =183 =" =y = =3- , X =2—
3 3 5 log3 log3 log3

e) Hacemos el cambio: u=log(x-2), v =log(y +2)
13
{2u+3v:2 u:—§3log(x—2):—%:x:2+10 2

4u+5v:—1:>
v=5=log(y+2)=5=y=10°-2

Iogx2+logy2:2:> x%y? =100 x=5y=2 x=-5y=2 x=2,y=5 x=-2,y=5
x*+y? =29 x2+y?=29 (x=5y=-2x=-5y=-2x=2y=-5x=-2y=-5

y. {15[’176\/:339 S>u=25v=6=>x=2y=1

g) Hacemos el cambio: u=5", v=6":
15u+72v =807

logx—logy =1 X _ =
) {g 9y = 10 {X 10y =x=30,y=3

=
2% 724 — gy ox-24 _ o2y Xx-24 =2y

Inecuaciones y sistemas de inecuaciones

116. Resuelve las siguientes inecuaciones de primer grado.

x+17x+2 x-3 o 8

a) 3x+3(2x-5)-4(x-2)<2-x c + > ——
) 3x+3(2x-5)-4(x~2) ) e g
p) X X1.4.2¢°5 a 22 Xoox-n)-B

2 6 2 4 2 4

a) 3x+3(2x75)74(x72)£2fx:>3x+6x71574x+8£2fx:>6x£9:>xggz Solucion: XG(—OO, %}

b) %_qu>1_2x—5 :3x—x+1>6—6x+15:>8x>20:>x>§:> Solucion: XEG,MJ
x+1 x+2 x-3 8 ;-

c) 3 a4 + 8 zf§:>12x+1279x718+2x762732:5x2720:>x274:> Solucion: XE[—4,+OO)
2x-3 35

d)

2 —%sZ(x—ﬂ—T:2x—3—2x£8x—8—35:40s8x:>x25:> Solucién: x €[5, + )
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117. Calcula las soluciones de las inecuaciones polindmicas siguientes.

a) x>+x-12>0 e) x*-4x<0
b) —2x?+3x>0 f) x*-3x-2<0
c) 4x>-1<0 g) x*-1>0
d) 6x>+x-1<0 h) x*-7x+6<0

a) x>+x-12>0=(x+4)(x-3)>0= Lasraicesson x=—4 y x=3.

Construyendo la tabla de signos correspondiente obtenemos que la solucidén es x e (—oo, —4] ) [3, +0)

b) —2x*+3x>0= x(-2x+3)>0= Lasraicesson x=0y x=%.

Construyendo la tabla de signos correspondiente obtenemos que la solucién es x e (0, gj

c) 4x>-1<0= (2x+1)(2x-1)<0= Las raices son x:—% y x=%.

Construyendo la tabla de signos correspondiente obtenemos que la solucién es x {—% %]

d) 6x2+x-1<0= (3x-1)(2x+1)<0= Las raices son x=—% y x=%

Construyendo la tabla de signos correspondiente obtenemos que la solucién es x e [—% %j
e) xX*-4x<0= x(x+2)(x-2)<0= Lasraicesson x=-2, x=0y x=2.

Construyendo la tabla de signos correspondiente obtenemos que la solucién es x e (-, —2]U[0, 2]
f) x*-3x-2<0=(x+1?(x-2)<0= Lasraicesson x=—-1y x=2.

Construyendo la tabla de signos correspondiente obtenemos que la solucién es x e (—x, 2)
g) x*-1>0=(x+1)(x-1)>0= Lasraicesson x=-1y x=1.

Construyendo la tabla de signos correspondiente obtenemos que la solucién es x e (-, —1]U[1, + )

h) xX*-7x+6<0=(x-1)(x-2)(x+3)<0= Lasraicesson x=-3, x=1y x=2.

Construyendo la tabla de signos correspondiente obtenemos que la solucidén es x e (—oo, —3] U [1, 2]
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118. Resuelve las siguientes inecuaciones racionales.

2 p—
a) 5x 2s0 e) x2 5x+4>0
2x+1 x“—-5x+6
3, ,2
b) 3x-1 20 f) )(3+x2 5x+3 <0
5-10x x°+5x“+3x-9
2
X -1 x-8
c <0 <-4-x
) X+2 9 3-x
3 _ 3 _ _
dy =X 1 <0 h) wso
4-x X +2x+1
5x-2 . 1 2
a) <0= Lasraicesson x=——y x=—.
2x +1 2 5
Construyendo la tabla de signos correspondiente obtenemos que la solucién es: x [—% %}
b) 3x=1 . 0= Las raices son x =— y x=1.
5-10x 3 2
Construyendo la tabla de signos correspondiente obtenemos que la solucién es: x [% %j
2 p— —
c) X—130:>ws0:> Las raicesson x=-2, x=-1y x=1.
X+2 X+2
Construyendo la tabla de signos correspondiente obtenemos que la solucion es: x e (-, —2)U[-1, 1]
3 _ _ 2 _
d) X : 302M£0:>X—120:> Las raicesson x=-2, x=1y x=2.
4-x (2-x)(2+x) (x=2)(x+2)
Construyendo la tabla de signos correspondiente obtenemos que la solucién es: x € (-2, 1]U (2, + )
(Observemos que x?+x+1 es siempre positivo)
2
e) X2_5X+4 >0=> (x=N(x-4) >0= Lasraicesson x=1, x=2, x=3y x=4.
x°-5x+6 (x—2)(x-3)
Construyendo la tabla de signos correspondiente obtenemos que la solucion es: x € (-, 1)U(2, 3)U(4, + )
x®+x%-5x+3 (x+3)(x—1)? x—1
f) 3 5 <0= > <0= <0= Lasraicesson x=-3 y x=1.
x°+5x°+3x-9 (x+3)(x-1) X+3
Construyendo la tabla de signos correspondiente obtenemos que la solucién es: x (—3, 1)
p— — — 2 —
g) x-8 <4-x= X 8+4+x£0:>4—X£0:>W£0:> Lasraicesson x=-2, x=2y x=3.
3-x 3-x 3-x x-3
Construyendo la tabla de signos correspondiente obtenemos que la solucién es: x € (-, —2]U([2, 3)
3 _ 2 _ _
h) 4x 24X x+1 <0=> (x 1)(2X+1)2(2X D) <0= Lasraicesson x=-1, x=fl, x:l y x=1.
X°+2x+1 (x+1) 2 2

Construyendo la tabla de signos correspondiente obtenemos que la solucién es:

At
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119. Resuelve los sistemas de inecuaciones con una incégnita:

a) 2x+3(x-1)<7
3x+2<x+6

b) (x=3)2+1=0
x> -11x+28 <0

a) 2x+3(x-1)<7 5x <10 x<2
x<2

3Xx+2<x+6 2x<4 =

-3(x-3)-2x<-3

2x-3<x+3
c)
x<5
x>0
X
d) 2x—5<2
2x+3(x—=1)>x+2

= Solucion: x e (-, 2)

b) Observemos que la primera inecuacion siempre es cierta, por tanto:

(x=3%+1>0
x> —11x+28 <0

-3(x-3)-2x<-3 -5x<-12
2x-3<x+3 X<6
c) =
x<5 x<5
x>0 x>0
X x<i
d) 2X—E<2 -

2x+3(x—1)>x+2 X>Z

= (x-7)(x-4)<0= Solucién: x e(4,7)

12
X2—

5

= {Xx<6 = Solucion: Xel:%, 5}

x<5
x>0

3 = Solucién: x e (E i]
5 4 3

120. Resuelve los siguientes sistemas de inecuaciones con dos incoégnitas:

X+y<6
a) {2y <x
x>0

2x+y <2
b) {x>y-2
x>0 y>0

a) i “NA \
¥

o[

Veértices: A(4, 2) B(0, 0)

b) L =LA
X —L‘\!:,,X-y—
/,\
A
t__ L ALNB t
Vil 0 ‘\\ X
/‘\ —»)

Vértices: A(0, 0) B(1,0) C(0, 2)

x-4>0
c) «x-6<0
3<y<5
3x+4y >12
d) {-3x+4y<4
x-4<0
c) Vy=5[Df” <c] [}
1 A B 1
x=4 y=8
1 x=6
0| 1 ndbm X

Vértices: A4, 3) B(6,3) C(6,5) D(4, 5)

9 L

4y =4-C
3x + 4y =12
1 2\ x=4
B
0] 1 N X

Vértices: A(%, 2) B(4,0) C(4,4)
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Sintesis

121. Opera y simplifica.

a+b a-b a® T+
e)

Xy xz yz 1_% a-b a+b a’-b? 14 "x+2

1
e 0 (@p)(2ed] w2

a) 1.2 +a2_z+ay+a2x
Xy xz yz xyz

b)

X+(x—1)2 2-x _2x-x"+x*-2x+12-x 1 2-x
2 2-x 2 2-x 2

N| =

o X __x___(x+D®
1o X1 x(x=N(x+1) x-1

X x2—xy —x2

d) X=y __ X-y _=Xy(X+y) y+X
YR xy+yP-yt o xy(x-y)  y-x

X+y X+y

a+b a-b a  a’+2ab+b’-a’+2ab-b*+a®  4dab+a’®  4ab+a’

[ + = = =
a-b a+b a’-p? (a-b)a+b) (a-b)a+b) a?-—»b?

e)

f) (& —bz):(%+%) =(a-b)a+bh): b;a =(a—b)ab = a’b —ab®

11 X+1 (x+1)(x+2)
9) +; Cx+1 o x+1 x _x+1
1o x+2 X427 x+2 (x+0(x+2)  x

x+1 x+1 xX+1

1+x—2 X+2+x-2 .

hy —X+2 __ x+2 _2x(x=2) _ x"-2x
x+2_1 X+2-Xx+2 4(x+2) 2x +4
X-2 X-2

i \a

122. Racionaliza, opera y simplifica la expresion: 2+ 2\/;23\/5 = 2\/;

1-4a%

Va(\2-2Va) Ja(V2 +24a)
ﬁ\/;_(\/§+2\/5)(\/§_2\/5)_(\/5_2\/5)(\/54_2\/5)_\/E—Za_x/g+23 —4a

Ja
V2+2Ja 2 2-4a __2-4a _ 2-4a
2a 2a 2a 2a
1- 432 1-4a° 1- 432 1- 432
—2a
1-2a _ —2a(1-2a)(1+ 2a) _
2a 2a(1-2a)
(1-2a)(1+ 2a)

-1-2a
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123. Calcula el término que se indica en cada uno de los siguientes desarrollos.

6
a) El quinto término de (2 + x)8 b) El tercer término de (§+§j c) El ultimo término de (2a2b - ?:a)37
X
8) 4 .4 4 4 37 37 37
a) T, = 4 27 x"=70-16-x" =1120x C) Tyg=— 37 (3a)™ =-450 283 905 890 997 363a

6)( 23 16 9 80

b) T, = | |=| =15 = —==—

RRHOIHRS v
124. Dado el polinomio P(x) = -3x3+ x?2-2x+ k, calcula el valor de k para que sea divisible por x — 2.

Por el teorema del resto tenemos: P(2)=0=-3-2°+22-2.24+k=0=-24+k=0=k =24

125. Resuelve la ecuacion: (:) -2x = [X R 2] -1

[gj—2x=[’(;2j—1:> X(X2’1)—2x= (X’z)z(x’3)—1:>x2—x—4x=x2—5x+6—2:>0:4

La ecuacion no tiene solucion.

126. Sea el polinomio P(x)=2x*+2x®-11x?+ax+b. Calcula el valor de a y b para que sea divisible por
2
X“+x+6.

Se efectta la division y se obtiene: cociente: 2x* —23 y resto: (23+a)x+(b+138). Por tanto:

{23“":0 — a=-23 b=-138

b+138=0

127. Sea el polinomio P(x)=2x%-2x*+3x®-3x2+ax +b, halla el valor de a y b para que:
e El polinomio sea divisible por x-1.

o El valor numérico en x =-1 valga —12.

Por el teorema del resto se tiene P(1) = 0, por otro lado, P(-1) =—12, por tanto:

P(1)=0 2-2+3-3+a+b=0 a+b=0
= = =a=1b=-1
P(-1)=-12 -2-2-3-3-a+b=-12 -a+b=-2

128. Calcula la expresion de P(x) sabiendo que P(2x +1)=8x%+14x.

P(x) es un polinomio de segundo grado. Podemos escribir: P(x)=ax?+bx+c .

Se tiene que:

P(2x+1)=a(2x+1)2+b(2x+‘|)+c:a(4x2+4x+1)+2bx+b+c=4ax2+(4a+2b)x+(a+b+c)

Por tanto:

4a=8

da+2b=14=a=2, b:3,c:—5:>P(x):2x2+3x—5
a+b+c=0
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129.

130.

131.

a) Calcula la sumay el producto de las soluciones de la ecuacion x?+3x+c=0.

b) Calcula el valor de ¢ para que el producto de la soluciones de la ecuacién anterior valga —18.

a) X +Xx,= b -3, XX, = Coc b) Por el apartado anterior ¢ =-18
a a

Halla la expresion de un polinomio de tercer grado que verifique que:
P(0)=0 P(1)=0 P(-1)=2 P(-2)=-6

Sea P(x)=ax®+bx?+cx +d el polinomio buscado. Se tiene que:

P(0)=d d=0 d=0
P(Wy=a+b+c+d - a+b+c+d=0 - a+b+c=0
P(-1)=-a+b-c+d —-a+b-c+d=2 —-a+b-c=2

P(-2)=-8a+4b-2c+d -8a+4b-2c+d=-6 —-8a+4b-2c=-6
Sumando la segunda ecuacion con la tercera obtenemos: 2b=2= b =1.
Restandole a la cuarta ecuacion el doble de la tercera obtenemos: -6a+2b=-10= 6a+2=-10=>a=2.

Finalmente, despejando de la segunda ecuacion obtenemos: ¢ =-3 .

a) Compara las soluciones de la ecuacién de segundo grado 3x?>-4x-4=0 con las de la ecuacién
—4x*-4x+3=0.

b) Demuestra que las soluciones de la ecuacién x*+bx+2=0 son inversas de las de la ecuacién
2x% +bx+1=0.

c) Demuestra que las soluciones de la ecuacién ax?>+bx+c=0 son inversas de las de la ecuacion
cx*+bx+a=0.

a) 3x274x74:0:>x:ﬁ:>x:2,x=72; 41x274x+3:0:>x:ﬂ:>x:f§,x:l
6 3 -8 2 2
Las soluciones de una ecuacion son inversas de las de la otra.
_p++/p2 — _p++/p2 —
b) x2+bx+2:0:>x:%; 2x2+bx+1:0:>x:¥
2
b+ b2 —b-Ab?-8 (b -(b’-8) p>_p2ig 8
4 8 8 8
2
. Cb-b2-8 —bib2-8 (b -(0°-8) 2 _p2.8 8
De la misma forma: . = = =— =
2 4 8 8 8

Las soluciones de una ecuacion son inversas de las de la otra.

—b++b%-4ab —b++b%—4ac

c) ax®*+bx+2=0=x= ; cx*+bx+a=0= x =
2a 2c

—b++/b? —4ac .—b—\/b2 ~dac (-b)* _<b2 _430) _4ac _

2a 2c 4ac 4ac

Las soluciones son inversas una de la otra.

Y de la misma forma se comprueba la otra pareja de soluciones.
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132.

133.

a) La ecuacion polindmicas de tercer grado ax®+bx?+cx+d =0 tiene por raices X;, X, Y X3. Calcula, en
funcion de a, b, cy d, los valores de:

i) X +X,+X; i) XX, + X X5 + Xy X3 i) x,x,x5

b) Calcula tres numeros tales que la suma sea 3, la suma de los tres productos de dos de ellos sea -6 y el
producto de los tres sea -8.

a) ax®+bx?+cex+d=a(x—x)(X—X,)(X—X3)= a[x3 — (X + Xy + X3 )X+ (Xy Xy + Xy X3 + XpX3 )X — x1x2x3J

- . b c d
Igualando coeficientes obtenemos: X, + X, + X3 = ——, X{Xp + X4X5 + XoX3 =— Y XXXz = ——.
a a a

b) Por el apartado anterior, tomando a =1, los numeros buscados son las soluciones de la ecuacion de tercer
grado x2-3x2-6x+8=0, por tanto, los nimeros son x, =1, X, =4 y x;=-2.

Calcula el conjunto de nimeros reales que cumplen la siguiente condicién: |x —2| < |x - 6|. Para ello:

a) Calcula el punto que equidista de 2 'y de 6

b) Razona cuales son los puntos que estan mas cerca de 2 que de 6.

a) El punto que equidista de 2 y de 6 es 4.

b) |x —2| representa la distancia del punto x al punto 2 y |x—6| representa la distancia del punto x al punto 6.

Por tanto, se buscan los puntos cuya distancia a 2 sea mas pequefia que su distancia a 6. Estos son los puntos
menores que 4, es decir, la solucion es x e (—oo, 4]

CUESTIONES

134.

135.

136.

Para cada caso, escribe una ecuacion de segundo grado que cumpla:
a) Que no tenga ninguna solucién real.

b) Que tenga una unica solucion real doble.

¢) Que la suma de las raices sea 7, y el producto, —60.

d) Que el producto de las raices sea el doble que su suma.
a) ¥+1=0 b) X~ 2x+1=0 c) ¥-7x-60=0 d) ¥*-x+2=0
Escribe dos polinomios diferentes que tengan las mismas raices:

a) Sison del mismo grado.

b) Sitienen diferente grado.

a) P(x)=x?-4,Q(x)=2x*>-8 b) P(x)=x, Q(x)=x>+x

Demuestra que la ecuacion x? +(2A —1)x —A =0 tiene dos soluciones reales diferentes para cualquier valor
del parametro A .

El discriminante de la ecuacion es A = b? —4ac = (20 —1)? + 4% = 432 +1.

Es siempre estrictamente positivo, por lo tanto, la ecuacién tiene dos soluciones reales diferentes.
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137.

138.

139.

140.

141.

Dada la ecuacion de segundo grado Ax%+(2+2A)x+A =0 dependiente del parametro A, se pide:
a) Calcular los valores de A para que la ecuacion tenga dos soluciones reales distintas.
b) Calcular los valores de A para que la ecuacion tenga una unica solucion real doble.

a) Calcular los valores de A para que la ecuacion no tenga ninguna solucion real.

El discriminante de la ecuacion es A = b? —4ac = (2 +2)? =412 = 81 + 4 . Por tanto:

. 1 o .
a) Si A> —3 la ecuacion tiene dos soluciones reales.
b) Si i = —3 la ecuacion tiene una unica solucién real doble.

. 1 . . -
c) Si A< —3 la ecuacion no tiene solucion real.

Un sistema de dos ecuaciones y tres incégnitas.
a) ¢Puede ser incompatible? Pon un ejemplo.
b) ¢Puede ser compatible indeterminado? Pon un ejemplo.

c) ¢Puede ser compatible determinado? Pon un ejemplo.

a) {x+y *z=1 b) {Xﬂl tz=1 c) No puede ser compatible determinado.

X+y+z=0 X+y+2z=1

a) A la hora de resolver una ecuacion racional en el que la incognita aparece en algun denominador, puede
obtenerse alguna solucion falsa. ¢ Cual es la razén?

b) A la hora de resolver una ecuacion irracional puede obtenerse alguna solucion falsa. ¢ Cual es la raz6n?

a) Al quitar denominadores se puede estar introduciendo soluciones que anulen dicho denominador y sean falsas
por no estar definida la divisién entre cero.

b) Al elevar al cuadrado los dos miembros de una ecuacion, se pueden introducir soluciones falsas ya que dichos
miembros podrian ser iguales en valor absoluto pero con diferente signo.

Con la ayuda del desarrollo del binomio (1+1)", demuestra que se verifica la igualdad:

BIGIEEE
B T R S RN

a) ¢Cudles son las condiciones que deben verificar los coeficientes b y ¢ del polinomio P(x) = X+ bx+c para que
sea un cuadrado perfecto?

b) ¢Cuales son las condiciones que deben verificar los coeficientes a, b y ¢ del polinomio P(x) = ax’ + bx+c para
que sea un cuadrado perfecto?

2
a) P(x) debe tener una tnica solucion real. Por tanto, b>—4c =0y P(x)= [x+gj

2
b) P(x) debe tener una Unica solucion real. Por tanto, b?-4ac=0 y P(x)= a[x +2—j :( ax+
a
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142. Calcula, en funcién de a, b y c, la suma de las inversas de las soluciones de la ecuacién de segundo grado
ax* + bx+c=0

1 i_x1+x2_

X1 X XXy

|
|
|

143. Demuestra que se cumple: log, A= Iogx2 A?

log_, A2 = logA® _2logA _logA _

= = = lo
X logx? 2logx logx g

A

X

PROBLEMAS

144. Si se divide un nimero por 5y por 13 y se suman los cocientes, el resultado es 72. Halla dicho nimero.

Sea x el numero desconocido: %+% =72=13x+5x=4680 = x = % =260

145. Si sumamos cuatro numeros impares consecutivos obtenemos como resultado 72. ;Cuales son estos
numeros?

Sean x, X+ 2, x + 4, x + 6 los numeros buscados. Se tiene que:

x+x+2+x+4+x+6=72:4x+12=72:>x:%=15 . Por tanto, los nUmeros buscados son: 15, 17, 19y 21.

146. La suma de un numero positivo mas el valor de su raiz cuadrada coincide con el triple de dicho nimero.
¢De qué numero de trata?

x=0
Sea x el numero desconocido: X ++/x =3x = Jx =2x = x = 4x* = x(4x-1)=0=

1
4

147. La suma de un nimero de dos cifras mas el que resulta al invertirlas es 99. ;Cuanto vale la suma de las
dos cifras de ese niumero?

Sea [xy]m) =10x + y el nimero desconocido. El nimero invertido sera [yx]m) =10y +x .

Se tiene que: 10x+y +10y +x =99 = 11x+11y =99 = x + y =9 = Las dos cifras suman 9.

148. a) Encuentra un niumero de tres cifras tales que la suma de los cuadrados de las dos cifras extremas es 65 y que si
a dicho numero se le afiaden 297 unidades, el nimero que resulta se escribe al revés que el buscado.

b) ¢ Cuantos numeros de este tipo hay?

a) Suponiendo que el numero buscado es [xyz]m) =100x+10y + z tenemos:

x=4
x = —4 (No valida)

{x2+z2:65 {x2+z2:65 Z—7=>{
= =
z =-4 (No valida)

100x +10y +z+297 =100z +10y + x xX—z=-3
Por tanto, un nimero que cumple las condiciones es 407.

b) El resultado no depende de y, por tanto, hay 10 posibles soluciones: 407, 417, 427, 437, 447, 457, 467, 477,
487 y 497.
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149. Tres nameros estan en progresion aritmética. Su suma vale 57 y la suma de sus cuadrados vale 1181.

Calcula los tres numeros.

Sean los nimeros buscados: x—a, x, x+a.
Tenemos: x—a+x+x+a=57=3x=57=x=19

a=7

Por otra parte: (19-a)’>+192+(19+a)? =1181= 2a®> =98 = a° :49:{6_ .

En ambos casos, los numeros buscados son 12, 19 y 26.

150. De un numero de tres cifras sabemos que su suma es 12, que la cifra de las unidades es igual a la

151.

semisuma de las cifras de las centenas y de las decenas, y, por ultimo, que el nUimero que resulta al invertir
las cifras del buscado es 198 unidades mas pequeno que este. ;De qué nimero se trata?

Suponiendo que el numero buscado es [xyz]m) =100x+10y + z y que, por tanto, el nimero que resulta al invertir

sus cifras es [zyx]m) =100z +10y + x , podemos escribir:

X+y+z=12 X+y+z=12 [x=6
X+y-2z=0 =<:{x+y-2z=0={y=2= Elnumero buscado es el 624.
99x-99z =198 X-z=2 z=4

Se consideran los numeros A = u* + V2, B=u* - V* y C=2uv donde u y v son numeros enteros positivos.

a) Comprueba que para cualesquiera valores de u'y v, los numeros A, By C forman una terna pitagoérica, es decir,
que A, By C pueden ser los lados de un triangulo rectangulo. ¢ Cuales son los catetos y cual la hipotenusa?

b) Con la ayuda del apartado anterior, calcula los lados de un triangulo rectangulo sabiendo que sus longitudes
son numeros enteros que suman 90 y que la suma de las longitudes de sus catetos vale 49.

c) Calcula tres numeros enteros que formen terna pitagérica, que sumen 132 y tales que la hipotenusa mida una
unidad mas que uno de los catetos.

a) La hipotenusa debe ser A, el nUmero mas grande, y los catetos By C.

Comprobemos que se verifica el teorema de Pitagoras:

A% = (WP +v2P = Ut vt 20t = 0t vt - 20PV?  auPv? = (UP - R+ (2uv ) = B2 + C2
b) La hipotenusa vale 90 — 49 =41.

41=25¢16=5%44> = u=5v=4 = A=41,B=9y C=40

c)

2uv =u?+v2 -1 u=1+v

A+B+C =132 u?+v2+u? —v?+2uv =132 2u% +2uv =132 u? +uv =66 u?+uv =66
= 2 2 = = = =
uc+ve=2uv+1

A=B+1 (u_v)2:1

=>Uu=6,v=5=A=61,B=11yC=60

152. Un padre tiene 48 anos, y su hijo, 15. ; Cuantos afios han de pasar para que la edad del padre sea justo el

doble de la del hijo?

Sean x los afios que han de pasar: 48+ x=2(15+x)=> 48+ x=30+2x => x =18

Dentro de 18 afios, la edad del padre sera el doble de la del hijo.
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153. Las bases de un trapecio miden 10 y 20 cm, respectivamente, y la altura, 8. Calcula la altura del triangulo
que resulta al prolongar los dos lados no paralelos del trapecio.

(20+10)-8

La superficie del trapecio es: Sy =120 cm?
10x &E——
La superficie del triangulo CED es: Sigp = — = 5x
X
E/ 10cm D
La superficie del triangulo ABC es: S, 5. = M =10x+80 ;
Q
40 3
Por tanto, se tiene que: 10x+80—5x=120:5x=120—80:40:x=?=8 Al % B
cm

La altura del triangulo ABC es 8 +8 =16 cm

154. Los catetos de un triangulo rectangulo miden 27 y 36 cm. Tomando como centro cada uno de los vértices
del triangulo se trazan tres circunferencias de forma que son tangentes exteriores dos a dos.

Calcula los radios de las tres circunferencias.

El valor de la hipotenusa es V362 +272 =45 cm, por tanto:

rn+ry =27 =18 cm
ry+r; =36 =+<r, =27 cm
r+r, =45 ry; =9 cm

155. Tres numeros estan en progresion geométrica y su producto vale 1728. Si al niumero central se le anaden 8
unidades, los tres nimeros pasan a estar en progresion aritmética. ; Cuales son estos tres nimeros?

Sean 1, X y rx los nimeros buscados: i-x-rx =1728 = x = 31728 =12
r r

Como —, 20 y 12r estan en progresion aritmética, tenemos:
r

Wl W

,
12r—20:20—E:>12r2—40r+12:0:3r2—10r+3:0:
r

En ambos casos, los numeros buscados son 4, 12 y 36.

156. Las medidas de los cinco angulos de un pentagono estan en progresién aritmética. Calculalos sabiendo
que el segundo mas pequeino mide 88°.

Los angulos son 88 — d, 88, 88 + d, 88 + 2d y 88 + 3d.

Como la suma de los angulos de un pentagono es (5 — 2)-180° = 540°, tenemos:
88-d+88+88+d+88+2d+88+3d=540=d =20
Por tanto, los angulos valen 68°, 88°, 108°, 128°y 148°.
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157. Hace cinco anos, la edad de una madre era el triple de la de su hijo, y dentro de diez solo sera el doble.
Halla las edades actuales de ambos.

Sean 3x y x las edades de hace cinco afios.

Las edades actuales son 3x+ 5y x + 5, y las edades dentro de 10 afios son 3x+ 15y x + 15.

Por tanto, se tiene: 3x+15=2(x+15)= x =15

La edad actual de la madre es 50 afios, y la del hijo, 20.

158. Un grupo de amigos debe pagar un total de 360 € por una reserva para un fin de semana en una casa rural.
En el ultimo momento cuatro amigos confirman que no podran asistir, por lo que el resto del grupo debera

abonar, cada uno, 4,5 € mas por la reserva. ; Cuantos amigos disfrutaran del fin de semana en la casa rural?
¢Cuanto dinero aportara cada uno de los amigos?

Se x el numero de amigos inicial e y el dinero que aporta, al principio, cada uno de ellos:

xy =360 xy =360 N x =20
(x—4)y+4,5)=360 4,5x -4y =18 y=18

Finalmente, van 16 amigos a la casa rural y cada uno paga 22,5 €.

159. Las dos cuerdas paralelas dibujadas en la circunferencia de la figura miden 12 y 16 cm. La distancia entre
ellas es de 2 cm.

Halla el radio de la circunferencia

Aplicando el teorema de Pitagoras:
82+ x%=r?

6% +(2+x)° =

2}264+x2 =36+4+x>+4x = 4x=24= x=6cm.
,

Por tanto, r? =64+36=100=r=10cm.

160. Si se disminuye en 10 cm el lado de un cuadrado, su area disminuye en 400 cm?. ¢Cual es el tamaiio
original del cuadrado?

Sea x el lado del cuadrado original. Su area es X2

Se tiene: (x—10)? = x> 400 = x*> —20x +100 = x*> - 400 = 20x = 500 = x =25 cm .

161. Dos ciudades A y B, unidas por una carretera, distan 111 km. Desde la ciudad A hacia la B sale un coche a
72 km/h y desde B sale hacia A otro coche a 76 km/h. ; Cuanto tardaran en encontrarse?

Si los coches tardan t horas en encontrarse, en esas t horas el primer coche habra recorrido x km y el segundo
coche 111 — x. por tanto:

X _MI=X 6y —7992 - 72x = 148x = 7992 = x = 1292 _ 54 km .
72 76 4

El tiempo que tardaran en encontrarse sera: ?—4 =0,75 horas = 45 minutos.
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162. Desde un punto A sale una moto con velocidad 72 km/h. Diez minutos después sale, desde el mismo punto
y a su encuentro, un coche con velocidad constante de 90 km/h. ; Cuanto tardara en darle alcance?

Si tarda t horas en alcanzarle tenemos: 72[t +%) =90t =72t +12=90t = t :é horas = 40 minutos.

163. Se consideran tres barras homogéneas de metal compuestas de la siguiente forma:
Primera barra: 30 g de oro, 45 de plata y 75 de cobre.
Segunda barra: 60 g de oro, 30 de plata y 135 de cobre.
Tercera barra: 45 g de oro, 60 de plata y 75 de cobre.

¢Qué cantidad debera tomarse de cada una de las barras para obtener otra que contenga 64,5 g de oro, 69
de plata y 136,5 de cobre?

. . 30 2 3 75 5
En la primera barra se verifica que —— =— es oro — es platay —— =— es cobre.

150 10 150 10 150 10
o 60 4 30 2 135 9
En la segunda se verifica que —— =-— es oro, —— =— es platay —— =— es cobre.
225 15 225 15 225 15
o 45 3 60 4 75 5
En la tercera se verifica que —— =— esoro, — =— esplatay —— =— es cobre.
180 12 180 12 180 12

Supongamos que tomamos x g de la barra primera, y de la segunda y z de la tercera. Se puede escribir el sistema
de ecuaciones lineales:

ix+iy+iz:64,5

13? 125 142 12x+16y +152=3870  [x=90

ﬁx+ﬁy+§z:69 =118x+8y+20z=4140 =y =90
30x+36y +25z=8190 z=90

5 9 5

—X+—y+-—2z=136,5

10 15 12

Por tanto, se deberan tomar 90 g de cada una de las barras.

164. Halla tres enteros consecutivos tales que al sumar los cuadrados de los dos primeros se obtenga el
cuadrado del tercero.

Sean x, x+ 1y x+ 2 los nUmeros buscados:
XX+ =(x+2P = X2+ x3+2x+1=x*+4x+4=> x*-2x-3=0=>x=-1,x=3

Por tanto hay dos posibles soluciones: -1,0y 103, 4y 5.

165. Se sabe que una cierta poblacion de insectos se incrementa en un 9 % cada semana. Calcula el tiempo que
ha de pasar para que la poblacién se multiplique por cinco.

Sea P el nUmero inicial de insectos. Al cabo de una semana se tendran P -1,09. Al cabo de t semanas se tendran
P -1,09" insectos. Por tanto:
loghs

5P =P.109' =109 =5=t= =18,676 semanas = 131 dias.
log1,09

166. Si se colocan 5000 € a un 5 % de interés compuesto anual con capitalizacion anual, ;cuanto tiempo tarda
en aumentar en un 50 %? (Y si la capitalizacién es mensual?

15C = C-1,05' =1,05' =15 = t =129 _ g 31 aios.
log1,05
Si la capitalizacién es mensual tenemos:
1,5C = c-mﬁ)m =1,004167'% =15 = ¢ :L:ens afios.
12 12-10g1,004167
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167. En un concurso de matematicas se propone una prueba de 25 preguntas. Cada una de ellas tiene 5
posibles respuestas de las que solo una es verdadera. Por cada respuesta acertada se obtienen 5 puntos; si
se responde de forma errénea se obtienen 0 puntos, y si se deja una pregunta sin respuesta, se obtienen 2.

a) Escribe la expresién algebraica que determina la puntuacién de un concursante llamando x al nimero de
respuestas acertadas, e y al nimero de respuestas incorrectas.

b) Si de un concursante se sabe que ha obtenido 80 puntos, ;cémo puede deducirse el nimero de respuestas
acertadas, erroneas y no contestadas? Da dos ejemplos posibles.

c) En dos de las preguntas no contestadas, ese mismo concursante dudaba entre dos de las cinco opciones.
¢, Qué puntuacion habria obtenido en el caso de haberlas contestado de manera correcta?

a) La expresion algebraica que da la puntuacion es: P(x,y)=5x+2(25-x-y)=5x+50-2x—-2y =3x-2y +50.
b) Si el concursante ha obtenido 80 puntos, se tiene que:

3x-2y+50=80=3x-2y =30 = y = 3";30 :y:%’@w

Dos posibles ejemplos pueden ser:
x=10= y =0, es decir, acierta 10 preguntas y no contesta ninguna de las otras 15.
x =12 = y =3, es decir, acierta 12 preguntas, falla 3 y no contesta 10.

c) Habria obtenido 6 puntos mas, es decir, 86 puntos.

168. Se han comprado un determinado nimero de discos DVD virgenes por una cantidad total de 17,25 €. Si se
hubieran comprado discos de una calidad superior, cuyo precio es 0,40 € mas caro por unidad, se deberian
haber adquirido 8 menos para que el precio total no variase. ¢ Cuantos discos se han comprado?

Sea x el numero de discos adquiridos. El precio de cada uno es de 17,25 euros.
X

Si se comprasen discos de una calidad superior, el precio de cada disco seria [ﬂ+0,4j .
X

Por tanto, se tiene que:

(17,25
X

+0,4j(x—8):17,25:>17,25+O,4X—@—3,2:17,25 :>0,4X2—3,2x—138:0::{
X

x =23
x =-15 (No valida)

Se han comprado 23 discos.

169. Para participar en las proximas competiciones locales de atletismo se deben pasar dos pruebas. En la

primera se elimina al 60 % de los participantes, y en la segunda, a las dos terceras partes de los que
quedan.

¢ Cuantos participantes se apuntaron en un principio si después de las dos pruebas quedan 10 atletas para
competir en la final?
Sea x el nUmero de participantes iniciales.

Después de la primera prueba quedan 0,4x. Después de la segunda prueba quedan %

0,4x

Por tanto, =10=>x=75.

Se apuntaron 75 participantes.
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170. Un comerciante adquiere dos tipos de café para tostar, moler y, posteriormente, mezclar. El de mayor
calidad tiene un precio de 9 €/kg, mientras que por el otro pagé 7,50€ por cada kilo. EI comerciante quiere
obtener una mezcla que salga a 8,40 €/kg.

¢ Cual debera ser la proporcion de los dos tipos de café?

Sea x la cantidad de café de mayor calidad en un kg de mezcla e y la cantidad del otro café en un kg de mezcla,

tenemos:
X+y=1 x=0,6
9x+7,5y =8,4 y=04

Por tanto, hay que mezclar 0,6 kg de café de mayor calidad por cada 0,4 kg del otro, es decir, hay que mezclar 3
kg de café de mejor calidad por cada 2 kg del otro.

171. Un almacenista trabaja con tres tipos de televisores. Cada televisor del primer tipo le cuesta 180 €, el del
segundo tipo, 90 €, y el del tercer tipo, 30 €. Un pedido de 105 unidades tiene un importe total de 9600 €.
Determina el numero de televisores pedidos de cada clase sabiendo que el nimero de televisores del
segundo tipo es el doble que los del primer y tercer tipo juntos.

Sean x el numero de televisores del primer tipo e y el nUmero de televisores del tercer tipo. EI nimero de
televisores del segundo tipo es 2(x + y).

Por tanto:
X+ 2(x +y) + y = 105 3x+3y =105 x+y =35 x=15
180x +902(x + y)+ 30y = 9600 360x +210y =9600 12x+7y =32 y =20

Se pidieron 15 televisores del primer tipo, 70 del segundo y 20 del tercero.

172. Entre las 6 h y 9 h de la tarde la velocidad media contratada de bajada de archivos disminuye en 80 kB/s
mientras que de 6 h a 9 h de la mafiana, esta velocidad media se ve incrementada en 100 kB/s. Andrés se ha
bajado un archivo en dos etapas. Por la mafiana se ha bajado la primera parte del archivo de 12400 kB y por
la tarde se ha bajado los restantes 11264 kB. En total, la bajada del archivo completo ha precisado
exactamente de un minuto. ¢ Cual es la velocidad media de bajada contratada?

Sea v kB/s la velocidad media de bajada contratada. Se bajan 12400 kB con una velocidad de v + 100 y 11264 kB
con velocidad v — 80. El tiempo total invertido es 60 segundos, por tanto:

12400 11264 _
v+100 v-80

60 = 60V — 22464y — 614400 =0 = v :w:nzsﬁmms

La unica solucion que tiene sentido es v =11232+12768 = 24000 kB/s.

173. Un ciclista esta realizando un trayecto a favor del viento. En un primer tramo, el viento le ayuda a razén de
1 km/h, y en un segundo tramo, le ayuda a razén de 2 km/h. El ciclista lleva una velocidad propia constante
en todo el recorrido y tarda 2 horas y 36 minutos en hacer los 40 km. Posteriormente, en un mapa
topografico, el ciclista observa que los tramos estan en proporciéon 3 a 2. Calcula la velocidad propia del
ciclista.

Sea x la velocidad del ciclista. Sean y, 40 — y las longitudes de los tramos. El tiempo que el ciclista tarda en

realizar el total del trayecto es: . + 40;3’ =26.
x+1 x+2

La relacién de los tramos es: y . 3 =2y=120-3y=>y=24.
40-y 2
Por tanto, 2%+ 1% _ 26— 26x? ~32,2x-58,8 =0 = x = 2222406
x+1 x+2 5,2
La unica solucién que tiene sentido es x = % =14 km/h.
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PARA PROFUNDIZAR

174. Factoriza los siguientes polinomios.
a) xX*+y?+2xy-2° d) *-y*
b) 4x?-9y?-47° +12yz e) x*+y3

c) 4-9x2-25y2+30xy

a) XP+y?+2xy -2 =(x+yP -2 =(X+y-z)(x+y+2)

b) 4x?-9y?-47% +12yz = 4x* —(3y —2z)* = (2x + 3y —22)(2x — 3y +22)
c) 4-9x2-25y2+30xy =4—(3x-5y)? = (2+3x—-5y)(2-3x+5y)

d) x°-y®=(x-y)E+xy+y?)

e) xX°+y° =(x+y)(x* —xy +y?)

175. Factoriza el polinomio x*+2x® +4x? +3x +2 sabiendo que es el producto de dos polinomios irreducibles
de segundo grado y que el coeficiente de primer grado del primero de los factores es 1.

x*+2x3 +4x?* +3x+2=(x* +x+a)(x? +bx+c)=x* +(b+ x> +(a+b+c)x? +(c+ab)x +ac

b+1=2

a+b+c=4 a=2
=ib=1=P(x)= (x> +x+1)(x* +2x+1)

c+ab=3 c—1

ac=2 -

176. Resuelve las siguientes ecuaciones con valores absolutos.

a) x-1+|-3x-3|=-3 c) |x—1+[x+1=1

b) 2x—|x2—1|:—2 d) |x2—1|—2|x2—9|:—7

1
. X=—-— si x<-1
1-3x-3=— <1
a) x—1+|—3x—3|=—3:>{i_1+2;((+2:_:33 : );>_1:> f_} . = No tiene solucion.
X:_Z si x>-1

=>x=-1x=3

— 2 e i — 2_ — = i —
b) 2x—|x2—1|=—2:>{2X x“+1=-2 si x>1ox< 13{x 2x-3=0 si x>1ox<-1

2x+x>-1=-2 si -1<x<1 X’ +2x+1=0 si -1<x<1

—X+1-x-1=1 si x<-1 -2x=1 si x<-1
c) [x—f+[x+1=1={-x+1+x+1=1 si -1<x<1=:{2=1  si —1<x<1= No tiene solucion
x=1+x+1=1 si x>1 2x=1 si x>1

x2-1-2x*+18=-7 si x<-3 x2=24 si x<-3
x?-1+2x?>-18=-7 si -3<x<-1 [x*=4 si -3<x<-1

d) |x2—1|—2|x2—9|=—7:> X2 +1+2x2-18=-7 si -1<x<1 ={x*=10 si -1<x<1 =

x> -1+2x*-18=-7 si 1<x<3 x>=4 si 1<x<3

X

x> -1-2x?>+18=-7 si x>3 2=24 si x>3

= X=V24,x=—+24,x=2,x=-2

Unidad 2| Algebra



SOLUCIONARIO

177. Estudia si este sistema de tres ecuaciones con tres incognitas es compatible.
x2+y?-_z2=_4
Xy +XxzZ+yz=-5
X+y+z=2
Como (x+y+2z) =x?+y?+ 2%+ 2(xy + xz + yz) , tenemos:
22=722-44+7%4+2.(-5)=>27°=9=>2=3, z=-3
Suponiendo que z =3, el sistema queda:

x2+y?=5
Xy +3x+3y =-5
x+y=-1

Como (x+y)? =x2+y?+2xy, tenemos: 1=5+2xy = xy = -2 y el sistema queda:

x?+y?=5 ,
3x+3y:_3:>{x +ty =5:>{X=1,y=—2,z=3
X+y=-1 X+y=-1 x=-2,y=12z=3

Como el sistema tiene, al menos, dos soluciones, es compatible.

De hecho el sistema no tiene mas soluciones, si suponemos que z = -3, el sistema queda:

x*+y*=5
xy —3x—-3y=-5
xX+y=5

Como (x+y)? = x?+y?+2xy, tenemos: 25=5+2xy = xy =10 y el sistema queda:

x2+y?=5
x2+y?=5 . L
3x+3y=15=> = No tiene solucion.
X+y=5
X+y=5

178. Aplicando el método de Gauss, estudia y resuelve el siguiente sistema de cuatro ecuaciones lineales con
cuatro incégnitas.

x+3y-2z+2w =12
2x-2y-z+w=5
3x+y-2z—4w =16
3x-3z-3w=15

X+3y—-2z+2w =12 X+3y-2z+2w =12 X+3y—-2z+2w =12
2x-2y-z+w=5 :>E2_>E2—2E1: -8y +3z-3w=-19 - N -8y +3z-3w=-19
3x+y-2z-4w=16 E; > E;-3E, —8y+4z-10w=-20 E;—>E-E z-7w =1
3x-3z-3w =15 Es>E,-3E, | _gyi3z-9w=--21 FEa—8E, -9, _37-45w =3

X+3y-2z+2w =12 x=4
—8y+3z—3w=—19:> y=2
z-Tw=-1 z=-1

E, > E,+3E; 66w =0 w=0
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ENTORNO MATEMATICO

Algebra para que el bebé esté contento

Maria y Antonio esta de enhorabuena jhan tenido una bebé! Pero, claro, las cosas al principio no son faciles.
iMartina no para de llorar! Se pasa el dia y la noche gritando y solo cuando esta agotada consigue dormir no
mas de dos horas; después, vuelta al llanto. La verdad es que Maria y Antonio empiezan a estar desesperados.
Un feliz dia, un amigo les comenta que a él le paso lo mismo con su hijo y que lo solucion6 sin mas que poner
en su cuarto un colgante de techo. Pero han de tener sumo cuidado de que el colgante esté perfectamente
equilibrado para que la nifia deje de llorar. jParece mentira, tan pequefios y ya tan exigentes!

Deciden probar la posible solucion y el manitas de Antonio se dispone a disefar un juego de colgantes
sonoros. Maria, que es ingeniera, le recuerda que para que dos masas My N colgadas en los extremos de una
vara de masa despreciable estén en equilibrio, se debe verificar la igualdad: xM = yN

X —— Y —

M N

Con esta informacion, Antonio disefia un colgante con cinco figuras.

2dm
4 dm
‘ y 20g
X 2dm
80g z

a) Calcula los valores de x, y, zy a para que el colgante que ha disefiado Antonio esté en equilibrio.

b) Como el disefio inicial parece dificil de hacer, Antonio decide simplificarlo y hacer uno de tres figuras. Para este otro
colgador, calcula los posibles valores de x e y que se pueden poner teniendo en cuenta que deben ser niumeros
enteros.

5dm_|1dm

2y| x
10g
X 2y

a) Imponiendo las condiciones para el equilibrio obtenemos el sistema:

2-80=az az =160 x=75g
3(80 =4 _3z= =

(80+z)=4x N 4x -3z =240 )y 30g
2y =3-20 y =30 z=20g

2(x+80+2z)=7(y+20) |(2x+2z-7y=-20 |a=8dm

b) Imponiendo las condiciones para el equilibrio obtenemos el sistema:

S10=Xx+2y oy _50= x=50-2y
2yx = 2yx

Como x e y deben ser enteros positivos, hay 24 posibles soluciones:
x| 48 46 44 42 40 38 36 34 32 30 28 26
y| 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

x |24 22 20 18 16 14 12 10 8 6 4 2
y|13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24
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Las cajas

Una vez resuelto el problema, Maria y Antonio quieren construir también un juego de cajas para guardar los
juguetes de Martina. Para ello compran cartulinas de 84 cm x 56 cm. Para construir cada caja, recortan cuatro
cuadrados iguales en las cuatro equinas y doblan tal y como muestra la figura.

56 cm
¥

84 cm

a) Calcula expresiones algebraicas que determinen la superficie y el volumen de la caja sin tapa que se obtiene en
funcioén del lado x de los cuadrados recortados.

b) Elabora una hoja de célculo tal que se muestre la superficie y el volumen de la caja para diferentes valores de x.

c) Con ayuda de la hoja de calculo anterior, establece la longitud x que hace que el volumen de la caja sea maximo.
¢, Cuanto vale la superficie en este caso?

a) S=84.56-4x2=4704-4x>

V = x(84 —2x)(56 — 2x) = 4x° — 280x% + 4704 x

b)

X S(x) V(x)

5 4604 17020

8 4448 21760

9 4380 22572

10 4304 23040

11 4220 23188

12 4128 23040

15 3804 21060
10,9 4228,76 23186,916
10,95 4224,39 23187,8295
10,97 4222,6364 | 23187,9867
10,98 4221,7584 | 23188,0208
10,99 4220,8796 | 23188,0252

c) El maximo volumen se obtiene al cortar cuadrados de 10,99 cm de lado. En este caso, el volumen sera de
23188 cm® y la superficie de 4220,9 cm?.

AUTOEVALUACION

Comprueba qué has aprendido

1. Calcula el valor de a para que la division siguiente sea exacta.

(—2x4 —7x%+20x% + 4ax — a) : (2x2 -3x- 3)

Al dividir los polinomios se obtiene como cociente —x* —5x +1 y como resto 4(a-3)x—(a-3).

Por tanto, para que la division sea exacta, a-3=0=a=3

Algebra | Unidad 2
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2. Factoriza el polinomio: 2x° +4x*-13x3+10x2-7x+4

Al aplicar la regla de Ruffini, se obtienen las raices x =1 (doble), x =—4 y un resto de segundo grado 2x?+1 que
no tiene raices reales.

Por tanto, 2x° +4x* —13x> +10x? - 7x+4 = (x - 1(x + 4)(2x? +1)

3. Desarrolla el binomio: (3 - x/f)s
(o) =) (5 o (V2 ) o (V2] (5o (2 +( 5 o (2) (V2 -
— 243 -405+/2 + 540 —1803/2 + 60 — 4+/2 = 843 — 5892

4. Simplifica las siguientes fracciones algebraicas.
1

—x+1
o 2700 1 by 26 1
1p 1 x+1 x-2 x?-x-2 x+1
x+1
1 1 X+2
a) 2N T xHt 1 (x#P-2 X e2x -1
1+ 1 x+1 X+2 x+1 2 x+1  2(x+1) 2x+2
x+1 x+1
b) 2 6 N 1 2 _ 6 1 _2X+2—6+X—2: 3(x-2) 3

X-2 xX2-x-2 xi1 x-2 (x+1)(x—2)+x+1_ (x+1)(x=2)  (x+10)(x-2) x+1

5. Resuelve las ecuaciones:
a)

2V4x+8 o g
3

b) log(2x +1)+log(x +1) = 2log(x —1)

49* +343

c —:7x+1
) 8
a) 2—“4;‘”3—\/“2 =12 2J4x+8 =3+3Vx+2 = 16x+32=9+9x+18+18Vx+2 = 18Vx+2 =7x+5 =

x=7

= 324X +648 =49x% +25+70x = 49x%> —254x -623 =0 => X = 89
X = T (Falsa)

b) log(2x +1)+log(x +1) = 2log(x —1) = log(2x + 1)(x +1) = log(x - 1) = 2x? +3x +1=x* —2x+1= x> +5x =0 =

x =0 (Falsa . ) ..
{ ( ) . La ecuacion no tiene solucion.

x = -5 (Falsa)
c) Hacemos el cambio z =7*

z=49=7"=49=x=2
Z=T=>7"=1=x=1

49* +343

s =7X+1:>(7X)2+343=8.7X+1 :>22—562+343:0:>z:{
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6. Resuelve, si es posible, los sistemas:

+ylexy=7 b) 2% 43V =7
2x+y=- 4 +9Y 25
a) y=-1-2x
2 2 2 x=1y=-3
X +(-1-2x)" +x(-1-2x)=7T=> x"+x-2=0=
x=-2,y=3
b) Hacemos el cambio u=2", v=3Y
u+v=7 u=4,v=3 X=2y=1
s 2 = = log3 log4
u+v?=25 (u=3,v=4 X=———0, Y=
log2 log3
7. Halla las soluciones de las inecuaciones:
2_ [—
a) 2x—3_x—8_7x<ﬂ x2 X-6 <0
4 8 8 2X“+x-6
a) 2X4_3—X;8—7x<%:>4x—6—x+8—56x<161:>—53x<159:x>—3: Solucion: x € (=3, +)
2 — p—
py X X6 o (Xx+2(x=3) _ X3 oo smucién:xe(ﬁ, 3}
2x2+x-6 (x+2)(2x-3) 2x-3 2

8. Resuelve los sistemas de inecuaciones:

3x+y <12
2(x-3)<-2x+6 X—-2y>-3
— b
3 1x 322x+6 ) yzg_z
2x+3y >1

2(x-3)<-2x+6 dx <12 x<3 N 21
a) 1x-3 = 21 = Soluciéon: xe| -0 —-=—

>2x+6 Bx<-21 Xz 5
b) v
\

D
)'
\ A \ N

c

oTol Y X

A

Vértices: A(-1, 1) B(2, -1) C(4, 0) D(3, 3)
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9. Para hacer un regalo de 36 € a un companero cada uno de los amigos que participa debe pagar una cierta
cantidad. Si se retiran dos amigos, los demas deben pagar 3 € mas cada uno. ;Cuanto debe pagar cada
amigo finalmente?

En un principio hay x amigos que pagan y € cada uno, tenemos:

{xy =36

(X—2)(y +3)=36 = x =6, y =6 = Cada uno de los 4 amigos debe pagar 9 €.
x-2)(y+3)=

Relaciona y contesta

Elige la unica respuesta correcta en cada caso
1.  ¢Cual es la solucion real de la siguiente ecuacion?
5% +5% +5% + 5% + 5 = /625
A. x=0 C. No tiene solucién real.

B. x=1 D. Tiene infinitas soluciones reales.

5% +5% + 5% + 5% + 5% =625 = 55 =25 = 5 =5 = x =1, la respuesta B.

2. Lafactorizacion del polinomio P(x)=16x*—-81y* es:
A. (2x-3y)* C. (2x-3y)(2x+3y)(4x?+9y?)

B. (4x+9y)’(4x—9y) D. (8x3-27y*)(2x-3y)
16x* —81y* = (4x% —9y?)(4x? +9y?) = (2x - 3y)(2x + 3y )(4x? +9y?) , la respuesta C.

3. Laecuacion log,vx+1+log, x =log, vx—1+log,(—x)

A. Tiene una solucién real. C. Tiene infinitas soluciones reales.

B. Tiene dos soluciones reales. D. No tiene solucién real.

log, VX +1+log, x =log, vx —1+log,(-x) = log, xvx + 1 =log, (—Xx/x—1): xVx+1=—xdx-1=

= x*+x?=x*-x?*=2x?> =0= x =0 (Falsa), la respuesta D.

Seiiala, en cada caso, las respuestas correctas

. . L X
4. Se considera la inecuacién

—155
2

. Elvalor x = -3 forma parte de la solucion.

A

B. Los valores x =-1y x =1 forman parte de la solucion.

C. Elvalor x = -5forma parte de la solucién pero el valor x =-2 no.
D

. Los valores x =-2 y x =-5 forman parte de la solucion.

X_; >2= x-1 -2>0=> x+2 <0 = Solucién: x [75, 72) , por tanto, las respuestas correctas son Ay C.
X+
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. . . 2x+y-z=2

5. Se considera el sistema de ecuaciones y .
3x-2y+z=2

A. Sise afade la ecuacion 5x -y =0 el sistema no tiene solucion.

B. Si se afiade la ecuacion 5x—y =4 el sistema tiene infinitas soluciones.

C. Si se afade la ecuacién x+y+z=0 el sistema tiene infinitas soluciones entre las que se encuentra x =1,
y=1,z=1.

D. Ninguna de las afirmaciones anteriores es cierta.

Sumando las ecuaciones del sistema obtenemos 5x —y =4, por lo tanto A y B son correctas.

Para comprobar si lo es C resolvemos el sistema

X :E
2X+y—-z=2 13
3X-2y+z=2=1y= —i, por lo que C no es correcta. Por tanto, las respuestas correctas son Ay B.
X+y+z=0 183
T 13

Elige la relacion correcta entre las dos afirmaciones dadas

6. Se consideran las afirmaciones:

1. x es un namero que verifica la expresion: A(x) = B(x)
2. x es un numero que verifica: [A(x)]2 = [B(x)]2
A 12 B. 1= 2 pero 2 =1 C. 2=1pero1=2 D. Nada de lo anterior

Obviamente 1= 2, pero el reciproco no es cierto, si [A(x)]2 = [B(x)]2 puede ser A(x)=B(x) o A(x)=-B(x), por
tanto la relacién correcta es B.

Senala el dato innecesario para contestar

7. Serequiere calcular el valor numéricoen x=a e y =b de:

1 x?-2x+1

Yy 1 xy-x-y+1

X X
Para ello se aportan los datos: 1. a=3 2. b=-3
A. El dato 1 es innecesario. C. Son necesarios los dos datos.
B. El dato 2 es innecesario. D. Son innecesarios los dos datos.

1 . xX*-2x+1 _ x _ (x-1¥®  x

Y 1 xy—x-y+1 y-1 (x-1Ny-1) x-1
X X

Por tanto, la respuesta correcta es B.
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3 Trigonometria

EJERCICIOS PROPUESTOS

1y2. Ejercicios resueltos.

3. Expresa en radianes las siguientes medidas angulares.

a) 30° c) 200°
b) 60° d) 330°
o o
a) 3002 S0% T rag ¢) 2000-200°% _10m g
180° 6 180° 9
o o
b) 60°= ST _ T 1ag d) 3300-330m M g
180° 3 180° 6
4. Halla la medida en grados de los siguientes angulos.
a) In rad c) 4rad
3
3n
b) 7rad d) 4r rad
. o . o
a) % rad= /= 180% _ 4500 ¢) 4rad= 2180% _55g0 14
Y Y
b) 3T rad= 37180 _ 5700 d) 4r rad= 27189° _ 7500
2 2n T

5. Determina las razones trigonométricas de los angulos de un triAngulo cuyos lados miden 6, 8 y 10 cm,
respectivamente.

2 2

Se trata de un triangulo rectangulo, pues verifica el teorema de Pitagoras: 10°=6+8
senA=8 _3 cosA-8_4 tg,Z\zgzg
10 5 10 5 8 4
sené:izi cosé:izg tgé;ézi
10 5 10 5 6 3
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6. Calcula las razones trigonométricas de los angulos agudos de estos triangulos.

a) A=90°hb=10cm, c=12cm b) B=90°,b=15cm,c=12cm  ¢) C =90° b=12cm, c=20cm

a) a=v102+12% =244 =261 cm

-~ b 10 561 - ¢ 12 661 - b 10 5
senB=—=——=——— cosB=—=——=—-— tgB=—=—=—
a 261 61 a 261 61 c 12 6
. 12 661 -~ b 10 561 ~ ¢ 12 6
senC=—=—F—+=—— cosC=—=——+=—— tgC=—=—=—
a 261 61 a 2J61 61 b 10 5
b) a=+v152-122 =\/81=9 cm

seni-2_9_3 cosA-S-12_4 tg,Z\:izi:i
b 15 5 b 15 5 c 12 4
sené=£=£=i cos(§=3=i=E thA=£=E=i
b 15 5 b 15 5 a 9 3

c) a=v20?-12%2 =/256 =16 cm
senzz\:i:1—6:i cosA:£:1—2:§ tg/Z\:i:1—6:i
c 20 5 c 20 5 b 12 3
senl§=£=£=E cosé=i=ﬁzi tgé=£=£=i
c 20 5 20 5 a 16 4

7. Calcula las razones inversas del angulo menor en el triangulo rectangulo cuyos catetos midan 5y 10 cm.

Hipotenusa: a = V5% +10% = 5v5 cm. El angulo de menor amplitud es el opuesto al cateto menor, por tanto:

COSGC&I%:% secg:ﬂ;ﬁ

cotga =E=2
10 2 5

8. Ejercicio resuelto.

9. Halla los angulos reducidos y las razones trigonométricas de estos angulos.

a) 3990° b) 9n c) 25200° d) 1241“
a) Se calcula el angulo reducido: 3990° : 360° = 11,083 y 0,083-360°= 30°

sen3990°=sen30° = % c0s3990°= cos 30° = g tg3990°=tg30° = g
b) Se calcula el angulo reducido: 9n:21=4,5 rady 0,5-2n == rad

sen9n=senn=0 cos9n =cosn = -1 tg9n =tgn =0
c) Se calcula el angulo reducido: 25 200°: 360° = 70y 0 - 360° = 0°

sen25200°=sen0°=0 €0s25200°=cos0° =1 tg25200°=tg0° =0

. . 1211 b
d) Se calcula el angulo reducido: :21=15,125 rady 0,125-2n = 2 rad
1210 2 121n n 2 121, n
sen =sen—=— =C0S—=—— tg =tg—=1

COos
4 4 2 4 4 2 4 4
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10. Halla el signo de todas las razones trigonométricas de:

a) 120° c) 256° e) 315°
b) -70° d) 800° f) -460°
a 120° -70° 256° 800° 315° -460°
Cuadrante Il \% ] | I\ 1}
seno y COSEec o + - - + _ _
cosa Yy seca - + - + + _
tga y cotga - - + + - +

11. Para los siguientes angulos, indica el signo de todas sus razones trigonométricas.

3rn 4n On

a) — c) — e) ——
) 5 ) S ) -,
11 n 5n

b) — d) —— _or
) 3 ) 6 n 3

o 3n 11 Aan _fm | _Sn | 57

4 3 3 6 4 3
Cuadrante 1l 1\ I 1] v |
sena y cosecao + _ _ 4 _ 4
cosa Yy seca _ + — _ + +
tga y cotga — - + — _ +

12 y 13. Ejercicios resueltos.

14. Calcula el valor de las siguientes razones trigonométricas reduciéndolas al primer cuadrante.

a) sen 150° d) tg 330° g) sen 240°

b) cos 225° e) cosec 135° h) cotg 300°

c) sen 840° f) tg 1800° i) sec2295°

a) sen 150° =sen 30° = % d) tg 330°=-tg 30°= —g g) sen 240°=-sen 60° = —ﬁ

b) cos 225° = —cos 45° = —ﬂ e) cosec 135° = ! =2 h) cotg 300°= — L = —ﬁ
2 sen45° tg 60° 3

c) sen 840° =sen 60° = ﬁ f) tg1800°=tg0°=0 i) sec2295°= — L =2

2 cos 45°

15. Calcula, en funcién de h, sen 303° sabiendo que cos 33° = h.

sen 303° = —sen 57° = —sen (90° — 33°) = —cos 33°=-h
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16. Calcula el valor exacto de:

a) sen 3n b) sen Mr c) sen 4n d) sen S
4 6 3 6
3n n N2 4n b \/5

a) sen — =sen — = — c) sen — =-sen — = ———

4 4 2 3 3 2

b) senﬁ=—sen£=—l d) sen@=sen£=l

6 6 2 6 6 2

17. Ejercicio interactivo.
18 y 19. Ejercicios resueltos.

20. Calcula las restantes razones de o sabiendo que:

V3

a) La cotangente de un angulo o < 90° vale 5

b) seca =-5y90°<a < 180°

c) coseca =-2y aclll

a) Al ser un angulo del primer cuadrante, todas las razones son positivas. Tenemos:

V3 3
cotga = —:tga:—:x/g
3 V3
1+tg%a = sec® o = sec o = 41+ tg?a = V1+3 =2:c03a=%
tga = seha = sena =cosatga =£:>COS€COL=L=£
cosa 2 J3 3

b) Al ser un angulo del segundo cuadrante, el seno y la cosecante son positivos y el resto de razones son
negativas. Tenemos:

1
SGCOL=—5:>COS(1=—€

sen?a +cos?a =1=> sena =v1-cos?a = 1—izgzﬁ:cose0a:i:ﬂ
25 5 5 N Y

tgo = sena =—2x/§:cotga=—L= 6
cosa

26 12

c) Al ser un angulo del tercer cuadrante, el seno, coseno, cosecante y secante son negativas, y el resto de
razones, positivas. Tenemos:

1
coseco =—-2 = sena = )

sen’a +cos? o = 1=> cosa = —1-sen’a =—,}1—% =—§:> seca =—%=—¥

_sena 1 3 3

tgo = —:?3cotga:

coso /3
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21. Calcula la razén pedida en cada caso.

a) sena,sitga=-3y aecll b) tga,sicosa:%yaelv c) cosa,sicotga=5y aclll

a) Al ser un angulo del segundo cuadrante, el seno es positivo. Tenemos:

\/ 1 [ 1 9 310
= sena = = = =—

1+ cotg?a = cosec’a =

2 1+cotgzot_\/1+l_ 10~ 10
9

sen“a

b) Al ser un angulo del cuarto cuadrante, la tangente es negativa. Tenemos:

OO s e el
cos?a cos? o 4

c) Al ser un angulo del tercer cuadrante, el coseno es negativo. Tenemos:

\/ 1 [ 1 25 526
= Ccosa =— =

1+tg%a = sec®a =

1+tg0 = sec® a =

2 1+tg2(x__\j1+i_ 26 26
25

COos™ a

22 a24. Ejercicios resueltos.

T . . . . o
25. Transforma 15°y 12 rad en una suma o diferencia de angulos y calcula sus razones trigonométricas.

15°=60°-45°: sen15°=sen(60°-45°) = sen60°cos45° — cos 60°sen45°= \/7 \/— ! \/7 \/— 2

2 2 4
c0s15°= cos(60°-45°) = cos60°cos45° + sen60° sen 45° = 1 £+£'£: V6 ++2
2 2 2 2 4
o o _ —
{15 = tg(60°-45°) = tg60°-1g45° _3-1_ 23 4 5,
1+1g60°tg45° 14++/3 2
50 m m. 5n nnj T_om n_n N2 V3 V21 Je+2
= sen— =sen| —+— | =Sen—CoS—+C0S—SeN— = — - —— 4 —— . =
12 4 6 12 4 6 4 6 2 2 2 2 4
5n [TCTCJ T T T n N2 N3 V21 Je-2
COS— =C0S| —+— | = COS—COS——Sen—sen— = —  — ———. — =
12 4 6 4 6 4 6 2 2 2 2 4
n V3
5t _, (n 7 t94+th "5 ..
tg—= g(— j = =2++3
12 (4 6 1-tg” Tig™ 4 V3
3

26. Calculatg 75° a partir del seno y del coseno.

75°=45°+30°: sen75°=sen(45°+30°) = sen45°c0s30°+cos 45°sen30° = g g g % = 6 Z 2
cos 75° = cos (45°+30°) = cos45°cos30°-sen45°sen30°= \/E ﬁ - ﬁ 1 62
2 2 22 4
@ 2
sen75°
75°= =2+
cos75° J— V2 =
4
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27. Demuestra que sen(a+37nJ =—-cosa..

3n 3n 3n
sen| a +7 = senac037+cosasen7 =sena-0+cosa-(-1)=-cosa
28y 29. Ejercicios resueltos.

. 4
30. Determina el valor del seno, el coseno y la tangente de los angulos 120° y Tn rad.

sen120°:sen(2-60°):23en60°cos60°:2-§-%:€
12 (V3 1
c0s120°= cos(2-60°) = cos? 60° —sen?60° = (Ej —[?] =3
o
tg120°= tg(2-60°) = 2950 _ 243 ~=—3
1-19°60° 4_(3)
4r 2n T T J3 1 3
sen—=sen| 2'— |=2sen—CoS—=2"—| —— | = ———
3 2 2 2
2
4n ( Zch 2 221 ( 1)2 V3 1
COS— =C0S| 2'— |=cos"—-sen"—=|——| -| — | =——
3 3 3 2 2 2
2tgﬁ
tgﬂ:tg(z-ﬁj: 32 - ~=3
3 3 1—tgz?rE 1—(—\/5)

31. Desarrolla las expresiones de cos 3o y de tg 3o en funcidn de las razones trigonométricas del angulo a.

cosSa:cos(a+2a)=cosacosZoc—senasen2oc:cosa(0032a—sen%)—seansenacosa:
3 2 2 3 2 3 2 3
=C0s” o —Ccosa sen” o —2sen”a.cosa = cos” a—3cosasen” o = cos” a—3cosa(l-cos“a)=4cos” a—3cosa

2tga tgo—tg® o+ 2tga

tga +
g3~ tg(as 20) - 19971020 _ 2" Tiota _ i-ge _3tga—igw _99(3-00)
T-tgartg2a 4 _yq,. 2tga 1-tg? a -2tg% a 1-3tg’a 1-3tg’a
1-tg® o 1-tg? o

. . 3 a
32. Sia es un angulo del segundo cuadrante y sen a = 5’ calcula las razones de 2"

El angulo > es del primer cuadrante, por tanto sus razones trigonométricas son positivas. Tenemos:

4
"I+—
senoc:§:>c:03a:—\/1—senzoc:—4/1—1:—i sen3:4/1fcosa = S :Ji:ﬂ
5 25 5 2 2 2 10 10
4
5 _ i_\/ﬁ g = I'I—COSa_
10 10 2 1+ cosa
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33. Calcula sen 32° suponiendo que sen 8°=0,14.

sen8°=0,14 = cos8°= \1- sen?8° = /1-0,142 = 0,99
sen16°=sen(2-8°) =2sen8°cos8°=2-0,14-0,99 = 0,2772 = cos16° = 1-sen?16° = 0,9608
sen32°=sen(2-16°)=2sen16°cos16°=2-0,2772-0,9608 = 0,5327

34y 35. Ejercicios resueltos.

36. Transforma en productos.

a) sen 55°+sen 15° b) sen 75° — sen 35° c) cos 125° + cos 85° d) cos 220° - cos 20°

55°+15° 55°-15°
Cos 5

a) sen55°+sen15°=2sen =2sen35°cos20°

75°+35° sen 75°-35°

b) sen75°-sen35°=2cos 2

=2co0s55%°sen20°

125°+85° 125°-85°
cos 2

=2c0s105°cos 20°

c) cos125°+cos85°=2cos

o o o_9200
d) co0s220°-cos20°=-2sen 220 2+20 sen 220 5 20 =-2sen120°sen100°
37. Expresa en forma de sumas o diferencias.
a) sen 80° sen40° b) cos 25° cos 10°
a) 80°0=AtB. 400 A=B A _1200; B = 400
2 2
o o o_AN°
sen80°sen40° = --2sen 1201407 o 12077407 —l(cos 120°—cos 40°)
2 2 2 2
b) 250=A*B.400_A=B i 350, 5150
2 2
o o 0_A4Eo0
cos25°cos10°= %-2003 35 ;1 2 c0s 32 215 = %(cos35° +c0s15°)

38. Comprueba que cos 75° + cos 45° = cos 15°.

o o 0_/AERO
cos75°+cos45°=2cos 75°+45 cos 75°45

=2c0s60°cos15°= 2-%-00515°= cos15°

2
39. Simplifica la siguiente expresion: —c052x+cosx
sen2x +senx
2 2X+ X 2X—X 3x
COS2X +COSX cos 2 cos 2 0037 —cotg3—x
Sen2x+senx oo oo 2X+ X cos 2X2*X sen% 2

40. Calcula el valor de: cos” +cos— —2cos—-cos~
6 12 24 8

Y T Y T
cos£+cos£f2cosicos£: 2cos 6 12 cos 6 12 f2cosicos£: 2005£003i72coslcos£:0
6 12 24 8 2 2 24 8 8 24 24 8
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41. Ejercicio interactivo.
42 a 46. Ejercicios resueltos.

47. Resuelve las siguientes ecuaciones y da los resultados en grados y en radianes.

a) senx=1 b) 2cosx+1=0 c) \/gtgx—1:0

a) El seno de un angulo vale 1 en 90°, 450°, 810°, etc.

Por tanto x=90° + 360°% con k € Z o, en radianes, X = g+2nk con keZ.

x =120°+360°k :2—n+2nk

b) 2cosx+1=0=cosx=——= VkeZ.

X =240°+360°k = % + 2nk

1 3

c) x/gtgx—1:0:>tgx:—:—:x:30°+180°k:%+nk VkeZ.

J3 3

48. Resuelve las ecuaciones trigonométricas indicando las soluciones comprendidas en el intervalo [0, 2x].

a) senx+cosx=0 b) sen2x-senx=0

x=135°=% rad
4

a) senx+cosx=0=senx=-cosx =>tgx=-1=

x:’3:15°:7—7T rad
4

x=0°=0 rad
senx=0=1x=180°= = rad
x =360°=2r rad

b) sen2x-senx=0= 2senxcosx—-senx =0= senx(2cosx-1)=0= -
X= 60°=§ rad

cosx:l:
2

x =300°= % rad

49. Resuelve, dando las soluciones en el intervalo [0, 2x].

a) sen6x—2sen4x+sen2x =0 b) 2sen®x+cos2x =4cos? x

a) senbx-—2sendx+sen2x=0= 2sen87xcos4—zx— 2sendx =0 = 2sendxcos2x —2sendx =0 =

— — o o — o o
= 2sendx(cos2x-1)=0= sendx =0= 4x=0°+180% = x = 0°+45%k conk=0,123,...
cos2x =1= 2x =0°+360°k = x =0°+180°k

Y si nos cefiimos al intervalo, x =0°; x =45°; x =90°; x =135°; x =180°; x = 225°; x =270°; x = 315°; x = 360°
b) 2sen®x+cos2x = 4cos? x = 2sen®x + cos? x —sen’x = 4 cos? x = sen’x +cos’ x = 4cos? x = 1=4cos? x =

:coszx:%:cosx:i%:x:60°;x:120°;x:240°;x:300°

Trigonometria | Unidad 3 97



SOLUCIONARIO
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50. Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones en el intervalo [0, 27].

-1
tg(x+y)=x/§ senx—seny:ﬁ—
a) 2 T b) \/_2
X ==
bt 2 senx+seny=%
T T
tg(x+y)=+/3 x+y=otnk kel |x=o+2nk
a) oy _ T = = kel
Xtey =5 X+2y == =Xk
2 TR Y= "
La unica solucién en el intervalo [0, 2n] es x=%,y=%.
b) Haciendo el cambio U =senx, v =seny tenemos:
3-1
u—v:\/_T u:ﬁ senxzﬁ
J3 - 12 - 1
3+1
= vV=— seny =—
u+v 2 > y >
b T 2n T I 5n 2n 5n
Hay cuatro soluciones en el intervalo [0, 2n]: x=—,y=—; X=—, Yy =—; X=—,y=— Yy X=—, Yy =—
y [0, 2n] 7Y% 3 V"% 3 V=% 37"

51 a 54. Ejercicios resueltos.

55. Calcula la longitud del lado ¢ de un triangulo ABC sabiendo que a=10 cm, A=145° y B=100°.

Aplicando el teorema del seno:

a c asenC 10sen35°
=cC= =

=~ = = = — = =8,11 cm
senA senC senA sen45°

56. Dado un triangulo ABCcona=12cm,b=15cmy C =35°.
a) ¢Cual es la longitud del lado ¢?

b) ;Cuadl es su area?

a) Aplicando el teorema del coseno:

c2=a?+b?-2abcosC =122 +152 —2.12.15c0835°= 74,105 = ¢ = 8,61 cm

b) Area: A:%absené:%-12~153en35°:51,62 cm?
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57. Resuelve los siguientes triangulos y calcula sus areas.
a) A=80° B=40° a=8dm c) a=10cm, b=15cm, c=20 cm

b) A=80°a=10m,b=5m d) A=75° b=8mm,c=12mm

a) C=180°-A-B=60°

Aplicando el teorema del seno dos veces:

=) o

aA: bA:b:asenAB:8sen40 ~522 dm
senA senB senA sen80°
~ o

an= cA2>0=asenAC=83en60 ~7.04dm
senA senC senA sen80°

Area: A =%absené =%.8.5,22.sen60°= 18,1dm?

b) Aplicando el teorema del seno:

a b . bsenA 5sen80°
= ~ = senB= =

sy ey . g =0492= B =29° 29' 55,34"
(La posibilidad B =150°31 40" no es valida)
C =180°—A—B=70°30' 4,66"

Aplicando el teorema del coseno:
c?=a’+b®-2abcosC =10%+52-2.10-5c0s70° 30’ 4,66" =91,621=> ¢ = 9,57 m
Area: A= %absené = %-10-5-sen70° 30" 4,66" = 23,57 m?

c) Aplicando el teorema del coseno dos veces:

- b2ic?-a®> 152+20%-102
COSA = =
2bc 2:15-20

-0,875 = A =28°57'18"

a’+c®-b* 10%+20° -15°

=0,6875= B =46°34'3"
2ac 2-10-20

cosB =

C =180°-A-B =104° 28 39"
Area: A= %absené = %-10-15-sen104°28'39" =72,62 cm?
d) Aplicando el teorema del coseno dos veces:
a’ =b*+c?-2bccos A =8% +122 -2.8-12c0s 75°= 158,307 = a = 12,58 mm

a’+c?-b* 12,582 +12°-82

=0,789 = B = 37° 53 42"
2ac 2-12,58-12

cosB =

C=180°-A-B=67°6'18"

Area: A= %bcsenAA\ = %-8-12-sen75°: 46,36 mm?

58. Ejercicio interactivo.

59 a71. Ejercicios resueltos.
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EJERCICIOS
Medida de angulos

72. Copia y completa las siguientes tablas.

Grados 30° 60°
. s TT
Radianes 7 >
Grados 135° 180°
27 57
Radianes — —
iane 3 6

Grados 30° 45° 60° 90°

Radianes

ola
ENYE
w|a
N a

Grados 120° | 135° | 150° | 180°

Radianes —

73. Pasa de grados a radianes.

a) 585° b) 450°
a) 5850 =200 1371 g

180° 4
b) 4500 =220 _ 5T 4

180° 2

Grados 210° 240°
. 57 3rn
Radianes " >
Grados 315° 360°
57 11n
Radi — —
adianes 3 6

Grados 210° | 225° | 240° | 270°

n 51 4n 3
Radi e aiad i i
adlanes

Grados 300° | 315° | 330° | 360°

74. Los siguientes angulos estan en radianes, pasalos a grados.

a) % rad b) 13=n rad
a) A g AMm180° o sge

3 3n
b) 137 rad = 127 180° _ 53400

T
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i = | = | =1 2
Radianes 3 7 6 b1
c) 76°52' 30" d) 382030’
c) 76°52'30" = 1087 _ATn

180° 9
d) 382030'= 20257 _17m g
180° 8

c) N rad d) 5rad

12
c) m rad = M = 165°

12 12
d) 5rad= > 180" _ g0 28" 44
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Razones trigopnométricas

75. Calcula las razones trigonométricas de los angulos agudos de los siguientes triangulos rectangulos.

a) A:90°,a:29cm,b:20cm b)

a) ¢=+292-20% =+/441=21 cm

sené:gzé
a 29
sené:gzﬂ
a 29

b) b=+652+72% =/9409 =97 cm

sen,z\:izﬁ
b 97
sené:gzz
b 97

B =90° a=65cm,c=72cm

cosé=£=ﬂ tgé:ﬁ:_o
a 29 c 21
cosé=2_20 tgé_ﬁ:ﬂ
a 29 b 20
COSAZEIE tg,Z\:_:@
b 97 72
cosé=2-6 tgé:ﬁzz
b 97 a 65

76. Indica los siguientes angulos como suma de un numero entero de vueltas completas mas el angulo

restante.

a) 2345° b) -1500° c)
a) 2345°=6 - 360° + 185° = 6 vueltas + 185° c)
b) —-1500°=-5 - 360° + 300° = -5 vueltas + 300° d)

—467[ rad d) ——52n rad
3 7

ﬂ rad = 7-2n+4—n =7 vueltas + 4—“ rad
3 3 3
52n

——— rad = —4-2n+ﬂ = -4 vueltas + An rad
7 7 7

77. Utiliza la calculadora para hallar el valor de las siguientes razones trigonométricas. Aproxima los resultados

a las milésimas.
a) sen 36°

b) tg331°

a) sen 36°=0,588
b) tg 331°=-0,554

c) cotg 111°
d) sen 25° 40’

c) cotg 111°=-0,384
d) sen 25°40'=0,433

e) sec 126° 33’
f) cotg 121° 22’ 45"

e) sec 126° 33’ =-1,679
f) cotg 121°22' 45" =-0,610

78. Utiliza la calculadora para hallar el valor de las siguientes razones trigonométricas. Aproxima los resultados
a las milésimas. Ten en cuenta que todos los angulos estan dados en radianes.

T
a) sen —
12

b) cosec 2

a) sen — = 0,259
12

b) cosec 2 =1,100

3n
c) cos —
7

d) sec3

c) cos 37—” -0,223

d) sec3=-1,010

e) tg —
) tg 5
f) cotg 2,75

e) tg % =0,727

f) cotg 2,75 = -2,422
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79. Calcula, de forma exacta, el valor de las siguientes razones trigonométricas.

T

a) sen 240° d) sen 1215° g) tg 3 j) cotg 225°
5n n
b) cos 135° e) cosec 330° h) sec 3 k) sen R
c) cos(-600°) f) tg 300° i) sec 120° 1) tg(-157)
a) sen240°= —sen60°:—£ g) tg7—n= tg£=x/§
2 3 3
b) cos135°=—cos45°=—£ h) secs—n:seCE:Z
2 3 3
c€) cos(—600°) = cos600°= —cos60°= —% i) sec120°=-sec60°=-2
d) sen1215°=sen135°=sen45°= - j) cotg 225°=cotg45°=1
e) cosec330°=—cosec 30°=-2 k) sen7—7t = _sent= —ﬁ
4 4 2
f) tg300°=-tg 60°= —/3 ) tg(-157)=—tg15n=—tgn =0

80. Calcula todas las razones trigonométricas del angulo a sabiendo que:

a) Es un angulo del primer cuadrante y coso = 2

3
b) Pertenece al segundo cuadrante y sena =0,25
c) 180°<a <270° y tga =~2
3n
d) 7<a<2n y seca =+/2
e) 90°<a<180° y cotga =-3

f) rc<oc<3—n y cosec;oc:—é
2 2

a) Al ser un angulo del primer cuadrante, todas las razones son positivas. Tenemos:

2 3
coso=—=seco=—
3 2

sen?a +cos?a =1=> sena =v1-cos?a = 1-4 :ﬁzcoseca:izﬁ

9 3 J5 5
2 25

= cotga = —= =

J5 5

tgo =

sena =£
cosa 2
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b) Al ser un angulo del segundo cuadrante, el seno y la cosecante son positivos y el resto de razones son
negativas. Tenemos:

sena:0,25:l:cose0a:4

sen®a,+cos’a=1= cosa =—v1-sen’a = — 1—i =—E:se0a=—i=—ﬂ

16 4 J15 15

tga = sena _ L =—\/E :cotga:—x/ﬁ
cosa. 15 15

c) Al ser un angulo del tercer cuadrante, la tangente y la cotangente son positivos, y el resto de razones,
negativas. Tenemos:

1 2
tga=\/§:COtga=—=—
V22
2 2 2 1 \/5
1+tg%a = sec? o = sec o = —\1+tg%0 = —1+2 =—\/§:>COSOL=—§=—T
sena 6 3 J6
tgoo =—— = seno =cosatgo =-—=coseco =——==———
cosa J6 2
d) Al ser un angulo del cuarto cuadrante, el coseno y la secante son positivos, y el resto de razones, negativas.
Tenemos:
secazﬁzcosa:izﬁ
22
sen®o.+cos® o = 1= sena = —V1-cos? a :—,h—l 1 —ﬁz coseca = —/2
2 2 2
tgo = sena _ 4 = cotga = -1
cosa

e) Al ser un angulo del segundo cuadrante, el seno y la cosecante son positivos y el resto de razones son
negativas. Tenemos:

cotga =-3 = tga :—%

1+tg%a = sec® a = sec o = —/1+ tg?0 = — 1+% =—@DCOSQ=—%=—%

tga:m:sena=c03atga=@:coseCa=£=x/ﬁ
cosa 10

\/ﬁ

f) Al ser un angulo del tercer cuadrante, la tangente y la cotangente son positivos, y el resto de razones,
negativas. Tenemos:

5 2
coseco =—— = sena = ——
2 5

4 21 5 521
sen®o+cos’ o =1= cosa = —V1-sena = — [1-— = ——— = seco = ——— = ————
o o o o 5 s o Nl o7

_sena 2 2\21 V21

= = cotgo =——
go 5

tga = =
9% = Cosa 21 21
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81. Calcula, en funcion de h, el valor de cada una de las siguientes razones trigonométricas.

a) sen 123°, siendo sen 57° = h. d) cos 250°, siendo sen 110° = h. g) tg 290°, siendo sen 110° = h.
b) cos 220°, siendo tg 40° = h. e) cos 247°, siendo sen 113°=h. h) sen 83°, siendo cos 7° = h.
c) tg 260°, siendo sen 80° = h. f)cosec 701°, siendo cotg 199° = h. i) sec 203°, siendo cotg 67° = h.

a) sen123°=sen57°=h

b) 1+tg%a =sec?a = 12 :>003220°:—/ 21 =— 12 _\/ 12
cos?a V1+1g?220°  \1+tg?40° \1+h

12 = 12 :>th60°=\/ 12 —1:’ L 2—1=\/ 12—1=
cos’a  1-sen‘a 1-sen”260° \/1—(—sen80°) 1-h

B / W h
1-h*  1_p?
d) c0s250°=cos110°=—\1—sen?110° = —1- h?
e) Cc0s247°= —J1—sen? 247° = —[1—(-sen113°)° = —/1-h?

f) cosec701°=cosec341°=-cosec19°= cosec199°= —\/1 +cotg®199° = 1+ h?

1 1 h? h
tg290°=tg110°= 1= 1= =
9 19 g \/1—sen2110° \/1—/72 1-h?  [1_p2

c) 1+tg’a =sec?a =

h) sen83°=cos7°=h

i) sec203°=-sec23°= 1 cosec67o= —\/1 +cotg? 67° = 1+ h?
cos23° sen67°

82. Determina la razon trigonométrica que se indica en cada caso, expresandola en funcién de h.

a) cosecz—gn, sabiendo que coth?7T =—h?. c) tg 348°, sabiendo que cos 192° = —h?%.

b) sec305°, sabiendo que cotg 55°:%.

a) cosecz—gnzcosec%: 1+cotgz% =V1+h*

1 1 1 2 2
b) sec305°= - - — J1+tg?55° =1+ h
) cos305° cosb55° 1 \/ g
1+ tg? 55°
_p4
c) t9348°:—\/ ] —1=—\/ ] I 2—1=—Ji4_ - M-h
cos? 348° cos? 12° \/(—cos192°) h h

83. Sabiendo que sen a.= h'y que a es un angulo del primer cuadrante, calcula en funcién de h:
a) sen (90° - a) b) tg (1080° — a)

a) 90° — o es también un angulo del primer cuadrante = sen (90° — o) = cos o =v1— h?

b) 1080°=3 - 360° = tg (1080° - ot) = tg (~ot) = — tg &0 = -
1-h
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SOLUCIONARIO

84.

85.

86.

87.

88.

Para un angulo o del primer cuadrante, que cumple que tg o = h, calcula en funcién de h:

a) sen (90° - ) b) cotg (1080° — «)

a) sen (90°-a)=cos o= 12 =\/ 12
1+tg o 1+h

b) cotg (1080° — o) = cotg (—a) = —cotg . = —%

. 7
Sabiendo que cosec x = 1 calcula:

a) sen (810° - x) b) sec [%—x)

Observemos que x esta en el tercer o cuarto cuadrante, por tanto, 810° — x y %— x estan en el segundo o tercer

cuadrante, por lo que no se puede saber el signo de cos x.

a) sen(810°-x)=sen(90°-x)=cosx = +y1-sen’ x =+ [1- L 5 :i\/3_3
cosec® x

17n b 1 1 7
b) Sec(T_Xj:SGCKE_X): = :cosecx:—z
cos(ﬁ—xj senx

Demuestra que tg (270° — x) = cotg x.

tg (270° — x) = tg (180° + 90° — x) = tg (90° — x)= cotg x.

Desarrolla, en funcién de sen o y cos a, las expresiones de sen 4a, cos 4a y tg 4a.

senda = sen(2-20) = 2sen 2a.cos 2a. = 2~23encxcos<>c~(cos2 o —sen? a) =4senacos’ o —4sen’ acosa

2 2
cos 40 = c0s(2+20:) = cos” 20, —sen” 20 = (cos” o —sen” a) —(2senacosa)” = cos* a +sen’ o -6sen” a.cos’ a

sendo.  4senacos’ a—4sen®acosa
tgdo = =

cos4a  cos* o +sen* o —6senacos?a

Si §<a<n y 1:<[3<3?7c y, siendo sena=0,4 y cosp=-0,5, calcula:

a) sen(a-p) b) cos(a+p) c) tg(a+pB)

cosa =—V1-sen’a =-0,917 y senp = —/1-cos?p = 0,866

a) sen(o—B)=senoacosB-cosasenf=-0,4-0,5-0,917-0,866 = -0,994
b) cos(a +p)=cosacosp—-senasenp=0,917-0,5+0,4-0,866 = 0,805

0,4 0,866

- +
tga+tgh 0917 05
1-tgotgp 1+ 0,4 0,866
0,917 0,5

=0,738

c) tg(a+B)=

Trigonometria | Unidad 3

105



SOLUCIONARIO

89. Sabiendo que tg o = 3, calcula las razones trigonométricas del angulo 2u si o. es un angulo:

a) Del primer cuadrante b) Del tercer cuadrante

a) Alsertga>1,45°<a<90°y por tanto, 2a pertenece al segundo cuadrante. Tenemos:

1 1 1 V10 3v10
cosa = > = = = seno =tgocoso = ——
1+tg° a 1+9 J10 10 10

sen2o =2senacosa =2- 3——'=£=§:0,6
10 10 10 5
0032(1=COSZOL7$en20L=ifi:7i:7i:,o’8
10 10 10 5
tg20 = sen2a _ _32_0,75
cos2a 4

b) Al sertg a >1, 225° < o < 270° y, por tanto, 2a pertenece al segundo cuadrante y se obtienen los mismos
valores del apartado anterior para las razones de 2.

. . 1
90. Calcula el valor de la tangente de a, sabiendo que es un angulo del primer cuadrante y que sen% = 3

ol
cosgz\/1sen23:\/1l:£:> tga:tg(ng: 2) = 83
2 2 9o 3 2) cos[2-%] cos?%_sen?®  C_
2 2 9

91. Calcula, de forma exacta, las razones trigonométricas de los siguientes angulos.

a) 15° b) 7°30'

o _ o _ NP =
a) sen15°:sen(3(2) j: /1 002830 = 2 4\/5 _ 22\/5

cos15°—cos[30°j_\/m_ 2+\/§ _\/2+\/§
. 2 ) 2 4 2
2
o _ 2_\/5
g15°= sen15°  [2-4/3 ( ) 5

cos15° 2+\/§ B

(2+3)(2-V3)

\/2+ ,7
o o —
b) sen7°30'—sen(1g j ,[1 02315 2+

2+
(o]
c057°30" = Cos 15) /1+cos15 \/2+ 2+

sen7° 15’ _ 2243 _ (Z_M)Z :27@
cos7°15' Y\, 2.3 (2+\/2+\/§j(2—\/2+\/§j J2-3

tg7°30' =
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92.

93.

94.

SOLUCIONARIO

Sicosa= —% y 90° < o < 180°, calcula las razones trigonométricas de % .

1+=
sen® _ 1-cosa _ 3 _ §=x/ﬁ cosd = f1+003a _
2 2 2 6 6 2 2

Transforma en producto las siguientes sumas de razones trigonométricas.

a) sen 48° + sen 32° c) sen % +sen % e) cos 23° —cos 57°
b) cos 200° + cos 40° d) sen 105° — sen 25° f) cos % — cos g

48°432°  48°-32°
cos
2 2
200°+40° __200°-40°
cos

=2sen40°cos 8°

a) sen48°+sen32°=2sen

b) cos200°+cos40°=2cos =2c0s120°cos80°

m T

Y Y
7+7 R
c) sentisenl =2sen3 S cos3 S - 23enﬂcos£

3 5 2 2 15 15

105°+25° 105°-25°
sen
2
23°+57° 23°-57°

e) cos23°-cos57°=-2sen 5 sen > =-2sen40°sen(-17°) =2sen40°sen17°

d) sen105°-sen25°=2cos =2c0s65°sen40°

2n b1
=~ 2 - _2sen—sen—
9 9

Transforma en suma los siguientes productos de razones trigonométricas.

a) 2sen 33°cos 11° b) cos 95° cos 38° c) sen 50° cos 75° d) sen 119° sen 25°
a) 33°= A;é;11°—'2\;é:>2\=44°; é=22°,luego 2 sen 33° cos 11° = sen 44° + sen 22°

b) 95°= A;é; 38°= A;é :A=133°; B=57° , luego cos 95° cos 38° = %(cos133°+cosS7°)

c) 50°—’z‘;é;75°—’Z‘;é:/“\=125°;é=—25°,|uego:

sen 50° cos 75° = %(sen125°+sen(—25° ) = %(sen125°—sen 25°)

d 119°=M; 25°=ﬂ:2\=144°; é=94°, luego sen 119° sen 25° = —l c0s144° —cos 94°
2 2 2
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95.

96.

97.

Expresa las siguientes sumas como productos.

a) sen4a + sen 2a c) cos 6a + cos 4o

b) sen 3o —sen a d) cos 8a — cos 2a

a) sendo+sen2a =2sen 4ot2a cos 4a;2a =2sen3acosa

3a+a 3a—a

b) sen3a-sena =2cos sen =2cos2asena

c) cos6a +cos4a =2cos 6(1240‘ cos 6a;4a =2cosb5acosa

d) cos8a —cos2a =-2sen 8a ; 20 sen 8“;20( =-2senb5asen3a

Demuestra que:

a) cotg(o+p)= cotga cotgf —1 b) cotg(o—B) = cotga cotgf +1

cotgf +cotga cotgp —cotga
1- 11 cotga cotgf —1
a) cotg(o+p)= 1 _ 1 :1—tgath: cotgo. cotgp _ _ cotga cotgf :cotgoccoth—1
tg(a+p) tgoa+tgp  tga-+tgp 1 . 1 cotgB+cotga  cotgp+cotga
1-tgatgp cotga cotgp cotga cotgf
1+ 11 cotga cotgf +1
1 1 1+tgotgp cotgo cotgp cotga cotgf cotga cotgP +1
b) cotg(a-B)= = = = = =
tg(a—-p) tga-tgp  tga-—tgp 1 1 cotgp —cotga cotgB - cotga
1+tgatgp cotga cotgp cotga cotgf

Desarrolla las siguientes expresiones.

a) sen(a+p+vy) c) sen (2a.+ B)

b) cos (a.+B —y) d) cos (o —2p)

a) sen(a+B+y)=sen(a+(B+y))=senacos(B+y)+cosasen(B+y)=
=sena.cosfcosy—senosenfseny+cososenfcosy+cosacospfseny =
=8enoacosf3cosy+cosasencosy+cosacosfseny —senasenfiseny

b) cos(o+B—y)=cos(a+(B-7))=cosacos(p—y)-senasen(B—y)=
=C0S0.COSPCOSY+cosasenfseny—senasenfcosy+senacospseny =
=C0S0.cosfcosy+cosasenfseny +senacosfseny—senasenfcosy

c) sen(2a +pB)=sen20.cosB+cos2osenp = 2sen o.cos a.cos B +cos? asenf —sen? o.senp

d) cos(o—2B) = cosacos 2B +senasen2B = cosa(cos? f—sen? B)+2sena senBcosp =

= cosa.cos’ p—cosa sen’ B +2sena senBcosp
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SOLUCIONARIO

Identidades trigonométricas

98.

99.

Demuestra las siguientes identidades trigonométricas.

- 1 t
a) SeNA=C0SA_ s b) tg? o —sen®a = tg> asen’ c) 9% _ oseca d) sec?o-1-tg?a
tga -1 sena + Ccosa
a) Seno —CosSo _ Seno.—CoSo. _ Senc —Ccoso _ (Seno —coso)cosa —cosal
tgo —1 sena. sena —Ccosa seno —cosa
cosa cosa
) ,  sena ,  sen’a—sen®acos?a 59”20‘(1—00520() sen’a ) )
b) tg°a-sen‘a= >—-—sen“a = 5 = 5 = >—sen” o =1g” asen”a
cos®a cos®a cos®a cos®a
, cosa seno +cosa
c) 1+cotga sena  ___ sena  _ — coseca
seno+Ccoso  Ssena+Ccoso  Seno+Ccosc  Sena
2 2
d) sec’a-1= 12 1] 0028 a:sen2a:tg2a
cos® o cos“a  cos®a
Demuestra las siguientes igualdades trigonométricas.
tgo _ 2 20 _ _
a) ———=1tg2a-tga e) sen‘“a-sen” B =sen(a+p)sen(a—p)
cos 20
b) tgo+cotga = secacoseca f) (003(17003[3)2+(senoc+s.en[3)2 :4sen2a+B
tg(ﬁﬂx)—tg(ﬁ—a)
sen2o 4 4
c) ———=tga =tg2a
) 1+cos2a g 9) 2 9
1- 2 2
d) tg(£+aj—tg(£—aJ:2tg2cx h) cosco _sencu =sena—-tga
4 4 2seno 1+cos2a
1s sen’ o cos®a +sen?a
2tga 2 1+1g% o cos? a cos®a tgo
a) tg2a-tgo = —tga=tga| ———-1|=tga =tga =tga =
) 9 g 1-tg? o ge=19 [1—tgz(x j 9 1-tg? o 9 17sen20c 9 os?a—senfa  cos2a
cos®a cos®a
sena  coso  sen®a+cos? o 1
b) tga+cotga = + = = =sec o coseca
cosa  sena seno.cos o seno.cosa
sen2a 2seno.cosa 2senocoso  sena
c) = > > = > = :tga
1+cos2a  1+cos”a—sen”a 2cos” a cosa
tgn+tga tgn tga
n 4 1+t 1-t 41
4 4 ‘I—thtga 1+tg£tga 1-tgo 1+tga 1-tg°a
4 4
e) sen(o+B)sen(a—B)=(senccosp+cosasenp)(senacosp-cosasenp) = sen’ o.cos® - cos® a.sen’p =
sen? o.cos? B—(1—sen? a)sen? B = sen? a(cos? B + sen? B)—sen? B = sen? o. — sen’ B
f) (cosa—cosp) +(sena+senp)’ = cos? o +cos? B —2cosacosp+sen? o +sen?B+2senosenp =
:2—2(0032()L—Hs—senzm—JrB =2-2 1—259n2a—+3]:4sen2a—+ﬁ
2 2 2 2
g) La expresion es equivalente a la demostrada en el aparatado d.
1-cos2a  sen2o.  1-cos?a+sen’a 2seno.cosa 2sen’o.  2senacosa
h) _ _ _ > — = - > =sena—tga
2sena 1+cos2a 2sena 1+cos“a—sen“a  2sena 2cos“ a
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100. Simplifica las expresiones trigonométricas dadas.

2 2 cos’a  sen’a  cosa
a) (seno+cosa)” +(sena—cosa) :
1-coso 1-sena 1-sena
_tn2 _tn2
b) tgatgp(cotgoa +cotgp) e) sinacoso; J-tgte 1 tgza
cos“a—sen‘a tga 1+tg°a
c) sen2a(tga+cotga)
a) (seno+cosa)’+(sena—cosa)’ =sen? o +cos? o +25ena cos o +sen? o +cos® o —2sen o cos o = 2
b) tgatgB(cotga +cotgB) =tgatgp L+L :tgatgﬁwztgoﬁtgﬁ
tga  tgP tgatgp
c) sen2(x(tgoc+cotgcx)=23enacosa(sena Cosaj:Zsenacosa[—j:Z
cosa  sena cosa.sena
cos’a  sen’a  cos’a  cos’o [ sena 1-sen?o [ 1-cos? a
d) . + = +1|= +1]=
1-cosa 1-seno 1-seno 1-senal|1-cosa 1-sena | 1-cosa
1-sena)(1+sen 1-cosa)(1+cos
:( o)(1+sena) ( ( o)1+ 0L)+1 =(1+sena)(2+cosa)
1-sena 1-cosa
_sen‘a 1_Sen2(x
g) _Senacosa 1-tg?0 1-tg’a _ senacosa  cos?q . costa _
cos’a—seno. tgo  1+tg?o cos’a-—sen’a  Sena sen?a
cosa COSzOC

(cos®a-sen’a) cos?q—sen?a

senacosa

senacosa

cos?a—sen’a

cos?a +sen’a

=1-cos?a+sen’a =2sen’a

3a
=cotg—

101. Simplifica las siguientes expresiones utilizando las féormulas de transformacion de sumas en productos.
sen8a +sen2a 2sena
ay —————— c) —— —
2cos3a sen5a —sen3a
cosa +Ccosf d) Cos 20+ Ccos o
sen(o+p) sen2a +sena
sen8a.+sen2a  2sen5acos3a 2sena 2sena 1
a) = =senb5a c) = =
2cos3a 2cos3a sen5a—sen3a 2cosdasena  cosda
5 o+p oa—p oa—f 5 3a o 3a
b) COSa +COSP cos 2 cos 2 cos 2 d) COS2a.+COSOL 00370035 B 0037
sen(@+B)  peen® P oos® P cen®*hB sen2a+sena o 3¢ o 30
2 2 2 2 2
af X af X
102. Demuestra que cos x = cos 2" sen 2
af X o X 1+cosx ¥ (1-cosx)’ 1+cos?x+2cosx 1+cos®x—2c0sX
cos Z —sen 5= 2 - > = - =COoS X
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SOLUCIONARIO

Ecuaciones trigonométricas

103.

104.

105.

Con ayuda de la calculadora, halla la medida en grados del angulo o del primer cuadrante tal que:
a) sena=0,345 c) cos a=0,553 e) sec a=0,442
b) coseca=0,3 d) tga=0,25 f) cotg a=0,01

a) sena=0,345 = o =20°10'54" d) tga=0,25 = a=14°2"10"
b) cosec a=0,3 = No existe ningun angulo e) sec a=0,442 = No existe ningun angulo
c) cos a=0,553 = a=>56°25 37" f) cotga=0,01 = o=289°25 37"

Resuelve las siguientes ecuaciones trigonométricas indicando todas sus soluciones en grados.

1 V2 V3
a) senx=— d) senx=-—— tgx=—
) > ) 2 g) tg 3
b) cosx:ﬁ e) cosx:—l h) senx=0
2 2
c) tgx=1 f) 1+cosx=0 i) tgx=0
— 20° ok
a) senx:ls X =307+360 VkeZ f) 1+cosx=0=cosx=-1= x=180°+360°k VkeZ
2 x =150°+360°k
— [} o — o o
b) cosx - V3 _, [x=30°4360°%k g)tgx:—ﬁz x=150°+360%k . 15004180k Yk e Z
2 x =330°+360°k 3 x =330°+360°k

X = 459 4360° k
tgx =1 Vk e 7 = x = 45°+180°k VK < 7
©) 9x=1=1, _ o050 ,3600k "F<L7 " €

VkeZ h) senx=0=x=180%° VkeZ

d __N2
) senx 1 x = 315°+360°k

J2 {x =225°+360°k
2

— o o
! {’“120 360k ez ) tgx=0= x=180°k VkeZ

®) 09X =5 = x = 240°+360°k

Resuelve las siguientes ecuaciones trigonométricas indicando todas sus soluciones en radianes.

a) sen4x:—£ b) cost:ﬂ c) tg3x=-1 d) senX =0 e) cosiz—1 f) th_x:_ﬁ
2 2 2 3 2 4 3
ax =2 ok [x=Fi Tk
a) sen4x=—£:> 3 3 2 d) senX =0= X =k = x =21k
2 5n S5t =« 2 2
4x =—+ 21k X=—+—k
12 2
b X 2n
2x =—+2nk X =—+1k —=—+27k
8 3 3 X =2n+ 67k
b) cos2x=—= 7 = 7 e) cos—:—E: 4  Ar+ 6k
2x="Ci2nk  |x="Zink X_ R opk  \XTATTOR
8 3 3
3X=3—n+27'[k X7£+2Lk 3x \/g 3_X:ﬁ+2nk X:m-l—
©) tgdx=-1= . T ok Ntey="3 N v =1
3x =5 4 2nk x=_1 T X1 onk x=2T
12 3 4 6 9

8rk

3
8nk

3
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SOLUCIONARIO

106. Halla todas las soluciones de las siguientes ecuaciones trigonométricas.
a) sen x=cos x c) senx— /3 cos x=0

b) sen2x-senx=0 d) sen X+ cos x = \/2

a) senx=cosx =>tgx=1= x=45°+180°

senx =0= x =180k
b) sen2x-senx=0= 2senxcosx—senx =0=senx(2cosx-1)=0= cosx—13 x =60°+360°k
2 |x=300°+360°k
c) senx- 3003x=0:tgx=\/§:x=60°+180°k

d) senx+cosx =+2 :(senx+cosx)2 =2=1+2senxcosx =2=2senxcosx =1=sen2x =1=
= 2x =90°+360°k = x = 45°+180°k

Al elevar al cuadrado aparecen soluciones falsas con k impar. La soluciéon es x =45°+ 360°k con k=0,1,2...

107. Resuelve las siguientes ecuaciones trigonométricas en el intervalo [0°, 360°].

a) tgx+cotgx=>5 c) 8cos 2x=8cos x -9
b) tg 2x = cotg x d) 2sen’ x + cos 2x = 4cos? x
x =75° 57" 50"
tgx=4= oy
4 5 5 x =255° 57" 50
a) tgx+4cotgx=5:>tgx+t—=5:>tg x+4=5tgx=>1tg°x-5tgx+4=0= 450
gx X =
tgx =1
9x :{x:225°
— o
2t 1 tgngj{i:z?m
b) tg2x =cotgx = 92X = =2t x=1-t x>t x=—= B
1-tg°x  tgx 3 |igyo Y3 _ [x=150°
9%=773" 7 \x=330°

c) 8cos2x =8cosx—9 = 8cos? x—8sen’x—-8cosx+9=0=8cos?x—8+8cos’x-8cosx+9=0=

_ 7E0 Q4 94
160032x—8003x+1=0:>cosx=1 {X_75 3121

47 | x=284° 28 39"

d) 2sen®x+cos2x =4cos? x = 2sen? x +cos? x —sen? x = 4cos? x = sen? x + cos? x = 4cos® x =

COSX—12>{X=600
- =300°
=1=4cos’x = cos’ x = — = 2 X
COSX——13 x =120°
T 277 | x=240°
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SOLUCIONARIO

108. Halla, para el intervalo [0, 2x], las soluciones de las siguientes ecuaciones trigonométricas.

a) sen’x+tg?x=0 b) cos2x-senx =sen2x—cosx c) 2senx+3tgx=0

1

1+ >
cos” x

senx=0=senx=0=x=0, x=n, x=2n
a) sen2x+tgzx=0:>sen2x[1+ j:o:

cos? x =0 = Sin solucion real

3x X 3x X
b) cos2x—senx =sen2x—Ccos X = COS2X +COS X =Sen2x +senx = 200370033 = 28en7cosE =

cosi=0:1=£,i=ﬂ:x=n,x=3n(Novalepues3ne[0,2n])

X 3x 3x 2 2 22 2

= cos—|cos——-sen— [=0

2 2 2 X 3x 3x 3x =© 3x bn T 5n
cos—-sen—=0=>tg—=1>0—=—, —=— = X=—, X=—
2 2 2 4 2 4 6 6
\/5 senx=0=>x=0,x=m X=2n
c) 23enx+«/§tgx:0323enx+\/§senx=0:>senx 2+ =0= V3 51 7
cos X cos X cosx=—73x=?,x=?

109. Calcula, para las ecuaciones propuestas, las soluciones pertenecientes al intervalo [-r, 7].

a) cos3x=1+cos2x c) cos5x+cos3x =cosx

b) sen3x+senbx=0 d) J3cosx+senx =2

a) cos3x =1+C082x = €08 (2x + X) = 1+ c0s” X —sen” X = COS 2X COS X — SeN 2X Senx = 208> X =

= cos® x —sen? x cosx—2sen’ x cosx = 2¢0s® X = COS x(cos2 x—3sen? x—2cos x) =0

Y Y
5 9 cosx=0=>x=-—, x=—
:>cosx(cos x—-3+3cos x—2003x)=0:> 2 2

4cos? x-2cosx—-3=0=cosx=-0,6514 = x =2,28, x = 2,28

b) sen3x+sen6x=0:2sen9—xc033—x=0: 9
2 2 3x n
- 3

c) cos5x+C0s3X =Cos X = 2C0S4XCOS X =COS X = Cos X (2cos4x-1)=0=

T T

cosx=0=x=—,x=——

N 2 2
5n T n 51
COS4Xx=—=>X=—1 ,X=—72 X=—"7T ,X=——1
12 12 12 12

o|a

d) \/gcosx+senx:2:>£cosx+%senx:1:sen(x+§J:1:> X =

Trigonometria | Unidad 3 113



SOLUCIONARIO

110. Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones trigonométricas en el intervalo [0, 360°].

2 2,5 1
sen” x+cos‘y =— SeNnXcosy =—
a) g c) :‘
2 2
sen“ x—cos” y =— cosxseny =—
Y 4 Y 4
cosx+cosy =1 d) tgx+tgy =2
x+y =90° X-y=mn
x =90°,y =45°
x=90°,y =135°
x =90°,y =225°
sen? x+cos?y =2 [sen?x=1=> senx = +1 Y .
a) 43 5> x=90°,y =315
1 2 _ -
Sen2X—COSZy=£ 0052Y=Z=>COSY=17 X =270,y =45°
4 x =270°,y =135°
x =270°,y =225°
x=270°,y =315°

=1 - - -
b) COS X +COS y = 2005 XY cos X y:1:>2£cosx Y 4= cosX y:£:>
x+y =90° 2 2 2 2 2 2
X_y_ o v = o
5 =45°= x y—90 x+y=90° o o
=1 ~ _90°:>x:90,y=0
X2y=315°:>x—y=630° X-y=
sen x cos 1 l(sen(x+ )+sen(x — ))—l sen(x +y)+sen(x - )—l 1
5 3|2 y e y V177 _ Jsen(x+y)=
2=
171 1 1
cosxseny = E(sen(x+y)—sen(X—}/))=Z sen(x+y)—sen(x—y):5 sen(x-y)=0
x=15°,y =15°
X =T75°,y =75°

:{x+y:30°o{x+y:150°o{x+y:390° 0{x+y:510 - x =285°,y =105°
x—y=0° x—y =180° x—-y=-180° x—y=-180 x =105°,y = 285°
X =165° |y = 345°
X = 345° ) =165°

d) tgXHgy=2:tgx+tg(x—n):2:tgx+tgx:2:tgx:1:>x:ﬁ, y:E
X-y=mn 4 4

111. Halla todas las soluciones de la siguiente ecuacion: senx +sen3x +4cos® x =0

4x 2x
senx+sen3x+4cos’ x=0= 23en7cos?+4cos3x =0= 2sen2xcosx+4cos® x =0 =

= 2cosx(sen2x+Zcos2 x) =0=>=> Zcosx(ZSenxcosx+ZCos2 x) =0=> 4coszx(senx+cosx) =0>

x =90°+360°k

cosx=0= {x — 270°+360°k

=
X =135°+360°k

318043600 = X = 1357+180°K

senx+cosx=0:tgx=—1:{
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112. Resuelve este sistema en el intervalo [0, 27]: {

SOLUCIONARIO

senx+seny =1
cosx+cosy =1

Elevando al cuadrado las ecuaciones y sumando miembro a miembro los resultados:

sen” x +cos” x +sen’ y +cos’ y +2(senxseny +cosxcosy ) =2 = 1+1+2cos(x - y) =2 = cos(x - y) =0 =

x—y—£:>x—y+1

- 2 2
Y-X=E s y=x+l

2 2

Sustituyendo la primera condicién en la primera ecuacion:

sen(y+%)+seny:1:>cosy+seny:13\/1—sen2y =1-seny = 1-sen’y =1+sen’y —2seny =

seny=0=y=0x==
= 2sen’y —2seny =0= 2seny(seny -1)=0 = 2
seny=1:y=%,x=n(Falsa)

. . . s . .y .y Y
De la misma forma, sustituyendo la segunda condicion, se obtiene también la solucién x =0, y = 5

Resolucién de triangulos

113. Resuelve los siguientes triangulos rectangulos.

114.

a) A =90°a=25mm,c=14mm c) C=90° A =20°%a=12dm

b) B =90° a=28cm, c=45cm d) B=90° A=15°b=15m

a) b=+25%-14% =20,71 mm sené:§=%36:34°3'21" B =90°-C =55° 56" 39"

c) B=90°-A=70° senA=%:>c=35,09 dm tgA:%3b=32,97 dm

d) C=90°-A=75° senA:%:a=3,88m cosA:%:c=14,49m

Calcula el area de cada uno de estos triangulos rectangulos.

a) A =90° a=73mm, c=55mm

b) ‘ (o] c) (o]
1om P E
©
90° 40° 90°
B A B A

55-48

a) b=+732-55% =48 = Area: S = =1320 mm?’

b) b=c;c=10sen45°=5\2 m= Area: S=@=25 m?

c) c= 16 =19,07 dm = li\rea:S:M:ﬁz,Sﬁdm2
tg40° 2
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SOLUCIONARIO

115. Resuelve los siguientes triangulos.

a) b=20cm, c=28cm, C=40° d) a=12cm, b=15cm, C=35°

b) a=41cm, b=9cm, c=40cm e) a=30cm, B=230° C=50°

c) a=3cm,é=30°,c=50m f) b=25cm,é=55°,é=65°
~ o . o] ~

a) 2 ___C . seng_PsenC _200send0® 50 527019 21

senB senC c 28

A=180°-B—C =112°40'39"

a c csenA  28-sen112°40"39"
== ~=a= —= =40,2 cm
senA senC senC sen40°
. 2, 2 2 2 2 442 .
b) cosA:b +c“—a :9 +40° - 41 _ 0= A—90°
2bc 2:9-40
N 2 2 42 2 2 g2 .
cosB o8 +C =b" AT +407 -9 0756 . B 120 40" 58"

2ac 2:40-41
C=180°-A-B=77°19 2"
c) b>=a’+c?-2accosB=3%+5°-2-3-5-c0830°=8,0192 = b = 2,83 cm

s bP+c?-a® 2,83%+5°-3?

cosA= =0,8484 = A =31° 57" 43"
2bc 2:2,83'5

C=180°-A-B=118°2 17"
d) c?=a’+b*-2abcosC =12%+152 —2:12:15-c0s 35°= 74,1053 = ¢ = 8,61 cm

- p?ic?-a®> 15%+8,617-122
COsSA = =
2bc 2:15-8,61

-0,6006 = A = 53° 5' 14"

—180°-A—C = 91° 54’ 46"

>

e) A=180°-B-C =100°

a c asenC 30sen50°
= ~=>C= —= =23,34 cm
senA senC senA sen100°
N o
aA: bnzb:asenﬁB:3OSen30 ~15,23 cm
senA senB senA sen100°
f) A=180°-B-C =60°
~ o
b __ c e bsen? _ 25sen65 ~27.66 cm
senB senC senB sen55°
A o
b __ a A:a=bsen:4=253en60 —26.43 cm
senB senA senB sen55°
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SOLUCIONARIO

116. Calcula el area de cada uno de estos triangulos.

a) A=80%b=25cm,c=16cm

b) A =70°, B =40° c=20cm

c) a=16cm,b=25cm,c=15cm
d) A =66° a=15cm, c=20cm

e) a=10cm, b=15cm, C =35°

a) A =%bcsenA =196,96 cm?

b) C=70°, por tanto, el triangulo es is6sceles y a =20 cm

A :%acsené =128,56 cm?

. 2 2 _ .2 .
c) cosA =b+2#=0,792: senA =0,6105
C

A =%bcsenA =114,47 cm?

d) a __¢_ jsené:csenA
senA senC

=1218>1

No existe tal triangulo

e) A= %absené = 43,02 cm?

117. Halla el area de los dos triangulos que verifican que A= 45°, a=6cmyc=7,5cm.

a c ~ csenA
= ~=>senC =

senA senC

1 o) 2
A_ o Q! ” A_ o roan A=—aCSGnB=21,5cm
~0.,8839 = (:)—62 659,BA—72 531 N 2
C=117°53' 1, B=17° 6' 59" A=lacsené=6 62 cm?
2 b

Sintesis

118. Si la suma de dos angulos o y p es igual, en radianes, a 3 calcula el valor de la siguiente expresion:

cosoa+cosf
sena +senp

2008 % P oos P cos 2FB
cosa +cosf _ 2 2 _ 2 =cotga+B=cotg£=x/§
sena+senp 5 ot a-p  oa+p 2 6
2 2
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SOLUCIONARIO

119. a) Demuestra que el area del segmento circular de la figura se puede calcular
mediante la expresion:

r2
A= ?(X—sen X)

b) Calcula el area de la zona sombreada.

~

N
%

nr?x
360°

2

a) Area del sector circular: A, = Area del triangulo: A, = %r sen x

2 2
Area del segmento circular: A=A, - A, = (T;erO)Z —%rz senx = %(1%0 —sen XJ

2 2
. . . o re( nx r
Considerando los angulos dados en radianes, la expresion queda: A = 7(—— sen x] = ?(x— senx)
T

b) Aplicando la expresion anterior para calcular el area de los dos segmentos circulares que se forman en ambas
circunferencias.

Area del segmento circular de la circunferencia de radio r, =5 cm:

52+52_32 2

cos A, = s :0,82:/2\1:34,92°:>a1:22\1:69,84°=1,22rad:>A1:%(a1—sena1):3,51cm2

Area del segmento circular de la circunferencia de radio r, =3 cm:

32452_52 - - r? )
S =032 A, =7254°= 0, = 24, =145,08°= 2,53 rad = A, = “Z-(a, ~sena,) = 8,8 om

COS/Z\ = -2
2 2

Por tanto, el area de la zona sombreada es A=A, + A, =12,31cm?.

120. a) Halla una fébrmula que permita calcular el area de un rombo conociendo las medidas de su lado y de uno de sus
angulos.

b) ¢;Cual es el area de un rombo de 15 cm de lado si uno de sus angulos mide 40°?

c) Calcula los angulos de un rombo sabiendo que su lado mide 4 cm y su area 8 cm?.

a) Un rombo de lado x y uno de sus angulos o se puede dividir en dos triangulos is6sceles iguales de area

A= %xz sena , por tanto, el area del rombo es A; =2A = x’sena. .
b) A =15%sen40°=144,63 cm?.

c) 8=42seno = sena = % = Los angulos del rombo son 30°y 150°.
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SOLUCIONARIO

121. a) Demuestra que 1+cosa = 20032%.

b) Con ayuda de la férmula anterior y el teorema del coseno, demuestra que en un triangulo de lados a, by c se

verifica:
cos A [Pp=2a)
2 bec

a+b+c

con p el valor del semiperimetro del triangulo p = 2

o o o
a) 1+cosa=1+coszz—sen23=2cosz—

b) 20032§=1+cosi\ =1+
~ cos A [PlP-23)
2 bc

122. Sabiendo que tg% =t:

b®+c®-a® 2bc+b’+c®-a® (b+cf-a® (b+c+a)b+c-a) 2p(p-a) -
2bc 2bc 2bc 2bc bc

a) Calcula COSZ% y senz% en funcion de t.

b) Con la ayuda de las férmulas del angulo doble, calcula sena, cosa y tgo en funcion de t.

c) Calcula en funcion de t las siguientes expresiones:

1 jij Sena-cosa i) tga
sena +cosa seno +cosa seno —cosa
2
a) 1+tg? = =sec? == Seo?to 1 -y sen’ % =1-cos? = =1 12 -t ~
2 2 cos? 2 1+t92% 1+t 2 2 1+t 1+t

> t 1 _ 2t
i+ 2 ez 1+t

b) sena = sen(Z-%) = 23en%cos& =

o 20 2 0l 1 t? 1-t2
coso =COoS| 2-— |=cos”—-sen” — = >= == >
2 2 2 1+t° 1+t 1+t

tgoL_senoz_ 2t
coso.  1-t2
. 1 1 t2 +1
c) i) = 2~ 2
seno +cosa 2t 1-t —tc+2t+1
2+1 241
2t 1-t* P +2t-1
) Sena-cosa i1 2.1 Pl _ t2+2t -1
sena+cosa 2t 1-t2 2 4+2t+1 1242t +1
241 241 2 +1
2t
- tga e 2t(t2+1)
seno—cosa  t2+2t—1 (1—t2)(t2+2t—1)
2 +1
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CUESTIONES

123.¢ Cuales son los valores maximo y minimo de sen a, cos a, tg o, cosec a, sec o y cotg a?

El valor minimo de sen a. y cos o es —1 y el valor maximo es 1.

El valor minimo y maximo del resto de valores no esta definido, tg a. y cotg a pueden tomar cualquier valor, sec a y
cosec o pueden tomar cualquier valor salvo los pertenecientes al intervalo (-1, 1).

124.Indica el nimero de soluciones de las siguientes ecuaciones trigonométricas.
a) senx+cosx=3 b) cos” x =10 siendo n cualquier numero natural.

a) No tiene solucién, pues el valor maximo del sen x y del cos x es 1, con lo cual su suma nunca puede ser 3.

b) No tiene solucion, pues el valor maximo del cos x es 1, con lo cual su potencia nunca puede ser 10.

125.Indica todos los angulos positivos y menores que 360° tales que su tangente coincida con su cotangente.

La tangente coincide con la cotangente para aquellos angulos en que su valor es 1 y —1. Luego, los angulos
positivos menores de 360° que satisfacen dicha condicion son 45°, 135°, 225° y 315°.

126.; Cuanto vale la siguiente diferencia?

sen(5n—a)—-cos(a+8r)

sen(5n—a)-cos(a+8n)=sen5rcos o —cos5nseno —coso.cos8n+senasen8r =

=SenmCcoso —COSTSen o —COS 0. .COS 2T+ Sena sen2m = seno. — CoS o

PROBLEMAS

127.Un globo esta sujeto a una cuerda de 10 m de longitud. Debido a la accién del viento, el globo se ha
desplazado de la vertical del punto de amarre y se encuentra a una altura de 8 m. Calcula la inclinacion de la
cuerda respecto de la linea de tierra.

Sea o lainclinacién buscada, tenemos: senao = i = a=53°7"'48".

128.En cierta ciudad, en el mediodia del solsticio de verano, los rayos solares tienen una inclinaciéon de 73° 3'.
Calcula la longitud de la sombra de un edificio de 52 m de altura.

Sea x la longitud de la sombra, tenemos: tg73° 3'= 52 = x=15,85 m.
X

129.Una senal de trafico indica que la pendiente de un tramo de carretera es del 8 %, lo que quiere decir que en
un desplazamiento horizontal de 100 m se realiza un ascenso de 8 m de altura.

a) ¢Qué angulo forma la carretera con la horizontal?

b) ¢Cuantos metros hay que recorrer para ascender 125 m?

a) Sea a el angulo buscado, tenemos: tga = % = a=4°34" 26"

b) Sea x el recorrido pedido, tenemos: sena = E = x=1567,5 m
X
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SOLUCIONARIO

130.Desde un cierto punto que dista 20 m del pie de una torre de 10 m de altura, vemos el punto mas alto de ella
bajo un cierto angulo.

¢ Qué distancia debemos recorrer hacia la torre para verlo con un angulo que sea el doble del anterior?

|

10m
o 200 \
- —
20m
tga =19 tg2 = Ztgf‘ A 10 450 x=125m
20 1-tg?a 4.1 3 20-x
4

131.Desde un punto del suelo se ve la copa de un pino bajo un angulo de 42°. Si nos alejamos 2,5 m hacia otro
punto del suelo, alineado con el anterior y con el pie del pino, vemos la copa bajo un angulo de 24°.

Calcula la altura del pino.

Sea h la altura del pino y x la distancia del pie del pino al primer punto. Tenemos:

tg42°= h

= h=x1g42°=0,9x = 0,445 = 0,9x =11125+0,445x=0,9x =>x=245m=>h=22m
1g24°= h 2,5+ x

2,5+ x

132.Dos coches, con velocidades constantes respectivas de 90 y 80 km/h, viajan por una carretera que se
bifurca en dos que forman un angulo de 82° y son rectas. Si llegan a la vez a la bifurcaciéon y cada coche
toma una de las ramas, ¢ qué distancia habra entre ellos cuando lleven 15 minutos de viaje?

Sean e1y e; los espacios recorridos por los dos coches en 15 min = 0,25 h y sea x la distancia buscada, tenemos:

€,=90-0,25 = 22,5 km
! — x =/22,5? + 202 ~2.22,5-20c0s82° = 27,95 km
e, =80-0,25 = 20 km

133.Dos coches parten a la vez de un cruce del que salen dos carreteras: una en direccion norte y otra en

direccion nornordeste. Uno de los coches toma la primera de ellas con una velocidad de 70 km/h, y el otro
la segunda con una velocidad de 90 km/h, ambas constantes.

(A qué distancia se encontraran al cabo de 30 minutos?

El angulo que forman las dos carreteras es o =22° 30’ .

Sean e1y e; los espacios recorridos por los dos coches en 30 min = 0,5 h y sea x la distancia buscada, tenemos:

e, =70-0,5=235km
! — x =+/35% + 452 _2.35.45c0s o = 18,43 km
e, =90-0,5 =45 km

134.Calcula la altura de los dos edificios de la figura.

Sea x la altura del primer edificio e y la del segundo. Tenemos:

tg33°42' :%: X = 241933°42' =16 m

tg26°36‘:%:y—x:24t926°36':12 m=y=12+16 =28 m
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135.Dos ciudades, A y B, estan situadas sobre el mismo meridiano de la esfera terrestre,
mientras que la ciudad C se encuentra en el mismo paralelo que A. La latitud de A es
de o = 40° Norte.

a) Sila ciudad B esta 150 km al norte de A, calcula su latitud sabiendo que el radio de la
Tierra es de unos 6370 km.

b) Si la ciudad C esta situada sobre el mismo paralelo, a 30° al oeste de A, ¢qué
distancia separa estas dos ciudades?

a) Recordemos que la longitud de un arco de amplitud o grados y de una circunferencia

deradiores L = o .
180°
. 0.
00| ™ 40°-6370 +150
180°L 180° ,
+B= = =41° 21
r 63707
b) Se calcula en primer lugar el radio del paralelo correspondiente: sen50°= ﬁ = r =4879,7 km
L=""% _ 2555 km
180°

136.Un avidn vuela entre dos ciudades, A y B, que distan 75 km entre si. Las visuales desde A y B hasta el avion
forman con la horizontal angulos de 36° y 12° de amplitud, respectivamente.

Calcula la altura a la que vuela el avion y las distancias a las que se encuentra de A y de B, suponiendo que
el avion y las ciudades estan sobre el mismo plano vertical.

Sean x,, xg las distancias del avién a A y B, respectivamente, y h la altura del avién, tenemos:

Xg 75 X, 15

= = Xxg =59 km =
sen36° sen132° sen12° sen132°

= X, =21km h=xg-sen12°=12,3 km

137.Calcula el area de un pentagono regular si su perimetro coincide con el de un cuadrado que tiene 144 cm?
de area.

El lado del cuadrado mide +144 =12 cm, por tanto, el perimetro del pentadgono es 48 cm, es decir, cada lado del

pentagono mide 9,6 cm. Si a, es la apotema, tenemos tg36°=a—:>ap =6,61 cm y por tanto, el area del
P

486,61

pentagono es =158,54 cm’.

138.Calcula los radios y las areas de las circunferencias inscrita y circunscrita a un octégono regular de 5 cm
de lado.

360° _ 2,5

Calculamos el radio de la circunferencia circunscrita: sen 5 B = R =6,53 cm.

360° 2,5

Calculamos el radio de la circunferencia inscrita: tg 6 - = r=6,04 cm.
r

Por tanto, el area de la circunferencia circunscrita es A, = nR? =134 cm? y el de la circunferencia inscrita es

A, =mr? =114 cm?®.
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SOLUCIONARIO

139.Calcula el area del paralelogramo cuyos lados miden 10 y 15 cm, respectivamente, si uno de sus angulos
mide 35°.

El paralelogramo se puede dividir en dos triangulos iguales de area %-10-15-sen35°, por tanto, el area del

paralelogramo es 10-15-sen35°= 86,04 cm?.

140.Calcula el angulo de tiro del jugador que esta situado en el punto B del campo.
100 m

E
tgCBA=223% 05068 CBA=270 46 4
s g%e — DBC = DBA—-CBA =6° 10’ 5
tgDBA = == = 0,6732 = DBA = 33° 56' 54'

141.Las bases de un trapecio isésceles miden 10 y 5 cm, respectivamente. El angulo que forma la base mayor
con cada uno de los lados no paralelos es de 35°. Calcula la altura, el perimetro y el area del trapecio.

tg35°:L: h=175cm
2,5
5cm
2,5 Xh
c0s35°="—= x=3,05cm=P =211cm 35°
X 10 cm

(10+5)1,75

A= =13,13 cm?

142.Desde un satélite GPS se establece la posicion de un coche respecto de un punto de referencia fijo en la
Tierra. Las distancias desde el punto fijo y el coche al satélite son 21 364 y 29 079 km, respectivamente. Si
la linea que une el punto fijo con el satélite forma un angulo con el suelo de 71°, y la que une el coche con el
satélite, 44°, ; qué distancia separa al coche del punto fijo? ¢ A qué altura esta el satélite?

S

Observemos el dibujo, tenemos:

m h=21364-sen71°=20200 km

X+y =21364-cos71°+29079-cos44°=27873,12 km

AD = 7,2 = AD=577m
sen50° sen73°
BD _ 525 _ pp_443m

sen48° sen71°

AB? =5,77° +4,13° - 2,577 -4,13c0s (180°-73°-71°) = 11,79 = AB=3,43 m
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144. Calcula el angulo o que forman la diagonal del cubo y la diagonal de una cara del mismo.

Sea a la arista del cubo, D =+a?+a?+a? =+3a2 =ay/3 y d =+va? +a® = aJ2 , por tanto, tenemos:
V2 6

d_N2 N6 35015 52
D 3 3

145. Calcula la amplitud del angulo o de la figura.

a
La figura se puede dividir en dos triangulos iguales, ya que tienen los tres lados
2a iguales, por tanto:
a
T rad gt -2 1% 55033 54— o 5307 48"
o 2 2 2a 2 2

2a

146. Calcula la altura, el perimetro y el area del trapecio de la figura.

4 cm
Altura: h = 6tg 40°=5,03 cm
Lado restante: x = 6¢cos 40° = 4,6 cm
40° Perimetro: 23,63 cm
10 cm ; 10+4

Area: 5,03 = 35,21 cm?

147.Un hombre que esta situado al oeste de una emisora de radio observa que su angulo de elevacion es de
45°. Camina 50 m hacia el sur y observa que el angulo de elevacion es ahora de 30°. Halla la altura de la
antena.

La distancia inicial a la antena es igual a su altura h, ya que el angulo en el
primer punto es de 45°.

TAVAVAVAVAVAVA A e =2

Desde el segundo punto, la distancia a la antena es n ZO° =/3h
g

Al ser el triangulo del suelo rectangulo tenemos:

2
h? +502 :(\/Eh) —3h% = h? =1250 = h = 35,36 m

148. Calcula las componentes px y py de la fuerza P dela figura.

p, =Pseno=12sen39°=7,55 N

p, =Pcosa=12c0s39°=9,32 N
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149. Calcula, en funcion de o, las componentes px y p, de la fuerza P enel siguiente péndulo. Halla el valor de
la fuerza para el caso en que a = 30°.

M zzzzzzzzz24

p, =Psena=12sen30°=6 N

p, =Pcosa=12cos30°=10,39 N

150.Dos personas que estan separadas por 2 km de distancia, ven, sobre su plano vertical y en el mismo
momento, una nube bajo angulos de 73° 18’ y 84° 17’, respectivamente.

Calcula la altura de la nube y la distancia de la misma a cada uno de los observadores.

Hay dos posibles interpretaciones del problema.

Si la nube esta situada entre los dos observadores, tenemos:

b 2 = b =5,02 km
sen73°18' sen22° 25'

a 2 — a="522 km
sen84°17'  sen22° 25'

73°18’

T B h=bsen84°17'=5 km
m

b 2

= = b=10,05 km
sen73°18' sen10° 59'

a = 2 = a=10,45 km
sen95° 43" sen10° 59'

h=bsen84°17'=10 km

151.Determina, en funcion del nimero de lados, las areas de los poligonos regulares de n lados inscritos y
circunscritos, respectivamente, a una circunferencia de 10 cm de radio.

, o o
Area del poligono inscrito. A = n%1 0%sen 360 3

———=>50nsen 60
n

[} [}
El lado del poligono circunscrito mide 2-10-tg 320 =20tg 180 , por tanto, el area del poligono circunscrito es:
n
[}
n-20tg180 10 180°
A= n =100ntg
n
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126

152.La maquina que representa la figura transforma un movimiento con trayectoria circular en un movimiento

153.

con trayectoria recta.

a)

b)

d)

a)

b)

c)

d)

a)

b)

a)

b)

P

3m 8m

o e

N

Calcula la distancia que separa a O de A cuando:

i) =0 rad ii) a=m rad i) a:% rad

Halla una expresién que relacione la distancia OA con el angulo a.
Comprueba que la relacion hallada se corresponde con los valores calculados en el apartado a).

Calcula la distancia OA cuando:

) o= rad i) @ —2% rad i) o= "7 rad v) o= % rag
)o=0=0A=8+3=11m i) a=n=0A=8-3=5m iii)a:%:OA:\/mzx/%zlﬂm

Aplicando el teorema del coseno tenemos:

AP? =0A% +OP? -2.0A-OPcosa = 64 = OA%? +9-6-0OAcos o = OA? —6cosa.OA-55=0=

GCOSai\/3SCOSZOL—4~1-(—55) 5
=0A= 5 =3cosa+v9cos” a+55

OA =38 = -5 Imposibl
0 =0= OA=3c0s0+v9c0s20+55 =3+/9+55 =3+8 = mposible
OA=3+8=11m

De igual manera, eliminando las soluciones imposibles tenemos:

a=n=O0A=3cosn+v9cos’n+55=-3+/9+55=-3+8=5m

a:g:OA:3cosg+ /Qcoszg+55 ~0++/0+55=+/55=7,42m

Como antes, eliminando las soluciones imposibles, tenemos:

i) a:£:>OA=3cos£+1lgcos2£+55 :£+4I£+55 =10,46 m
6 6 6 2 4
ii) OL:EDOA:?)COSE+1/900325—TC+55 :—ﬂ+1}£+55 =5,26 m
6 6 6 2 4
iii) a:E:OA:3cosE+chos2E+55 :—ﬂ+1{£+55 =526 m
6 6 6 2 4
iv) a:%:OA:3cos%+ /90032%+55 :¥+ /%+55 =10,46 m

Demuestra que en cualquier triangulo ABC, rectangulo en A, se verifica que: sen 2B =sen2C

Demuestra que cualquier triangulo ABC que verifique la igualdad anterior es isdsceles o rectangulo.

B+C =90°= 2B =180°-2C = sen2B = sen(180°-2C) = sen2C

28=2C=>B=C= Triangulo is6sceles

sen2B =sen2C = . N N N
2B =180°-2C = B+C =90°= A =90°= Triangulo rectangulo
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154. Prueba que si los angulos de un triangulo verifican que cos A+cosB =senC , entonces el triangulo es
rectangulo. ¢ Cual es el angulo recto?

~ ~ ~ A > A_ 2 A A 0_ A A —
cosA+cosB=senC:2cosA+BcosA B:2$9n90059:>2003180 CcosA B=2sen£cos£:>
2 2 2 2 2 2
c A-B c_ ¢ C_ A-B c_ ¢ A-B C
= 2cos| 90°—— |cos =2sen—Ccos— = 2sen—cos =2sen—Ccos— = COS =C0S— =
2 2 2 2 2 2 2 2 2
A-B = c = A=B+C=90= Triangulo rectangulo en A
2 2
=7 .7. .
% = —%: B=A+C=90"= Triangulo rectangulo en B

155. Enunciado Si A, By C son los tres angulos de un triangulo cualquiera, calcula el valor de la expresion:

cotg A cotg B+ cotg A cotg C+ cotg B cotg c

1 _1—tg/2\tgé_cotg/2\cotgé—1

—cotgé=cotg(180°—é):cotg(2\+é)= — = =
tg(A+B) tgA+tgB  cotgA+cotgB

Por tanto, cotg,z\ cotgéf1 = 7cotg/ﬂ\ cotgé fcotgé cotgé y la expresion vale 1.

156.El radio de la circunferencia inscrita a un triangulo is6sceles mide 18 cm. Resuelve el triangulo sabiendo
que su base mide 60 cm.

OB =+18%+30% =35 cm
Aplicando el teorema del coseno al triangulo OBC tenemos:

352 + 352 - 607

coso =2 "2 __0,4694 = =118°=B=C=2-31°=62°= A =180°—-2.62°= 56°
2-35-35
0o
AB = 60 3AB:AC=M=63,90m B
sen62° sen56° sen56°
PARA PROFUNDIZAR
157. Para el triangulo de la figura y la circunferencia circunscrita a él demuestra la afirmaciéon dada en cada
caso.
. a b c - A
a) Se cumple la relacion: r = == == — (Ten en cuenta la relacion
2senA 2senB 2senC \
entre los angulos B y B') CB'
. s ) abc B
b) El area del triangulo se puede calcular como: A = ar
P

a) B=B', yaque ambos son angulos inscritos a la misma circunferencia y determinan el mismo arco.

~ bsenA ~ b bsenA b a a b c
senB = ysenB=—=—"—"—"—=—=r= == _ = _ = _
2r a 2r 2senA 2senA 2senB 2senC
b) A:labsené:labizﬂ
2 2 2r 4r
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158. Observa la siguiente figura.

N

a) Si las diagonales de un cuadrilatero miden d y D unidades lineales, respectivamente, y forman un angulo «,

. . o ) 1
demuestra que el area de dicho cuadrilatero puede calcularse con la férmula: A = EdD sena

b) Calcula el area de un cuadrilatero cuyas diagonales forman un angulo de 80° si miden 4 y 5 cm,
respectivamente.

a) El cuadrilatero se puede dividir en cuatro triangulos, como
sena(180°—-o) =seno se puede escribir:

A =%sena[xy+x(D—y)+y(d—x)+(D—y)(d—x)] =%stenoc )

b) A =%Ddsenoc :%4~5$en80°:9,85 cm?

159. Considera las dos circunferencias coplanarias de la figura.

Calcula la inclinacién sobre la recta que une los centros de:

a) la tangente comun exterior. b) la tangente comun interior.
a) sena=%:>a=9° 35' 39" b) senB=61+4:>[3=56° 26' 34"
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ENTORNO MATEMATICO

Parada inesperada en el Puente

Un grupo de estudiantes esta en Londres
aprendiendo inglés. Como actividad
complementaria realizan wuna visita a
Westminster. Sin embargo, al ir a cruzar el
puente se encuentran con que esta cortado
por un accidente. Para entretenerse durante
la espera, su profesor, Mr. Clever, les propone
el siguiente problema:

Can you estimate the height of Big Ben Tower
and how far we are from it?

Los chicos estan un poco desconcertados
porque no saben como conseguir la
informaciéon que les pide Mr. Clever (internet
via Smartphone is not allowed).

En ese momento Bonneidée, una estudiante francesa, recuerda sus clases de trigonometria y propone un plan
para solucionar el problema. Coloca a Edu en el punto A, a Fer, en el B, y mide en pasos la distancia entre
ambos, obteniendo un valor de 125 pasos de unos 80 cm cada uno. Luego estima los angulos o y p formados
por el puente y las lineas que unen A y B con lo alto del Big Ben, obteniendo que a.=18°y B = 26°.

Con esta informacién, Bonneidée afirma que es capaz de calcular la altura de la torre y la distancia a ella.
¢Crees que esta en lo cierto o que se estda marcando un farol ante sus amigos y Mr. Clever? Si piensas lo
primero, demuéstralo calculando ti mismo las cantidades pedidas (x y h en la figura).

tg26°= 7 0,488x
X = h = x1g26°=0,488x = 0,325 = - " = x =199,39 m; h = 97,3 m

00+ x

tg18°=
91 = 100+ x

El London Eye

En vista de que el puente no se abre, Mr. Clever propone, ante
el espanto del grupo que ya se ve resolviendo otro problemita
una alternativa:

Would you like to visit the London Eye?

Aunque a algunos les da miedo montar en la gigantesca noria
del milenio, a otros les parece que puede ser excitante y que
las vistas y las fotos desde arriba mereceran la pena. Al final
deciden caminar junto al Tamesis hasta llegar a la famosa
noria y alli el grupo se divide entre los osados que suben y los
mas miedosos: Fer, Clara y, of course, Mr. Clever que se
quedan esperando abajo.

Cuando han pasado unos minutos, la noria se para de repente por causa de una averia y comienzan a
escucharse protestas desde las cestas. Los chicos observan que la cesta en la que van sus compaiieros ha
quedado en la posicion A. Para tener ocupados a los chicos mientras se arregla el problema, Mr. Clever sin
perder su flema britanica comenta:

It seems like the London Eye is not working very well today! Hey guys, can you tell your friends what height
they are at?

Edu y Clara tratan de resolver el problema. Los unicos datos con que cuentan son los que se indican a la
entrada de la misma: altura maxima 135 m y dispone de 30 cestas.

¢ Qué deberian hacer estos chicos para estimar la altura a la que chillan sus compaineros?

Observa que el angulo entre dos cestas, medido desde el centro O de la noria, es de 12°,
por tanto: h =67,5sen24°=27,5m

Luego, la altura a la esta la cesta de sus compaiieros es 67,5 + 27,5 =95 m.
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AUTOEVALUACION

Comprueba qué has aprendido

1. Convierte en grados o en radianes, segun el caso, los siguientes angulos.

a) 65° b) 138° c) 4rad d) % rad
a) 650=22m 187 g ¢) 4rad= 2180 _ 559041/
180° 36 n
b) 13802138%:2311: d) T rad = n-180° _18°
180° 30 10 107

2. Escribe en funcion de un angulo entre 0 y 45° las siguientes razones trigonométricas.
a) sen 120° b) cos 480° c) tg (-430°)

a) sen120°=sen(180°-40°) = sen40°
b) cos480°=cos120°=cos(180°-60°) = —cos60° = —sen30°

c) tg(—430°)=-tg430°=-tg70°=—cotg20°

3. Calculala razén pedida en cada caso.

a) cosa,sitga=4yacll b) tga, si sena:—%yuelv

a) 1+tg’a =sec® o = seco = —/1+tg?o = —v1+1 =—\/ﬁ:>COSOL=—L=—ﬁ

iroo7
b) 1+cotg? o = cosec? a = cotga = —Vcosec? o —1=—25-1=— 24:—2«/§3tga:—L:—£

2/6 12

4. Sisena=0,6ysenf=0,8, siendo ambos angulos del primer cuadrante, calcula el valor de:

a) sen (o +B) b) cos (o — B) c) tg (a+P)
3 4 3 4 3 4
sena=0,6=—=cosa=—y tga =— senB=0,8=—=-cosB=—vy tgf=—
o 5 a=zylga=7 B 5 B 5 Y gp 3
a) sen(a+[3):senacosB+003asen[3:§-§+i-i:13a+[3:90°
55 55
43 34 24
b) cos(a—fB)=cosacospB+senasenf=——+——=—=0,96
) cos(a—p)=cosacosp+senasenp =+ g =0

1

c) a+PB=90°= tg(a+p) no existe pues cos(a+B)=0y tg(a+p)= 0
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5. Sia es un angulo del segundo cuadrante y cosa = —%, calcula las razones de % y de 2a.

. e . (04 .
Al ser o un angulo del segundo cuadrante, el seno es positivo, la tangente negativa y > pertenece al primer

3 J7 7
cuadrante. Tenemos coso = 1 = sena = a y tga = 3 y, por tanto:

(g) [izcosa _ [7_ N7 _14 (_jiﬂ
2 2 8 242 4 2) V14 7

cos /Mﬂﬁ:L:ﬁ sec(ﬁ)=i=4\/§=2\/§
2 2 8 22 4 2 2

2
o 1-cosa o 17
tgo = | =7 cotg| = |=—==—
92 \ 1+ cosa g(ZJ J7 7
Por otra parte:
sen2a =2sena cosoc:—ﬂ cosec2oc—i:—ﬂ
8 37 21
cos2a. :cosza—senza:% sec20 =8
2tga 1 J7
tg2a = =37 cotg2a = ———=—-2_
9 1-tg? o g W7 21
6. Resuelve las siguientes ecuaciones trigonométricas.
sen a

a) sena=4cosa b) tga=-

a) sena=4coso=tga=4=a=7596°+180°k

b) tga=-

seno _sena _ sena sena =0=a=0°+180°k
2 cosa 2 cosa =-2= No tiene solucion real

7. Encuentra todas las soluciones del siguiente sistema de ecuaciones trigonométricas.

sena+cosf =1
cosa—senf =-1

Elevando al cuadrado las ecuaciones y sumando miembro a miembro los resultados:
sen” o +cos’ B +cos? o+ sen’ B+ 2(sena.cosP —cosasenB) =2 = 1+1+2sen(a—P) =2 = sen(a —B) =0 = a. = p

Sustituyendo en la primera ecuacion:

seno+cosa =1= (sena+cosa)’ =1=>1+2senacosa = 1= 2senacosa = 0 =
sena =0= o =0°+180°k (Falsa)
cosa=0=a=90°+180%k
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8.

9.

10.

Resuelve y calcula el area del triangulo con las medidas: A= 70°, B=30° yb=12cm

C=180°-A—_B =80°

a b bsenA 12sen70° c b bsenC 12sen80°
=a= = =22,55cm = =Cc= =

— = = — = = = — = =23,63 cm
senA senB senB sen30° senC senB senB sen30°

Area: A= %acsené =133,21cm?

Los lados de un rombo miden 6 cm y forman entre si angulos de 60° y 120°. Halla las longitudes de las
diagonales del rombo.

El rombo se divide en cuatro triangulos rectangulos como el de la figura. 0
a=6sen30°=3 cm b =6c0s30°=3+/3 cm

Por tanto, la diagonal mayor del rombo mide 2b = 64/3 cm y la diagonal menor mide 2a =6 cm. a

. . . . . 3
Los angulos interiores de un poligono regular tienen por coseno B

a) Encuentra el nimero de lados que tiene dicho poligono.

b) ¢Hay mas de una solucién a la pregunta a)?

Existen dos angulos cuyo coseno es igual a?, a=150° y a=210° (>180°) este Ultimo no es interior pues

los interiores son menores de 180°. Aplicamos la formula para calcular la medida de los angulos interiores de un
poligono regular de n lados:

. 180°(n-2)
n

=150°=

180%n=2) _, 15001 = 180°n—360°= n =12
n

Por tanto hay una unica solucién, n = 12 lados.

Relaciona y contesta

Elige la unica respuesta correcta en cada caso

1.

Un triangulo tiene por lados: a=uv, b= u ;Vz y c= vt con u y v dos numeros reales positivos
tales que u>v.

A. Se trata de un triangulo rectangulo en A. c) Se trata de un triangulo rectdngulo en C.

B. Se trata de un triangulo rectangulo en B. d) No es un triangulo rectangulo.

Se verifica que ¢ =a” + b?, por tanto la respuesta correcta es C.

Dada la funcién ; , el valor minimo se obtiene cuando:
5—-4cos5a
A. a=2knradconkeZ C. a=n+2krnradconkeZ
T 2 T
B. a=—+—knradconkeZ D. a:§+2knradconkeZ

Como 5-4cosb5a >0 el valor minimo de la funcién se alcanza cuando cos5a es minimo, es decir, cuando
cos5a = -1, por tanto, la respuesta correcta es B.
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3.

Uno de los siguientes casos de resolucion de triangulos tiene dos soluciones diferentes. Indica cual es.
A. a=4cm,b=6cm,c=15cm C. a:SCm,b:1OCm,é:20°
B. a:50m,b:100m,A:20° D. a=3cm,b=4cm,c=5cm

La respuesta correcta es B.

Senala, en cada caso, las respuestas correctas

4.

La ecuacion trigonométrica sen? x = cos? x tiene:

()

A. Una solucion en {O, g} . Tres soluciones en [0, %}
B. Dos soluciones en [0, n] D. Cuatro soluciones en [O, 275]

3
sen x =cos? x = tg2 x=1>tgx=t1=x= %+ ik, X = Tn+ nk , por tanto, todas las respuestas son correctas.

En la siguiente figura:

A. ArD=180° B. A+C=180° C. B+D=180° D. A+B+C+D =360°

B es correcto, pues la medida de un angulo inscrito es igual a la mitad de la medida angular del arco que abarca.

Si el angulo inscrito A abarca un arco x, el angulo inscrito C abarca un arco de 360° — X,y
~ ~ O_
A+C :%+360—X:180°. C es correcto por el mismo razonamiento y D es correcto porque se deduce de los

dos casos anteriores.

Elige la relacién correcta entre las dos afirmaciones dadas

6.

Tres puntos del plano, no alineados, determinan un triangulo. Se consideran las siguientes afirmaciones:

1. El triangulo es isdsceles 2. El triangulo tiene dos angulos cuyos senos son iguales.
A 12 C. 2=1pero 12
B. 1= 2pero 2 =1 D. 1y 2 son excluyentes entre si

B es correcta, si un tridngulo es isdésceles, va a tener dos angulos iguales y por tanto con el mismo seno, pero si un
triangulo tiene dos angulos con el mismo seno, puede ser isésceles (y por tanto también equilatero).

Seiiala el dato innecesario para contestar

7.

. a Lo
Para calcular la tangente del angulo 2 se dan los siguientes datos:

1. tga>0 2. cosa<0 3. 1+sen?o =1,64
A. Puede eliminarse el dato 1. C. Puede eliminarse el dato 3.
B. Puede eliminarse el dato 2. D. Hacen falta los tres datos.

1y 2 no bastan para calcular tg%, por lo que 3 es necesario.

1_
1+sen®a =164 = sen®0 =0,64 = cos? o =1-sen?a =0,36 = cosa = 10,6 y tggzidﬂ
2 1+cosa

También es necesario 2 para conocer el signo del coseno. Ademas, si cosa <0, o pertenece al segundo o tercer

cuadrante, por lo que % puede pertenecer al primer o segundo cuadrante y no queda determinado el signo de

tg%, asi que necesitamos también 1 para concluir que o pertenece al tercer cuadrante y por tanto % pertenece

al segundo y su tangente es negativa. La respuesta correcta es D.
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4 Vectores

EJERCICIOS PROPUESTOS

1.  Ejercicio resuelto.

2. a) Indica tres parejas de vectores equipolentes.

<«

-~
-~

b) Representa: —2JK +3AB, AB+EF +JK y JK-DC +Gli

m
P

B
A E
[

a) Son equipolentes las parejas: EF y Gl, GH y JK, CD y Hi
b) Sean &, by ¢ los vectores libres cuyos representantes son AB, CD y EF respectivamente. Tenemos

—2JK +3AB=2a+3a=5a, AB+EF+JK=a+¢-a=¢ y JK-DC+Gl=-a+b+¢

—a+b+¢c
e NG > n
28~ B+C—8=0CTwa-d b
2 + 38 = 58
[ [ ]
3. Expresa AB y CD en funcién de u y v.
D g B
V ol Fal
L ¥
A u

4. Ejercicio resuelto.

&
v a
5. a) Hallalas coordenadas de a, by ¢ respecto de la base B={f1, \7}.
- 1 - . .- }/ ¢
b) Representa y calcula las coordenadas de los vectores d :Ea+b ye=c-a.
a) a=-—u+3v b=-—u+3v c=2v
- - = - - - U
b) d=la+b=l(——u+3v)+[——u+3vj=—§u 7 —(—EEJ o -
2 2 4 2 4 2 >
d
-
é:5_a=z;_(__a+3aj=ﬁa_;=[2, - j E———
2 2 e
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a) Comprueba que los vectores u = (2, —3)y v = (3, 6) forman una base de V>.

b) Calcula las coordenadas del vector W= [6, —12—1) respecto de la base B = {E/, \;} .

a) §¢ _—63 =u y v son linealmente independientes y, por tanto, forman una base de V2,

11 2a+3b=6

5
b) |6 -—|=a(2-3)+b-(3,6 =2 b=
) [ 2) a:(2.-3)+b-(3,6)= —3a+6b:—gja 2

Las coordenadas de w respecto de la base B = {B, \7} son (é lj

7a10. Ejercicios resueltos.

1.

12.

13.

14.

Halla el punto medio del segmento comprendido entre los puntos A(7, 12) y B(33, —10).

M[7+33, 12-10

5 j: M(20, 1)

Comprueba si los puntos P, Q y R estan alineados o forman triangulo en los siguientes casos:

a) P(0,3), Q1,1 yR(2,-1) b) P(-3,0), Q(2, 1)y R(6, 2) c) P(-1,0), Q[—%, %j y R[O, %J

a) PQ=(11)-(0,3)=(1-2) 1.2
2 -4

. — = P,Qy R estan alineados.
PR=(2,-1)-(0,3)=(2, -4)

b) PQ=(2 1)-(-3,0)=(5,1
) _Q (21-(=30=61 :>§¢l:>P,QyR no estan alineados, forman un triangulo.
PR =(6,2)-(-3,0)=(9, 2)

9 2
o (3 3feeen(13)

=

ﬁ:(o, %}—(-1, 0)=(1, gj T

Calcula los valores de a y b para que los vectores PQ y RS sean equipolentes sabiendo que:

P(a + 4, -b), Q(a+ 1, b), R(4, —1) y S(a, b).

= P, Qy R estan alineados.

N ] =

PQ~RS= (a+1-a-4,b+b)=(a—4, b+1)= _323_4z>a:1,b:1
2b=b+1

Calcula el valor de k para que los puntos A(4, -1), B(-1, 2) y C(k, k + 1) estén alineados.

o 3 Bk 10-3k-12= k=
k-4 k+2 4

AB=(-1-4,2+1)=(-5, 3)
AC=(k—4, k+1+1)=(k—4 k+2)
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15. Halla el vértice D del paralelogramo ABCD si A(2, 3), B(1, -1) y C(-3, 0).

Para que ABCD sea un paralelogramo basta con que AB y DC sean equipolentes, por tanto, si D(d,,d,)
tenemos:

=Sy 04 -4 D(-2, 4)
=d;=-2,d, =4=D(-2,
4=d, 1 2

AB~DC = (-1, -4)=(-3-d, —d2):>{

16. Ejercicio resuelto.

17. Siu=(-4,3)y v=(2-1),halla: [d| , [v| y u-v

|&|=\/u12+u22 :\/(74)24—32 -J25 -5 |\7|:\/v12+v22 =\/22+(71)2 -5

UV = Uy + UV, = —4-2+3(-1) = -11

18. Calcula, en funcién de k, el médulo de v = (k, —k) y w = (k+1, k—1) y su producto escalar.

|\;| :\/v12+v22 :\/k2+(—k)2 :W:V{NE |v*v*|:\/w12+wz2 :\/(k+1)2+(k—1)2 —J2K? 42

VoW = v, + VoW, = k(k +1)—k(k—1) = 2k

19. Calcula los valores de k para que el angulo formado por v = (k, —k) y w = (k+1, k—1) sea de 45°.

<!
s
Ny

V2 ok ko
| 2 k2 N2k2+2  [ekVKE 1 VK21

Sik=1,0=45%sik=-1,a=135°

cos45°= SN2K? +2 =422 2k> +2=4 = k=1 k=-1

=<
=l

20. Ejercicio interactivo.

21 a34. Ejercicios resueltos.

EJERCICIOS
Vectores fijos y vectores libres en el plano

35. La siguiente figura representa un octégono regular.

B Cc
a) Indica dos vectores equipolentes cuyos origenes y extremos sean vértices diferentes del , D
octégono.
b) Indica dos vectores equipolentes cuyos origenes y extremos sean vértices no consecutivos E
del octégono.
F

c) Indica dos vectores cuyos origenes y extremos sean vértices diferentes del octégono y tales
que tengan el mismo médulo y la misma direccion pero diferente sentido.

d) Indica dos vectores cuyos origenes y extremos sean vértices del octégono y tales que tengan el mismo médulo
y diferente direccion.

e) Indica dos vectores cuyos origenes y extremos sean vértices del octégono y tales que tengan diferente mddulo
igual direccion y diferente sentido.

a)TBny b)A_éy§I:: c)TDyﬁ d)TByEé e)foEG‘
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36. Expresa los vectores a y b en funcién de los vectores u y v.

Y|
- - - 2 —
Respecto de la base candnica tenemos: a=(1, -3), b=(3,6), u=(4,-2) y /V
v=(62 a\ '
(6,2) - .
- - - [1=4a+6a, 1 - - - i
a=a-u+ta, v= :a1=1,a2=—_:>a=u__v 3
-3 =-2a,+2a, 2 2
=~ - ~ 3 =4b, +6b, 3 3 - 3~ 3-
b=b,-u+b,- V2 o =-2 b=o = b=-Cut>
100 Vj{6=—2b1+2b2: N I S M
37. Halla las coordenadas de BC y CB enlabase B= {E, \7}. 3
AB+BC=AC=BC=AC-AB=3u-3v y CB=-BC=-3u+3v
Al g C

Dependencia lineal

38. Decide si las siguientes parejas de vectores u y v son linealmente independientes o linealmente
dependientes. ;En qué casos los dos vectores u y v forman una base de ard

a) u=(-42yv= 2 1 b) u=(16,32) y v= A c) u=(2-16)yv=(-1-8)
3 3 4 2
-4 2 - - . . 2
a) 5 =7 -6 = u y v son linealmente dependientes y, por tanto, no forman una base de V*.
3 3
16 32 ~ . . 2
b) e —64 = u y v son linealmente dependientes y, por tanto, no forman una base de V°.
42
2 -16 - - . : . 2
c) = #* = = u y v son linealmente independientes y, por tanto, forman una base de V*.

39. Expresa, en cada caso, el vector a como combinacién lineal de los vectores u y v.

- . ; (3 7y - (1 1) - (1 5
a) a=(-12-2), U=(4,-3)y v=(1-2 o a=|>, L) a=|2, 2lyv=[4 -2
) 8=(-12,-2), G=(4,-3) y v=(-1,-2) ) a-(3 1) i-(3-3)vi-[3-3)
b) 5—(-1 -5] a—(l -3) yv=(1-2)
> : > ,
- - - -12=4a,-a - - o
a) a:a1u+a2v:{_2:_3a:_22az:>a1:—2,a2=4:>a:—2u+4v
LI P
b) a=au+a,v={ 2 2 ' % =>a=38=-2=a=3u-2v
-5=-3a,-2a,
3 1 1
I - T ) o
C) a=au+a,v= 47 2 1 4 5 >ag=la=1=2a=u+v
i R
6 3 6
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Operaciones con coordenadas

40.

41.

42.

43.

Realiza las siguientes operaciones con coordenadas de vectores.

a) 2[2(-13)-3[(-2,0)-3(4,-3)]]-3(1 -2) c) 2(2—%,1—%}—2(2,—3)—(%, %]

) {53
a) 2[2(-13)-3[(-2,0)-3(4,-3)]]-3(1, -2)=2(40, -21) (3, -6) = (77, - 36)
R O L RO

o o e o (b3S o348

En la siguiente figura: Y
L A B

a) Calcula las coordenadas de los vectores libres de representantes: OA, AB, f

BC, O, OB y AC. /
b) Comprueba que OA+AB+BC +CO es el vector nulo. /
c) Calcula las coordenadas de OA+AB y OA +2AB-3BC . 0 T~ N

T~
c

A(2, 5), B(7, 5), C(8, —2) y O(0, 0), por tanto:
a) OA =(2,5), AB =(5,0), BC =(1,-7), CO =(-8,2), OB =(7,5)y AC = (6, -7)
b) OA+AB+BC+CO =(2,5)+ (5, 0)+(1,-7)+ (-8, 2) = (0, 0)

c) OA+AB =(2,5)+(5,0)=(7,5)y OA+2AB-3BC = (2, 5)+2(5,0)—3(1, -7) = (9, 26)

Calcula las coordenadas del origen A de un vector cuyo extremo es B(-2, 4) y que es equipolente al vector
CD, siendo C(5, 1) y D(-2, -2).
—2-a=-7

a,=5a,=5=A(5,5
4-ay=—1 =0 E=5=AG0)

CD=(-7,-1),si Aa, a,): AB=CD=(-2-a, 4-a,)=(-7, —1):{
Dados los puntos A(-1, 4), B(2, 2) y C(-3, 5), calcula:

a) Las coordenadas del punto D tal que AB =CD c) Las coordenadas del punto D tal que AB =3CD

b) Las coordenadas del punto D tal que DB=AC d) Las coordenadas del punto D tal que DB =-2AC

= D(0, 3)

S d,+3=3 _ [d,=0
a) AB:CD:>(3,—2):(d1+3,d2—5):>{ " {1

=
d,-5=-2 |d,=3

S 2-d,=-2 (d,=4
b) B:AC:(2—d1,2—d2):(—2,1):>{ :{ = D(4, 1)

2-d, =1 d, =1
d,=-2
I, 3d,+9=3 1
c) AB=3CD=(3,-2)=(3d,+9,3d,-15)= 1 = 13=D —2,E
3d,-15=-2" |d, =— 3
3
. 2-d, =4 dy=-2
d) DB=-2AC = (2-d,2—d,)=(4, -2 ! ! D(-2, 4
) =tz a)-(4-2= 070 o102 oa
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44.

45.

46.

SOLUCIONARIO

Dados los puntos A(2, -3), B(1, —4) y C(-1, —2), calcula las coordenadas de los vectores:

a) u=2AB-3CA+BC c) w=2u+—v
b) v=-2AC-~AB+>CB d) X-3(u-7)+5v
37737 6

a) U=2AB-3CA+BC=(-2 -2)+(-9,3)+(-2 2)=(-13,3)

b) G:-Eﬁ—l/TB#ic_B':(z,-3j+(1,1j+(§,—§]=(4,-2)
3 3 6 3)3'3) (3" 3

c) w =2&+%\7 =(-26,6)+(2 -1)=(-24,5)

d) x=3(u-v)+5v=3u+2v=(-399)+(8 -4)=(-315)

Calcula, si es que existe, el valor de k para que se verifiquen las siguientes igualdades.

a) (2,-3+k)=3(3, -1)+7(-1-3)

b) (1 -6)=4(k, 2)-3(1 3-k)

c) (g+k, EJ = 2(1 k}+k(2, -3)

3 2 3

a) (2,-3+k)=3(3,-1)+7(-1,-3)=>(2, -3+k)=(2,-24)=> -3+k=-24 = k=-21
4k-3=1=k =1

b) (1,-6)=4(k,2)-3(1,3-k)= (1, -6)=(4k-3,-1+3k) = 5 = No existe ningun valor de
-1+3k=-6=k :_§

k para el que se cumpla la igualdad.

c) [£+k, ﬁ):Z(l kj+k(2, —3):(£+k, £)=(£+2k, 2k—3kj:>
3 2 3 3 2 3

Calcula los valores de x y de y para que se verifiquen las siguientes igualdades.

a) (13,-8)=5(x,-1)+3(1 y)

b) (x,y)=-2(-1-1-x)+4(-y, 3)

o (5] He-tser

a) (13,-8)=5(x, —1)+3(1 y):{13 =ox+3 {x=2

8=-5+3y  |y=-1
x=2-4y X+4y =2 X=-6
b L y)=-2(-1-1- 4(-y,3
) (xy) ( x)+4(-y ):{y=2+2x+12 {—2x+y=14 {y=2
y) x 1 X =X+3x X=0
c) [ X, |=7|2 -5 [+3(xy)=> =10
)[ 4] 2( 2) () Yo Zeay {y=o
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47. Calcula el médulo y el argumento de los siguientes vectores.

a) u=(33) c) u=(-20-21) e) E/:G,_4J
b) u=(12 -5) d) u=(3-43) f u=(~2-2)

) lu|=V3*+3% =18 = 32
a) u=(33)= ~ . ya que pertenece al primer cuadrante.
arg(u) = arctg1= 7 rad

122 +(-5)? =169 =13

b) u= (12,-5)= ya que pertenece al cuarto cuadrante.

arg(u) = arctg [—%J =5,89 rad

U = (-20)2 + (-21)? =841 =29

arg(u) arctg(mj 3,95 rad

0] =3+ (3 =12 =23

B \/5 11n ya que pertenece al cuarto cuadrante.
arg(u) = arctg(—TJ =—

(3] o -5 -
e) =(_ _4 = 2 yaque pertenece al cuarto cuadrante.

arg(u) arctg =4,84 rad

c) u= (—20, —21) = ya que pertenece al tercer cuadrante.

d) B:(s,—x/§ =

- (—ﬁ)ﬁ(-@r -

arg(u) = arctg1 = % rad

f) E:(—\/E, —«/5):

ya que pertenece al tercer cuadrante.

48. Calcula el modulo y el argumento de los siguientes vectores.

a) Y b) ry ©) [y d Y
0 X
0 X
0 X 0 X
) la = (-2 +22 =B =212 ) ¢ =\3? + 3 =18 =342

a) a=(-22)= c) c=(33)=, -

arg(a) = arctg (- 1)—— rad arg(c)=arctg1=Z rad

3 2 _2\2 _

|b| I32+02 \/7 3 _ |d|—\'2 +( 3 —\/ﬁ
b) 6=(3,0)= d d=(2-3)= _ 3

arg(b) = arctg0 = 0 rad arg(d) = arctg(—Ej =5,3 rad

140 Unidad 4| Vectores S



SOLUCIONARIO

49.

50.

51.

Calcula los lados de los triangulos ABC en cada caso.
a) A(2,-1), B(-1,5)y C(-1,-1) b) A3, 1), B(-2,3)y C(5, 5)

a) AB=(-3,6), AC=(-3,0) yBC=(0,-6)

a=|BC|=0? +(-6) =6, b =[AC| = (-3 +0? =3y c = [AB| = /(-3)? +6? = /45 =35
b) AB=(-54), AC=(26)yBC=(7,2)

a=|%|:v72+22 :@,b:|ﬁ|:\/22+62 :m:ZMyc:|ﬁ|:«/(—5)z+42 =41

Clasifica los siguientes triangulos, de los que conocemos sus vértices, segun sus lados.

a) A(-3,0), B0, 1)y C(1, -2) b) A(1,2), B2, 4)y C(4, 1) c) A0, 0), B3, -1)y c(

3+J— 33 - 1]

2 2

a) AB=(3,1), AC=(4,-2)yBC=(1-3)
— [BC| =\ + (-3 =10, b=|AC| =4 + (-2 =20 =245 y o =[AB| = 3"+ =10
Es un triangulo isosceles.
b) AB=(12), AC=(3,-1) yBC=(2 -3)
=[BC|= V2% + (-3 = V13, b=|AC| = 32 + (-1 =10 =25 y 0 = [AB| =V + 2 =5

Es un triangulo escaleno.

3+v3 3V3-1] = (V3-3 3J3+1
S il e

c) TB=(3,—1),/TC’=[ y BC = >

T e R e

Es un triangulo equilatero.

Calcula la medida de los lados del hexagono de la figura.

EYl |F

/ 1 A A2, 1), B(2, -2), C(-1, -3), D(-2, 1), E(-1, 2) y F(1, 2), por tanto:
pl o1 X |AB|=0+9 =3 BC|=vo+1=+10  [CD|=V1+4 =5
&1 PE-Vis-iio [EF-davo-2  [FA-Jiri-2

Producto escalar

52.

53.

Calcula el producto escalar de:
a) u=(3,4)yv=(25) b) u=(24)yv=(2-1)c) u=(-3-4)yv=(20) d) u=(-1-3)yv=(13)

a) Uuv=6+20=26 b) uv=-6-4=-8 c) uv=-6+0=-6 d) uvv=-1-9=-10

Halla el médulo de la proyeccion ortogonal del vector u = (2, —1) sobre el vector v = (1, —4) .

|u vooe eﬁ

IR

|proyv
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54. Calcula los productos escalares que se indican, si los vectores vienen determinados por

la figura.

a) AB-BC c) AC-DA

b) CD-BA d) AC-DB

a) AB-BC=(4,1)-(0,-3)=0-3=-3 c) AC-DA=(4,-2)-(-3,4)=-12-8=-20
b) CD-BA=(-1-2)-(-4, -1)=4+2=6 d) AC-DB=(4,-2)-(15)=4-10=-6

55. Calcula el valor o los valores de k para que se verifiquen las siguientes igualdades.

a) (2 Kk)-(-13)=-2 b) (3. —K)-(2 —1)=4k c) (5,—§)~(k,—k)=6k

a) (2k)(-13)=—2=-2+3k=-2=k=0

b) (3,—k)-(2—1) =4k =6+k=4k=k=2

2

°) [5' ‘%)'(k’ ‘k):6k=>5k+k7:6k:>k2—2k:03k(k—2):0:>{£i2

>

O/ x

56. Dados los vectores de la figura, resuelve las operaciones que se indican. Y

=4

<)

b) u (\7+W) (u+v) w 0
c) v (2u-3W)+( 3w+2u) |
u=(23),v=(-21yw=(-1-2)
a) u-v+u-w=-1-8=-9
b) u-(v+w)+(u+v)-w=(23)-(-3 -1)+(0,4)-(-1-2)=-9-8=-17
c) v-(20-3w)+(-8w+20)-v =(-2,1)-(7,12)+(7,12)-(-2, 1) = 2-2 = -4
Vectores paralelos y vectores perpendiculares
57. a) Escribe todos los vectores paralelos al vector libre de coordenadas v = (2,-3).
b) Escribe todos los vectores perpendiculares al vector libre de coordenadas v = (2,-3).
c) Halla un vector paralelo a u = (2, -3) vy unitario.
d) Halla un vector perpendiculara v = (2, -3) vy unitario.
a) (2t,-3t) con teR ¢) [ 2 3]: N—, ~3V13
NN 13
b) (3, 2t) con { € R d) [ 8 2 J 313 2413
V137 V13 13 7 13
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58. Para cada caso, calcula todos los vectores unitarios que tienen la misma direccion que el vector u.
¢Cuales de ellos tienen también el mismo sentido?

a) u=(10, -24) b) u=(-27;-36) c) &=(%, 4)
10 —24 =(1_° ﬁ]{i —1_2j
2 G=(10,-20) 102 + (2472 102 + (242 ) \26° 26 ) (13" 13
| 10 1) (o, 24) (5 12)
102 + (247 102+ (242 ) \ 26 °26) (13713

El primero de ellos tiene el mismo sentido que u .

[i; ij =(-0,6;-0,8)
b) u= (-2,7,-3,6)= 7 . El primero de ellos tiene el mismo sentido que u .

. El primero de ellos tiene el mismo sentido que u .

59. Calcula las coordenadas de un vector paralelo al AF y de médulo 10, siendo A(-1, 3) y F(-4, 7).

AF = (-3, 4), los vectores paralelos a AF son de la forma (—3t, 4t) con teR. Asi: |(—3t, 4t)| =10=>

= V9t? +16t° =10 = 5[t =10 = t = +2 . Por tanto, existen dos posibles soluciones: (-6, 8) y (6, -8).

60. Determina un vector perpendicular a E:(—5,12) y que tenga el mismo moédulo que u. ¢Cuantas
soluciones hay?

Hay dos vectores perpendiculares a ¢ y con su mismo médulo: (12,5) y (-12,-5).
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Angulo de dos vectores

61. Calcula el angulo que forman en cada caso los vectores u y v.

a) u=(34)yv=(512) c) u=(-12)yv=(1-2) e) u=(2-1)yv=(12)
b) u=(20,-21) yv=(-11) d u=(1,-1)yv=(22) f) u=(0,2)yv=(3-1)
u-v 63 63 o
a) COSQ—W—W—§SG—14,25
41 M AN2 e

u-v
b) cosa=—==
[

J8a12 202 58

c) COSOL=|L_}||‘_/,|=5—\/§=—1DOL=180°
u-v 0

d) cos<x=|a||‘7|=2—\/§=0:oc=90°
u-v 0

e) COSQ:W=5—‘/§=0:}0L=90°

v 2 2 \/?:oc=108,43°

62. Halla el valor de m para que los vectores u = (m1)y V= (-2, 3) forman un angulo de:

a) 30° b) 135° c) 90° d) 0°
u-v -2m+3 -2m+3
COSO = == = =
M Vm2 113 V13m? 413
a) ﬂ=£:—4m+6=\/39m+39:>16m2+36-48m=39m+39:16m2—87m-3=o:>
J13m?+13 2
e 87 +/7761 (Falsa), m - 87 -/7761
32 32
b) ﬂ=—£:>4m—6:\/26m+26 =16m? +36—48m = 26m+26 = 16m* -74m+10=0 =
V13m? 413 2
e 37 +~/1209 m- 37 -/1209 (Falsa)
16 16
¢) —=2M*3 0 om+3—0=m=>
13m? +13 2
d) —=2M3 o om+3-13m 13 = 4m? +9—12m =13m+13 = 4m? —25m —4 =0 =
13m? +13
25 +8«/689 (Falsa), m = 25—8«/689
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63. Calculalos angulos del triangulo de vértices ABC.
a) A(1,3),B(2, 1)y C(4,1) b) A3, 1), B(0, 5)y C(4, 3)

AB-AC 7 765
el Ve s

”B—C 2@ —fgz B=116,57°

ﬁ:(—3'2))/@:(—2,0):>cosé:(E'C_B: 6 :3\/6
|CA||CB| 213 13

a) AB=(1,-2) yAC=(3,-2)=cosA-= = A =29,74°

5'2\

BA=(-1,2) yBC=(2 0)=cosB =

= C =33,69°

b) AB=(-3,4)yAC=(1, 2):>cos/2\7AB AC i—£:£\:63,43°

—B||AC| 55 5

BA-BC 20 25

BA=(3,-4) y§5=(4,—2):cosB:|ﬂ”ﬁ| "0 — B =26,57°
_ _ .~ CA-CB
CA=(-1-2)yCB=(-4,2)=cosC= |CA||CB| =0=C=90°

64. Clasifica los siguientes triangulos segun los angulos.

a) A(1,3), B3,0)y C(-2, 1) b) A(1,3), B(-2, 1)y C(2, —1) c) A1, 3), B(-2, 1)y C(4, 0)
a) AB=(2,-3)yAC=(-3,-2)= Cos A = |A_B| |':CC| =0= A=90°. Triangulo rectangulo en A.

b) AB=(-3,-2)y AC=(1 -4)=cosA= AB-AC _ 5 5221 _ 4 44360

|AB|.|E| V221 221

BA-BC 8 465
|ﬁ|-|B—C|72\/£7 65

BA=(3,2) yBC=(4,-2)=cosB= = B =60,26°

CA-CB 12 685
[CA|[cB|  2V85

CA=(-14)yCB=(-4,2)=cosC = = C =49,4°

Triangulo acutangulo.

AB-AC -3 26
|AB| |ac] “3J26 26

c) AB=(-3,-2)yAC=(3,-3)=cosA= = A=101,31 . Triangulo obtusangulo.

65. Calcula los angulos del cuadrilatero cuyos vértices son A(2, 2), B(2, 4), C(-1, 1) y D(-1, -1).

Observemos que AB =DC = (0, 2), por lo que se trata de un paralelogramo, con lo que A=C y B=D=180°-A.

AB-AD 6 2

Wzmsz:A:é:B? y B=D=45°.

Por tanto: cos A =
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Sintesis

66. Dados los vectores u=6i—8j y v =-4i+3], calcula:

[, [prevav
a) Los moédulos de ambos vectores. e) Compara los cocientes y .
ol foror,d
b) El producto escalar u-v . f) Halla el angulo que forman u+v y u.
c) El angulo que forman los dos vectores. g) Halla las coordenadas de proy, vy proy; u.
d) Halla el médulo de la proyeccién de u sobre v yla de v sobre u.
a) [u|=uf +u? = /6> +(-8)2 =100 =10 V= v +v,2 = \(-4)? +32 =25 =5

b) u-v=u,-v,+u, v, =6-(—4)+(-8)-3=-48

c) cosa=|51|.|‘z|=—%:a=163,74°
u)-\v
o oLl o s
e) Son iguales: ﬂ p"’y"z =0,5
|u| proy u
f) u+v=2i-5j=cosp= 105:/% = 2?;{;_9 = B =15,07°

g) Como o es obtuso, proy‘-/fl tiene sentido opuesto a v y proy\;t] tiene sentido opuesto a u . Asi:

- _i_(mz 144)

192 144 - u (288 384
25° 25

prov; v =| ~T00° 100

proy, u = |

67. Calculalas coordenadas de los vectores 5, B, ¢ y d respecto de la base {Tl, V}.

a=2v b=2u c=-4u+4v d=-u+3v

68. Halla un vector v de médulo 5 sabiendo que u-v=-14 , siendo u = (6, 8).

Si v =(a, b), tenemos:

44 _nmr7

2 2 _ _7 _ _7 _ =
{a +b* =25 =a= 734b:>£ 734b] +b%=25=25p2+56b-176=0= b= 25 25 =
6a+8b=-14 b=-4,a=3
\;_(_11_7 ﬂ}
= 25° 25
v=(3-4)
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69. Calcula el vértice D del paralelogramo ABCD, siendo A(-3, 4), B(-2, -4) y C(3, —2). Calcula el punto donde se
cortan las diagonales del paralelogramo.

Las diagonales de un paralelogramo se cortan en su punto medio. Este punto de corte sera, por tanto, el punto
medio del segmento AC:

M["Z”,%):M(o, 1)

Si D(d1, d») es el cuarto vértice del paralelogramo, se debera verificar que el punto medio del segmento BD es M:

[‘2;d1,‘4—;°'2j:(0, )=d,=2 d, =6=D(2 6)

70. Dados los vectores de la figura: Y %
- - Proy_Lv | «/
a) Calcula las coordenadas del vector proyeccién de v sobre u . u
b) Descompdn v como suma de dos vectores: uno de igual direccion que u y otro v
perpendiculara u . 0 X

u=(22)yu=(2-1)

a) proya\; tiene el mismo sentido que u, por tanto:

- - U - 2~ 1~ (11
proy&v=|proyav|-7|= — u=§u=zu=(§, Ej

b) Todos los vectores que llevan la direccion de u son de la forma (t, t) con teR vy todos los vectores que

llevan la direccién perpendicular a u son de la forma (—s, s) con s e R, portanto, tenemos:

Vo(t (s s)= 772 s B p (11,38
t+s=-1 2 2 2 2 2 2

71. Calcula el valor de m para que los puntos del plano A(1, 2), B(-2, m — 2) y C(3, -m) estén alineados.

AB=(-3,m-4)yAC=(2, —m—2):>_13: ;:7__42

=2m-8=3m+6=>m=-14

72. Calcula las coordenadas del extremo B de un vector cuyo origen es A(2, 3) y que es equipolente al vector
CD, siendo C(-2, 3) y D(0, —4).

Si B(by, b,) tenemos: AB=CD = (b,~2, b,~3)=(2,~7)= b, =4, b, =4 = B(4, - 4)

73. El baricentro de un triangulo es el punto donde se cortan sus tres medianas y esta situado a doble distancia
del vértice que del punto medio del lado opuesto. Calcula las coordenadas del baricentro del triangulo
A(_3s 3)! B(za 1)! C(_z! -1 )

El punto medio del lado CB es el origen: (2—;2 %) =0(0, 0), por tanto, si el baricentro es G(g,, g, ), tenemos:

g,+3 =-2g,

=9¢,=-19,=1=>G(-11
9,-3=-29, ! ? ( )

AG=2GO=(g,+3,9,-3)=2-(-9, —92)3{
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74.

75.

- - 2 — N
De los vectores u y v se sabe que |u| =13, |v|=10yu-v=—9.

a) Halla el angulo que forman u y V. b) Halla el angulo que forman u+v y u-v.
a) cosa = u-v — Y u-104,45°
lulv] 1013 ’

”2+2&-\7—|\7|2:—105

2 =2 -~ -2 “2 =2 -~ =2
|u+v| :|u| +2u-v+|v| =95 |ufv| :|u| 72u«v+|v| =131

(@+7)-(@-7) 105
|a+a||a_a| 12445

cosP = = B =160,26°

- — - (> = - o\ = — ] - -
Sean los vectores u y v tales que u-(u+v)—(u—v)-v =31y |u+v| = 37. Halla el producto escalar u-v.

0-(a4v)~(a—v) V=31 d-usi-v-u-v+vv=31= [ +]vf =31

|L7+\7|2 :373|E/|2+2ﬁ-\?+|\;|2 =37 . Por tanto, 31+2u-v=37T=u-v=3

CUESTIONES

76.

77.

78.

Indica, razonadamente, si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas.
a) El vector nulo es linealmente dependiente con cualquier otro vector del plano.

b) Si dos vectores no nulos tienen la misma direccién entonces su producto escalar coincide con el producto de
sus médulos.

c) |L7+ \7| = |ZI| +|\7|

d) AB+BC+CD+DA=0

a) Verdadero. El vector nulo se puede escribir como el producto de cualquier vector por el nimero 0.

b) Falso. Solo es verdadero si tienen también el mismo sentido; si tienen diferente sentido el producto escalar es
el producto de los médulos multiplicado por —1.

c) Falso. Si u=(1,0) yv =(0,1) entonces |El+\7| =11 =v2y |El|+|\7| =1+1=2

d) Verdadero. AB+BC+CD+DA=AC+CD+DA=AD+DA=AA=0

Da un ejemplo de tres vectores no nulos u, v y w tales que v y v sean linealmente independientes, u y
w sean también linealmente independientes, pero v y w sean linealmente dependientes.

u=(10),v=(01yw=(02)

Demuestra que si AD-CA = AB - CB entonces los puntos Ay D son el mismo.

AD-CA=AB-CB= AD=CA+AB-CB=CB-CB=0=A=D
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PROBLEMAS

79.

80.

81.

El paralelogramo PQRS verifica que PQ=4cm, PR=7cmy PS=5cm.
a) Calcula PQ-PR, PS-PR, RS-SP y QR -PR.

b) Calcula los angulos del paralelogramo.

Aplicando el teorema del coseno en los triangulos PQR y PRS:

16+49-25 5
- =

cosa = o =44,42°
56
cosp 22749716 29 34080
70 5
a) W}»ﬁ=4«7»cosa:4-7-§:20 RS-SP=7-4-cos(a.+B)=5,6
. 29 .
PS-PR:5-7-COSB:5-7-£:29 QR-PR=5-7-cosp=29

b) o+p=7847°y 180°—(a+B)=10153°

Descompén una fuerza F de 15 Newton en otras dos que formen con ella angulos de 45° y 60°.

45 E
60°

E[" = |l +[F]" 2 [F]| |F]|-cosas® _ E[" =|F[ +225-15v2 [F]|

A =[]+l ~2 [F| [F|-cose0e  [[F[" = [Fo[" +225 15 F]
Sustituyendo la segunda ecuacion en la primera:
E[ =|F[ +225-15.[F;| + 225 -15v2 |F| = 15[F;| + 15v2|F]| = 450 = [F; | + V2 |F]| = 30 = [F;| = 30 V2[F]
Sustituyendo en la primera ecuacion:

(30—J§|F1|)2 =|F[ +225-15-v2 |F| = 900 + 2|F][ ~60v2|F]| = |F[ +225-15-v2 |F| =

452 -156
2

= |F[ ~45v2[F|+675-0= [F|- =13,45N, [F| =30-+2[F|=1098 N

Jorge realiza una excursion en tres etapas. En la primera se dirige hacia el Este y anda 2 km. En la segunda
sigue andando 3 km pero esta vez en direccion Sudoeste. Finalmente, anda 4 km en direccion Norte. ;Qué
distancia le separa del punto de partida al finalizar la excursién? Realiza, usando vectores, un esquema del
trayecto seguido.

cY|
Si se considera el sistema de referencia de la figura, el trayecto de Jorgees O > A—>B > C: ﬂ
A
0(0,0), A(2,0), B(2+3c0s225°, +3sen225°) = [4‘2‘5, _32*/5} y 0[4‘2‘5, 8_2‘/§j 41X
B

2 2
La distancia del punto de salida es, por tanto: |@| = \/(4_2\5J +(8_§\/§J =29 -18v2 =188 km
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82. Lola esta paseando a su perra Lia. En un momento dado, en el que se encuentran en el punto L, la perra ve
un gato situado en G y tira hacia él con una velocidad de 8 km/h y con una direccion de 30° sobre la
direccion de paseo, tal y como muestra la figura. Por su parte Lola tira con una velocidad de 6 km/h en la
direccion de su paseo.

oG

8 km/h

30°
L 6 km/h

Calcula el vector velocidad resultante dando su moédulo y direccion.

Tomando el sistema de referencia centrado en L y con ejes la direccion del paseo y su perpendicular, se pueden
escribir vectorialmente las velocidades de Lola y Lia como a=(6,0) y b=(8cos30°, 8sen30°)=(4x/§, 4),

respectivamente.

. 2
Por tanto, la velocidad resultante es a+b = (6+4\/§, 4), con moédulo (6+4\/§) +16 =13,53 km/h y direccién

17,19° respecto de la horizontal.

83. Los médulos de dos vectores valen 15 y 12 unidades de longitud respectivamente. El médulo de la suma de
dichos vectores es 8 unidades de longitud. Calcula el producto escalar de los vectores y el angulo que
forman.

|&+\?|2 :|Z/|2+2&.\?+|\7|2 — 64=225+20-V+144 = G-V =—152,5

U|'V _Z1925 8472 = o = 147,910

cosa = =
|V| 15.12

u

84. Una pesa esta suspendida en una cuerda sujeta a dos puntos A y B de igual altura y ubicados en dos
paredes que distan 10 m, tal y como muestra la figura.

10 m

6m8m

10 ki

La cuerda tiene una longitud de 14 m y la pesa esta situadaa6 m de Ay 8 m de B.
La masa de la pesa es de 10 kg y, por tanto, la fuerza que ejerce es F=98 N.

Calcula los valores de las fuerzas F; y F; en los que se descompone la fuerza F. ¢ Qué interpretacion puedes
dar a estas fuerzas? Calcula los angulos que forman con la fuerza F.

P El triangulo ABP es rectangulo en P ya que 10% = 6% + 8%, por tanto:
8 4 6 3 4 3
o tgo=—=—, tgf=—=—, sena=cosB=— Yy cosa =senf =—
F, B ga=c=7, tgh= =7, sena=cosp=—y cosa=senp=—
B 4 = 3
|F1|=98-cos[3:98~g:78,4 N, |F2|=98-cosa=98-g=58,8 N, a=5313° y p=236,87°
F
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85. Un coche viaja a 100 km/h durante 45 minutos en direccién Norte hasta llegar a una rotonda donde realiza
un giro de 270°. En la nueva carretera, circula durante 30 minutos a una velocidad de 90 km/h.

a) Usando vectores, dibuja un esquema de la situacién.

b) Indica cual es el moédulo, direccién y sentido del vector desplazamiento total, siendo su origen el punto donde
se inicia el recorrido y su extremo el punto donde se acaba.

a) b) AR=100-0,75=75km, RB=90-0,5=45km
B R
Ny

|TB’| = 75% + 452 = 87,46 km

BAR = arctgE =30,96°
75

86. Daniel quiere cruzar un rio de una orilla a otra y de forma perpendicular a ambas. Daniel consigue nadar
con una velocidad de 5 km/h pero la corriente del rio lleva una velocidad de 3 km/h.

a) ¢En qué direccion debe nadar para conseguir llegar al punto B situado justo enfrente del punto de salida A?
b) ¢Cual sera la velocidad resultante?

c) ¢Qué pasaria si la velocidad que consigue Daniel fuese menor que la velocidad de la corriente?

a) a= arcsen% = 36,87°, Daniel debe nadar con 36,87° respecto de la perpendicular al rio.

b) La velocidad resultante sera 5% —32 =4 km/h

c) No existiria ninguna direccién con la que Daniel consiguiese llegar al punto B situado justo enfrente del punto
de salida A, ya que el arcsen no estaria definido en este caso.

87. Dado el paralelogramo ABCD demuestra que la suma de los cuadrados de las dos B c
diagonales es igual al doble de la suma de los cuadrados de dos lados consecutivos
del paralelogramo. Para ello, ayudate del calculo vectorial y demuestra que

[AB - AD| +|AB+ AD|" = 2[AB[ +2[AD| . A b

Aplicando las férmulas de ejercicio resuelto 27:

2 e 2 (2 e e =2 (2 —— ___2 2
|AB—AD| +|AB+AD| :|AB| +|AD| —2AB~AD+|AB| +|AD| +2AB-AD:2|AB| +2|AD|
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PARA PROFUNDIZAR

88. En la figura adjunta, del triangulo ABC se consideran los puntos D, E y F sobre las
rectas que contienen sus lados, de forma que: AC =3CF, BC = 3EC y 3AD =2AB.

Demuestra que D, E y F estan alineados. Para ello:

. . == =R L C
a) Escoge una base conveniente y escribe los vectores FE y ED como combinacion E
lineal de los vectores de la base.

F
b) Con ayuda del apartado anterior, relaciona los vectores FE y ED.
a) Se toma la base {5[\ @} , asi:
FE-FC+CE--CF-EC--1Ac-1Bc-lealea-(1 1
3 3 3 3 33
ED - EC'+ Ch+ AD -~ 1 BC +CA+ 2 46 ~ - 1CB+CA+ 2(CB- CA) - £ CA+ CB ~( 1.7
3 3 3 3 3 3 33
b) Los vectores FE y ED son iguales por lo que D, E y F estan alineados
89. En lafigura: A B
e ABCD es un paralelogramo.
N
e M es el punto medio del segmento AD. M
e BN=2NM
D c

Demuestra que los puntos C, Ny A estan alineados.

En la base {WD M} tenemos: A(0, 1), B(1, 1), C(1, 0), D(0, 0) y M(O, %)
. SV YTY 1 2 1 2
Por tanto, si N(n,, n,): BN =2NM = (n, -1, n, -1) =(-2n,,1-2n,) = n, =3 =32 N(E gj

De este modo, CN = [—% %) CA = (=1, 1) son proporcionales, por lo que C, Ny A estan alineados.

90. En la figura:

e ABC es un triangulo cualquiera.

— 1 E
« AE=_AB A

— D
e AC=4AD

Demuestra que las rectas BC y ED son paralelas.

En la base {E TB} tenemos A(0, 0), B(0, 1), C(4, 0), D(1, 0) y E(O, %) Por tanto, BC = (4, -1) y ED = (1, —%}

son proporcionales, es decir, las rectas BC y ED son paralelas.

91. Con la ayuda del calculo vectorial, demuestra el teorema del coseno en un triangulo ABC. Para ello, utiliza
el producto escalar.

A—B=A—C+C—B:A—B-A—B=(R+C—B)~(R+C—B):E~A—C+E.C—B+C—BAA—C+C—B-C—B:>

= |A—B|2 = |A—C|2 +2|E||C—B| cos(A—C,C—B) +|C—B|2 = c?=b%+2ba cos(180° —é)+ a® = c? = a2+ b® - 2bacosC
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92. Con la ayuda del calculo vectorial, demuestra que las tres alturas de un triangulo se cortan en un mismo
punto.

Consideremos un triangulo ABC y sus alturas trazadas desde A y B, que se cortaran en un punto H. Queremos
probar que H también pertenece a la altura trazada desde C.

Cc

Para ello observemos que AH y BC son perpendiculares, igual que lo son BH y AC, y basta demostrar que
también lo son CH y AB , es decir, que CH-AB=0.

C—H.A—Bz(c—mﬁ).(B—ch) CB-BC+CB-CA+BH-BC+BH-CA=CB-BC+CB-CA+BH-BC+0=

-CB-BC+CB-CA+HB-CB=CB- (BC+@+%)=@-W=0

93. Demuestra que la recta que une los puntos medios de los lados no paralelos de un trapecio es paralela a las
bases.

Consideremos un trapecio ABCD con lados no paralelos ABy CD, y sean My N los respectivos puntos medios de

estos lados.
B C
M, N
A D
Tenemos:
VN = MB+BC+CN—% BC+ BC+ CD— (E+%+@)+%%=%oﬁ+@)

Y, como AD y BC son paralelos, se concluye que MN también es paralelo a estos dos vectores.
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ENTORNO MATEMATICO

Perdido en el desierto
Durante sus vacaciones y antes de empezar la Universidad, Javier, ha decidido realizar un viaje por Mongolia.

Ahora mismo se encuentra visitando el desierto de Gobi, pero como es un despistado incorregible, ha perdido
de vista al guia que acomparia a su grupo y se encuentra perdido.

La falta de agua y el calor lo estan consumiendo poco a poco y, de no encontrar una solucion, no tardara
mucho en morir. De pronto, y mientras esta vagando sin ningun criterio, encuentra un poste anclado en la arena
con una inscripcion en arabe. Suerte que Javier hizo caso de su madre que, hace ya tiempo, le dijo: "Hijo:
ademas del inglés seria conveniente que aprendieras, por lo menos, otra lengua. Y mejor seria que fuera alguna
de las de los paises emergentes: el chino, el hindi, el ruso... Tampoco estaria mal que aprendieras arabe" y
aprendio6 esta lengua.

Javier consigue traducir el mensaje, que parece obra de un
bromista y ante la alternativa de quedarse a esperar que lo
encuentren o intentar salir por sus propios medios, opta por esto
e Después, camina otros 5 km ultimo y realiza un esquema:
dirigiéndote hacia el Suroeste y B N
seguiras encontrando arena.
NW NE

¢ Partiendo de este punto, camina 3 km
hacia el Norte y encontraras arena.

¢ Finalmente, toma otra direcciéon hasta
que llegues a 4071 m justo al sur del
punto inicial del viaje, donde seguiras C A w E
encontrando arena.

¢ Si vuelves al punto inicial y recorres la Sw SE
misma distancia y con la misma
direccion que las del tercer tramo del D
camino indicado, jencontrardas un
OASIS!

a) Calcula el médulo y el angulo con la direccién Oeste — Este que forma el tercer tramo del camino.

b) Elige una referencia cartesiana conveniente y establece las coordenadas de los puntos del camino y del punto
donde esta situado el oasis.

Si se considera el sistema de referencia en el que A es el origen de coordenadas y la direccion Oeste — Este es el eje de
abscisas, tenemos A(0, 0), B(0,3), C(c;,c,) y D(0; —4,071).

Las condiciones del problema implican:

BC|=5 2 -3 =25

& e R el 5&26{ 5.2 6—5&]

. 15+/2 2= R - ’

BA.BC:15cos45°=# -3(c;-3)=—~ 2 2 2 2
5v2 652

El oasis se encuentra en el punto O tal que AO=CD , es decir, O[TZ; -4,071- 5

J = (3,5355; — 4,6065) .

Por tanto, la longitud del tercer tramo es |C—D|:\/3,53552+(—4,6065)2 =5,8069 km y el angulo que forma con la

-4,6065

direccion Oeste — Este es arctg(
3,5355

) =307,51°.
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Aventura en el Tuul

Dias mas tarde y tras su aventura en el desierto, Javier, que no esta todavia suficientemente cansado de
aventuras, ha ido al Parque Nacional Khustain Nuruu. En un cierto momento, se encuentra en el punto A y
quiere dirigirse al punto B pero atravesando el rio Tuul de forma perpendicular a sus orillas.

A

1" ZUm

a) Con la ayuda de GeoGebra, dibuja y calcula la distancia recorrida tomando los caminos A—-C1—->D1—>B y
A—>C2->D2->B.

b) También con GeoGebra, mediante tanteo y calculando varios caminos, intenta aproximar el camino de minima
longitud para ir de A a B.

A
1= e A—C1->D1->B:5(7,21+4+10,2)= 107,05 m
LT T2 A—C2->D2—B:5(13,6 + 4 +3,61) = 106,05 m.
c2 - lei-
[ El camino mas corto es
4 4 4 — .
4 A—>C—D->B:5(11,39 + 4 +570) = 104,44 m
D2 D.—
61 ';5 417 D1
— = zUum
F'g_/,.!s 10,2
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AUTOEVALUACION

Comprueba lo que has aprendido

-~ Y
1. Dados los vectores u y v de la figura: T
a) Calcula las coordenadas de u+v y 2u-3v 7\ 1
z p Ny o 1 X
b) Calcula el angulo que forman u y v

a) u=(32)yv=(1-3),portanto, u+v=(4,-1)y 2u-3v=(64)-(3,-9)=(3,13)

-3 3130
V13410 130

b) cosa = = a =105,26°

2. Dados los puntos A(2, 4), B(-4, 2) y C(-3, —1):
a) Calcula el punto D para que ABCD sea un paralelogramo.

b) ¢Es el anterior paralelogramo un rectangulo?

a) Si D(d,, d,),tenemos: AB=DC = (-6, -2)=(-3-d,, -1-d,)=d, =3,d, =1= D(3, 1)

b) AB-AD=(-6, -2)-(1,-3)=-6+6=0= AB'y AD son perpendiculares y ABCD si es un rectangulo.
3. a) Calcula el extremo del vector AB , sabiendo que A(-3, 4) y que es equipolente a u = (2, 2).

b) Calcula el origen del vector AB , sabiendo que B(5, —1) y que es equipolente a u= (-2, 3).
a) Si B(by, b,), tenemos: AB=u = (b, +3, b,~4)=(2,2)= b, =1 b, =6=B(-1,6)

b) Si A(a, a,), tenemos: AB=u=(5-a, ~1-a,)=(-2,3)=a,=7, b, =4 = A(7, -4)

4. Calcula los angulos del triangulo A(-3, 2), B(3, 5) y C(-2, 0), y comprueba que se trata de un triangulo
rectangulo.

AB=(6,3) yAC=(1-2)=cosA= AB-AC o A—o0°. El triangulo es rectangulo.
|AB||AC|

BA=(-6,-3) yBC=(-5,-5)=cosB= %2”;3 - J4‘;550 - J?_o - 3*1/;—0 = B=18,43°

ﬁ:(—mz)yﬁaz(s,s):cosé:CA'CB S ! m:é:nsw

[CAl|cB] V550 Vio 10

5. a) Calcula todos los vectores que sean paralelos a v = (-9, 12) y que tengan médulo 5.

b) Calcula todos los vectores que sean perpendiculares a &(10, —24) y que tengan médulo 13.

a) Todos los vectores paralelos a u son de la forma (—3t, 4t) con t e R, obligando a que tengan médulo 5:

5=/(-3t)* +(4t)* =5t = t =1, t = —1. Tenemos, por tanto, dos soluciones, v = (-3, 4) y w =(3, —4)

b) Los vectores perpendiculares a u son de la forma (12t, 5t) con t e R, obligando a que tengan médulo 13:

13 = y(12ty° +(5t)* =+13t = t =1, t = —1. Tenemos, por tanto, dos soluciones, v =(12,5) y w =(-12, -5)
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Dados los vectores u = (—3, 5) y V= (10, 3) calcula la proyeccién de u sobre v.

_Juv] 15 1syA09

|pr°y9“|: |(,| ~Ji09 109

Determina el angulo de los vectores u y v sabiendo que |ﬂ| =4, |\7| =6y |U —V| =8.

e v 1643664 Qv 61
u-v= = =-6=>c080==—=——-=——=a=104,48°
2 2 g 4

M 24

Escribe el vector a =(-10, 12) como combinacién lineal de los vectores b= (3, -4) y ¢ =(1, -1) . ¢Forman

b y ¢ una base de V?? Sies asi, indica las coordenadas de a en dicha base.
1 -1 - = 2
§¢—4:> b y ¢ forman una base de V*.

- - 3a,+a, =-10

a:aqfwrazc:>{_4a1_a2 T E=23 =4=a=-2b-4c=(-2 -4)

En el hexagono ABCDEF, calcula las coordenadas de: AF —EF + ED y 2AB-3EF + 4AF .

EYl A

4
1

E g| AF-EF+ED=(-20)-(22)+(2 -2)=(-2 -4)
0| 1

2AB-3EF +4AF =2(2, -2)-3(2, 2)+4(-2,0) = (~10, -10)

Relaciona y contesta

Elige la unica respuesta correcta en cada caso

1.

Se considera la siguiente figura. M NO P
A. FN+FH=IC C. FN-FH=IC WYL
E/F/G' H
B. FN+FH =CI D. FN-FH =CI
A BCD

La respuesta correcta es D.

El hexagono de la figura es regular y su lado vale 1. El producto escalar AC-AE vale:

F
A 1 c. 2
2
E B
V3
B. 2 D. X2
2 D C

El &ngulo que forman los dos vectores es 60°, y sus médulos valen J3 , por tanto, AC-AE = \/§~\/§~COSGO°:%

la respuesta C.
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3. El producto escalar de dos vectores no nulos es negativo. El angulo que forman dicho vectores es:
A. Menor de 90° B. Mayor de 90° C. Menor de 45° D. 360°

Puesto que el coseno del angulo sera negativo, la respuesta correcta es B.

Seiiala, en cada caso, las respuestas correctas

- - 1
4. Se consideran los vectores u = (%, —%) yv= 2(3, 2)

A. Los vectores tienen el mismo modulo. C. Los vectores son linealmente independientes.
B. Los vectores son ortogonales. D. Los vectores son linealmente dependientes.
A es correcta, ya que |E/| A2 =ﬁ y |\?| L :@ .

4 16 4 16 1 4

- - 3 6

B es correcta, yaque u-v=—-—=0

8 16

C es correcta, y por tanto D no lo es, ya que las coordenadas de v y v no son proporcionales.

5. Se consideran los puntos A(-2, 1) y B(2, —1).

A. El origen de coordenadas esta alineado con ellos.

B. El punto C(4, 3) determina con ellos un triangulo rectangulo.
C. El punto C(4, 3) determina con ellos un triangulo isésceles.
D

. El producto escalar de los vectores de posicion de Ay B vale 5.
A es correcta, ya que OA = -2,y OB = (2, —1) son proporcionales.
B es correcta, ya que BA-BC =(-4,2)-(2,4)=-8+8=0.
C es correcta, ya que |ﬁ| =16+4=2J5y |B—C| =\J4+16 =245 .

D no es correcta, ya que OA-OB=-4-1=-5.

Elige la relacion correcta entre las dos afirmaciones dadas

6. Sean v y w vectores de V2, Se consideran las afirmaciones:

1. El vector u =(2, -3) se puede escribir como combinacién linealde v y w.

2. v y w son linealmente independientes.

A 12 C. 2= 1pero 12

B. 1= 2 pero 2 =1 D. 1y 2 son excluyentes entre si.

Obviamente 2 =1, pero el reciproco no es cierto, basta tomar como ejemplo v=u y w=0, por tanto, la
respuesta correcta es C.
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Senala el dato innecesario para contestar

7. Se quiere calcular el angulo que forman los vectores u y v . Para ello se dan los siguientes datos:

1. |u|-8 2. |v|=6 3. |u-v|-5 4. u-v=375
A. Unicamente puede eliminarse el dato 1. C. Unicamente puede eliminarse el dato 3.
B. Unicamente puede eliminarse el dato 2. D. Puede eliminarse cualquiera de los cuatro.

- =2 -2 - - =2 . . .
Como |u—v| = |u| —2u~v+|v| , se puede deducir cualquiera de los datos a partir de los otros tres, por tanto, la
respuesta correcta es D.
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5 Geometria analitica

EJERCICIOS PROPUESTOS

1y 2. Ejercicios resueltos.

Comprueba si los puntos A(-2, 3), B(2, -3) y C(-2, 5) pertenecen o no a la recta que pasa por P(-2, 6) y tiene
como vector director v = (0, -3). Calcula dos puntos mas de esta recta.

La recta que pasa por P(-2, 6) y tiene como vector director V= (0, —3), que es paralelo al eje Y, es la recta vertical
r:x=-2, por lo que unicamente los puntos cuya abscisa sea —2 pertenecen a la recta, es decir, Ay C pertenecen
a rpero B no.

Calcula las ecuaciones de las rectas paralelas a los ejes que pasan por el punto A(-3, 5).

La recta paralela al eje X que pasa por A es y= 15, y la recta paralela al eje Y que pasa por A es x =-3.

Indica dos puntos y el vector director de larectar: 8x+y=7.

Dos puntos de la recta son, por ejemplo, A(1, —1) y B(0, 7), el vector director es AB = (-1.8).

En cada caso, calcula la ecuacion general de la recta que pasa por los puntos:

a) A2, -5)yB(1,-3) b) A(-2, -4)y B(3, -2)

a) El vector director es AB = (-1, 2) y larecta pasa por A(2, -5). Por tanto:

x=2 y;rS =2x-4=-y-5=2x+y+1=0

1

b) El vector director es AB = (5, 2) y la recta pasa por A(-2, —4). Por tanto:

X+2_ y;“ — 2x+4=5y+20=2x-5y-16=0

5

Halla el valor de k para que la recta que pasa por los puntos A(2, —1) y B(3, k) pase por el punto C(0, —4).

C pertenece a la recta que pasa por Ay B si y solo si los vectores A—B=(1, k+1) y A—Cz(—2, -3) son
proporcionales. Por tanto:

S G B PR S SN
2 3 2

Halla k para que: r: (k+ 5)x — (3 + k)ly =1 — k pase por P(2, 3).

Sustituyendo las coordenadas de P en la ecuacion de la recta tenemos 2(k+5)-3(3+k)=1-k = 0=0, por tanto,
el punto P pertenece a r para cualquier valor real de k.

9 a11. Ejercicios resueltos.
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12. Indica un vector director y otro normal de la recta de ecuaciéon -3x + 2y — 4 = 0.

Un vector normal es n = (-3, 2) y un vector director es u = (2, 3).

13. Halla un vector director y otro normal de la recta que pasa por el punto A[—Z, %J y por el origen de

coordenadas.
Vector director: OA = [72, %) =(-6,1) Vector normal: n = (1, 6)
14. Una recta tiene como vector normal a n= (2, —-3) y pasa por el punto A(-1, 2). Escribe su ecuacion general.

La ecuacion general es de la forma 2x — 3y + k= 0. Como la recta pasa por A,hadeser -2-6+k=0=k=8.

Por tanto, la ecuacién general de la recta es 2x— 3y+ 8 = 0.

15. Halla la ecuacion normal de la recta que pasa por P(1, -3) y es perpendicular a la que pasa por A(0, 2) y
B(-1, 0).

La recta tiene vector director AB = (-1, -2)=~ (1, 2) y pasa por el punto P, por tanto, su ecuacion normal es:

(x-1)+2(y+3)=00x+2y+5=0.

16. Escribe la ecuacion de la recta perpendicular a 3x — 6y =1 y que pasa por el punto A(-3, 2)

Todas las perpendiculares a 3x — 6y =1 son de la forma 6x + 3y + k =0.0bligando a que A pertenezca a la
perpendicular tenemos —-18+6+k =0= k=12 vy, por tanto, la ecuacién de la recta perpendicular es

6x+3y+12=0=2x+y+4=0.

17. Halla la ecuacion de la recta perpendicular a 5x+ 4y -3 =0 que cortaalarecta6(x—-1)-(y—-1)=0enx=1.

Todas las rectas perpendiculares a 5x + 4y — 3 = 0 son de la forma 4x — 5y + k = 0. Obligando a que corte a
6(x—1)—-(y—1)=0en x=1, es decir, a que pase por el punto (1, 1) tenemos 4-5+k =0 = k =1. Por tanto, la
ecuacion de la recta perpendicular es 4x — 5y + 1 =0.

18. Halla la ecuacion de la recta perpendicular al segmento de extremos A(0, —2) y B(1, 4) y que pasa por el
punto C(3, 0).

La recta tiene vector normal AB = (1, 6) y pasa por el punto C, por tanto, su ecuacion es:

1(x-3)+6(y-0)=0=>x+6y—-3=0

19. Considera el triangulo de vértices A(5, 3), B(7, —1) y C(1, —1). Halla la altura correspondiente al vértice A.

La altura correspondiente al vértice A pasa por este punto y es perpendicular aBC = (-6,0)=(1,0), por tanto su
ecuaciones (x-5)+0(y-3)=0 = x=5.
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20. Ejercicio resuelto.

21. Calcula la ecuacion de la recta que pasa por el punto A(-2, 4) y tiene de pendiente m = %

. 1 y
La ecuacién de la recta es de la forma y =Ex+n . Como pasa por A: 4=-1+n=n=>5. Por tanto, la ecuacion

es y=§+5:>x72y+10=0.

22. Indica el vector director y la pendiente de las siguientes rectas:

a) 2x+y+7=0 by X3 ) y=5x-3 d x+4-Y=1
y=1-h 2

a) Vector director: u = (1, 2). Pendiente: m :%z 2.

b) Vector director: u = (3, —1). Pendiente: m = —%.
c) Vector director: u= (1,5). Pendiente: m=5.

d) Vector director: u= (1, 2). Pendiente: m = % =2.

23. Calcula la ecuacion de la recta que tiene doble pendiente que la bisectriz del primer y tercer cuadrantes y
que pasa por el origen de coordenadas.

La pendiente es m =2 y pasa por O(0, 0), por tanto, la ecuacion es y = 2x.

24. Halla la ecuacion punto—pendiente de la recta que pasa por el punto A(-2, 5) y forma un angulo de 120° con
la parte positiva del eje X.

La pendiente es m = —x/§ y pasa por A, por tanto, la ecuaciébnes y -5 = —x/g(x+ 2).
25. Calcula la pendiente y la ordenada en el origen de la recta que pasa por los puntos:
a) A(-1,5)yB(2,-2) b) A(1,2)y B(2,-1) c) A(0,-5)y B(5,0) d) A(-1,-4)yB(2, -4)

Sea y = mx +n la ecuacion explicita de la recta, donde m es la pendiente y n es la ordenada en el origen. Los
puntos dados han de verificar la ecuacion, por lo que se tiene:

-m+n=>5 7 8 n=-5

a) =>MmM=-—,N=— c) =>m=1n=-5
2m+n=-2 3 3 5m+n=0

) {MT=2 - 3 -5 a | 0 n-a
2m+n=-1 2m+n=-4

26. Halla la ecuacion explicita y la punto—pendiente de la recta que pasa por A(0, 5) y es perpendicular a
3x+5y+2=0.

La recta buscada tiene vector director u = (3, 5), por tanto, tiene pendiente m = % ademas pasa por A, con lo que

- . 5 - . 5
su ecuaciéon punto—pendiente es y -5 = gx y su ecuacion explicitaes y = §X +5.
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27. Ejercicio interactivo.
28 a 30. Ejercicios resueltos.

31. Indica, en cada caso, si las rectas r y s son paralelas o secantes y, en este ultimo caso, obtén el punto de
interseccion:

a) [x=2-4t  [x=2s b) r:2x+5y-5=0
' y=-8 $:3x-5y+5=0

y=3+2t

2-4t=2 2t+s=1
) { N { s Como el sistema es incompatible, las dos rectas son paralelas.

=
3+2t=-s 2t+s=-3

2 5 {2x+5y—5—0

b) —#— = Son rectas secantes. Calculamos el punto de corte: =>x=0,y=1=P(0,1)
3 -5 3x-5y+5=0

32. Calcula la ecuacion de la recta paralela a la recta r: 2x + y + 1= 0 y que pasa por el punto de interseccion de
lasrectas s: x—-y+5=0yt: x+y+1=0.

Se calcula el punto de intersecciéonde sy t:

{xy+5:0

_ 3, y-—2=P(-3,2
Xty+1=0 % 3.y=2=P(-32)

El haz de rectas paralelas a r tiene ecuaciéon 2x+ y + K =0. Como la recta buscada pasa por P, se tiene:
—-6+2+K =0= K =4 . Por tanto, la ecuacion de la recta buscada es 2x+y+4=0.
33. Halla la ecuacién del haz cuyo vértice es P(-5, 4).

{y-4=m(x+5), me R} u{x =-5}
34 y 35. Ejercicios resueltos.

36. Calcula k para que la distancia entre las rectas 5x+ 12y — k=0y 5x+ 12y + 15=0 sea 2.

Observemos que las rectas dadas son paralelas. Tenemos:

|—k—15|2 —23|—k—15|—26:{_15_k_26 {k——41

5 122 A5-k=-26 |k=11

d(r,s)=2=

37. Comprueba si los siguientes triangulos son equilateros, isésceles o escalenos:

a) A(-2,1), B, 3)y C(3,7) b) A[l 1),5@,%} yC[1, ”ﬁj

2'2 2

a) d(A B)=v22+22 =\/8 =242 u, d(B,C)=~32+42 =/25 =5 uy d(C, A)=52+6% =/61 u

Por tanto, se trata de un triangulo escaleno.

2 2 2 2
b) d(A B)=V1+0%=1u, d(B,C)= /[—%j +[§J =1uy d(C, A) = f{—%] +[—§j =1u

Por tanto, se trata de un triangulo equilatero.
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38. Calcula el area del triangulo determinado por O(0, 0) y las intersecciones de la recta x + 2y = 4 con los ejes.

El triangulo tiene por vértices O(0, 0),A(0, 2) y B(4, 0).

El area del triangulo es A = m con:base =d(0,B)=4 u,altura=d(0,A)=2u

base-altura _4-2 _
2 2

Por tanto, A = 4 u?

39. Calculala medida de las alturas del triangulo de vértices A(4, 1),B(-1, 3) y C(0, 4).

AB:2x+5y-13=0,BC:x-y+4=0yAC:3x+4y-16 =0, por tanto, las alturas miden:

hAB:d(C,AB):|2of13|: 7729 o = (A BC):|471+4|:L:7J§ !
Jat25 29 29 Vet 22
hye = d(B, acy-13+12-18 7

u
\J9+16 5

40. Halla la distancia del punto C(10, 0) a la recta que pasa por A(-2, 3) y B(2, 2). ¢Cual es la posicion relativa de
A,BycC?

+2 y-3

La recta AB tiene vector director AB = (4, —1) y pasa por A, su ecuacion es: X = e =>x+4y-10=0.

10-10|

d(C,AB) =
( ) 1+1

=0 u, lo que significa que C pertenece a la recta AB, es decir, A, By C estan alineados.

]

41. Ejercicio resuelto.

42. Calcula el angulo que forman las rectas:

a) rn3x—-4y=0ys:2x+2y+3=0 b) ry=x-5ys:y=2x+2
L - _ — |nn 2 2 .
a) Vectores normales: n, =(3, —4) yn, =(2, 2). Luego: cosa = cos(r,S) = —=1—=r=—==——=>0a =8187
nl|-ln| 10v2 10
. m-m,| |1-2| 1 o
b) Las pendientes son m; =1y m, =2, por tanto, tgo. =|-——={ =|——|=—=a =18,43°.
1+mm,| |1+2| 3

43. Calcula el angulo formado porr: 4x+2y—-7=0yel eje Y.

men] 4 25

Los vectores normales son 1, = (4,2)y n, = (1, 0), luego cosa = —— = = = o =26,57°
eay Wl 25 s

44. Calcula la recta perpendicular ar:x +y—3 =0y que pasa por el punto P(-3, 3).

La pendiente de la recta res m = -1, por tanto, la pendiente de una recta perpendicular a ellaes m' =1.

Asi, la ecuacion de larecta buscadaes y-3=x+3=y=x+6

45y 46. Ejercicios resueltos.

164 Unidad 5| Geometria analitica b



SOLUCIONARIO

47.

48.

49.

50.

51.

52.

53.

Calcula el simétrico de P(-2, 3) respecto del punto M(1, —4).

Sea P'(a, b) el punto buscado,M es el punto medio del segmentoﬁ. Por tanto:

—2+a71

—2+a 3+b 2
=(1-4 =4, b=-11=P'(4, -11
(2’2](’ ):3+b__4:>a ! = P4 -11)

==

Halla la recta simétrica del eje de ordenadas respecto de y =x + 1.

Calculamos el punto Q de interseccion de ambas rectas ya que es el Unico invariante por la simetria: Q(0, 1)

Para calcular la recta simétrica indicada basta con determinar el simétrico P’ de otro punto cualquiera, P, del eje de
ordenadas, ya que la recta buscada quedara determinada por los puntos Qy P'.

Tomando P(0, —1), la recta perpendicular a y =x + 1 que pasa por Pes y =—-x— 1.

Ambas rectas se cortan en M(-1, 0) y M debe ser el punto medio del segmentoﬁ, por lo que P'(-2, 1).

Por lo tanto, la recta simétrica buscada es la que pasa por Qy P’, cuya ecuacién es y = 1.

Determina el triangulo simétrico del k(4, 0), B(-1, 6) y C(-1, —1) respecto de la simetria central con centro el
origen de coordenadas.

El simétrico de un punto P(a, b) respecto de la simetria central con centro O(0, 0) es P'(-a, -b).

Por tanto, los vértices del triangulo simétrico sonA’'(-4, 0), B'(1, -6) y C'(1, 1).

Encuentra el triangulo simétrico delA(3, 0), B(0, 3) y P(-2, —2) respecto de la simetria axial con eje la recta

y=Xx.

El simétrico de un punto P(a, b) respecto de la simetria axial con eje la recta y = x es P'(b, a).

Por tanto, los vértices del triangulo simétrico son A'(0, 3), B'(3, 0) y C'(-2, -2).

Halla el extremo B del segmento AB siendo A(2, 1) y sabiendo que la mediatriz del segmento es
r:x+2y-9=0.

Sea B(a, b), como la mediatriz es perpendicular aZE:(a—Z, b-1), este vector debe ser proporcional a

n—, = (1, 2) . Ademas, el punto medio del segmento AB debe pertenecer a r, por tanto:

a-2 b-1
L L j2a-b=3 4 b_5=B4,5)
2+a 1+b a+2b=14
+2T*9:O

Ejercicio interactivo.

Halla la mediatriz del segmento de extremos A(-1, 3) y B(5, —3)-

Los puntos P(x, y) de la mediatriz verifican: d(A, X) = d(B, X) = y/(x + 12 + (y —3)2 = \/(x—5)2 +(y+37° =

= X2 +2x+14+y? -6y +9=x>-10x+25+y2+6y+9= x-y—-2=0
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54.

55.

56.

57.

Halla el punto de la recta r: x — 3y — 11 = 0 que equidista de los puntos A(-2, 3) y B(6, —1)-

Los puntos que equidistan de A y B pertenecen a la mediatriz del segmento AB , de ecuacion:

\/(x+2 +(y -3y —\/(x—6)2+(y+1)2 = X2 +4x+4+y? -6y +9=x2-12x+36+y*+2y +1=2x-y-3=0

x73yf11:02P( 2 72}

Por tanto, el punto P buscado es la interseccion de la mediatriz con r: -,
2x-y-3=0 5 5

Dadas las rectas r: x—- 3y +4 =0y s: x+ y =0, obtén sus bisectrices, comprueba que se cortan en el punto
de interseccion de ry s y que son perpendiculares.

Los puntos P(x, y) de las bisectrices verifican:

|x-3y+4| |x+y] L X=3y+4 _ x+y b, Z(\/g—1)x+(x/§+3)y—4=0

d(P,r)=d(P,
Pr=dE) === """ = V2 b, (VB +)x+ (VB 3]y +4-0

x—3y+4:0:>

El punto de corte de las rectas es:{ =-1y=1= P(—1 1)
x+y=0

(V5 -1)(-1)+ (V5 +3)-1-4 =5 +1+5 +3-4=0
(V5 +1)(-1)+(V5-3) 1+4 =5 -1+y5-3+4=0

P verifica la ecuacion de cada una de las bisectrices:

Los vectores normales a b, y b, son, respectivamente, n, = (\/5—1, \/§+3) y n,= (x/§+1, \/3—3) , que verifican

Eﬁ; =5-1+5-9=0, por lo que ambas bisectrices son perpendiculares.

Halla los puntos de la recta r :y = —x + 6 que equidistan de las rectas s: 3x-y=1yt:3x+ y=5.

Los puntos que equidistan de sy t son los pertenecientes a sus bisectrices, de ecuaciones:

[3x-y-1 [3x+y-5| byiy=2

= =3x-y-1=£(3x+y-5)=
Jio 710 y-1=£(3x+y-5) {bz:x=1

Los puntos buscados son, por tanto, los puntos de corte de r con cada una de las bisectrices: P, (4,2)y P, (1, 5).

Dado el triangulo de vértices A(5, 1), B(3, 7) y C(-2, 3):

a) Calcula el circuncentro. b) Calcula el incentro. c) Calcula el baricentro.

a) El circuncentro, T, es el punto de corte de las mediatrices del triangulo. Por tanto:

\/(5 X)% +( \/(3 X +(7-y) :{4x+12y:32 i )= 125:>T(7_1 @j
JE-xP+(1-y P =(-2-x2+(@3-y)p (T14x+dy=-13 38 38 38’ 38

b) Elincentro, /, es es punto de corte de las bisectrices interiores del triangulo. Por tanto:

Recta AB: 3x +y— 16 =0 Recta BC: 4x — 5y+23 =0 Recta AC: 2x +7y—17=0
[3x+y-16] |4x-5y+23

Jio Ja1 :{(3\/£+2x/ﬁ)x+(\/£+7\/ﬁ)y:17@%6@

[3x+y-16] _[2x+7y-17] ~ |(3J41+4410)x + (41 -5\10)y = 16+/41-23\10
J10 53

= 1(2,06; 3,82)

c) El baricentro, G, es el punto de corte de las mediatrices del triangulo. Por tanto:

Punto medio de AB: M, (4, 4) Punto medio de BC: M, [% 5)

CM,:x-6y+20=0 11 11
x=2,y=—>=T|2, —
AM, :8++9y —49 = 0 3 3

58 a 65. Ejercicios resueltos.
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EJERCICIOS
Ecuaciones de la recta

66. Para cada una de las siguientes rectas, indica si los puntos P(-2, 1) y Q(3, —1) pertenecen o no a ellas y
calcula un punto mas de cada una:

X=—2th c) r:2x+5y=1 d) r4:X—+1=y—72
y =1+ 20 2

a) ri(xy)=(7,-2)+1r(4-1) b) rz:{ z

a) Sustituyendo las coordenadas de ambos puntos en la ecuacion, se tiene:

9
(-2 1)_(7,—2)+x(4,—1)3{1_2‘27+:7“;> M = Per
- A =-3

=Qer

(3, - 1) = (7, -2)+1.(4 —1):{3‘”“ 3{7“—1

—1=-2-1 A=-1
Para calcular un punto mas, basta dar valor a A , por ejemplo, tomando L =0 obtenemos el punto R(7, -2)

b) Sustituyendo las coordenadas de ambos puntos en las ecuaciones, se tiene:

2=-2+_ [A=0_ , . 3=-2+1 _ [1=5 CQer
€
1=1+21 L=0 2 —“1=1+20 " |A=-1 2

Para calcular un punto mas, basta dar valor a . , por ejemplo, tomando A =1 obtenemos el punto R(-1, 3)
c) Sustituyendo las coordenadas de ambos puntos en la ecuacion, se tiene:

2-2)+51=1=Per 2:3+5(-1)=1= Qe r; Oftro punto de la recta es, por ejemplo, R(-7, 3)
d) Sustituyendo las coordenadas de ambos puntos en la ecuacion, se tiene:

-2+1 1-2 3+1 -1-2
+—=Per, —x——>=>Q¢r,
2 5 N 2 5 Fh

67. Obtén la ecuacién vectorial y las ecuaciones paramétricas de cada una de las siguientes rectas.
a) La recta que pasa por el punto P(-3, 1) y lleva la direccion del vector u= (-1, -2).
b) La recta que pasa por los puntos A(2, -3) y B(1, 4).

c) La recta que tiene como uno de sus vectores de direccion el u= (-3, 3) y corta a la parte positiva del eje de
abscisas en un punto que dista 3 unidades del origen de coordenadas.

d) La recta que tiene como vector director el u= (2, -5) y corta a la parte negativa del eje de abscisas en un punto
que dista 2 unidades del origen de coordenadas.

e) La recta que tiene por direccion la del vector u= (3, 7) y corta a la parte negativa del de abcisas en un punto
que dista 2 unidades a la izquierda del origen de coordenadas.

a) E.vectorial: r:(x, y)=(-3,1)+x(-1-2) E. paramétricas: r{;;f;}?

b) Vector director: AB = (~1, 7) E. vectorial: r:(x, y)=(2 -3)+%(-17) E.paramétricas: f3{;;i;fm
c) E.vectorial: r:(x, y)=(3,0)+1(-3,3) E. paramétricas: r5{;zzx3x

d) E. vectorial: r:(x, y)=(-2, 0)+1(2 -5) E. paramétricas: r:{;z_f_’; 2

e) E.vectorial: r:(x, y)=(-2 0)+1(3,7) E. paramétricas: r'{;z7i+3k
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68. Para cada una de las siguientes rectas, determina la ecuacién continua y la ecuacion general.
a) Pasa por el punto A(-3, —4) y tiene la direccion del vector u= (1, -2).
b) Pasa por los puntos P(2, -5) y Q(5, 1).
c) Pasa por el origen de coordenadas y por el punto B(-3, 4).
d) Pasa por el origen de coordenadas y por el punto medio del segmento de extremos M(1, -3) y N(5, 2).

e) Pasa por el punto P(-2, 7) y es perpendicular al segmento de extremos M(-1, -3) y N(0O, 4).

a) Ecuacion continua: x+3 =Y +24 Ecuacion general: -2x-6=y+4=2x+y+10=0
.. . x-2 y+5 ..

b) Ecuacion continua: 3 = e Ecuacioén general: 6x-12=3y+15=2x-y-9=0
. Xy - .

c) Ecuacion continua: 3 = 7 Ecuacién general: 4x+3y =0

d) El punto medio del segmento MN es P[3, —%j

Ecuacioén continua: % = L1 Ecuacioén general: —%x =3y => x+6y =0
2
e) Vector normal: n=MN =(1,7) Vector director: u = (7, —1)
Ecuacién continua: X J7r 2 = y_—17 Ecuacién general: —x—-2=7y-49 = x+7y-47=0

69. Halla un vector director y otro normal a cada una de las siguientes rectas.
a) r:-2x+3y =5
3
b) s:x-—=y+1=0
) 5V
c) Pasa por los puntos A(2, -5) y B(-5, —1).

d) Pasa por O(0, 0) y por el punto medio del segmento AB con A(2,6)y B(-2, -4).
e) Mediatriz del segmento de extremos P(3, 5) y Q( 5, 2).

a) Vector normal:n = (-2, 3) Vector director: u = (3, 2)
- 3 . - (3

b) Vector normal:n = |1, > Vector director: u = > 1

c) Vector director:u = AB = (-7, 4) Vector normal: n = (4, 7)

d) El punto medio del segmento es M(0, 1)

Vector director: u = MO = (0, —1) Vector normal: n = (1, 0)

e) Vector normal:n = PQ = (2, -3) Vector director: u = (3, 2)
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70. Obténlas ecuaciones de los lados del triangulo de vértices P(1, 3), Q(—4, 0) y R(—2, —1). Para cada lado, halla

71.

72.

un vector de direccion y otro normal.

Lado PQ. Un vector de direccion es u = PQ = (-5, —3). Un vector normal es n =(3, -5).

La ecuacion es X—_51=y—_33:>—3x+3=—5y+15:>3x—5y+12=0

Lado QR. Un vector de direccion es v = QR = (2, -1) . Un vector normal es n= (12).

La ecuacion es XZ4 :y—_103—x—4:2y:>x+2y+4:0

Lado PR .Un vector de direccion es u = PR = (-3, —4). Un vector normal es n = (4, -3).

La ecuacion es X—;Izy—_f:74x+4=73y+9:>4x73y+5=0

Halla las ecuaciones punto-pendiente de las rectas r, s, ty t' de la figura.

NE:

La recta r pasa por P, (1, 1) y tiene pendiente m, =2, asi, su ecuacion punto- pendiente es y —1=2(x—-1).
La recta s pasa por P, (3, 1) y tiene pendiente m, =2, asi, su ecuacion punto- pendiente es y —1=2(x-3).
La recta t pasa por P;(1, 1)y tiene pendiente m,; = -2, asi, su ecuacion punto- pendiente es y —1=-2(x-1).

La recta t' pasa por P, (3, 1) y tiene pendiente m, = -2, asi, su ecuacién punto- pendiente es y —1=-2(x-3).

Halla las ecuaciones paramétricas de las rectas:

x-4 y+5
2 3

a) r:y=-2x+3 b) s:4x+3y-6=0 c) t:%x+%y—1:0 d) w:

e) La recta que pasa por el origen de coordenadas y tiene de pendiente m =-2.

f) Larecta que pasa por P(—4 ,3)y es paralelaar. x—y+3=0.

~ =)
a) La recta pasa por P(0, 3), vector directoru = (1, —2) .Las ecuaciones son: r: {; _3_2
— . - . X =-3\
b) La recta pasa por P(0, 2), vector normal n = (4, 3) y director u = (-3, 4) .Las ecuaciones son: s: Y =244
=2+
- (1 3 . -~ . x=2-3\
c) Larecta pasa por P(2, 0), vector normal n = 27 =(2, 3) ydirector u = (—3, 2). Ecuaciones: t: y =2
. - . xX=4+2)
d) La recta pasa por P(4, -5), vector director u = (2, 3) . Las ecuaciones son: w: y = 5431
=-5+
~ =
e) La recta pasa por O(0, 0), vector directoru = (1, —2) . Las ecuaciones son: r: {; _
- . - . X=—4+)
f) La recta pasa por P(-4 ,3), vector normal n = (1, —1) y director u = (1, 1) .Las ecuaciones son: r: 310
y=9o+
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73. Determina la ecuacion normal y la ecuacion general de la recta que tiene a n = (-1, 3) como vector normal y
pasa por el origen de coordenadas.

La ecuacion normal es —1(x—-0)+3(y +0)=0.

La ecuacion generales—x+3y =0.

74. Encuentra la ecuacion normal y la ecuacién general de la recta que tienea n= (2, 4) como vector normal y

pasa por el punto medio del segmento AB siendo A(0,-2) y B(-3, 0).

3

El punto medio del segmento AB es M(_E’ —1}

La ecuacion normal es Z(X +%] +4(y+1)=0 La ecuacion general es2x +4y +7 =0

75. Calcula la pendiente de las siguientes rectas:

a)

b)

d)

a)

b)

c)

d)

e)

9)

h)

r:y=-2x+3 e) Recta que pasa por los puntos P(1, a) y Q(1, 3a).
r:2x-3y+5=0 f) Recta cuyo vector director es u = (-3, 5).
3 1 —
r: _EX+§'V_5 =0 g) Recta cuyo vector normales n=(2, -7).
x=-3+5L
Recta que pasa por los puntos P(-1, 2 1, 3). h :
que pasa p pu (-1.2)yQ(1,3).  h) {y:—1+2x
m=-2
2x—3y+5:0:y:£x+§:>m:Z
3 3 3

_§X+ly_5=o:>y=1—5x+25:>m=1—5
275 2 2

El vector director es u = PQ = (2, 1), por tanto, la pendiente es m =%

El vector director es u=PQ = (0, 2a), la recta es vertical si a=0 (si a=0 no hay recta) y por tanto, como

m= 273 tiene pendiente infinita.

El vector director es u = (7, 2), por tanto, la pendiente es m =

El vector director es u = (5, 2), por tanto, la pendiente es m =

aln NN
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76. Indica el valor de las pendientes y de las ordenadas en el origen de las rectas de la figura y determina, para
cada una de ellas, su ecuacion general.

Y Rectar:

¢ m:_é,n=3:>y=—§x+3:>2x+3y—9=0

Recta s:

. m=%,n:—3:y=%X—3:>X—3,V—9=0

Recta t.

m =0, no tiene ordenada en el origen= x+5=0

Rectau: m=0,n=4=y-4=0

]

77. Halla la ecuacion explicitade la recta que pasa por el punto P(-2, -5) y forma con la parte positiva del eje de
ordenadas un angulo de 60°.

La recta forma un angulo de 30° con la parte positive del eje de abscisas, por lo que su pendiente es

NG

m:tg (300) :T .

J3 +2J§—15

La ecuacion explicitaes: y +5 = g(xvu )=y = ?x 3
78. Determina la ecuaciéon de la recta paralela a la bisectriz del primer cuadrante que pasa por el punto
P(-6, -7).

La pendiente es m =1, por tanto, la ecuaciénes: y+7=x+6=>y =x-1

79. Obtén la ecuaciéon normal de la recta que pasa por el punto P(3, —-1) y tiene por vector director V= (—2, 3).

La recta tiene vector normal n = (3, 2) , por tanto, su ecuacién normal es: 3(x—-3)+2(y +1)=0

80. Obténlas ecuaciones explicitas de las rectas siguientes.
a) Pasa por A(-1, 2) y tiene pendiente m = 2.
b) Pasa por los puntos A(-1, 3) y B(2, 4).
c) Pasa por A(2, 3) y forma con la parte derecha del eje de abscisas un angulo de 30°.

d) Pasa por A(-2, 5) y forma con la parte izquierda del eje de abscisas un angulo de 120°.

a) y-2=2(x+1)=>y=2x+4

b) El vector director es u=AB= (3, 1) , la ecuacioén explicita es: XTH = yT—B > x+1=3y-9=>y= lXJr%
c) La pendiente es m =tg (30°) =§ , la ecuacioén explicita es: y -3 = g(x—Z) =>y= ?X‘F 9 _?2)\/5

d) La recta forma un angulo de 60° con la parte derecha del eje de abscisas, por lo que tiene pendiente
m =tg (60°) =3, por tanto, la ecuacioén explicita es: y -5 = \/§(X+ 2y y= V3x+ (2x/§+5).
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81. Determina las ecuaciones paramétricas, la ecuacién general y la ecuacién explicita de la recta r en los
siguientes casos.

a) Pasa por el punto P(-3, 6) y es paralela a la recta de ecuacion -2x+ 3y— 5= 0.
b) Corta a los ejes coordenados en los puntos P(0, -3) y Q(-1, 0).
c) Corta al eje de abscisas en el punto P(2, 0) y pasa por el punto Q(-2, 2).

a) La recta tiene vector director U= (3, 2), por tanto:

X =-3+31

Ecuaciones paramétricas:
y=6+2\

Ecuacion general: XTJrszyT_E;:Zx+6:3y—18:2x—3y+24:0

Ecuacién explicita: y = %x +8

b) La recta tiene vector director u = PQ = (-1, 3), por tanto:

X ==\

Ecuaciones paramétricas:
P { y =-3+3A

Ecuacion general: i1 = yTJr:B =3x+y+3=0

Ecuacion explicita: y =-3x-3
c) La recta tiene vector director u=PQ= (—4, 2) , por tanto:

xX=2-4\

Ecuaciones paramétricas:
y =2\

Ecuacion general: X—_42 = % =2x+4y-4=0

Ecuacién explicita: y = —%x+1

Posiciones relativas de rectas

82. Indica la pendiente de todas las rectas paralelas a la recta que pasa por los puntos P(1, 2) y Q(-1, -7).

Las rectas tienen vector director v = PQ = (—2, —9) , por tanto, tienen pendiente m = % .

=2+2t
83. Calcula la ecuacion de la recta que pasa por el punto P(2, 6) y es paralelaa r: {; 3 : ¢ teR.

La recta buscada tiene vector director u = (2, —1), por tanto, su ecuacion es:

";2 =y—_16:>—x+2=2y—12:>x+2y—14=0
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84.

85.

Estudia las posiciones relativas de los siguientes pares de rectas.

X73+t
a) r: X:1+xs: 2 d) r: X=1+2 S:4x+y-8=0
y=1-% 1-t y=-2-2)
y=—"
2
b) r:3x-2y=7s:2x-3y =8 e) r:y=-2x+3 s:y:%
1 1 7 2 1
c) rix+y=7s:——x—-—y+—=0 r:2x-y-5=0s:-——x+—y-5=0
) y X5V f) y 3 X3V
a) Los vectores directores son I:(1,—1) y Iz(%—%) Como son proporcionales y el punto P(1, 1)
pertenece a ambas rectas, las rectas son coincidentes.
3 2
b) 2 #* Y = Las rectas son secantes.

c) La ecuacioén de s se puede escribir como x + y — 7 = 0, que es la misma ecuacion de r, por lo que las rectas son
coincidentes.

d) Los vectores directores son uT =(1-2)y FS =(-1,4) . Como no son proporcionales, las rectas son secantes.

. 1 _
e) Las pendientes son m, =-2 y m ZE' Como son distintas, las rectas son secantes, y como m, -m, =—-1son

perpendiculares.

f) iz = _T1 # = = Las rectas son paralelas.
3 3

Calcula el punto de interseccion de los siguientes pares de rectas secantes.

a) r: X=2-3% : x=1-4u c) r:1+1:1s:—1+2—y+§:0
y=1+1 y=2+2u 2 3 8 3 2
23 Xx=2-3h
b) r:2x-5y=-—s:3x-4y =-12 d) r: 12x-y-6=0
) r:2x-5y > s:3x—-4y ) r {y:—2+2ks X-y

2-30=1-4p [-3h+4p=-1

a) = = A =-1, p=-1= El punto de interseccion es P(5, 0)
1+A=2+2p A—2u=1

23

b) 2x—5y=—?:> 4X_1Oy:_23:x:—2,y:§: El punto de interseccion es P(—Z, E]
3x—-4y =-12 2 2
3x—-4y =-12
14_1:1
c) 2 3 = 3x+2y =6 :x:ﬁ,y:—éz El punto de interseccién es P ﬁ—é
x 2y 3 -3x+16y =-36 9 3 3
R

d) 2(2-31)+2-20L-6=0=-8L =0 = A =0 = El punto de interseccién es P(2, -2)

86. Halla la ecuacion de la recta que pasa por el punto de interseccion de las rectas r: 2x -3y + 1 =0y

s:4x +y -3 =0y corta al eje de abscisas en el punto P(4, 0).

2x-3y+1=0
X=sy+ =X :i, y :E:wy s se cortan en el punto Q i E . El vector director de la recta buscada es
4x+y-3=0 7 7 77
u=PQ :(—%, 7] =(-24, 5), por tanto, su ecuacion es: %z%: 5x-20=-24y = 5x+24y-20=0
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87. Encuentra la ecuacion de las siguientes rectas paralelas a una dada.
a) Paralelaa 2x+5y —5=0 y que pasa por el punto A(-2, 6).
b) Paralela al eje de abscisas y que pasa por el punto A(-1, 4).
c) Paralela al eje de ordenadas y que pasa por le punto A(-1, 4).

d) Paralelaar:2x-y+12=0 y que pasa por el origen de coordenadas.

e) Paralelaa r: {X - ;14;31‘ y que pasa por el punto P(-2, 4).
y=9o+
f) Paralelaa r: {; i 1_2+ 2 y que pasa por el punto P(-2, -2).

g) Paralela a la bisectriz del primer cuadrante y que tiene ordenada en el origen igual a 5.

a) Larecta es de la forma 2x+5y + k=0 . Como pasa por A, ha de ser -4+30+k =0 = k =-26 . Por tanto, la
ecuacion buscadaes 2x+5y—-26=0.

b) Larectaes y=4.
c) Larectaesx=-1.

d) Larecta es delaforma 2x—y +k =0. Como pasa por (0, 0) tenemos k =0 . Luego la ecuacién es 2x—-y =0.

e) La recta tiene vector director u = (3, 1), asi, su ecuacion es: XTJFZ =yT_4:> x+2=3y-12=> x-3y+14=0.

X=-2+2t
=

y=2 y=-2.

f) La recta tiene la misma direccién que la dada, luego {

g) La pendiente de la recta es m=1y la ordenada en el origen n =5. Luego larectaes y=x+ 5.

88. Obtén la ecuacion de las siguientes rectas.
a) Perpendiculara x — 2y — 3 = 0 y que pasa por el punto A(2, —1).
b) Perpendicular al eje de abscisas y que pasa por el punto A(—4, 8).
c) Perpendicular al eje de ordenadas y que pasa por el punto A(-1, 3).
d) Perpendicularar: 3x — 3y + 1 =0y que pasa por el origen de coordenadas.

=-1+2t
e) Perpendiculara r: {; 5 +t y que pasa por el punto P(-1, 0).
=5+

f) Perpendicular al segmento AB con A(-1, -3) y B(2, -5) y que pasa por P(-3, 2).

a) La recta tiene vector director u = (1, —2) , asi, su ecuacion es: XT_Z = y—? = -2Xx+4=y+1=2x+y-3=0.

b) La recta es vertical y pasa por A, por tanto, su ecuacion es: x = —4.

c) Larecta es horizontal y pasa por A, por tanto, su ecuacién es: y = 3.

d) La recta tiene vector director U= (3, —3) , asi, su ecuacion es: %z LS =3x+3y=0=>x+y=0.

e) La recta tiene vector normal n= (2, 1) , asi, su ecuaciones: 2(x+1)+1(y-0)=2x+y+2=0.

f) La recta tiene vector normal n = AB = (3,-2), asi, su ecuacion es: 3(x+3)-2(y —2)=3x-2y+13=0.
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89. En cada caso, calcula el valor del parametro k para que las rectas tengan la posicion relativa indicada.
a) rix—ky+1=0;s:kx —4y -3 =0, paralelas.
b) r: kx -2y —-4k=0;s: x -3y —4 =0, coincidentes.
c) r:2kx+5y—1=0;s:3x —ky+ 2 =0, paralelas.

a) Ha de verificarse que lz_—kii:kz =4 k=12
k -4 -3
b) Ha de verificarse que K2 Sk 2
1 -3 4 3
. 2k 5 -1 2 .
c) Ha de verificarse que 3 = s # 3 = 2k =-15 = Imposible, luego no pueden ser paralelas.

90. Halla para qué valor de b, la recta x — by =—4b — 1 es coincidente con la recta que pasa por los puntos

P(-1,4) y Q(2, 3).

-1-4b=-4b-1
La recta dada debe pasar por Py Q, luego {2 3b = _4b 1 = b=-3,asi,larectaes x+3y—-11=0.

91. Halla el valor de k para que sean paralelas las rectasr: (2k—2)x-y+2k=0ys: (k—1)x+ (k+1)y—-17=0.
Para los valores hallados, obtén la ecuaciéon de la recta paralela a r y s que pasa por el origen de
coordenadas.

Para que sean paralelas tiene que suceder que 2: _12 = k__11 =2k’ +k-3=0=>k=1 k= —%.
- +

En el primer caso la recta paralela que pasa por el origen es y= 0, en el segundo caso es 5x + y =0.

92. Dadas las rectas:
r:(k—-1)x-2y+2k=0s: (3k—4)x+y+k2=0

Encuentra los valores de k para que sean perpendiculares. Para los valores hallados, calcula el punto de
interseccion de las rectas.

Los vectores directores de las rectas son uT = (2, k —1) yu

s =

(1, 4-3k), que han de ser perpendiculares. Asi:

2+(k—1)(4—3k):0:—3k2+7k—2=0:k:%,k:2
-2 2
r:—x-2y+—=0 _
Para kzl, 3 3 x+3y =1 :x:i,yzﬁ. El punto de interseccion es P iﬁj
] 27x -9y =1 15 45 15 45
s:-3x+y+—=0
9
Para k=2, rix-2y+4=0 x—2y=—4 :x:ﬁ,y:i.El punto de interseccion es P —1—2i .
s$:2x+y+4=0 4x +2y =-8 5 5 5

93. Halla los valores de m y n para que sean perpendiculares las rectas r: x—-my+2n=0y s: 2mx+ny+1=0,
sabiendo que el punto P(0, 2) pertenece a la recta r. Para los valores hallados, encuentra el punto de
interseccion de ry s.

Los vectores directores de las rectas son u—, =(m, 1)y u—s =(-n, 2m), que han de ser perpendiculares. Asi:

-mn+2m=0 m=n =0 Imposible
-2m+2n=0 m=n=2

El punto P de interseccion es: x-2y+4=0 :x=f1,y=§:>P 71,3
4x+2y+1=0 2
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Haz de rectas

94. Calcula la ecuacién del haz de rectas secantes de vértice el punto P(-2, 3). Encuentra la recta de este haz

que tiene pendiente m = —% .
La ecuacion del hazes y -3 =m(x+2).Sim =—%:> y-3 :—%(x+2):>2y—6:—x—2:> x+2y-4=0.
95. Determina la ecuacién del haz determinado por las rectas secantes r: y =2x -3y s: y=3x - 5y halla su

vértice y la recta de este haz que pasa por el punto P(-2, 2).

y=2x-3

=2, y=1=V (21
y:3x—5:>X y=1=V( )

La ecuacién del haz es: 2x—y -3 +A(3x-y—5)=0. Vértice: {
Si la recta pasa por P, se tiene que -4-2-3 +k(—6 -2-5)=0=A= —% . Por tanto, la recta buscada es:

2x—y—3—%(3x—y—5):0:>26x—13y—39—27x+9y+45:O:>x+4y—6:0

96. Halla la ecuacion del haz determinado por las rectas secantes r: 2x + y=0y s: 3x — 2y = 0 y calcula su

vértice y la recta de este haz que tiene pendiente m = —% .

2x+y =0

=0,y =0=V(0,0
3x-2y -0~ X~ 0¥ =0=V(0.0)

La ecuacién del haz es: 2x+y +A(3x—2y)=0. Vértice: {

La recta buscada tiene pendiente m = —% y pasa por V, por tanto, su ecuacién es: y = _§X =2x+3y=0.

97. Escribe, en una sola ecuacion dependiente de un parametro, todas las rectas paralelas a la recta de
ecuacion r: -2x+ 3y — 5= 0y elige, de entre ellas, la que pasa por P(-1, 3).

Todas las rectas paralelas a la dada son de la forma -2x+3y +K =0.

De ellas, la que pasa por P verifica 2+9+K =0 = K =-11, por tanto, su ecuaciéon es: -2x+3y—-11=0.

98. Determina las ecuaciones de los haces de las siguientes figuras.
b)

a)

-

Y|
AVAVAYAVAVA

0

\

X
AVAYA \

Halla en cada uno de los haces anteriores la recta que pasa por el punto P(-1, -2)

a) Es un haz de rectas paralelas de pendiente m =-3, por tanto, su ecuaciéon es: 3x+y+K =0.

De ellas, la que pasa por P verifica -3-2+K =0 = K =5, por tanto, su ecuaciéon es: 3x+y+5=0.
b) Es un haz de rectas secantes de vértice V(-2, —1), por tanto, su ecuacion es: y +1=m(x+2).

De ellas, la que pasa por P verifica —2+1=m(-1+2) = m = -1, por tanto, su ecuacion es:

y+1=—(x+2)=> x+y+3=0.
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99. Encuentra la expresion que representa a todas las rectas que tienen pendiente m =-2 y di cual de ellas

pasa por el origen de coordenadas.

Las rectas con pendiente m = -2 son de la forma y = -2x + n. La que pasa por el origen tiene ecuacion y = —2x.

100. Escribe, en una sola ecuacion dependiente de un parametro, todas las rectas perpendiculares a

r:3x-2y+12 =0y elige, de entre ellas, la que pasa por P(1, —1).

. . . . 2 .
La pendiente de res m :%, por tanto, las rectas perpendiculares a r tienen pendiente m = 3 es decir, son de

2 - 2 1 L 2 1
la formay = —§x+n . La que pasa por P verifica —1= —§+ n=n= —3 por tanto su ecuacién es: y = —Ex—g.

Distancias y angulos

101. Calcula la distancia entre los puntos A y B:

a) A(2,-3)yB(-2, 5)
11 5 5 1 5 3
o A55)v8[3-5) @ Al5-5)v8(5 3

a) d(A B)=

\
b) d(A B) =\/

c) d(A B) _\/

2 2
d) d(A B)- (E—lj +(—3+§] _ [ 1,16 _ [1609 _ 1609
5 3 100 9 V900 30

(2-2)*+(5+3)° =16+64 =+/80 =45 u

(g_lji(_é_%f JiTa-E-22u

3

-5
4 2

2 2

12 -3=0.
y=—1+ky S:2x+y

102. Halla la distancia del punto P(2, —3) al punto de interseccién de las rectas r :{

Punto de interseccidon A: 2—1+A-3=0= A =2 = A(1, 1) .Por tanto, d(A, P)=+/1? +(-4)* = 17 u

103. Halla el perimetro del romboide determinado por las siguientes rectas.

a) x+4y-9=0 b) x-y-4=0 c) x+4y-6=0 d) x-y+6=0

Observemos que a y ¢ son paralelas, igual que b y d, por tanto, es un paralelogramo. Los vértices son:

XTAY=9=0_ 5y =12 AG1) Xray-0=0_,, 18, 12_ o[ 18 12
x-y-4=0 x-y+6=0 5 5 5 5
X+4y=9=0_ 3, _3-B(33) X+4y-6-0_ 22 2 p(222
xX—y+6=0 x-y-4=0 5 5 5 5

El perimetro es 2(d(A, B)+d(B,C)) = 2[\/64+4 + /%+%] = 2[2\/ﬁ+%«/§j =18,19u
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178

104.

105.

106.

Halla la distancia del punto P(—4, 3) al punto medio del segmento de extremos A(1, -3) y B(-1, 2).

49 113 u
4 2

El punto medio del segmento es M[O, f%j por tanto, d(P, M)=,[16+— =

Calcula la distancia del punto P a la recta r en los siguientes casos.

a) P(-3,4)r2x+3y-5=0 ¢) P[%,—3]r.2x—2y:—3

b) P(O,_z)f-.y:—zx+5 d) P(1,—2)r: X=1+2\
y=-2-2\

e) P(-1,0)y reslarecta que pasa por los puntos A(% —3] y B(—Z, %)

f) P(3, -2) y r es la recta que forma un angulo de 45° con el eje positivo de abscisas y que tiene ordenada en el
origen igual a —2.

2(-3)+34-5_ 1 V13

a) d(P,r)= = =
N N R T
b) d(P, r)=|2'0_2_5|=i=7‘6 u
N N G
2.1 2. (3)+3
2 10 52
c) d(P,r)= =—= u
J2? (2 B2
- _ 1-2+1
a 7 12 =X 1:y+2s—x+1:y+2:x+y+1:03d(F’,r):l +|:O
y=-2-2) 2 -2 1?4 1?
X ! \/_
5 14.(-1)+10-0+23
e) 2 _Y*3 44x110y+23=0=d(P,r)= | )+10:0+23 9 _oV74
2113 \/142+1o2 ~J296 148

2 2

f) La pendiente de r es m = 1, y la ordenada en el origen es n =-2, por tanto, su ecuacion es
3+2-2 3 32
JErp 22

Comprueba que los siguientes pares de rectas son paralelas y calcula, en cada caso, la distancia que las
separa.

y=x-2=>x-y-2=0yd(P,r)=

2 X=2+2\ x =3+t
a) r:2x-y=7 s:2x-y=8 b) r:2x-3y-2=0s:—=x+y-2=0 ¢) r:{ S: 3t
3 y=3-1 y=—
2
a) g——1¢—7: Son paralelas y d(r, s) = ﬂ—i—ﬁu
2 -1 -8 /22+(_1)2 J5 5
-2-6
b) s: —Ex+y 2=0=2x-3y+6=0. g:—3;at—2:>SonparaIeIasyd(r s)= | | __8 :8\/E u
3 2 3 6 J22 (3 V13 18
Xx=3+t
=2+2) - -
c) r: X=ex =X 2=y—3:>x+2y78=0 S: 3_t=>x-3=3-2y=x+2y-6=0
y=3-1A 2 -1 y=—
2
1:2;&—8: Son paralelas y d(r, s) | 8+6| 2 :—2\/5 u
1 2 -6 12402 \E 5

Unidad 5| Geometria analitica S



SOLUCIONARIO

107.

108.

109.

Calcula las medidas de sus tres lados y clasifica los siguientes triangulos.

a) A(3,2),B(5,-4)y C(1,-2) b) A(3,5), B(-1,-1)y C(5,-3) ¢) A(0,1),B(0,2)y C(@ %]
a) d(A B)=+22+(-6)2 =~/40 =24/10 u d(B, C)=+/(-4Y2 +22 =20 =245 u

d(A, C)=+/(-2 +(-4)* = V20 =25 u Es un tridangulo isdsceles.
b) d(A, B)=+/(-4) +(-6)% =~/52 =213 u d(B, C)=+/62 +(~2)? =/40 =24/10 u

d(A, C)=+/2%+(-8)* = J68 =217 u Es un tridngulo escaleno.

2 2
c) d(A B)=~v0*+1 =1u d(B, C)= [gj +[—%j =1u
Ja) (1}
d(A C)= (%j +(%) =1u Es un triangulo equilatero.

Calcula el perimetro y el area del triangulo de vértices: A(-2, 2), B(5, —1) y C(3, 4)

d(A, B)=\7?+(-3Y =~/58 u, d(B, C)=+/(-2)? +5% =+/29 u y d(A, C)=+5°+2> =29 u.

Por tanto, el perimetro es P =+/58 +24/29 u .

La altura del triangulo es la distancia del vértice C a la recta determinada por el segmento AB, de ecuacion:

X;Z=y—_32:>—3x—6:7y—14:>3x+7y—8:0
J58
3.(-3)+4-(-7)+8 J Js8-
Por tanto, la altura es d(C,AB):| (3)+4-C7)+ |= 29 _J%8 y el area es S-— 2 8.2,
32172 /58 2 2 4 2

Calcula las coordenadas de los vértices y el perimetro del triangulo determinado por las rectas:
r:x-3y+1=0
s:3x—-2y-4=0
t:2x+y+2=0

Los vértices del triangulo son:

Xy =0 oy —1m A1) X=H1=0 4 y-0=B(10)
3x-2y-4=0 2x+y+2=0
3X_2y_4:0:>x:0,y:—2:>C(0.—2)

2x+y+2=0

Por tanto, el perimetro es P = d(A,B)+d(B,C)+d(C,A)=v9+1+1+4 +/4+9 =10 +/5 +/13 u
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110. Calcula el angulo que forman las rectas:

a) r:3x+y=1ys:x-y=3 d) r: x=1+2\ ys: Xx=2-2t
y=3-2) y =1+t
x=3
b) rix-2y-2=0ys:-x-y-2=0 e) r:2x—y—7—OYSZ{
y=2+LA

c) riy=-x+2y s:y=—%—3x

— — |”1 L 2 J5
a) Los vectores normales sonn, =(3,1) y n, =(1, -1), luego coso = —— = =—=0=06343°
|n1||n2| Jiov2 5
_ _ n,-n,
b) Los vectores normales sonn, =(1, -2) y n, =(-1,-1), luego cosa = L j| = ! = V10 = a=7157°
ol 10
c) Las pendientes son m;=-1y m, = -3, luego tga = M = 2 = 1 = o =26,57°
[1+mm, 4 2
_ _ Uy U,
d) Los vectores directores sonu, =(2, —-2) y u, =(-2, 1). Luego cosa = ! j| __ 5 310 = a=18,43°
u1||u2| V85 10
_ _ n,-n,
e) Los vectores normales sonn, =(2, -1) y n, =(1,0). Luego cosa = | ! 2| _ 2 :¥:> o =26,57°

111.Calcula el area y el perimetro del cuadrilatero que forman las rectas r: 3x+4y =12y s : 5x + 6y = 30 con los
ejes coordenados.

Los vértices del cuadrilatero son A(4, 0), B(6, 0), C(0, 5) y D(0, 3).

El perimetro es P = d(A,B)+d(B,C)+d(C,D)+d(D,A)= V4+0+/36+25+/0+4 +16+9 =9++/61 u.

El area se calcula restando las areas de los triangulos rectangulos OBCy OAD: S =15-6=9 u?.

112.Halla el perimetro del triangulo formado por los puntos medios de los

lados del triangulo de la figura. ALY
~
~
A(-2, 4), B(5, 1) y C(-6, —3), de modo que los puntos medios de los lados son / 4 ~n
35 1 1 I T
M, (—, —j , M, (——, —1j y M, [—4, —J y, por tanto, el perimetro pedido es: / 0
2 2 2 2 e
C

_ 65 +58 +\137
2

P:d(M1,M2)+d(M2,M3)+d(Ms,M1):\/4+% +\/$+% +\/14ﬂ+4

Otra forma de hacerlo seria:

P= %Perimetro(ABC) = %[\/72 +(=3)° +\/(*4)2 +(=7)? +\/(f1 1% +(-4)* } = %[@+x/@+\/137}
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113. Calculando las medidas de sus tres angulos, clasifica los siguientes triangulos.

a) A(5,3),B(1,2)y C(7,0)

a)

b)

c)

114.Calcula las coordenadas de los vértices y la medida de los angulos del triangulo determinado por las

b)

A1, 2), B(-4,-3)y C(2,-1)

c) A(-2,8), B(-6, 1)y C(0, 4)

ATB=(—4,—1)yﬁ:(z,—S):cosA:ﬁT’;rQ_a=\/#3§:—52“§f1 = A =109,65°
BA=(4,1)yBC=(6-2)=cosB=aBC 22 _1NIT0 _ 5_g5 470
BABC| 17440 170
CA=(-23)yCB=(62)=cosG="ACB_ 18 N30 _s_s7 670
CAl[c| Vi3V4o 130
Es un triangulo obtusangulo.
AB=(-5,-5) yﬁ=(1,—3):cosi\:|j\l;|'|%g|=\/£3%:§:A:63,43°
— — - BA-BC 40 25 -
BA=(55) yBC=(6,2)=cosB=—r—= =22 ., B-26,57°
(5:9) yBC=(6.2) A Veovao 5
CA=(-13) y@—(—e,—z):cosc‘—grﬁ_;—mzﬁ—o:é—gm
Es un tridangulo rectangulo.
AB = (—4,~7) y AC = (2, —4) = cos A = |%g|’|:‘\%| - Js_:?% - 2f — A=5631
— — -~ BA-BC 45 313 .
BA=(4,7) y BC=(6,3)=coSB = ——= = = B=33,69°
(47) yBC=(6.9) BABT  Veoas 13
CA=(-2 4)yCB=(-6 -3)= cosC=ACB 0 _o=6-00°

Es un triangulo rectangulo.

[cAllcB] ~ V2045

siguientes rectas.Clasificalo segun sus lados y segun sus angulos.

Los vértices del triangulo son:

3x+2y-3=0 x=1

A(1,0
{2x—y—2:0 :{y:OZ> (1.0)
2x-y-2=0 x=-1

C(-1-4
{x+2y+9=03{y:—43 ( )

Los vectores normales son: n, =(3,2), n, =

r:3x+2y-3=0

s:2x-y—-2=0

t:x+2y+9=0

{

(2-1), /= (

3x+2y-3=0
X+2y+9=0

Las rectas s y t son perpendiculares pues: 2-1+(-1)2=0= C =90°

~ n-.n 4 -
Los otros angulos son: cos A = ——=5- = = A=60
allns| - V135

1,2)
-~ n.-n 7 -
,26° cosB=——L = B =29,74°
R VA NN

Por tener los angulos distintos es escaleno, ademas, es un triangulo rectangulo.
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Puntos y rectas simétricos

115. Calcula las coordenadas de los extremos del segmento simétrico del AB respecto Y
de la simetria central de centro P siendo: A(2, 3), B(4, 1) y P(3, 5).

P ha de ser el punto medio de Ay A’, luego, si A'(a,, a,) , tenemos:

/*P
2+a1:3:>a1:4 A\\\‘
2 = A'(4,7) 'B
3+a,
Co 5=a,=7 0 X
Anélogamente, Pha de ser el punto medio de By B’, luego si B' (b1, bz) , tenemos:
AL
=B'(2,9)
by 5 b,-9
116. Calcula las coordenadas de los extremos del segmento simétrico del AB Y
r
5
respecto de la simetria axial de eje r siendo: A(1,3),B| 3, — |yr: x+y=3. A
P j (1,3) ( 2] y y G
A
La recta que pasa por A y A'es perpendicular a r, por tanto, es de laforma x—y+k =0 0 B' X
y, como pasa por A, se tiene 1-3+k =0= k=2, con lo que la ecuacion de la recta

AA'es x-y+2=0.
El punto de interseccion de esta recta y r es: X_y+2=0:x=l,y=E:M(l, ij
x+y=3 2 2 2 2

M es el punto medio del segmento AA' , luego, si A’(a1, a2) , tenemos:

1+a, 1
2 270
A0, 2
3+a, 5 =4(02)
=—=a,=2
2 2

Siguiendo un proceso analogo para el punto B se tiene:

BB’:x—y+k=0:3—§+k=0:k=—%:>x—y—%=0

Punto de interseccion: X_y_5=0:x=1,y=§:N s
47 g 44
X+y=3
3+b, 7 1
—l=—sa ==
2 4 2 1
Calculo de B'(b;, b,): {5 :B'(_,oj
Stb g 2
2
=—=a,=0
2 4
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117. Dadalasrectasr: x—-4y+2=0ys:2x-3y=-4:

a) Calcula su punto de corte.
b) Demuestra que el punto P(1, 2) pertenece a s y calcula su simétrico respecto de la recta r.
c) Calcula la ecuacion de la simétrica de la recta s respecto de la recta r.

x—4y+2=0 N

-2,0
2x-3y+4=0 Q(-20)

a) El punto de corte es:{

b) P verifica la ecuacion de s. En efecto: 2-1-3-2+4=2-6+4=0=Pes.

La recta perpendicular a r que pasa por Pes: 4x+y+k=0=>4+2+k=0=>k=-6=4x+y-6=0.

Dicha recta corta a r en el punto: 4X+y76:0:>M= QE
x—4y+2=0 17 17
1+a 22 27
o 1777 27 6
MeselpuntomediodePysusimétricoP(a,b),Iuego: 2 17 17 =>P'| =, -——
2+b 14 6 17 17
- = =b=——
2 17 17

. 2
c) La recta pasa por Qy P, por tanto su ecuacion es: alis

=L6:>—6x—12=61y:6x+61y+12=0.

Lugares geométricos

118. Dados los puntos A(1, 4), B(-3, 0) y C(3, —2):

119.

a) Determina las mediatrices de los segmentos E, AC y BC.

b) Halla las coordenadas del punto que equidista de A, By C.

a) Mediatriz del segmento AB:

JO =12 +(y -4 =(x+32 +(y—02 = x>~ 2x+14y?—8y +16 = x2 +6x+9+y? = x+y -1=0

Mediatriz del segmento AC:

\/(x—1)2+(y—4)2 :\/(x—3)2+(y+2)2 = x?-2x+1+y? -8y +16 = x> —6x+9+y? +4y +4 = x-3y+1=0

Mediatriz del segmento BC:

JOx 432 4 (y =02 =J(x=3P +(y +2)2 = x2+6x+9+y? = x2—6x+9+y? +4y +4 = 3x—y-1=0

b) EIl punto que equidista de A, By C, el circuncentro, se obtiene como punto de interseccion de las mediatrices:
1=
X+y 0 :>X:l,y:l:7' l,l
x-3y+1=0 2 2 2 2

Halla las bisectrices delasrectas r: 3x-2y=-2 y s: {

y =1+ y comprueba que son perpendiculares.

X =2\

Ecuacién general de la recta s.
=1+X

:%zy—13x—2y+2:0
Ecuaciones de las bisectrices:

[3x-2y+2 _|x-2y+2| _3x-2y+2  x-2y+2 by :(3\/5_\/E)X+(2*/§_2‘/§)y+(2*/§_2‘/§):O
J13 J5 V13 NG b2:(3\/§+x/§)x—(2\/ﬁ+2x/§)y+(2x/§+2\/ﬁ):O

Los vectores normales y, por tanto, las bisectrices, son perpendiculares, ya que:

(3@—\/@ 2«/@—2«@)(3@#@ —2@—2@) —45-13-52120=0
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Sintesis
120.Las diagonales de un rombo son perpendiculares entre si. Y
Calcula las ecuaciones de las diagonales de la figura, y D(4, 4)
comprueba si se trata o no de un rombo. ’\\
A8, 3)
1
B(6, -1)

La diagonal AC tiene vector director AC = (-6, —3)=(2, 1) y pasa por A, por lo que su ecuacion es:

X;8 :yT_3:>x—8:2y—6:>x—2y—2:0

La diagonal BD tiene vector director BD = (-2, 5) y pasa por B, por lo que su ecuacion es:

X‘26 :yT”:sx—so:—2y—2:>5x+2y—28:0

No se trata de un rombo, ya que las diagonales no son perpendiculares. En efecto, AC-BD=12-15=-3%0

121. Dado el triangulo de vértices: A(1, 3), B(-1, 2) y C(0, -3)
a) Calcula las coordenadas del baricentro.
b) Halla las ecuaciones de dos alturas y las coordenadas del ortocentro.
c) Obtén las ecuaciones de dos mediatrices y las coordenadas del circuncentro.
d) Calcula el radio de la circunferencia circunscrita al triangulo.

e) Encuentra la ecuacion de la recta de Euler y comprueba que el baricentro, ortocentro y circuncentro estan
alineados.

a) El baricentro es G(O, %)

b) La altura por A es perpendicular a BC = (1, -5), asi, su ecuacion es: 1(x-1)-5(y —-3)= x-5y+14=0.
La altura por B es perpendicular a AC = (-1 -6), asi, su ecuacion es: —1(x+1)-6(y -2)= x+6y-11=0.

El ortocentro es el punto de interseccion de estas alturas: H[f%, %)

c) Mediatriz del lado AB: \/(x71)2+(y73)2 :\/(x+1)2+(y72)2 =4x+2y-5=0

Mediatriz del ladoAC: \/(x —1)2+(y-3)? = \/(x70)2 +(y+3Y =>2x+12y-1=0

El circuncentro es el punto de interseccion de estas mediatrices: T(% —%)
29 ¥ 3 ) [2405
d) Elradio de la circunferencia circunscrita es d(T,A)=,|| —-1| +| -——-3| =,——=3,15u
22 22 242
e) @:(—g, 2) y @:(ﬁ —2] son proporcionales, por tanto, el baricentro, ortocentro y circuncentro
11 33 22 66
estan alineados. La recta que pasa por ellos es la recta de Euler, de ecuacion:
y 2
x-0 3 B
29 —gz 53x+87y-58=0
11 33

184 Unidad 5| Geometria analitica b



SOLUCIONARIO

122. Halla las bisectrices interiores del triangulo de vértices A(2, 3), B(-1, 2) y C(3, 0). Calcula las coordenadas
del incentro y el radio de la circunferencia inscrita.

123.

124.

Bisectriz interior por A: 2x-y—-1=0

Bisectriz interior por B: (\/E —1) X+ (2\/5 + S)y —(7 + 3\/5)

Bisectriz interior por C: (3 + \/5) X+ (1 + 2\/§)y - (9 + 3\/5)

0

0

El incentro es el punto de interseccion de dos bisectrices: I(\/E 2\/5—1)

El radio de la circunferencia inscrita es d(/,AB)=

N2-3@V2-1)+7] 40_507
J10 - J10

=0,93u (La recta AB tiene

ecuacion x— 3y+ 7 =0)

Dado el triangulo de vértices A(-3, 2), B(3, —4) y C(3, 5), y los puntos exteriores D(5, -3) y E(5, 3),

a)

b)
c)
d)

a)

b)

c)

d)

Demuestra que el segmento BD es paralelo al lado AC y mide la tercera parte de éste.

Demuestra que el segmento CE es paralelo al lado AB y mide la tercera parte de éste.
Si M es el punto medio de Dy E y G es el baricentro del triangulo, demuestra que A, G y M estan alineados.

Comprueba que G es el punto medio de Ay M.

BD=(2,1) y AC=(6, 3) verifican que AC =3BD , por lo queel segmento BD es paralelo al lado AC y mide la
tercera parte de éste.

WE:(Z, -2)y TB:(B, -6) verifican que AB =3CE , por lo queel segmento CE es paralelo al lado AB y
mide la tercera parte de éste.

M(5,0)y G(1,1) = AG= (4 -1y AM = (8, —2) son proporcionales, por lo que A, Gy M estan alineados.

Como AM=2AG , G es el punto medio de Ay M.

Dado el cuadrilatero de vértices A(1, 1), B(5, 2), C(3,3) y D[1, g) :

a)
b)

c)

a)

b)

c)

Demuestra que se trata de un trapecio.
Calcula el punto donde se cortan las diagonales.

Comprueba que la recta que une los puntos medios de los dos lados no paralelos es paralela a las bases del
trapecio.

Los lados AB 'y DC son paralelos, ya que los vectores AB= 41y DC= (2, %) son proporcionales.

Los lados AD y BC no son paralelos, ya que los vectores AD= (O, %) y BC= (=2, 1) no son proporcionales.

Por tanto, el cuadrilatero es un trapecio de bases ABy DC.

La diagonal AC tiene ecuacion: %z%: x—y =0 ylaBD: X_45 :yT_2:>x+8y—21:0.

2

Punto de corte: x=y=0 :x=z,y=zz>p ZZ
x+8y—-21=0 3 3 33

R(1, %) y 8[4, g) son los puntos medios de AD y BC, respectivamente.La recta RS es paralela a los lados

ABy DC, ya que los vectores AB= 4.1, DC= (2, %] yﬁS: (3, %) son proporcionales.
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125. Se considera el cuadrilatero de vértices:A(-5, 0), B(3, 2), C(5, —8) y D(-7, —6)
a) Calcula la medida de las dos diagonales.
b) Comprueba que los puntos medios de los lados forman un paralelogramo.
c) Calcula el perimetro del paralelogramo.

d) Comprueba que el perimetro hallado coincide con la suma de las dos diagonales del cuadrilatero inicial.

a) d(AC)=+102+82 =164 =241 u d(B,D) =+(-10)? +(-8)2 =~/164 = 2y/41 u
b) Punto medio del lado AB: M, (-1, 1) Punto medio del lado BC: M, (4, -3)
Punto medio del lado CD: M, (-1, -7) Punto medio del lado DA: M, (-6, —3)

Como MM, =M,M;= (-5, -4) , MM,M;M, es un paralelogramo.

c) El perimetro es 2d(M,,M,)+2d(My, My) = 2¢/52 + (—4)% + 2(/(-5)? + (-4)2 = 441 u

d) La suma de las diagonales es d(A,C)+d(B,D) = 441 , que coincide con el perimetro del paralelogramo.

126. Calcula las coordenadas de los vértices del triAngulo ABC sabiendo que las coordenadas de los puntos
medios de sus lados son: M(-2, 2), N(5, 3) y P(2, -2).

Sean A(a1, a2), B(b1, b2) y C(c1, ¢2). Se debe verificar que:

a1+b1__2 32+b2_2

2 a+b, =4 2 a,+b,=4
%:5 —la+c,=10=a,=1b,=-5¢,=9 %:3 —la,+c,=6 =a,=7,b,=-3 c,=1
b1+c1:2 bi+c,=4 b2+02:_2 b,+c,=-4

2 2

Por tanto,A(1, 7), B(-5, -3) y C(9, —-1).
127. Halla el punto de larecta r: 2x + y + 1 = 0 que equidista de los puntos A(2, 2) y B(-2, 4).

El punto buscado sera la interseccion de la recta r con la mediatriz del segmento AB.

La mediatriz del segmento AB es: \/(x—2)2 +(y—2) = \/(x+ 2P +(y -4 =>2x-y+3=0.

2x+y+1=0

El punto de interseccion es:
2x-y+3=0

=>x=-1y=1=P(-11)

128. Calcula los puntos de la recta r: x+y— 3 = 0 que estan a distancia 1 del punto P(1, 1).

Los puntos de la recta son de la forma (t, 3—t), para que estén a distancia 1 de P se debe verificar:

JE-12 +(2-tP =1=2t° -6t +4=0=> {t =2 Se obtienen asi dos soluciones, A(2, 1)y B(1, 2).

129. Determina las rectas que pasan por el punto P(1, 2) y que forman con la bisectriz del primer y tercer
cuadrantes un angulo de 45°.

Las rectas no verticales buscadas son del tipo y —2=m(x-1).

Como la pendiente de la bisectriz del primer y tercer cuadrantes es 1, tenemos:

tg45°=

. Por tanto, la recta buscadaes y-2=0=y =2.

m-1 m-1 {m1=m+1:0=2lmposible
= =+1

1+m m+1 m-1=-m-1=>m=0

Ademas, la recta vertical x =1 también forma un angulo de 45° con la bisectriz del primer y tercer cuadrantes.
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130. A partir de la informacion de la figura, calcula: Y| \
a) Las ecuaciones de lasrectasr, syt r
b) El punto P de interseccién entre sy t. } S
c) El punto P’ simétrico de P respecto de la recta r. (2, 4
d) El punto C’' simétrico de C respecto de la recta r.
A(0,2) P
e) El perimetro del cuadrildtero PCC'P'. / %
' 60
f) La ecuacion de la recta s’ simétrica de s respecto de la recta r. 0
L 1/c(@2.0 t X
g) El angulo que forman sy t. \
h) La recta paralela a s que pasa por B.
i) Las rectas que pasan por el punto D(-1, 3) y forman un angulo de 30° con la recta r.
a) r:%:%: X-y+2=0s:y-0=1g60°(x—2)= y =~/3x—-2/3 t: X;2 =yT4:> X+y-6=0
6+23  (6+2v3)(1-+/3)
=Bx- X = = =23
b) Y Bx-2y3 1443 1-3 = P(2:/3,6-2V3).
xX+y-6=0
y=6-2V3

c) La perpendicular a r por P es t, que corta a r en B. Por tanto, B debe ser el punto medio del segmento W,

con lo queP‘(4—2x/§, 2+2\/§).
d) La perpendicular a r por C tiene ecuacién x+y -2 =0 y corta a ren el punto A, con lo que A debe ser el punto

medio del segmento cc' y, por tanto, C'(-2, 4).

2 2 2 2
e) d(P,C)+d(C,C")+d(C",P)+d(P',P)= \/(2—2J§) +(-6+2V3) +y(4) + 42 +\/(6—2\/§) +(-2+243) +
2 2

+\/(-4+4J§) +(4—4J§) =8V3+46-8=1565u

f) La recta buscada pasa por P'y C’, por tanto, su ecuacion es:
X+2 y—4
- = (2+2V3)x+(6-23)y +(-20+123) =0

6-23 -2-2V3 ( Jxa e )

dg) Los vectores normales de s y t son, respectivamente, a=(J§ —‘I) y n::(1, 1) , por tanto, el angulo que
Va1 (V3-1)v2
forman es: cosa = = =oa=75°
22 4

h) Como la pendiente de ses m = \/§ , la recta paralela a s que pasa por B tiene ecuacion:

y-4 =x/§(x—2):> y =x/§x+(4—2x/§)
i) La recta r tiene pendiente 1, luego forma un angulo de 45° con la parte positiva del eje de abscisas. Las rectas

que forman un angulo de 30° con la recta r tienen que formar, por tanto, angulos de 15° o de 75° con la parte
positiva del eje de abscisas.

NG

. 3 o tg30°+tg45°
Por tanto, sus pendientes han de ser m, =tg15°=—=—=2-+3 vy m, =tg75 =—=2+\/§.
P =1 G V8 y m =g 1-tg30°tg45°
+7

3

De este modo, las rectas buscadas tienen ecuacion:

y—3=(2—x/§)(x+1):>y:(2—x/§)x+(5—«/§) y—3=(2+\/§)(x+1):>y=(2+x/§)x+(5+\/§)
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131.

132.

Halla las coordenadas de los puntos de la recta r: x + 2y — 2 = 0 y que distan 2 unidades de la recta
s:4x-3y+13=0.
Los puntos de r son de la forma (2 - 2t, t) , para que disten 2 unidades de s deben verificar:

4.(2-2)-3t+13 21-11t=10=t=1=P,(0, 1)
=2=21-11t=+10= 31 ( 40 31)
2

V4?2 1 32 2011t =10t === P

117 11

Halla la ecuacion de la recta que pasa por el punto de interseccion de las rectas:
, x==-3+5L _ [x=T7-T7)\
“ly=3A “ly=4r+6

y que forma un angulo de 45° con la recta que une los puntos A(0, 5) y B(5, 0).

El punto de interseccion de las rectas es el P(7, 6), que se obtiene parai =2 en la primerarectay A =0 en la
segunda.

La recta que une Ay Bes y =-x + 5, que forma 45° con los ejes de coordenadas. Por tanto hay dos soluciones al
problema planteado: La recta horizontal que pasa por P, de ecuacion y = 6, y la recta vertical que pasa por P, de
ecuacion x=17.

CUESTIONES

133.

134.

135.

¢Existe algun valor de a para el que los puntos O(0, 0), A(1, 1) y B(1, a) pertenezcan a una misma recta?

Para que los puntos A, By C pertenezcan a una misma recta es necesario y suficiente que los vectores OA = (!

yOB = (1, a) tengan la misma direccion, es decir, sean proporcionales. Por tanto:

%z l = a=1=Para a=1, los puntos O, Ay B estan alineados, de hecho, A y B son iguales.
a

a) Indica un vector de direccion y otro normal a la recta que tiene por ecuacion explicita: y =mx+n

b) Indica un vector de direccion y otro normal de la recta que tiene por ecuacion punto—pendiente:
Y —=Yo=m(x-xp)

a) Vector de direccion 4 =(1, m) Vector normal n=(m, -1)

b) Vector de direccion 4 =(1, m)  Vector normal n=(m, -1)

Indica, razonadamente, si las siguientes afirmaciones son ciertas o falsas.
a) Sila distancia de un punto a una recta es cero entonces obligatoriamente el punto esta contenido en la recta.

b) Si la ecuacién general de una recta no tiene término independiente entonces el origen de coordenadas
pertenece a la recta.

c) La expresion Ax + By + C= 0 representa siempre una recta independientemente de los valores reales de A, By
C.

a) Cierta, si la recta es r:Ax+By+C=0 y el punto es P(ab), al ser d(P,r)=0, se verifica que
|Aa+Bb+C| =0= Aa+Bb+C =0, lo que significa que P verifica la ecuacion de r, es decir, P pertenece a la
recta.

b) Cierta, sila recta es r: Ax+By =0, claramente el origen de coordenadas O(0, 0) verifica la ecuacién de r, es
decir, pertenece a r.

c) Falsa. Si A =B =0 laexpresion no representa a ninguna recta.
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136. Indica el lugar geométrico de los puntos del plano tales que:

a) Equidistan de dos rectas paralelas
b) La distancia a una recta fija sea 3 unidades de longitud.
c) Equidistan de los tres vértices de un triangulo.

d) Equidistan de los tres lados de un triangulo.

a) La recta paralela a ambas y que esta a igual distancia de una y de otra.
b) Dos rectas paralelas a la dada (una a cada lado)y que estén a distancia 3 de ella.
c) El circuncentro del triangulo (punto de interseccion de las tres mediatrices).

d) Elincentro del triangulo (punto de interseccion de las tres bisectrices).

PROBLEMAS

137.

138.

Un rayo de luz r, que pasa por el punto A(1, 2), incide sobre el eje de abscisas y se refleja formando con él
un angulo de 30°.

Halla las ecuaciones de los rayos incidente y reflejado.

r Y

A1, 2

-

El rayo incidente pasa por A y forma con el eje de abscisas un angulo de 150° por tanto su pendiente es

m=1g150°= —g y su ecuacion es de la forma y :—T3x+n.

J3 6+3 NEY 6++/3

Como debe pasar por A, tenemos:2=-——+n=n= S y=——-X+
3 3 3 3

Para calcular la ecuacion del rayo reflejado observemos que el rayo incidente corta el eje de abscisas en
B(‘I+2\/§, O) , por tanto, el rayo reflejado pasa por By forma con el eje de abscisas un angulo de 30°, con lo que

su pendiente es m=tg30°= g y su ecuacion es de la forma y = gwrn .

6+\/§
=S y=
3 3 3

\/g _6+\/§

Como debe pasar por B, tenemos: 0 = g“ +2«/§)+ n=n=-

Calcula el valor de k para que el area del triangulo de vértices A(4, 3), B(6, —3) y C(6, k) sea 20 u.

La recta que pasa por Ay por B tiene por ecuacién: X—_14:yT_3:>3x—12:—y+3:>3x+y—15:0.

18+k-15] [3+k
La altura por C mide h :d(C,AB):| i | :l i | u y la base mide d(A,B)=+4+36 =40 =210 u, por

J10 J10
J_r(3+k)=20:>{

3+k=20= k=17
-3-k=20=>k=-23

3+k

N

tanto, tenemos: S = i%-Zx/ﬁ-
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139. Los vértices opuestos de un cuadrado son los puntos A(0, 3) y C(4, 0).
a) ¢Cuales son las coordenadas de los otros dos vértices?

b) ¢Cual es el area del cuadrado?

a) La diagonal del cuadrado esta sobre la recta AC: 3x + 4y — 12 =0.

La diagonal mide d(A,C)= V25 =5u y su punto medio es M(Z, %j

Sea P(a, b) uno de los vértices, MP es perpendicular a AC, luego es de la forma (32, 41) .

Ademss, d(M,P)=%:> (31 + (41) =%:5|x|=g:>x=i%

Obtenemos asi los dos vértices faltantes:

5 502
V2 2

b) Aplicando el teorema de Pitagoras se calcula la longitud del lado del cuadrado: 2/? = 5% = | = u.

Por tanto el area del cuadrado es S =/% = 2?5 u?

140. En el paralelogramo de vértices ABCD, se conocen las coordenadas de los puntos A(0, 3), B(1, 0) y C(6, 1).
Calcula la medida de sus diagonales y el angulo que forman.

Si D(a, b) tenemos: AB=DC = (1, -3)=(6-a,1-b)=a=5b=4=D(5,4)
Las diagonales miden: d(A,C)=+/36+4 = Ja0 =210 u y d(B,D)=~16+16 =32=42u

|24 - 8| =£
21042 5

El angulo que forman es: cosa = cos(ﬁ, @) = = o =63,43°
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141. Del cuadrado ABCD, se conocen las coordenadas del punto A(8, 7) y que los puntos B y C pertenecen a la
recta de ecuacion 3x -4y =19.

a) ¢Cudles son las coordenadas de los otros tres vértices?

b) Halla el perimetro y el area del cuadrado.

a) ABes perpendicular a3x -4y =19 y pasa por A, por tanto, su ecuaciéon es: 4x+3y -53 =0

Estas dos rectas se cortan en B: 3x-4y-19=0 =B @ %
4x+3y-53=0 25 25

Los puntos de la recta3x -4y =19 son de la forma (%+4k, 2—24—3%) . Por otra parte, d(B,C)=d(A,B), por

tanto tenemos dos posibilidades para el vértice C:

69V [ 92V 23 23 C1:(Z€351’1255>2)

V(@0 +(30)7 = (—j +(——j S5 ==t
25 25 5 25 |, _[177 Ej
27\ 25" 25

Por ultimo, el vértice D, (asociado a C, ) es el simétrico de B respecto del punto medio M, de AC;:
M, - @ 327 D, 292, 244
50 50 25 25
Analogamente se obtiene el vértice D, asociadoa C,: M, = (ﬂ @j =D, (@ @j
50 50 25 25
b) Aunque obtenemos dos posibles cuadrados en el apartado anterior, en ambos la longitud del lado es

Izd(A,B)z? u, por tanto el perimetro es P:4l:9—52 uvyelareaes S=/° :% u?.

142.Calcula el valor d% k para que la recta x + y = k forme con los ejes coordenados un triangulo que verifique
que su area es 5 u”.

2
La recta corta a los ejes coordenados en (k, 0) y (0, k) .El area del tridngulo ser4, por tanto, % Asi, k = i\/ﬁ .

143. Calcula el area del triangulo de vértices los puntos de corte de las rectas dadas.

r:x+3y=14
s:3x-5y=4
t:2x-y=-7

Los vértices del triangulo son:

{x+3y:143A(ﬂ Ej {3x5y:438(39 29J{x+3y:14

: - = C(-15
3x-5y =4 7 7)) |12x-y=-7 7 7 2x—y:—7:> ( )

La longitud de la base es d(A,B)=

N -3-25-4 N
8704 _16v34 u y la altura es d(C,AB):| 3-25 |=16 34 u, por
49 7 V34 17
tanto, el area del triangulo ABC es S :1-16734 -161734 :27i6 u?.
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144.Calcula las rectas que pasan por el punto P(1, 2) y que determinan con los ejes coordenados un triangulo
de area 4,5 u®.

Las rectas que pasan por P son de la forma y-2=m(x-1)= y=mx+2-m. Cortan a los ejes en los puntos
(0,2-m) y [m—’z oj.
m

Tenemos:

(z_m)L_z

— 4= y-—4x+6
5 m =%:—m2+4m—4:9m:>m2+5m+4:0:>{m = Y=

m=-1=y=-x+3

Hay, por tanto, dos soluciones.

145.Construye el camino que debe seguir la bola B(1, 4) para que v
llegue al punto N(8, 1) después de chocar en la banda
r:x+y-4=0. B
1 N
0 X
r
Y El simétrico de B respecto de res B'(0, 3).
B El punto de choque M es el punto de interseccién de las rectas BNy r:
Bl N BN XY =3 4y 122 x+dy-12-0
TN 8 -2
5 < {X+4y_12:0:>x:i,y=§:>P(i, g)
X+y-4=0 3 3 3 3

Camino: ﬁ - m

146. Dados los puntos A(4, 0), M(6, 2) y N(2, 4), calcula los vértices By C del triangulo ABC de forma que M sea
el punto medio del lado AB y N el punto medio del lado AC.

SiB(b,, b,) y C(c,, c,), tenemos:

4+b1*6 4+c172

2 = b, =8, b, =4=B(8,4) 2 =¢,=0,¢,=8=C(0,8)
M—2 0+_C2—4

2 2

147. El vértice B que determina el angulo desigual de un triangulo isosceles, ABC, esta situado en el punto

(1, 2). Sabiendo que el vértice A tiene por coordenadas (1, 7) y que el vértice Cestaenlarectax-y+1=0,
calcula las coordenadas del vértice C.

El punto C es de la forma (t -1, t) .Como el triangulo es is6sceles, tenemos:

C(2+5«/§ 4+5«/§]

2 2
G(AB) = d(B.0)= N0+ 5 = I 1—1P +(1-2F = 5= 22(1-2) = 1= LE32
2 C(z—sﬁ 4—5\/§J
2 2
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148. Determina las ecuaciones de los lados de un triangulo que cumple las siguientes condiciones:
. Tiene un vértice en A(2, -7).
Il. Larecta3x+ y+11=0 es laaltura relativa al vértice B.

lll. Larecta x+ 2y+ 7 = 0 es la mediana correspondiente al vértice C.

La recta AC es perpendicular a 3x + y + 11 =0, luego es de la forma x — 3y + k=0.
Como pasa por A, ha de ser k=-23y, por tanto, AC: x — 3y — 23 =0.
Para conocer C basta calcular el punto de intersecciéon de x— 3y — 23 =0y la altura x + 2y + 7 = 0, obteniéndose:

X=3=23=0_ 5 y--6=cC(5-6)
X+2y+7=0
El vértice B(a, b) pertenece a la altura 3x + y + 11 =0, por lo que se ha de cumplir 3a+ b + 11 = 0.

Por otra parte el punto medio del lado AB,M[aJZr2 %} pertenece a la mediana x + 2y + 7 = 0, por lo que se

b-7

cumplira la ecuacion a+2+2. +7=0=>a+2b+2=0.

Resolviendo el sistema formado por las dos ecuaciones obtenidas para a y b, encontramos las coordenadas del

punto B:
3a+b+11=0

=-4,b=1=B(-4,1
{a+2b+2:0 =a=-4b=1=5(-41)

Las ecuaciones de los otros dos lados se calculan ahora de forma inmediata obteniéndose:

AB:4x+3y+13=0yBC: 7x+ 9y + 19=0.

149. Calcula las ecuaciones de una recta que pasa por el punto P(3, —1) y forma triangulos isosceles con las
rectasr: x-2y=0ys:2x+y=0.

Las pendientes de ry s valen % y —2 por lo que son perpendiculares. Por tanto, la recta buscada forma un angulo

de 45° con cada una de las rectas dadas.
Observemos que hay dos rectas que cumplen esta condicion, la bisectriz de ry sy la recta buscada.

Si m es la pendiente de la recta buscada, tomando, por ejemplo, s, tenemos:

tg45°=

2oM L o m—t+(1-2m)=m=3,m=—

1-2m 3

Para cualquiera de estos valores, el angulo formado con r es también 45°.

Obtenemos asi las dos rectas predichas, y +1=3(x-3)=> y=3x-10 y y+1= —%(x—3) =x+3y=0.

La segunda pasa por el punto de corte, O(0, 0), de ry s, por lo que es la bisectriz de ry s, es decir, la ecuacion
buscadaes y =3x-10.
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150. Un trapecio rectangulo tiene dos vértices en los puntos A(2, 0) y B(-1, 2). Los dos vértices restantes estan
sobre larecta x + 2y + 3 = 0. Halla sus coordenadas. ¢ Cuantas soluciones hay?

Como AB = (-3, 2), el lado AB no es paralelo a la recta x + 2y + 3 = 0 sobre la que

estan los otros dos vértices.

[>]

Caso 1: Los angulos rectos del trapecio corresponden a los vértices Ay B.

Las rectas perpendiculares a AB son de la forma —-3x + 2y + k= 0.

La que pasa por A es —3x + 2y + 6 = 0. Su interseccion con la recta x + 2y + 3 = 0 es uno de los vértices

buscados:
73x+2y+6:0:>X_§ ——E:P 3 15
X+2y+3=0 BARA 48

La que pasa por B es —3x + 2y — 7 = 0. Su interseccion con la recta x + 2y + 3 = 0 es el otro vértice:

73x+2y77:0:>X_7§ —~Q 5 1
X+2y+3=0 —TT

2 4

Caso 2: Los angulos rectos se encuentran sobre la recta x+ 2y + 3 =0.
El vector normal de la recta y por tanto el vector director de los lados es: n = (1, 2)
La recta que pasa por A(2, 0) y que es perpendiculara x+ 2y + 3=0es:
(xy)=(20)+(12)r=>y=2x-4
La recta que pasa por B(-1, 2) y que es perpendiculara x + 2y + 3=0 es:
(xy)=(-12)+(12)A=>y =2x+4
Los vértices son:

{x+2y+3:0

y=2x_4 S>x=1y=-2=>M1-2)

x+2y+3=0:>X 11 Z:N(_ﬂ 2)
y=2x+4 5 y

151. Del rombo ABCD, se conocen las coordenadas de los puntos A(2, 3) y C(-2, -5). Sabiendo que su area es
20 u?, halla los vértices By D y el perimetro del rombo.

La ecuacion de ACes 2x—-y —1=0 y el punto medio de AC es M(0, —1).
Como BD es perpendicular a AC y pasa por M, tenemos BD: x+2y+2=0. De este modo, B es de la forma

(-2-2b, b) y Ces delaforma (-2-2d, d).

Para calcular b y d observemos que la diagonal AC mide 16 +64 =+/80 = 45 u, por tanto, como el area es 20
uz, la diagonal BD mide 2\/5 u.

Ademas, el punto medio de BDes M, por tanto, tenemos:

J(=2d +2b) +(d - b)? =25 ~ o
3{«/5((1_;3)2 zzﬁj{dfb—iZ:{b—O,d—72

(—2—b—d,b+dj=(o,—1) b+d=-2 b+rd=-2 [b=-2,d=0

Los vértices son B(2, -2) y D(-2, 0), el perimetro es P =4d(A,B)=20 u.
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152. Dadas lasrectas r: x—2y=2y s : 2x -y + 6 =0, halla todas las rectas que pasen por el punto P(1, 1) y que
formen con ry s angulos iguales.

Las rectas que pasan por P son de laforma: y—-1=m(x-1)=>mx-y+1-m=0.

|m+2| Angulo cons: cosa = M

Angulo con r coso.=————1
V5 1+ m? V5 1+ m?

m+2=2m+1=m=1=a=x-y=0
Por tanto:
m+2=-2m-1=m=-1=-x-y+2=0=>a,=x+y-2=0

153. Los puntos A(-2, 2) y C(3, 1) son vértices opuestos de un rombo ABCD. Sabiendo que el vértice B
pertenece al eje de abscisas, calcula las coordenadas de los vértices By D y el area del rombo.

La diagonal BD esta contenida en la recta perpendicular a la recta AC:x+5y—-8=0 que pasa por M(% gj

punto medio de la diagonal AC.

Por tanto, la diagonal BD esta contenida en la recta 5x-y -1=0.

La interseccion de dicha recta con el eje de abscisas es el vértice B(% Oj .

El vértice D(a, b) verifica: BD = 2BM = [a—%,bj :[% 3):> a :%’ b=3= D[% 3)

234 _3V26

25 5

Las diagonales del rombo miden d(A,C)=~26 u y d(B,D)= u, por tanto, el area del rombo es

_%.\/%.Ws%zﬁuz,

5

154. El lado desigual de un triangulo isosceles es el segmento AB con A(3, 1) y B(1, 2). Calcula las
coordenadas del vértice C del triangulo, sabiendo que su area es de 4 u’.

d(A,B)=+/(-2)* +1* = J5u, por tanto, la altura del triangulo verifica: 4 = — fhsh— 8\/7

8v5

C es el punto que situado en la perpendicular a AB por su punto medio y que dista de AB— u:

AB:XT_3=y—_11:>fx+3=2y72:>x+2y75=0,yeI punto medio de AB es M(Z, %)

NG

La recta perpendicular es 2x -y _% =0 y sus puntos son de la forma (t, 2t —gj . Imponiendo que disten 5 u

de la recta AB tenemos:

8£_|t+2( t—Ej 5|

5 V1+4

5’10

%
5 10

1012, 47)

—=|5t-10]=8 =

5
=2
5

Por tanto, hay dos soluciones.
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PARA PROFUNDIZAR

155. Dadas lasrectasr: x—-y=0ys: x+y—-7=0y el segmento de extremos y

A(1, 9) y B(5, 8), calcula las coordenadas de los extremos de un segmento

CD de la misma longitud que E, paralelo a él y tal que el punto C pertenezca
alarectasyelpuntoDalar.

o/ >

Los puntos de r son de la forma D(d, d) y los puntos de s son de la forma C(c, 7—c).

Los vectores AB y cD pueden ser iguales u opuestos, por tanto:

d-c=4  _Jd-Cc=4 4 d-5=0C(16)yDG5,5) o 1 X
d-7+c=-1 d+c=6

d-c=-4 d-c=-4
=6,d=2=C(6,1)yD(2 2
{d77+c=1:{d+c:8 =0=6d=2=C(61yDb22)

156. Dado el triangulo A(2, 1), B(1, -2) y C(-1, 3)

a) Calcula el punto P, interseccion de la bisectriz del angulo C con el lado opuesto AB.

(9}

PA CA

b) Demuestra que —=—. A
PB CB

-

a) AB:X—_Z:y—4:3x—y—5:O AC:X—_2:y—_1:>2x+3y—7:O

1 -3 3 2 °

BC:X—J;:yT_?’:Sx+2y—1:O

Bisectriz interior del angulo C:

2x+3y -7 5x+2y -1
=- = (2429 +5v13 | x +(3v29 + 2313 |y —-74/29 —4/13 =0
V13 V29 ( ) ( )y

Al resolver el sistema formado por las rectas bisectriz y AB se obtiene el punto: P( 15 16

45-377 55-3377 j

b) En efecto, al realizar el calculo se obtiene % = 2 = _“377 .

CB 29
Y|a
157. Calcula, de forma exacta, las coordenadas de los vértices del pentagono regular
de la figura sabiendo que su lado mide 2 unidades.
Comprueba que el cociente entre la distancia de D a By la distanciade Da Ces E B
. . 1++/5
el nimero aureo ® = 2
El angulo interior de un pentagono regular vale w =108°
g pentag 9 5 : D 0 C X

C(1, 0), D(-1,0)

Por el teorema del coseno: DB =+/22 +2% —2.2.2.c0s108° = /8 + 8cos 72°

Teniendo en cuenta que las longitudes de DA y DB son iguales, tenemos: A(O, DA? —12 ) = (0, N7 +8<:os72°)

B(—1+\/8+8cos72° -c0s 36°, V8 +8cos72° ~sen36°) E(1 —+/8+8c0s72° -cos36°, V8 +8cos72° -sen36°)

o
% _ —“8”’;"572 _J2+2c0s72° =1,618033989... = ®
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A vueltas con el rio

ENTORNO MATEMATICO

Dentro de unos dias, la clase de Antonio y Juana va a salir de excursion al campo. Aprovechando esta
circunstancia y con el propésito de hacer la clase de matematicas mas animada, la profesora propone un
concurso por equipos: ¢quién puede dar la mejor aproximacion a la longitud que separa a las dos puntos Oy F
del cauce de un rio?

Tras exponer su idea a la clase, la profesora confirma que el

Para ello proporciona un boceto del rio de la zona de
acampada, calcado de un plano a escala obtenido de una
pagina de mapas de Internet. Para facilitar la tarea, inserta
un par de ejes coordenados de forma que el origen de
coordenadas es el punto O. La cuadricula esta formada por
cuadrados de 20 m de lado.

Réapidamente y con intencion de demostrar que son los mas
rapidos a la hora de resolver problemas y, por tanto,
merecedores de ganar el concurso, el equipo de Antonio,
idea el siguiente método:

Elegira cinco puntos del cauce que junto con O y con F
formaran una linea poligonal OA-AB-BC-CD-DE-EF. La
longitud de esta poligonal se aproximara a la longitud del
cauce del
rio.

método parece adecuado pero indica que cree que la He ®E

aproximacion, tal vez debido a la rapidez con la que ha sido
elaborada, no es muy buena y que habria que mejorarla.

De
B
Basandose en la misma idea, el equipo de Juana, tras 2 >
reflexionar un poco mas, propone colocar dos puntos mas G . . )|
y H de forma que la nueva poligonal se ajuste mejor a la p c =

linea del cauce.

a)
b)

c)

a)

b)

Calcula la aproximaciéon que obtiene el equipo de Antonio.

Calcula la aproximacién que obtiene el equipo de Juana.

Afiade algun punto mas y obtén la nueva aproximacion.

0(0, 0),A(1,1),B(3, 2),C(6, -1),D(9, 3),E(11, 6) yF(12, 0)

La poligonal mide V2 445 +418 +125 + 13 +4/37 = 22,58 u, por tanto, el equipo de Antonio obtiene 451,6 m.

Anadiendo los puntos G(8,0) y H(10, 6) la poligonal mide V2 +4/5 +418 ++/5 + 10 +410 +1++/37 = 23,54 u, por

lo que el equipo de Juana obtiene 470,8 m.

Afiadiendo, por ejemplo, /(4,5; 1) y J(7,5; —1) obtenemos como aproximacion 20- 23,98 =479,6 m.
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¢ Piraguas en la laguna?

En la zona en la que van a acampar, el rio desemboca en una
laguna y los profesores del colegio estan pensando si alquilar
0 no unas piraguas para practicar piragiismo. Como la
actividad, ademas de cara, conlleva riesgos (y no sélo el de
algun alumno en remojo), solo lo haran si la laguna es lo
suficientemente grande como para que la experiencia merezca
la pena y no una charca en la que dar un par de paladas.

Be

La profesora propone un nuevo reto a los equipos: calcular Ae
aproximaciones de la superficie de dicha laguna.

L4

De nuevo proporciona a los equipos un esquema con los D
limites de la superficie que se quiere calcular. Los cuadros de 0
la cuadricula en este caso tienen por lado 4m.

En este caso, el mas rapido es el equipo de Juana, que
propone considerar los puntos O, A, B, C, D y E del perimetro
del lago y calcular el area del poligono formado por ellos
mediante triangulacién.

me

a) Calcula el area de los triangulos ABC, OAC, OCD y ODE de la figura utilizando los métodos de la geometria
analitica.

b) Utiliza alguna aplicacién de geometria dinamica para obtener el area de los triangulos anteriores y afiade algunos
puntos mas para mejorar la aproximacion.

a) 0(0,0), A(1,4), B(4, 12), C(9, 2), D(12, 0) y E(5; -4,5)

base: d(A,C):x/64+3:x/§:2x/ﬁu 1 3517
ABC :|AC: x+4y -17 =0 231:5-2\/?7:35&
4+4.12-17
aItura:h:d(B,AC):l hl |35 3817
J17 Jir 17
base: d(O,A)=\/ﬁu ]
OAC:{OA:4x-y =0 :>sz=5-\/ﬁ-2=17u2
36-2 34
altura:h:d(C,OA):| =22 _217u
NCTARN(TE

base: d(O0,D)=12u 1

OCD: :>S4:_.
altura: h=4,5u 2

{base: d(O,D):12ué 1 12.4.5 =27 2

A
S;=—12.2=12 u®> ODE:
altura: h=2u 2

El equipo de Juana obtiene S=S,+S, +S;+S, =35+17+12+27 =91u? = 91-42 = 1456 m?

b) La superficie se aproxima a 103 u?= 10316 = 1648 m?
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AUTOEVALUACION

Comprueba qué has aprendido

1.

Calcula en cada caso la ecuacidn de la recta.

a) Paralela alarecta s:2x+3y =5 y que pasa por P(0,-3).

b) Perpendicular alarecta s:4x—-3y+5=0 y que pasa por el punto P(1, 1).

c) De direccion la del vector AB con A(2, 4) y B(-1,3) y que pasa por el punto de interseccion de las rectas
5x+y-20=0 e y=x+2.

a) Las rectas paralelas a s son de la forma 2x+3y +K =0, la que pasa por P es:
-9+K=0=>K=9=2x+3y+9=0

b) Las rectas perpendiculares a s son de la forma 3x+4y + K =0, la que pasa por P es:
3+4+K=0=K=-7T=3x+4y-7=0

c) Calculamos el punto de interseccion:

{5x+y20:0

J=x42 =>x=3,y=5=P(3,5)

Como AB = (-3, —1), la recta buscada tiene ecuacion: x—33 = y_—15 = x-3y+12=0

Calcula la pendiente y la ordenada en el origen de las rectas r, s y t que Y
aparecen en la figura. Indica un vector de direccién de cada una de ellas. r

La recta r pasa por los puntos (3, 0) y (1, 7), por tanto, un vector director es \

(]

17, =(-2,7), su ecuacion es r:7x+2y -21=0, su pendiente es m, = —g y su \

) 21
ordenada en el origenes n, = -

La recta s pasa por los puntos (1, 3) y (-4, 2), por tanto, un vector director es \

u, =(5,1), su ecuacion es s:x-5y+14=0, su pendiente es ms:% ysu

. 14
ordenada en el origen es ng = 5

La recta t es la recta horizontal ¢t : y = -2, con vector director J, =(1,0), pendiente m, =0 y ordenada en el origen
n=-2.

Calcula la ecuacion de la recta paralela a x+y =0y que forma con los ejes coordenados un triangulo de
30 u’ ¢Hay una unica soluciéon?

La recta debe tener por ecuacion x+y =k , por lo que corta a los ejes en los puntos A(k, 0) y B(0, k).

2
El area del triangulo OAB sera S = k? =30 = k% =60 = k = +:/60 = +2\/[15

x+y =60
x+y =—/60

Por tanto, hay dos soluciones: {
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2x+y =5

4. Calcula el punto simétrico de P(5,-2) respecto del punto interseccion de las rectas{ x+dy=2'

El punto de interseccion de las rectas es Q(2, 1), por tanto, si P'(a, b) es el simétrico de P, tenemos que Q debe

5+a P
ser el punto medio de PP, con lo que: —22+b 1 Sa=-1b=4=P'=(-14)
2
5. Calcula el area del cuadrilatero de la figura.
Y
11/
0] 1

Los vértices del cuadrilatero son O(0, 0), A(3, 4), B(8, 5) y C(8, 0).

Area del trigngulo OAC: S, - 225¢-alura _ d(A.C)-d(AOC) 84 .4 »
2 2 2
Area del triangulo ACB: S, = base-altura _ d(B,C)-d(ABC) _5-5 _25 p
2 2 2
; o 57 ,
Area del cuadrilatero: S =S,+ S, = - u
6. Dado el triangulo de vértices A(-3, 2),B(1,4) y C(2,-1), calcula:
a) Los angulos
b) Las coordenadas de su ortocentro
c) La ecuacion de la bisectriz del angulo A
a) AB: X3 Y2 . o i7_0ac: X3 Y2 a5y q-0Be XY= sy 90
4 2 5 -3 1 -5
AngquA: CosA = |3_1O| = ! = V170 = A =57,53°
J5\34 170 170
. - -2 N -
Angulo B: cosB = |5 | 3 3v130 = B=74,74°

J5v26 130 130

[15+5] 20  10v221

JBay26 2221 221

b) AlturaporA: x-5y+K=0=>-3-10+K=0=>K=13=x-5y+13=0

Angulo C: cosC = = C =47,73°

Altura por B: 5x-3y+K=0=5-12+K=0=>K=7=5x-3y+7=0

Ortocentro: {X ~Sy+13=0 2 29 H(121 , i?]

SX=—, Y =— =
5x-3y+7=0 1 1

c) X—\2/}51+7 _ 3x:t/§_i/—1 :(\/3_4—3\/§)X—<2\/3_4+5\/§)y+7\/§_\/§=0
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7. Dadoslarecta r: x+y—-1=0 ylos punto A(4,-4) y B(5,—1), calcula el punto interseccion de la mediatriz del
segmento AB con la recta perpendicular a r y que pasa por A.

Mediatriz del segmento AB: \/(x—4)2 +(y+4)7 = \/(x—5)2 +(y+1? = x+3y+3=0

PerpendiculararporA: x—-y+K=0=4+4+K=0=>K=-8=x-y-8=0

Punto de interseccion: X+3y+3=0 =>X= E y= —ﬂj P(ﬂ _ﬂj
x-y-8=0 4 4 4 4
Relaciona y contesta
Elige la unica respuesta correcta en cada caso
1
xX=2-A x=1+—A
1. Lasrectas r: _3 szS: 2
y=9- y=1+1
A. Son paralelas. C. Son secantes y se cortan en el punto R(1, 1).
B. Son secantes y se cortan en el punto Q(2, 3). D. Son la misma recta.
X=2-A x-2 -3 x—1+lx x-1
X XL Y0 oy =08 T T s Xy s 2x-y—1=0
y=3-2) -1 -2 1
y =1+A E

La respuesta correcta es D.

2. La proyeccion ortogonal del segmento de extremos A(1, 5) y B(3, 5) sobre la recta y — x = 0 mide:
A. 2u B. 22 u c. 2u D. Ninguna de las anteriores.
Las recta perpendiculares a x—y =0 son de la forma x+y+K =0, la que pasapor Aes x+y-6=0 yla que

pasa por B es x+y-8=0.Intersecando estas rectas con x-y =0obtenemos los extremos A’ y B de la
proyeccion ortogonal del segmento AB.Asi, A'(3, 3) y B'(4, 4), con lo que d(A',B')= V2, 1a respuesta C.

3. El area del triangulo determinado por el origen de coordenadas y las intersecciones de la recta

o | X

+ Y o1
b

con los ejes coordenados es:

A. A=ab B. A=— C. A=2ab D. A=

ab
2 22

Los puntos de interseccion son (a, 0) y (0, b), por tanto, el area del triAngulo es A = %, la respuesta B.
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202

Seiiala, en cada caso, las respuestas correctas

4.

Se consideran los puntos del plano A(a, 1), B(a- 1, 4) y C(-1, a).

A. Para a=-2 los puntos estan alineados.
B. Para a :% , ABC es un triangulo rectangulo en A.

C. Para a=2, ABC es un triangulo is6sceles.

D. Para a=-2, B es el punto medio del segmento AC.

Se observa que AB=(-1,3), AC =(-1-a,a-1), BC =(-a, a-4) Yy el punto medio de AC es (37_1 1+Taj

Si a=-2 setiene que AB= (-13)y AC = (1, —3) son proporcionales, por lo que la respuesta A es correcta, pero

el punto medio de AC, (;2:3 ;) no coincide con B, por lo que la respuesta D es incorrecta.

Si a =% se tiene que AB = (—1, 3) y AC = (—% —%} son perpendiculares, por lo que la respuesta B es correcta.

Si a=2 se tiene que TB:(—1, 3)y AC =(-3, —1) tienen la misma longitud, pero es distinta de la longitud de

BC = (-2, —2), por lo que la respuesta C también es correcta.

Parar,syt sean m,, m; y m, las pendientesy n,, n, y n, las ordenadas en Y
el origen. s 7
t
AL m=2m=-2ym, =0 C. m=1yn, =2 g
1 1 0 X
B. m,:E,mS=f1ymt=0 D. m,:zyn,=2

m, = % mg=-1m,=0yn, =n,=n, =2, por tanto, las respuestas correctas son B y D.

Elige la relacion correcta entre las dos afirmaciones dadas

6.

Se considera el haz de rectas 2x-y+A(x+y—-3)=0 de vértice el punto (1, 2) y se consideran las
afirmaciones:

1. La ecuacioén de la recta r se obtiene al sustituir algan valor real de ). en la expresion del haz.
2. Larecta r pasa por el punto (1, 2)

A 12 C. 2=1pero1=2
B. 1= 2 pero 2 =1 D. Nada de lo anterior.

La ecuacién del haz representa todas las rectas que pasan por (1, 2) salvo la recta x+y—-3=0, por tanto, la
relacion correcta es B.
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Senala el dato innecesario para contestar

7.

Para calcular la ecuacion de una unica recta s paralela a la recta r y que diste de ella k u se dan los
siguientes datos:

1. Laecuacion generalderes 3x-4y+3=0.
2. k=3u

3. La ordenada en el origen de r es mayor que la de s.

>

. El dato 1 es innecesario. C. El dato 3 es innecesario.

. El dato 2 es innecesario. D. Ningun dato es innecesario.

Obviamente necesitamos los datos 1 y 2, pero so6lo con estos datos podemos encontrar dos rectas paralelas a r
que disten de ella k u, una a cada lado de r. Para que haya una uUnica solucion también necesitamos el dato 3, por
tanto, la respuesta correcta es D.
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6 Conicas

EJERCICIOS PROPUESTOS

1.  Ejercicio resuelto.

2. Comprueba que la ecuacion 3x2+3y2—6x+12y —-14=0 representa una circunferencia y determina su
radio.

Tenemos 3x2+3y2—6x+12y—14=0:>x2+y2—2x+4y—%=0:>(x—1)2+(y+2)2:?, ecuacion de una

circunferencia de centro C(1, -2) y radio r =, /% .

3. Estudia si el punto P es interior, exterior o perteneciente a la circunferencia x? + y2 -10x=0.

a) P(2,4) b) P(2,2) c) P(2,5)

La circunferencia tiene centro C(5, 0) y radio r =425 =5.
a) d(P,C)=+9+16 =425 =5=r = P pertenece a la circunferencia.
b) d(P,C)=+v9+4 = V13 <r = P es interior a la circunferencia.

c) d(P,C)=+9+25=+34 >r = P es exterior a la circunferencia.

4. Indica la posicion relativa de la recta 3x + 4y = 25 respecto de la circunferencia x?+y?-6x+8y—-25=0.

La circunferencia tiene centro C(3, —4) y radio r =+/9+16+25 = V50 =542

9-16-25
La distancia del centro C a la recta es Q = 2 <r , portanto, la recta y la circunferencia son secantes.

J9+16 5

5. Estudia la posicion relativa de cada pareja de circunferencias.

a) x?+y?2=25y2x*+2y?+3y-3=0 b) x2+y?+2x-16=0yx%>+y?+5x+3y-9=0

a) La primera circunferencia tiene centro C4(0, 0) y radio r, =25 =5, la segunda tiene centro C, (O, —%J y radio

r,= 1{% :% . Como d(C, C,)= 1/% :%, tenemos d(C, C,)<r—-r, vy, por tanto, la segunda
circunferencia es interior a la primera.

b) La primera circunferencia tiene centro C4(-1, 0) y radio r, = 17 , la segunda tiene centro C, (fg 7%) y radio

9 32

r,= > Como d(C,, C,)= %+Z:TZ’ tenemos r,-r,<d(C, C,)<r,+r, 'y, por tanto, las

circunferencias son secantes.
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6y7. Ejercicios resueltos.

8. En cada caso, halla la posicién relativa entre el punto y la circunferencia x? + y? -2x-2y +1=0.

2 2 2 55

a) P(1,§j b) Q[ZJ“JE,%j c) R(ﬁ l]

(Q):[2+J§] +[2+J§] _2‘2+2\/§_2.2+2\/§

2
c) PotC,(R)z[%J +

d) Pot(S)=2? +( -2.2-2 -%+ 1= % . S es exterior a la circunferencia.

9. Estudia la posicion relativa del punto P(m+1, m) respecto de las siguientes circunferencias, en funcion

de los valores de m.

a) De centro el origen de coordenadas y radio 5 c) x%+ y2 -2x+4y-4=0

b) (x-32+(y+17?=9 d) 9x2+9y?+36x-54y +117=9

2, l]
4

+1=0. Q pertenece a la circunferencia.

a) La ecuacién de la circunferencia es x? + y? = 25, por tanto, Pot.(P)=(m+1)? +m?—25 = 2m? +2m - 24

P es exterior a la circunferencia si 2m? +2m—24 >0 = m e (-, —4)U(3, + )
P pertenece a la circunferencia si 2m? +2m-24=0=>m=-4, m=3
P es interior a la circunferencia si 2m? +2m-24<0=me (-4, 3)

b) Poty(P)=(m+1-3 +(m+1?-9=2m?-2m-4
P es exterior a la circunferencia si 2m?> -2m-4>0=me (=0, = 1)U (2, + )
P pertenece a la circunferencia si 2m?>-2m-4=0=>m=-1m=2
P es interior a la circunferencia si 2m? -2m-4<0=me (-12)

c) Poty(P)=(m+1?+m?-2(m+1)+4m—4=2m*+4m-5

P es exterior a la circunferencia si 2m?> +4m-5>0=me [—oo, 2 —;/ﬁ] u[

P pertenece a la circunferencia si 2m? +4m-5=0=m =

2

—2-\14 —2+\14
>

P es interior a la circunferencia si 2m? +4m-5<0=me [ >

d) Simplificando la ecuacion, x* + y? +4x—6y +12=0 y Pot,(P)=(m+17?+m? +4(m+1)—6m+12 = 2m? +17 ,

por tanto, P es exterior a la circunferencia para cualquier valor de m.

10. Ejercicio resuelto.

-2-14 m_72+x/ﬁ
2

|

—2+14 J
> , +00
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1.

12.

13.

14.

Calcula el eje radical de las circunferencias y comprueba que es perpendicular a la recta que pasa por los
centros.

a) C:xX°+y*=9yC,: x> +y?—4x+2y+1=0
b) C,:12x*+12y? =27y C,: x*+y?+6x -6y +14=0

€) C:x*+y?>—4x-2y=20yC,:(x-4Y +(y-37=4

a) Ejeradical: 4x-2y-10=0=2x-y-5=0

Los centros son, respectivamente, C,(0,0) y C,(2 -1), por tanto, la recta que los une es x+2y =0,
perpendicular al eje radical.

12x2 +12y% -27=0

= 72x-72y +195=0=24x-24y +65=0
12x% +12y% +72x - 72y +168 =0

b) Eje radical: {

Los centros son, respectivamente, C,(0,0) y C,(-3, 3), por tanto, la recta que los une es x+y =0,
perpendicular al eje radical.
x*+y?-4x-2y-20=0

= 4x+4y-41=0
x2+y?-8x-6y+21=0

c) Eje radical: {

Los centros son, respectivamente, C, (2, 1) y 02(4, 3), por tanto, la recta que los une es x-y-1=0,
perpendicular al eje radical.

Sean (x—-2)2+(y—4)>=20 y (x—11?+(y —-1)? =50. Halla los puntos de corte de ambas circunferencias y
comprueba que pertenecen al eje radical de las mismas.

92 _4\ — 2 2 4. _
(e=2) +ly=4) 20:> Xy —Ax=8y =0 =18x-6y-72=0=3x-y-12=0=y =3x-12
(x=112+(y -1’ =50 [x*+y®-22x-2y+72=0

El eje radical es y =3x-12, ademas, sustituyendo esta ecuacion en, por ejemplo, la primera ecuacion,

obtenemos los puntos de corte, que, obviamente, cumpliran la ecuacién del eje radical y, por tanto, perteneceran al
mismo.

x=6,y=6= P(6, 6)
x=4,y=0=Q(4,0)

x2+(3x-12)2 —4x-8(3x-12)=0 = 10x?> —100x + 240 = 0 = x2—10x+24:0:>{
Dadas las siguientes circunferencias:

Ci:x’+(y-12=4 C,:x*+y?-8x-2y+16=0 C,:x’+y?+2x-2y+1=0
a) Halla los ejes radicales de todas las posibles parejas entre las circunferencias dadas.

b) Razona si existe centro radical y, en su caso, hallalo.

a) Ejeradicalde C, y C,: 8x—19:0:>x:§ Ejeradicalde C; y C;: 2x+4=0=x=-2

Eje radicalde C, y C;: —10x+15:0:>x:%

b) Los ejes radicales son rectas paralelas y, por tanto, no se cortan. No hay centro radical. También podriamos
haber comprobado que los centros C,(0,1), C,(4,1) y C;(-1 1) estén alineados, ya que pertenecen a la

recta y =1, por lo que no existe centro radical.

Ejercicio interactivo.

15y 16. Ejercicios resueltos.
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17. Dibuja e indica los elementos de las siguientes elipses.

2 2 2
a) (X—2) +(y+3) =1 b) X2+(y_1) =1
9 4 4
N Y
a) a:3,b=2,C=\/62—b2=\/§,e=£=—5 '
a 3 0| 1 X
// \\
Centro: C(2,-3)  Focos: F(2+5, -3, F'(2-+5, -3)
Vértices: A(5, -3), A'(~1, -3), B(2, —1), B'(2, -5) h d

Y
b) a=2, b=1, c=va?-b? =43, e=§=§

Centro: C(0, 1) Focos: F(O, 1+«/§), F'(O, 1—«/5)

-

Vértices: A0, 3), A'(0, —1), B(-1, 1), B(1, 1)

18. Halla la ecuacion reducida de una elipse centrada en el origen, si un foco es F(12, 0) y su semieje mayor
vale 13.

2 2
a=13, ¢c=d(O,F)=12y b:«/az_cz :@:5. Por tanto, la ecuacién es 1)(@+;—5:1

19. Halla la ecuacion de la elipse de centro (3, 4), e =0,5 y F(8, 4).

_a\2 A\
c=d(C, F)=5, e=S—-2a=10 y b=+a?-c? =75 =53 . Por tanto, la ecuacion es %+%=1
a

20 y21. Ejercicios resueltos.

22. Dibuja e indica los elementos de las siguientes hipérbolas.

2 Y 2 2
a) (x+2)° (y-2) -1 b) XYy
4 2 9 16
a) a=2,b=x/§,c=\/a2+b2=x/g,e:£=£ Y A
a 2 N\ /
N /
Centro: C(-2,2)  Focos: F(—2+JE, 2), F'(—z—\/& 2)
- / N\
Vi 1 A, 2),A'(-4, 2
értices: A(0, 2), A'(-4, 2) — 5 1\\<
Asintotas: y—2=g(x+2), y—2:—g(x+2)
N Y/
b) a=4,b=3,c=x/a2+b2:«/£=5,e=§=% N /
Centro: C(0,0)  Focos: F(0,5), F'(0, -5) Veértices: A0, 4), A'(0, —4) o, X
/ N,
Asintotas: y=ix, y=—ix / N
3 3 / \
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23. Halla la ecuacién canénica de las siguientes hipérbolas:

a) Hipérbola con excentricidad 1,5 y semieje a=4. b) Hipérbola con foco en F(2, 0) y que pasa por P(2, 3)
2 2
a) a=4, e=S—c=6, b=vc?-a% =20 =215, por tanto, la ecuacion es :—6—;—0:1
a
X2 %
b) ¢ =2, portanto, la ecuacion es de la forma —- - 1 =1. Imponiendo que la hipérbola pasa por P tenemos:
a -a

a? =16, b> =12
a’=1b%=3

a® 4-a°

4 9 —1:>16—4a2—9a2—4a2—a4:>a4—17a2+16—0:>{

2 2

y

Obviamente la primera posibilidad no es valida, por tanto, la ecuacién es T 3"

24. Ejercicio resuelto.

25. Calcula las coordenadas del foco y del vértice, las ecuaciones del eje y de la directriz y dibuja las siguientes

parabolas.
a) x-10=y? b) y®>+4y=2-3x c) x>+6y+13=-5 d) x?-4x=6y-28
a) x-10=y? = y? = x-10, parabola con apertura a la derecha. Y
T . _ 1 5 —T ]
Vértice: V(10, 0) Eje: y=0 p =5 o 2 — X
Directriz: x = ﬁ Foco: F[4—1 OJ
4 4
b) y?+4y=2-3x=(y+2°-4=2-3x=(y+2y° =-3(x-2), ~__ Y
~<]
parabola con apertura hacia la izquierda. 0 ~o X
Veértice: V(2, -2) Eje: y=-2 p= E A
2 —
Directriz: x = ﬂ Foco: F(é fZJ
4 4
J
c) x*+6y+13=-5= x*=-6(y +3), apertura hacia abajo. ‘; <
3
Veértice: V(0, -3) Eje: x=0 p=3
Directriz: y = 3 Foco: F| 0 29
Y= 2 ) © 9 / \
d) x?-4x=6y-28=(x-2-4=6y-28=(x—-2)°=6(y—-4), \[ 1Y /
apertura hacia arriba.
Vértice: V(2,4)  Eje: x=2  p=3 \ /
Directriz: y =g Foco: F(Z, %) 4\ /
0 4 X

26. Encuentra la ecuacion de una parabola, sabiendo que tiene su vértice en el punto (2, 4), y que su directriz es
larecta y =2.

2
gzd(v, d)=2= p=4, por tanto, la ecuacion es (x—2)? =8(y —4)=y :%—ng%.
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27. Ejercicio interactivo.

28 a 35.

Ejercicios resueltos.

EJERCICIOS
Circunferencia

36. Calculala ecuacion de las siguientes circunferencias.

a)

d)

e)

g)
h)

a)

b)

c)

d)

e)

9)

h)

b)

==

=)
X

N
>

De centro, C(2, -3), y pasa por el punto P(5, 1).

De centro, el punto C(5, —2), y tangente al eje de abscisas.

Pasa por los puntos A(3, 2) y B(1, —2), y tiene su centroen larecta r:3x—y =6.

Pasa por el punto A(3, 4), su radio vale r = 5y su centro se encuentra en el eje de abscisas.
El centro es C(3, 6) y es tangente a la bisectriz del primer cuadrante.

Pasa por A(7, -3), B(5, 1) y C(2, -8).

Centro C(2, 1) y pasa por P(5, 5). El radio es d(C, P)=~/25 =5, y la ecuacion, (x—2)2 4—(y—1)2 =25=
=x2+y2-4x-2y-20=0.

A(1, -2) y B(3, —4) son diametralmente opuestos, por tanto, el centro sera el punto medio, C(2, —-3), y el radio,
la mitad de d(A, B), es decir, V2 . La ecuacion es (x-2)° +(y +3)° =2= x®+y? —4x+6y +11=0.
r=d(C,P)=~25=5= (x-2)? +(y +3)? =25 = x? + y* —4x+6y —12=0.

El radio es la distancia del punto C alarecta y =0, es decir, r =2 . La ecuacién es (x—50 +(y +2)* =4 =

= x> +y?-10x+4y +25=0.

El centro es la interseccion de la mediatriz del segmento ABy la recta r.

Mediatriz de AB: d(X, A)=d(X, B):\/(x—3)2+(y—2)2 =\/(x—1)2+(y+2)2 = x+2y-2=0

x+2y=2:>

C(2,0 Radio: r =d(A, C)=+5
3x_y-6 (2,0) adio: r =d(A, C)=+/5

Centro: {
Ecuacion: (x -2 +y?=5=x*+y?-4x-1=0
El centro sera de la forma C(a, 0), asi, d(A, C)=5=(3-a)*+4°=25=(3-af =9

= 3-a=3=a=0=> Ecuacién:x2+y2=25

3-a=-3=a=6= Ecuacion: (x—6)° +y2 =25= x?+y?-12x+11=0
32
=

El radio es la distancia del punto C a la recta y = x, es decir, r =

La ecuacion es (x—3)? +(y —6) :%DZXZ +2y? —12x-24y +81=0.

49+9+7A-3B+C=0 (A=-4
X2+y?+AX+By+C=0={25+1+5A+B+C=0 ={B=6 =x*+y?—4x+6y-12=0
4+64+2A-8B+C=0 |C=-12
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37. Halla la ecuacién de la circunferencia que pasando por el punto P(2, 9) es tangente a los dos ejes de
coordenadas.

El centro es de la forma C(r, r) donde r es el radio, por tanto la ecuacion es (x—r)2 + (y —r)2 =r’=

= x*+y?-2rx—2ry +r? =0 . Imponiendo que pase por el punto P tenemos:

4481 dr 187 412 =O:r2—22r+85:0:>{r_17:> Ecuacion: x? + y? —34x —34y + 289 =0

r=5= Ecuacién: x*> +y?-10x-10y +25=0

38. Calcula la ecuacién de la circunferencia que tiene por centro el punto C(1, 4) y es tangente a la recta
3x+4y-4=0.

_[3+16-4]

\N9+16 5

=3= (x-1°2+(y-42=9=x>+y2-2x-8y+8=0.

39. Determina el centro y el radio de la circunferencia que pasa por los puntos A(0, 0), B(0, 2) y C(2, 4).

A partir de la ecuacion de la circunferencia x? + y? +Dx+Ey + F =0 tenemos:

F=0 F=0
4+2E+F =0 =J44+2E=0=>E=-2 = Ec. Circunferencia: x2 + y? -6x -2y =0
4+16+2D+4E+F =0 20+2D+4(-2)=0=D=-6

sic C(e,0)=(-2,-E )= @ yr= B+ E - F =Vori=Vio

40. Dada la circunferencia4x? + 4y? —24x + 4y + 33 = 0, calcula la ecuacién de otra concéntrica con ella y cuyo
radio mida la mitad.

La circunferencia dada tiene centro C[S, 7%} y radio r =, /9 +2_% =1, por tanto, la ecuacion buscada es:

2
(x—3)2+(y+%j =%:>x2+y2—6x+y+9:0

41. Confirma si las siguientes ecuaciones representan una circunferencia. En caso afirmativo, dibujalas e
indica el centro y el valor del radio.

a) x°+y?—4x+6y+9=0 c) 2x*+2y*-6x=0 e) 2x2+2y*-2x+6y-3=0
b) x?+y?-2x+2y+3=0 d) x>+y2+2x+2y=0
Y Y
a) C(2,-3)y r=~44+9-9=2 ' .
0] 1 X a !
b) C(1,-1)y r =4/1+1-3 =1 no es real. / N | 0\1 X
No representa una circunferencia.
) c[i OJyrf 9.3 ¢
2’ 4 2
Y| Y
d) C1,-1)y r=1+1=+2 .
L= e
1 3 1.9 3 ' 0] 1 X
e) Cl—, —— r=,—+=—+—=—=2
) ofz-3)v {3 i N l )
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42.

43.

44.

Halla la posicién relativa de cada punto y de la circunferencia x?+y?—-4x-2y -20=0.

a) A(5,5) b) B(3, 3) c) C(-4,3)
a) Pot(A)=25+25-20-10-20=0. El punto A pertenece a la circunferencia.

b) Pot(B)=9+9-12-6-20=-20 . El punto B es interior a la circunferencia.

c) Pot,(C)=16+9+16-6-20=15. El punto B es exterior a la circunferencia.

Calcula la maxima y la minima distancia del punto P(5, 2) a la circunferencia x?+y2+6x+8y =0.

Pot(P)=25+4+30+16 =75, asi, el punto es exterior a la circunferencia.

Por tanto, la recta que une P con el centro C cortara a la circunferencia primero a una distancia x y después a una

distancia x + 2r que seran la distancia minima y maxima buscadas.
Como C(-3,4)y r =49+16 =425 =5, tenemos:

x(x+2r)=75=> x> +10x-75=0= x=5 . = Ladistancia minima es 5, y la maxima, 15.
X =-15 no valida

Para cada caso, estudia la posicion relativa de la recta con la circunferencia que se indica.
a) 2x—y+1=0 con x*+y?—4x+6y+9=0. c) x+7y =30 con x*+y*-10x=0.

b) x-2=0 con x*+y?-2x+2y+1=0. d) y=-3con 2x?+2y? -14x+2y+21=0.

a) La circunferencia tiene centro C(2, -3) y radio r =v4+9-9=2.

4+3+1

La distancia del centro C a la recta es w = 8\/5 > r, por tanto, la recta es exterior a la circunferencia.
V4 +1

b) La circunferencia tiene centro C(1, -1) y radio r =v1+1-1=1.
1- 2|

La distancia del centro C a la recta es |T =1=r, por tanto, la recta es tangente a la circunferencia.

c) La circunferencia tiene centro C(5, 0) y radio r =+/25 =5.

5-30] _5v2

La distancia del centro C a la recta es —— < r, por tanto, la recta es secante a la circunferencia.

J1+49 2

d) La circunferencia tiene centro C 1 1 y radio r = £+l_ﬂ =2.
2 2 4 4 2

—1+3

N

La distancia del centro C a la recta es

5 . . .
= E > r , por tanto, la recta es exterior a la circunferencia.
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45.

46.

Estudia la posicion relativa de la circunferencia 2x%+2y%2—6x-6y+7=0 con cada una de las siguientes
circunferencias.

a) x2+y2=% d) x*+y?-2x-3y+3=0

b) 2x*+2y?=5 e) x>+y?-3y+2=0

c) 8x?+8y*-16x-24y-25=0 f) x*+y?-3x-3y+4=0

La circunferencia 2x? +2y? —6x -6y +7 =0 tiene centro C, (% %) y radio r, = %‘l’%—g =1.

a) La circunferencia x2 +y2 :% tiene centro C, = (O, 0) y radio r, =%.

Como d(C,, C,) = ¥ >n+r, = % las circunferencias son exteriores.
b) La circunferencia 2x* +2y? =5 tiene centro C, =(0, 0) y radio r, = \/g :@.

Como r,-r, = , las circunferencias son secantes.

J10-2 32 2+10
2

<d(C,, Cz):—2 <n+h = 2

c) La circunferencia 8x* +8y? —16x —24y —25 =0 tiene centro C, = [1, %) y radio r, = 1/%1 = —1‘?2 :

V102 -4

Como d(C,, C,) = % <r-r= — la primera circunferencia es interior a la segunda.
. . 2 2 . 3 . 1
d) La circunferencia x“+y“—-2x-3y +3 =0 tiene centro C, =| 1, 3 y radio r, = 5
Como d(C,, C,) = % =r,—1,, las circunferencias son tangentes interiores.
. . 2 2 . 3 . 1
e) Lacircunferencia x“+y“ -3y +2=0 tiene centro C, =| 0, > y radio r, = 5
3 3 . . .
Como d(C,, C,) = rh n+r, = 5 las circunferencias son tangentes exteriores.

f) La circunferencia x?+y?-3x-3y+4=0 tiene centro C, [% %) y radio r, = \/g =g, por tanto, las

circunferencias son concéntricas estando x*+y? -3x—-3y +4 =0 en el interior de 2x? +2y2-6x—-6y+7 =0.

Calcula la potencia de cada punto respecto de la circunferencia indicada y sefiala su posicion relativa.
a) P(1,3)y 8x?+8y?-79x-32y+95=0
b) P(1,-1)y 2x?>+2y?-x=0

c) P(5,3)y x> +y?-7x-8y =0

a) Pot,(P)=8+72-79-96+95=0. El punto pertenece a la circunferencia.
b) Pot(P)=2+2-1=3. El punto es exterior a la circunferencia.

c) Pot,(P)=25+9-35-24 =-25 . El punto es interior a la circunferencia.
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47. Calcula el eje radical de las siguientes parejas de circunferencias y representa graficamente la situaciéon en
cada caso.

a) X*+y?—4x-2y+4=0y x*+y?>-6x=0
b) x>+y?-8y+6=0y 2x2+2y? -4y =0

c) 4x2+4y?—4x—-8y+1=0y 4x*>+4y?> —4x-24y+1=0

2,2 Y
. . x“+y“-4x-2y+4=0
a) Eje radical: s - = 2x-2y+4=0=>x-y+2=0. 7 N
X +y“-6x=0 \
1
0 X
\ /
N o
Y
2., .,2 _
b) Eje radical: |, Y, 8y+6=0 6, 6-0=y-1. p N
X“+y -2y=0
N /
0| 1 X
4x%+4y? —4x-8y+1=0 Y
¢) Ejeradical: | Y "M —16y=0=y=0. ~
4x°+4y° -4x-24y +1=0 \
[ \
\ /
AN/
N S/
0| 1 X

48. Halla el centro radical de las circunferencias siguientes:

Ci:x*+y*=16 Coix?+y?’-2x+4y-4=0 C;:x’+y*’+6x-6y+14=0

Ejeradicalde C, y C,: x—-2y-6=0 Eje radicalde C, y C;: x-y+5=0

xX-2y =6

=1 =-11= P(-16, - 11
x—y=—5:>x 6,y = P(-16, -11)

Centro radical: {

49. Calcula las tangentes a las circunferencias siguientes en el punto dado.

a) x*+y%=26 en P(-1,5) b) 3x?+3y?-4x+17y+23=0 en P(1, -2)

La tangente en un punto P es perpendicular al segmento CP, donde C es el centro de la circunferencia.
a) C(0, 0), luego CP = (-1, 5) y la ecuacion de la tangente es: —1(x+1)+5(y -5)=0= x-5y +26 =0.

b) C(% —%7} luego CP =(% gj y la ecuacioén de la tangente es: %(x—1)+%(y+2):0:>2x+5y+8:0.
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50. Dada la circunferencia (x +3)? +(y —1)? =25, calcula las ecuaciones de sus tangentes paralelas a la recta
3x+4y-16=0.

Las ecuaciones buscadas seran de la forma 3x+4y+K =0, para que sean tangentes a la circunferencia, la
distancia del centro a la recta debe coincidir con el radio, asi:
K-5=25=>K=30=>3x+4y+30=0

|-9+4+K|
- K-5=-25=K=-20=3x+4y-20=0

5= |K-5=25
e s=lksez=

51. Calcula las ecuaciones de las tangentes a la circunferencia x?+y?-4x+4y—-17=0que sean
perpendiculares a la recta de ecuacion 3x -4y =14 .

Las ecuaciones buscadas seran de la forma 4x+3y+K =0, para que sean tangentes a la circunferencia, la

distancia del centro a la recta debe coincidir con el radio, asi, como C(2, -2)y r =v4+4+17 =5, tenemos:

2+K=25=>K=23=4x+3y+23=0
2+K=-25=>K=-27T=4x+3y-27=0

l8-6+K|

V25

=5:>|2+K|=25:>{

Elipse

52. Para cada una de las elipses, indica las medidas de sus semiejes y de su semidistancia focal, escribe las
coordenadas de los vértices y de los focos, y calcula el valor de la excentricidad. Escribe su ecuacion.

a) Y| b) Y|
/
1 N
0 X 0 X
\ /

a) a=4, b=3, c=va?-b? =7, ezﬁzﬁ
a

4
Vértices: A(4, 0), A'(—4, 0), B(0, 3), B'(0, -3)

Focos: F(ﬁ, 0) , F'(fx/?, 0)

2 2
Ecuacion: X—+ Yy _ 1
16 9

b) a=3, b=2, c=vVa?-b? =5, e:ﬁzﬁ
a

3
Vértices: A(0, 3), A'(0, -3), B(2, 0), B'(~2, 0)

Focos: F(O, \/5) , F‘(O, _\/5)

2 2

Ecuacion: —+ Yy _ 1
4 9
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53. Dada la elipse x? +4y2 +4x-12 =0, dibdjala, y calcula el centro, los semiejes, la semidistancia focal, los

focos, los vértices y la excentricidad. ;Cual es la ecuacion de la elipse que tiene los mismos elementos
pero cuyo centro es el origen de coordenadas?

Y
X2+ 4y2 44x-12=0= (x+2)? + 4y? —16:(X:62) A v Pt 1
0l 1/X
7 .2 c 3 — L
a=4,b=2,c=Va" -b =x/§=2x/§,e=—=?
a

Centro: (-2,0)  Focos: F(—2+2«/§, o), F’(—2—2\/§, o) Vértices: A(2, 0), A'(-6, 0), B(-2, 2), B'(-2, -2)

2 2

Ecuacion reducida: x + yo_ 1

16 4

54. Calculala ecuacion de las siguientes elipses. (Salvo indicacion, el centro es el origen).
a) a=5,c¢c=3
b) Los radios vectores de un puntomiden7y 3,y c=4.
c) Foco, F(3, 0), y vértice, A(4, 0)
d) Vértices, A(6, 0) y B(0, 3)
e) Foco, F'(-2, 0), y excentricidad, e =0,4
f) Pasa por los puntos P(1, 2) y Q(-2, 0).

g) Pasa por P(5, 0) y su excentricidad es e :%

h) Foco, F'(0, 2), y semieje mayor, a =3
i) Centro, el punto C(-2, 1), a=13 y b=5

a) b=+va?-c? =16 = 4:—+—=1

16
2 2
b) 2a=7+3:>a=5,b=\/a2—02=\/§=33;—5+%=1
2 2
c) a:4,c:3,b=\/a2—c2=\/7:>:—6+y7=1
2 2
d) a=6b=3=>+¥ _1
36 9
e) c=2 =_—5b Va? - c? —«/—:—+—=
25 21
1 4
> 2 _2+—2=1 a=2 2 2
Xy a b Xy
f) a2+b2—1: . :b:£:4+ﬁ_1
az 3 3
q) X_z };_2=1 2—S_1z>a 5,c=a-e=3b=va?-c? =16 = 4:_5+¥_6=1
a

2 2
h) ¢=2 b=+va’-c? =\/§:>X?+%:

g b2
169 25
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55. Para cada una de las siguientes elipses, indica las medidas de sus semiejes y de su semidistancia focal,
escribe las coordenadas de los vértices y de los focos, y calcula el valor de la excentricidad. Dibujalas.

X y2 X (,V—5)2 2 2
XY g X W9 g 2(x -1 =2
169 144 ° 58 &) 2x-1+y
2 2
b) 16x2 +25y2 = 400 d) %+%:1 f) 9x2+y?-18x+6y+9=0
Y
a) a=13,b:12,c:\/az—bzzx/g:S,e=§=% T~
/1,
Vértices: A(13, 0), A'(—13, 0), B(0, 12), B/(0, —12) \ " o
4
Focos: F(5, 0), F' (-5, 0) \, /
N~ |
X2 y2
b) 16x2+25y% =400 =~ +¥_ -1
) X2 + y :25+16 v
\/— c 3 /’/" \\
=5, b=4,c=Va’-b? =9=3, e=2=2 °
a c=va Jo o=_=¢ BN
Vértices: A(5, 0), A'(=5, 0), B(0, 4), B'(0, —4) ~ 1
Focos: F(3, 0), F' (-3, 0)
Y
0) a=B-22, b=Vb. o=V -b? =2, 6=~ AN
L)
Vértices:A(o, 5+2V2), A'(0, 5—2J§), B(JE, 5),B'(~V6, 5) ML
0 2 X
Focos: F(o, 5+J§), F'(o, 5-&)
Y
2 10 N
d) a=10, b=6,c=Va?-p? =4=2,e=S-2 V" 04 N X
a 10 5
Vértices:A(3+x/ﬁ,—2),A'(3—x/ﬁ,—2),B(3,—2+\/§),B'(3,—2—x/g) N v
Focos: F(5,-2), F'(1,-2)
2
2 2 2 Y Y
e) 2(x-1)+y =2=(x-1) +7—1 1 an
% \
a=v2,b=1, c=vVa?-b? =1=1, e——:i:—2 o X
2 2 NERY,
N 4
Vértices: A(142), A'(1, -+2), B(2,0), B'(0, 0) N~
Focos: F(1,1), F'(1 -1)
3y Y
f) 9x2+y2—18x+6y+9=0:>9(x—1)2+(y+3)2:9:(x—1)2+m=1 '
9 /i X
a=3,b=1, c=va?-b? =8 =22, e—E i
Vértices: A(1,0), A'(1, -6), B(0, -3), B'(2, -3)

Focos: F(1, —3+2«/§), F'(1, —3—2J§)
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Hipérbola
56. Halla la ecuacion de las siguientes hipérbolas. (Salvo indicacidn, el centro es el origen).
a) a=3,c=5
b) Semidistancia focal 5 y los radios vectores de un punto miden 10y 2 .
c) Foco, F(4, 0), y vértice, A(2, 0)
d) Vértices, A(6, 0) y B(0, 3)
e) Foco, F'(-6, 0), y excentricidad, e =1,25
f) Pasa por los puntos P(3, 0) y Q(5, —-3).
g) Pasa por P(2, 0) y su excentricidad es e =1,5.

h) Pasa por P(15, 4), y su distancia focal vale 2/90 .

i) Centro, C(2,-3), a=8 y ¢=10

2

a) b=vc?-a? =16 = 4:>———:1

16
2 2
b) 2a:10—2:>a:4,b:\/02—a2:@:3:%—%:1
c) a=2,c=4,b=+c*-a? \/—2\/—: 12
2 2
d) a=6b=3=> -1 _1
36 9

2

L ,_C_ _ 2 18 Xy
e) c=6 a= o c? - 36— 25 =5 :%—@_

25 25
9
—=1 a=3
X2 y2 ag % y2
f) a—z—F—1:> é_i_ = b223?—§—1
a? b2 4 16

2
a) X—2+y—2=1 4—1:>a 2,c=a-e=3b=c?a \/_:——?:1
a

225 16 _ .
h) —a=9,b= 33%—%:1
a +b2—c =90

o2 2
i) b= 102 -82 ZGDM_M:
64 36

57. Encuentra la ecuacion de la hipérbola que tiene por focos los puntos F(3, 0) y F(-3, 0) y que pasa por el
punto P(S, 5x/§) .

64 75
c=3=1a?> bp?
a’+b?>=9

=1 .64 75
9-p2 p?

2 _ 2 _ 2 2
1= b* 113062 —675-0= |0 "0 =@ =4 XYy
b? = -135=Novalida 4 5

58. Calcula la ecuacion de una hipérbola si un foco es el punto F(0, 10) y una asintota larecta y = x .

2 2

Tenemos a=b y c¢? =a?+b? =100, por tanto, a* = b> =50 y la ecuacion de la hipérbola es ;(_o_y_ =

50
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59. Para cada una de las siguientes hipérbolas, indica las medidas de sus semiejes y de su semidistancia
focal, escribe las coordenadas de los vértices y de los focos, y calcula las ecuaciones de las asintotas y el
valor de la excentricidad. Dibujalas.

2 2 2 2
X Y c) O =27 e) 4y2-x2=4
144 25 8 6
2 2
b) 36x2-64y2 = 2304 d L X 4 Ay +12 —x2 =2
) 36x y )22564 f) 2(y+1)°-x
a) a:12,b=5,c:\/a2+b2:13,e=§=% Y
6
Vértices: A(12, 0), A'(=12,0)  Focos: F(13, 0), F'(~13, 0) o5 Cx
5 5
Asintotas: y=—x, y=——x
YRV T
2 2 Xyt
b) 36x%—64y? = 2304 =X _Y_ _4
64 36 Y Y
NHEP /
a=8,b=6,c:\/a2+b2:10,e=£=E "
a 8 o 4 X
e , ) . / N
Veértices: A(8, 0), A'(-8,0) Focos: F(10, 0), F'(-10, 0) 4 AN
3 3
Asintotas: y=—x, y=——x
y=4%Y773
Y Y
c) a=x/§,b=x/§,c:\/a2+b2=x/ﬁ,e=£=£=£ AN /
a s 2 AN //
Vértices:A(—1+x/§, 2),A'(—1—J§, 2) Focos: F(—1+«/ﬁ, 2),F'(—1—«/ﬁ, 2) ~ ‘0 %
2
/ N
Asintotas: yzﬁx:yzﬁx, y=—£x
J8 2 2 Y
d) a=15,b=8,c=\/a2+b2=17,ezgz% Nd
a
- 0 10 X
Veértices: A(0, 15), A'(0, <15)  Focos: F(0, 17), F' (0, 17) PN
8 8
Asintotas: x=—y, x=——
15y 15y
X2
e) 4y2—x2=4:y2—7=1 y
~___ |, L
a=1,b=2, c=va?+b? =5, e=§=«/§
0 1 X
Vértices: A(0, 1), A'(0, -1)  Focos: F(o, 5),F'(0,-J§) i i
/ ~
Asintotas: x =2y, x=-2y
X2
f) 20+ -x*=2=(y+1°-"—=1
2 Y
(2 12 c N~
a=1,b:x/§,c: a“+b =«/§,e=;=x/§ [1] X
Vertices: A(0, 0), A(0, 2)  Focos: (0, ~1+5), F'(0,-1-+5) T LN

Asintotas: x = x/E(y+1), X = —x/f(y+1)
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60. Dada la hipérbola x? - y2 -2y -2=0, dibujala, y calcula el centro, los semiejes, la semidistancia focal, los
focos, los vértices y la excentricidad. ; Cual es la ecuacion de la hipérbola que tiene los mismos elementos

pero cuyo centro es el origen?

X —y?-2y-2=0=x*—(y+17 =1
AN 4 /
a=1,b=1,c=\/az+b2=x/§,e:§:\/§ \\ 1 //
0 X
Centro: C(0, -1)
Vértices: A(1, —1), A(~1, —1) / \\
/ N\

Focos: F(x/§ —1), F'(—x/i, —1)

Ecuacion reducida: x? —y2 =1

Para cada una de las hipérbolas, indica las medidas de sus semiejes y de su semidistancia focal, escribe

61.
las coordenadas de los vértices y de los focos, y el valor de la excentricidad. Halla su ecuacion y las de sus
asintotas.
a A\ b) T P
\ L AN ,7
Pl F ESEIENN
0 1 | X Ay /- N
/ N
// \\ ~10] 1 X

a) a=1,c=3, b=vc?-a*=8=2y2,e=%=3

a

Ecuacion: x? —% =1

Veértices: A(1, 0), A'(-1, 0)
Focos: F(3,0), F'(-3,0)

Asintotas: y = 22x, y= —22x

b) azg, b=1, c=Va?+b? =@, e=§=ﬁ

3
7 2
)
Ecuacion: T—(y—3)2 =1

4
Vértices: A(5, 3), A'(2, 3)

Focos: F 1+@,3 , F' 1—ﬁ,3
2 3 2 3

Asintotas: y -3 :g(x—zj, y-3 :_E(X_Zj
3 2 3 2
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Parabola

62. Calcula la ecuacion de las siguientes parabolas. (En c, d, e y f, el vértice es el origen).

a) Foco, F(2, 0), y directriz, x =6 f) Parametro, p =8 y abierta hacia abajo
b) Foco, F(0, 4), y directriz, y =1 g) Veértice, V(-2, 1), y directriz, y = -2

c) Parametro, p =2 y abierta hacia la derecha h) Veértice, V(-2, -2), y foco, F(-2, —6)

d) Parametro, p =4 y abierta hacia la izquierda i) Vértice, V(0, 1), y directriz, x =7

e) Parametro, p =6 y abierta hacia arriba

a) Abierta hacia la izquierda, V(4, 0), p=4 = y? = -8(x - 4)

b) Abierta hacia arriba, v(o, %] p=3=x?= 6(}, _Ej

2
c) y?=4x
d) y?=-8x
e) x?=12y
f) x*=-16y

g) Abierta hacia arriba, p=6= (x+2)* =12(y —1)
h) Abierta hacia abajo, p =8 = (x+2)> = —16(y +2)

i) Abierta hacia la izquierda, p =14 = (y —1)* = -28x

63. Para las siguientes parabolas, halla el vértice, el foco y la ecuacion de la directriz.

a) y>=10x b) x?=2y c) (y-1?=8(x-1) d) x?=-3y

a) Vértice: V(0, 0) Foco: F g Oj Directriz: x = _g

b) Veértice: V(0, 0) Foco: F( j Directriz: y = _%
(

c) Vértice: V(1,1) Foco: F(3,1) Directriz: x = -1
-— 3 . . 3
d) Vértice: V(0, 0) Foco: F| O, Y Directriz: y :Z

64. Para cada una de las siguientes parabolas, calcula su vértice, su foco y su directriz, el valor del parametro p
y su ecuacion reducida.

a) [ |V b) Y] ) 4 a g Y
/ 1
1 . #F 9 1 X
F F F
0 X o 41X 0 X
d
d N pd d

a) Vértice: V(0, 0) Foco: F(1, 0) Directriz: x = -1 Pardmetro: p =2 Ecuacion: y? = 4x
b) Veértice: V(0, 0) Foco: F(-1,0) Directrizz x=1 Parametro: p=2 Ecuacion: y? = —4x
c) Vértice: V(0, 0) Foco: F(0, 1) Directriz: y = -1 Parametro: p=2 Ecuacion: x“ =4y

d) Vértice: V(0, 0) Foco: F(0, -1)  Directriz: y =1 Parametro: p=2 Ecuacion: x“ =-4y
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65.

Halla el vértice, el foco y la ecuacién de la directriz en cada una de las siguientes parabolas.

a) y’-4y-2x+2=0 b) x?-2x-y+1=0 c) y’-4y-6x-5=0

a) y2-4y-2x+2=0=(y-22 =2(x+1)
- 1 . . 3
Vértice: V(-1, 2) Foco: F _E’ 2 Directriz: x=—§
b) x?-2x-y+1=0=(x-1?=y

Vértice: V(1, 0) Foco: F(1, %) Directriz: y = f%
c) y?-4y-6x-5=0=(y -2y :6[x+%j

Vértice: V[f%, 2) Foco: F(0, 2) Directriz. x=-3

Sintesis

66.

67.

Calcula el valor de m para que el eje radical de las circunferencias dadas sea el eje de abscisas.

C.:x*+y*—mx—-6y=0 C,:2x*+2y?’-8x+y =0

2 2 o 2 2 _ _ =
X“+y“—mx-6y =0 N 2x° +2y“ -2mx—12y 03(2m—8)x+13y:0
2x%+2y? -8x+y=0 [2x*+2y’-8x+y =0

Para que el eje radical sea el eje de abscisas debe verificarse que 2m-8=0=m=4.

Halla los siguientes lugares geométricos.

a) Puntos del plano que equidistan de las rectas paralelas r: x+y =5y s:x+y=9.

b) Puntos del plano cuya distancia al origen de coordenadas es el doble que la distancia al punto (2, 0).
c) Puntos del plano cuya suma de cuadrados de distancias a P(—4, 0) y Q(4, 0) es 40.

d) Puntos del plano cuya distancia al punto A(4, 0) es el doble que la distancia a larecta x =1.

Sea X(x, y) un punto genérico del lugar geométrico solicitado:

a) d(X.r)=d(X.s)= |x+y275| _ |x+y -9 :{x+y—5:x+y—9:>—5:—9 No valida

J2 X+y-5=-X-y+9=>x+y=7

Se obtiene la recta paralela a ry s que “esta entre ambas”.

b) d(X,0)=2d (X, (2,0)) = yx? +y? =2(x=27 +y? = x? +y? = 4(x—2)% +4y? = 3x* ~16x+3y? +16 =0
. . . 8 . 4
Se obtiene la circunferencia de centro C 3 0| yradio r = § .

c) (d(X, P))2 +(d(X, Q))2 =40 = (X+4)2 +y?+(x-4P +y? =40= x2 +y? =4

Se obtiene la circunferencia de centro C(0, 0) y radio r=2.
-1
d) d(X, A)=2d(X, x=1)= /(x—4) + y? :2-%:(#4)2 +y? =4(x-1° = 3x2-y2-12=0.

Se obtiene la hipérbola de centro C(0, 0) y semiejes a=2 y b= V12 =243 .
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68. Halla, en funcion del parametro positivo a, la posicion relativa de la circunferencia de ecuacion

(x-

2)? + y? =a ylarecta de ecuacion y = x .

2+0+0
La circunferencia tiene centro C(2, 0) y radio r =+/a . La distancia del centro a la recta es [2+0+9| 2 V2,

141 2

por tanto, si a =2, la recta es tangente, si a > 2, es secante, y si a <2, es exterior a la circunferencia.

69. Dados los puntos A(2, 3) y B(6, 1), halla la ecuacién y describe el lugar geométrico de los puntos P(x, y) del
plano tales que el triangulo APB es rectangulo en P.

70.

Los vectores AP = (x-2,y-3)y BP = (x—6, y—1) deben ser perpendiculares, por tanto:

(x=2)(x=6)+(y =3)y-1=0=x2+y2—8x-4y+15=0= (x-4)2 +(y -2y =5

Se trata de una circunferencia de centro C(4, 2) y radio r = J5 .

Identifica cada una de las siguientes conicas y establece sus elementos mas importantes.

a)
b)

c)

a)

b)

c)

d)

e)

x2—4x-4y =0 d) 3x2+4y2-18x+16y+31=0
x2+y?+6x-10y+33=0 e) 25x*-144y?+288y —3744=0

9x% —4y? 24y -72=0

x?2—4x-4y =0 = (x-2)> = 4(y +1). Parabola abierta hacia arriba con vértice V(2, —1).
x?+y? +6x-10y +33 =0 = (x+3)? +(y —5)* = 1. Circunferencia de centro C(-3, 5) y radio r =1.

2 2
9x?-4y? 24y -72=0=9x* -4(y +3)* =36 = Xj—@ =1. Hipérbola de centro C(0, -3) y semiejes

a=2yb=3.

x—3)2 (y+2)2

3x2+4y2—18x+16y+31=O:>3(x—3)2+4(y+2)2:12:>( 7R

=1. Elipse de centro C(3, -2) y

semiejes a=2 y b=+3.

2 a2
25x% ~144y? + 288y — 3744 = 0 = 25x2 —144(y —1)? = 3600 = %—% —1. Hipérbola de centro C(0, 1)y

semiejes a=12y b=5.
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71. Calcula los puntos de interseccion de las siguientes parejas de conicas y verifica los resultados
observando sus graficas.

2 2 2 2

a) Y —qcon XY o1 c) 9x?—4y®> =36 con x*+y? =43
16 12 10 15
2 2 2 2
b) X +¥Y _1con x2+y?-6x-1=0 d) XY _1con y?-36x+144=0
16 12 16 64
Y
2 2 e
a) &y =P (23), P,(-2.3), Py(2,-3), R, (-2, -3) / 1 N\
—+===1
10 15 o X
\ '/
L i
b) 116 12 =P (2.3), P(2-3) 1
2 2 / /1 \ N,
X +y“-6x-1=0 / . N\
1 X
\ /
N N s
9x% -4y =36 N\ Y[/
L ) =R (43V3), A (4, -3V3), A (4,3V3), A, (4, -3V3) X X
X +y° =43 \ /
[ \° )
\ 03 | Jx
./ |\
M X
/ \
x* y? Y 4
— =1
d) |16 64 = F,(4,0), P,(5.6), Py (5,-6) \ /
y?-36x+144=0 .
o 2 X
/ \
/ \
\
2 y2
72. ¢Para qué valores del parametro k la ecuacion 25 k+16 k=1 representa una elipse? Comprueba que
todas esas elipses tienen los mismos focos.
La ecuacion representa un elipse si 25-k>0 = k<16.
16-k>0

En este caso tendriamos a?=25-k y b?>=16—k, con lo que ¢ =+a’-b? =9 =3 y los focos son F(3, 0) y
F'(-3,0).
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73. Se considera una varilla AB de longitud 1. El extremo A de esta varilla recorre completamente la
circunferencia de ecuacion: x?+y?—4x -2y +1=0 ; manteniéndose la varilla tangente a la circunferencia

en todo momento.
a) Determina el lugar geométrico descrito por el extremo B de la varilla.

b) Obtén la ecuacion de dicho lugar geométrico.

a) La circunferencia tiene centro C(2, 1) y radio r =2 . Observemos que CAB es un triangulo rectangulo en A, por
lo que la distancia entre C y B se mantiene constante e igual a V2% +12 =\/§, de este modo, el punto B
describe una circunferencia de centro C y radio J5 .

b) (x-2P2+(y—-1?=5.

74. Sean A(1,1) y B(-1, 1) dos puntos del plano.

a) Determina las ecuaciones de todas las circunferencias que pasan por A y B razonando dénde estan sus
centros.

b) De entre las circunferencias del apartado anterior hallar:

1) Elcentroy el radio de la que es tangente a larecta y = x .
Il) Los centros de las que tienen por radio 5.

a) Los centros de las circunferencias deben pertenecer a la mediatriz del segmento AB ya que los puntos de esta
recta equidistan de A y B. Como la mediatriz del segmento AB es el eje ordenadas, los centros de las
circunferencias son de la forma C(0, ¢) y, por tanto, el radio correspondiente es r =+/1+(1-¢)? .

De este modo, las ecuaciones de las circunferencias que pasan por A y B son de la forma
xX2+(y-cP=1+(1-c’ = x2+y? -2yc+2c-2=0.

b) 1) El punto A pertenece a la circunferencia y a la tangente, por tanto debe ser el punto de tangencia. Asi:

c 2
d(C, y:x):r:%:dh—ﬂ—c)z :%:1+(1—c)2 =c?-4c+4=0=>c=2
Por tanto, el centro y el radio de la circunferencia buscada son, respectivamente, C(0, 2)y r = V2.
¢, =124 =1+2/6 = C,(0, 1+ 26
) r=\y1+(1-cf =5=(1-cf =24 =
c; =1-+24 =1-2V6 = C, (0, 1-2/6)
CUESTIONES
75. Indica si las siguientes afirmaciones son ciertas o falsas.
a) La excentricidad de una circunferencia es 0.
b) Una circunferencia es una elipse en la que los dos semiejes miden igual.
X2 y2
c) Si a<b,laecuacion —2+b—2 =1 representa una elipse cuyo eje mayor esté contenido en el eje Y.
a
X2 y2
d) La ecuacion _2_b_2 =—1 representa una hipérbola cuyo eje real esta contenido en el eje Y.
a
c O
a) Verdadero, e=—=—=0. c) Verdadero.
a r
2 2 2 2
b) Verdadero, a=b=r. d) Verdadero, X—z—y—2:—1 y—z—x—2:1.
a“ b b a
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76. Indica para qué valores de ala ecuacion y2+ay + x =0 representa una parabola.

2
) a a? . . , .
yc+ay+x=0=>|y +§ =—|x ale Para cualquier valor real de a la ecuacion representa una parabola abierta

2

o - a’® a N a?
hacia la izquierda de vértice V 737 y directriz x =

+1

77. Indica los puntos del plano desde los que se puede trazar al menos una tangente a la circunferencia
x2+y?2=4,.

Se puede trazar al menos una tangente desde cualquier punto que no sea interior a la circunferencia.

PROBLEMAS

78. La maxima distancia que separa a la Tierra de la Luna es de 63 veces el radio terrestre. La excentricidad de
la elipse de la érbita es muy baja, aproximadamente, e = 0,0678.

Calcula la distancia minima, en kilémetros, que puede separar a la Tierra de la Luna. Considera que el radio
terrestre mide aproximadamente 6357 km.

La distancia maxima y minima de entre la Luna y la Tierra es, respectivamente, a+c¢ y a—c . Por tanto:

a+c=63-6357 = 400491

{a =375062_ 349633 km.

c =
—=0,0678 c=25429
a

79. La Tierra gira alrededor del Sol describiendo una elipse en uno de cuyos focos se encuentra el Sol. El
punto en el que la distancia entre la Tierra y el Sol es maxima se denomina afelio, y el punto donde es
minima, perihelio.

» g6 152-10° km
€ 147108 krﬂ\&

Con los datos de la figura, calcula la excentricidad de la 6rbita de la Tierra e interprétala.

— . 6 = ° 6
a+c=152-10" _ Ja=1495-10° _ ¢ _( 0167
a-c=147-10°  |c=2,5-10° a

La érbita es una elipse muy poco achatada, es casi una circunferencia.

80. Halla la longitud de una circunferencia que pasa por el origen de coordenadas y por el punto (2, 4) y tiene
su centro en la recta determinada por los puntos (7, 2) y (3, —2).

El centro C de la circunferencia debe ser la interseccion de la recta determinada por (7, 2) y (3, —2) y la mediatriz
del segmento de extremos O(0, 0) y el punto (2, 4).

XY =5 _IX=5_ 0(5,0), r = (2—5P +(4—0) =25 =5
x+2y=5"ly=0

Por tanto, la longitud de la circunferencia es 2nr =10n u.
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81.

82.

Calcula las ecuaciones de las circunferencias circunscrita e inscrita al triangulo de vértices A(0, 1), B(3, —3)
y C(4, 4).

Circunferencia circunscrita:

Observemos que se trata de un tridngulo isésceles y rectangulo en A.

Por tanto, el circuncentro estara situado en el punto medio de la hipotenusa BC, T(Z %j

2 2
. ., . L . 7 1 25
Asi, la ecuacion de la circunferencia circunscrita es X—E +ly _E

Circunferencia inscrita:

Bisectriz del angulo A: AT : ; = y_—11 =>Xx+7y=7

3x-4y+4  Tx-y-24

Bisectriz del angulo C: = (3x/§+7)x—(4x/§+ 1y +432-24=0

5 52
[x+y=7 72 2
Incentro: =>17T-— —
(BV2+7)- (42 + 1)y +42-24 =0 2 ' 2
Radio: 5—ﬂ
2
2 2 2
y 72 V2 52
Ecuacion: X_7+T + y—7 = 5_T

Un segmento AB de longitud 5 unidades se desliza de forma que el extremo A siempre esta sobre el eje de
ordenadas, y el extremo B, sobre el de abscisas.

Y|

A
A

0 BX

a) Determina el lugar geométrico que describe el centro del segmento a lo largo de su deslizamiento.

b) Calcula el lugar geométrico que describe el punto del segmento que dista 2 unidades de Ay 3 de B.

Sean A(0, a) y B(b, 0), de forma que a? + b% =25,y sea X(x, y) un punto genérico del lugar geométrico pedido.

a
a) . i = {Z z z; = 4x? +4y? = 25 . Circunferencia de centro el origen y radio % .
o
X:Z? b:5_2X 25y%  25x° X2 yP
b) 3a = i 5y = 9 + 2 :25:>T+?:1' Elipse de centro el origen, a=3, b=2 y eje mayor
5 3

situado en el eje de ordenadas.
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83. Cuando se chuta un balén, la trayectoria que describe el mismo es una parabola que depende del angulo
con el que se golpea el balén y de la velocidad inicial con que se lanza el mismo.

Un jugador A ha golpeado un balén hacia su compaiiero B y ha conseguido las siguientes distancias.
e Altura maxima alcanzada por el balén: 2,75 m.

o Distancia hasta el punto donde el balén ha botado: 12,5 m.

Con estos datos:

a) Escribe la ecuacién de la trayectoria tomando una referencia adecuada.

b) Indica las coordenadas del foco y del vértice, y la ecuacion de la directriz.

c) Sieljugador B se encuentra a 5 m del A, ¢a qué altura pasa el baldn por su vertical?

2,75 m

A B

12,5 m

a) Tomando como origen el punto A la ecuacion es de la forma (x —6,25)* = -2p(y-275).
Como debe pasar por el origen, tenemos: 6,25 =2p-2,75=>p=7,1= (x-6,25)% = -14,2(y —2,75)
b) Vértice: V(6,25; 2,75) Foco: F(6,25; -0,8) Directriz: y =6,3

c) x=5= (5-6,252 =—14,2(y-2,75) =y =2,64 m

PARA PROFUNDIZAR

2 Y —

84. Halla las longitudes de las cuerdas comunes a la parabola y“=2x+4 y la e

elipse2x?+y?=8. / 1 \

N[O 1 X
2 _ — —

Y X X448 X x-2-0= x=1y=/8 \\\ 4

2x*+y? =8 x=-2,y=0 ~_

Los puntos comunes de las conicas son: A(1, «/6) , B(1, —\/5) y C(—2, 0) .

Las longitudes de las cuerdas seran, por tanto: d(A, B) = 2V6 u, d(A C)= Vi5uy dB,C)= V15 u.
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85. Al girar una hipérbola equilatera, x?—-y?=a?, 45° segin lo mostrado en las siguientes figuras, las

asintotas de la hipérbola coinciden con los ejes de coordenadas. Demuestra, utilizando las nuevas

coordenadas de los focos y la definicion de hipérbola como lugar geométrico, que, respecto de estos
. . . . a’

nuevos ejes, la ecuacion de la hipérbola se escribe en la forma xy = -z

Y Y|
4 4 F
r:'\ ! / F A
/ 0 i\ X 0] 1 X
£\

Como ¢ =va?+a? =+2a , las coordenadas de los nuevos focos seran F(a, a) y F'(-a, —a).

Por la definicion de hipérbola:

\/(x—a)2+(y—a)2 —\/(x+a)2+(y+a)2 =2a=(x-a)P+(y-a) =2a++(x+af’ +(y+a)y =

x?+y? -2xa-2ya+2a® :4.212+x2+y2+2xa+2ya+2az+4a\/x2+y2+2xa+2ya+2a2 =

\/xz+y2+2xa+2ya+2a2 =—x-—y-a= x>+y?+2xa+2ya+2a® = x> +y?+a’+2xy +2ax +2ay =

2
2xy=a2:xy:%.

86. Demuestra que la bisectriz exterior de los radios vectores de un punto de una elipse es la tangente a la

2 yZ 16

misma en ese punto y calcula la tangente a :_5+ﬁ =1 en el punto P[3, ?J .

Consideremos la elipse de la figura, sea P uno de sus puntos y t la bisectriz *8
exterior de los radio vectores PFy PF'.

Comprobemos que P es el Unico punto de interseccion de t con la elipse, lo que Q
probara que t es la tangente a la elipse por P. Para ello, consideremos S punto P
simétrico de F respecto a t y Q cualquier otro punto de ¢, entonces: ¢

d(Q, F)+d(Q, F')=d(Q, S)+d(Q, F')>d(S, F')=d(P, S)+d(P, F') =
=d(P, F)+d(P, F')=2a= Q no pertenece a la elipse.

2 2

Para calcular la tangente a ;—5+% =1 en el punto P observemos en primer lugar

que, efectivamente, P es un punto de la elipse, ya que verifica la ecuacion.

Los focos de la elipse son F(3,0) y F'(-3, 0), por tanto:

RectaPF: X3 _Y . x_3 RectaPr: XX3_Y _gx_15y424-0
o 16 6 16
5 5

Bisectriz exterior (tangente a la elipse en P): Debe tener pendiente negativa, asi,

_ 8x-15y +24

V82 +152

x-3 =17x-51=8x-15y+24 = 9x +15y -75=0=3x+5y-25=0
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87. De forma semejante a lo que ocurre en la elipse, la tangente a una hipérbola en uno de sus puntos es una
2 2

de las dos bisectrices de sus radios vectores. Calcula la ecuacion de la tangente a la hipérbola x ¥y _ 1

16 9

en el punto P[S, %J . Calcula también la recta normal a la curva en ese punto.

Observemos que P pertenece a la hipérbola, ya que cumple su ecuacion.

Los focos son F(5,0) y F'(-5, 0), por tanto:

RectaPF: X2 _Y . x5 RectaPF: X2 _Y  Fp—9x_40y+45-0
0o 9 10 9
4 4

La bisectriz adecuada es, en este caso, la que tiene pendiente positiva:

_ 9x-40y +45
V92 + 402

La recta normal sera la otra bisectriz de los radios vectores en ese punto:

_ 9x-40y +45

V92 + 402

X-5= = 41x-205=-9x+40y -45=5x-4y-16=0

-5 = 41x-205=9x-40y +45 =16x+20y -125=0

88. Los tres tipos de conicas se pueden definir todos a la vez de la siguiente manera: “Una cénica es el lugar
geométrico de los puntos del plano tales que el cociente de distancias a un punto fijo llamado foco y a una
recta fija lamada directriz es constante”.

o Sila constante es menor que la unidad, la conica es una elipse.

¢ Sila constante es igual a la unidad, la cénica es una parabola.

o Sila constante es mayor que la unidad, la cénica es una hipérbola.

Comprueba lo anterior hallando:

a) El lugar geométrico de los puntos del plano tales que el cociente de distancias al punto F(3, 0) y a la recta

x:E es 0,6.
3

b) EIl lugar geométrico de los puntos del plano tales que el cociente de distancias al punto F(5, 0) y a la recta

x:E es 1,25.

_3)2 2 2
a) M:%:(Sd(xf%%yz) =(3x725)2:25(x276x+9+y2)=9x27150x+625:>

2 2
= 16x% + 25y = 400 = ;—5+% =1. Ecuacion de una elipse.

J(x —5)? 2 2
b) %:%:(44@-5)&%) :(5x—16)2:>16(x2—10x+25+y2):25x2—160x+256:>
X_i

5

2 2
= 9x2-16y° =144 = :—6—% =1. Ecuacion de una hipérbola.
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ENTORNO MATEMATICO

El lugar adecuado para un cotilla

Elena y Eloisa estan en el metro conversando Y(m)
animadamente mientras llega el tren. El techo de
la estacion tiene forma eliptica tal y como muestra
el dibujo y las amigas estan, curiosamente, —
colocadas justo en uno de los focos (F) de la 1 ™
seccion eliptica. 3m

-

Luis, un amigo de ellas un poco cotilla, quiere /
enterarse de la conversacion y como este curso
esta estudiando las secciones cénicas en la clase 0 1 XX(m)
de matematicas, sabe que para escuchar bien lo
que dicen debe colocarse en el otro foco (F'), de
la elipse.

5 m

a) Suponiendo las distancias y el sistema de referencia que se indican en el dibujo, escribe la ecuacion de la seccion
eliptica. ¢ Cuales son las coordenadas de los puntos donde se encuentran Eloisa, Elena y Luis?

b) Halla la ecuacién de la recta tangente a la elipse en el punto (4, %j sabiendo que coincide con una de las

bisectrices de los radios vectores de la elipse que pasan por ese punto.

c) Comprueba que los angulos que forman los radios vectores del punto anterior con la tangente hallada son iguales.

X2 y2
a) Ecuacion: %+?=1 Focos: F(4,0) y F'(-4,0)
. .. X+4 y
b) Los radio vectores son PF: x=4y PF': 3 =m:>9x—40y+36=0.
9x-40y + 36

Las bisectrices de los radios vectores son =+(x-4). Como la pendiente debe ser negativa, la

41

bisectriz que nos interesa es 9x-40y +36 =41(x-4) = 4x+5y -25=0.
4 _ 4

J1V16+25 V41

|9-4-40-5| _ 164 _ 4
J81+1600416+25 4141 41

c) Angulo formado por PFy la tangente: cosa, = = a,=5134°

Angulo formado por PF' y la tangente: cosa., = o, =51,34°
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Los faros de los coches

Las secciones de los faros de los coches tienen forma parabdlica ya que estas cénicas gozan de la propiedad
de que todos los rayos rebotados de rayos que parten de su foco, salen en direcciéon siempre paralela al eje de
la curva.

En la grafica inferior aparece la seccion de un faro de un coche
con forma parabdlicay? =2x. La bombilla esta situada en el ¥(m) =
foco F y emite rayos en todas las direcciones.

Comprueba que la direccion de cualquier rayo rebotado es
paralela al eje de la parabola. Para ello:

-

a) Calcula las coordenadas del foco.

b) Considera, por ejemplo, el punto S(2, 2) de la parabola y halla la
tangente a la elipse en dicho punto. Utiliza el hecho de que la 0
tangente y la parabola tienen un Unico punto en comun.

c) Comprueba que son iguales los angulos que forma la tangente
conlarectaFSyla y=2. <

d) Con la ayuda de un programa de geometria dinamica comprueba
que esta propiedad se verifica para todos los puntos de la
parabola. ¢ Te parece conveniente que las secciones de los faros
de los coches tengan forma parabdlica?

1
a) F[E OJ

b) La tangente en S(2, 2) sera de la forma y -2 =m(x-2) con m = 0. El sistema formado por las ecuaciones de la
tangente y de la parabola debe tener solucién Unica, asi:

y—-2=m(x-2)
y? =2x

= m?(x2 —4x+4)+4m(x —2)+ 4 = 2x = m*x* —(4m* —4m + 2)x + (4m* -8m+4) =0 =
:>A:b2—4ac:O:(4m2—4m+2)2—4m2(4m2—8m+4):0:>16m2—16m+4:0:m:%

Por tanto, la ecuacién de la recta tangente es y -2 = %(X—Z) =>x-2y+2=0.

o X=2 y-2 a2, o
c) FS: 3 == =4x-3y-2=0
2
Angulo formado por la tangente y FS: cosa —ﬂ—i:a =26,57°
U ivaviere 5 T

. -2| 2
Angulo formado por la tangente y larecta y =2: cosa, = |— =——=a0, =26,57°
N NN
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AUTOEVALUACION

Comprueba qué has aprendido

1. Calcula el centro y el radio de esta circunferencia.

x*+y?—4x+10y +4=0
La circunferencia tiene centro C(2, -5) y radio r =v4+25-4 =25 =5.

2. Calcula la ecuacion de la circunferencia que tiene su centro en la interseccion de las rectas 2x+y =5y
2x -y =3 y pasa por el punto P(5,5).

2x+y =5

) ,=X=2y=1=0C@2 1 Radio: r=d(C, P)=+32+42 = /25 =5
X—y=

Centro: {

Ecuacion: (x -2y +(y -1? =25= x2+y? -4x-2y-20=0

3. Halla la ecuacion de la circunferencia que pasa por los puntos A(0,0), B(-1, 3) y C(-8, —4). Calcula su centro
y su radio.
La ecuacion sera de la forma x?+y2+Dx+Ey+F =0, por tanto:

F=0 F=0
149-D+3E+F=0 ={-D+3E=-10 =D=10,E=0,F=0
64+16-8D—4E+F =0 |-8D—4E =80

La ecuacion de la circunferencia es x*+y?+10x=0, su centro es (-5, 0) y su radio r =5.

. . . 4
4. Calcula la ecuacion reducida de la elipse que pasa por los puntos (3, —2x/§) y [—4, T\EJ Halla sus
semiejes, su semidistancia focal y sus vértices. ¢ Cual es su excentricidad?
X2 y?
La ecuacion es de la forma _2+F =1, por tanto:
a
8. 12_
a’ b2
80 = a’=36b’=16=a=6,b=4
16 o
—+—==1
a’ b?
2 2
Ecuacion: ;—6+% =1  Semiejes: a=6 y b=4  Semidistancia focal: ¢ =va?—b? =~/20 =25

Vértices: A(6, 0), A'(-6, 0), B(0, 4) y B'(0, —4) Excentricidad: e = ‘- g
a
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Halla la ecuacion y la excentricidad de la hipérbola de vértices (3, 0) y (-3, 0) y asintotas 3y -4x=0 y
3y+4x=0.

2 2

=%:b=4 y c=+a?+b?=25=5, por tanto, la ecuacion es ~—-Y -1 y Ia

Tenemos a=3,
9 16

b

a

excentricidad es e = ‘. i .
a 3

Dada la parabola y?> -2y —-4x+9=0:
a) Calcula su foco y su directriz y dibujala.

b) Calcula la abscisa del punto cuya ordenada es y =5 y comprueba que la distancia de este punto al foco
coincide con la distancia a la directriz.

2 2 Y
a) y°-2y-4x+9=0=>(y-1)°"=4(x-2)
Parabola abierta hacia la derecha con vértice V(2, 1) y parametro p =2, por tanto, d
su foco es F(3, 1) y la directrizes d: x=1. 1 Ve —oF
b) y=5=25-10-4x+9=0=x=6 = P(6, 5) 0 1 X
6-1
d(P,F)=\9+16 =25 =5  d(P, d):%:S

a) Halla la ecuacion del lugar geométrico de los puntos del plano tales que la distancia al punto fijo P(6, 0) es igual

a la tres quintas partes de la distancia a la recta x = % .

b) Describe el lugar geométrico hallado en el apartado anterior.

50
X_i
a) V(X—6)2+y2=% ﬁs = 5y(x—6)? +y? =[3x~50| = 25(x? + 36 —12x+ y?) = 9x? + 2500 - 300X =
X2 y2
=16x%+25y? =1600 = ——+ 2— =1
100 64

b) Se trata de una elipse centrada en el origen de coordenadas, con ejes sobre los ejes de coordenadas y
semiejes a=10y b=8.
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Relaciona y contesta

Elige la unica respuesta correcta en cada caso

1.  Elige la ecuacion que no representa a una circunferencia:

A (x=32+(y+1)?=1 C. 3x*+3y?-2x-3y+3=0
2 2
B. 2x2+2y? - 2x-3y =0 p. X, v _ 1
12
2 2

La ecuacioén A representa una circunferencia de centro (3, —1) y radio r =1.

y . . 13 . 19 13

La ecuacion B representa una circunferencia de centro | —, — | yradio r =, [—+— =——.
2 4 4 16 4

. . . P O . 1 1 V=23
La ecuacion C no representa una circunferencia, ya que su centro seria 32 y su radio r = §+Z_1 =%
gue no es un numero real.

. x2  y? s o 1 . . . 1
La ecuacion D, —1+—1 =5 =S X +y = 7 representa una circunferencia de centro (0, 0) y radio r = R

2 2

Por tanto, la respuesta correcta es C.

2. Laecuacion de la elipse de focos los puntos (3, 2) y (-3, 2) y que pasa por el punto P(5, 2) es:

A. 16x”+25y* =500 C. 16x*+25(y —2)* =500
2 o\

B. 16x*+25(y —2)* =1 p. X, Wb=2r |,
25 16

Los apartados B y C quedan descartados, ya que P no cumple las correspondientes ecuaciones. Por otro lado, la
elipse debe tener centro C(0, 2), lo que descarta el apartado A, por tanto, la solucion correcta debe ser D.

2 2
En efecto, el centro de la elipse ;—5+% =1 es C, el punto P pertenece a la elipse y tenemos a=5y b=4,

conlo que ¢ =va*-b* = Jo=3 y los focos son (3, 2) y (-3, 2).

. 1
3. Laparabola y?+ >x=0:
1+a
A. Tiene el foco en la parte positiva del eje X. C. Tiene el foco en la parte negativa del eje X.
B. Tiene el foco en la parte positiva del eje Y. D. Tiene el foco en la parte negativa del eje Y.

Es una parabola abierta hacia la izquierda, con vértice en el origen de coordenadas y eje el eje X, por tanto, la

respuesta correcta es C, de hecho, el foco es F f%, 0f.
4(1+a)
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Seiiala, en cada caso, las respuestas correctas

4.

La parabola y? +y = 2x verifica que:

A. Su vértice es el punto (% %j . C. Sufoco es el punto (O, f%j .

B. Su directriz es paralela al eje Y. D. La distancia entre su foco y su directriz es 1.
Ziy=2x :>( +lj2 = 2(x+1)

y oty y 5 8

La parabola esta abierta hacia la derecha, su vértice es el punto [—% —%) tiene parametro p =1, foco (% —%}

y directriz x = 7%’ por tanto, las respuestas correctas son B y D.

La elipse 2x? + y?> —4x—4y =0 verifica que:

A. Su centro es el punto C(1, 2). C. Su excentricidad vale /3 .

B. Su eje mayor es paralelo al eje X. D. Pasa por el punto (2, 4).
_1\2 _9\2

2324y —ax—dy 0= XV V=2 4

3 6

El centro es C(1, 2), a= \/E , b= \/5 ,c=+va’-b% = \/g y e= c_ % , por tanto, las respuestas correctas son A
a
y D.

Elige la relacién correcta entre las dos afirmaciones dadas

6.

Se considera el lugar geométrico de los puntos del plano tales que la suma de distancias a los puntos
F(10,0)y F'(-10, 0) es 2a, siendo a un numero real positivo. Se consideran las afirmaciones:

1. El lugar geométrico es una elipse 2. a>10
A 12 C. 1y 2 son excluyentes entre si.
B. 1= 2 pero 2 =1 D. Nada de lo anterior.

Obviamente, la relacion correcta es A.

Seiiala el dato innecesario para contestar

x2 y2
Se considera la ecuacion _+F
a

> =1, donde a y b son nimeros reales no nulos, y se quiere deducir que

representa una elipse cuyo eje mayor esta contenido en el eje Y. Se cuenta, ademas, con las siguientes
afirmaciones:

1. b>a
2. La suma de distancias de un punto cualquiera de la elipse a los focos es |2b|.

A. Cada afirmacién es suficiente por si sola. C. 2 es suficiente por si sola, pero 1 no.

B. 1 es suficiente por si sola, pero 2 no. D. Son necesarias las dos afirmaciones.

La ecuacion representa una elipse de ejes contenidos en los ejes de coordenadas. Para que el eje mayor este
contenido en el eje Y es suficiente que se de 2, pero no basta con 1, por ejemplo, si b=-1y a=-2 se cumple 1,
pero el eje mayor de la elipse esta contenido en el eje X.

Por tanto, la respuesta correcta es C.
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7 Numeros complejos

EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Ejercicio resuelto.

2. Representa graficamente los nimeros z,=-2-2j, z,=2i y z; =-6. Halla su médulo y su argumento. Haz
lo mismo con sus respectivos conjugados y opuestos.

Y Z
|z =V(-2)? +(-2)? =8 =22 tga, :_—§=1:Argz1 =a, =225° ZN4t /™
£q = za 1 Zy X
|z,| =v0*+2% =2 Argz, =90° z, 1-2,=7,
|25 = \/(-6)? +0% =6 Argz, =180°
|Z_1|:|_Z1|:|Z1| =22 |Z_2|:|‘Zz|:|22|:2 |Z_3|:|‘23|:|23| =6
Argz, =360°—Argz, =135° Argz, = 360°—Argz, = 270° Argz, = 360°-Argz, = 180°

Arg(~z,) = Argz, - 180° = 45° Arg(-z,) = Argz, +180°=270°  Arg(-z,) = Argz, —180°=0°

3. Dados z, =—1+3i y z, =+/3+i, represéntalos graficamente y halla su médulo y su argumento. Haz lo
mismo con sus respectivos conjugados y opuestos.

z|=[(-1 + x/§2=2 tgo =£=—J§:Argz=a =120°
2= - -
- Y

21N -

|z,| = (\/5)2+12 =2 tgazzﬁzngrgzzzazz\?O" /}g’hz
e X

- _ 4 /N
|Z1|:|‘Z1|=|Z1|:2 |Zz|:|‘22|:|22|:2 ™

Argz, =360°-Argz, = 240°

Arg(-z;) = Argz, +180°=300°

Ejercicio resuelto.
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5. Siz-= A+\3i y z, = V3 +i, halla el médulo y el argumento de los niimeros:

k2

a) zz, b) z? c) d) z,°’

Z
a) 2.2, =(-1+3i)(V3 +i) = /B -i+3i +3i* = 23 +2i
2 V3

-— = Arg(z2z,) = a =150°

23 3
b) z7= (—1+«/§i)2 —1-243i+3i% = -2-2/3i

|z12| = (-2 +(—2\/§)2 =4 tgo = _Z_f =3 = Arg(z?) = 240°

|2,2,| = (—2\@)2 +22 =4 tgo =

c) — = =
z, 3+ (\/§+i)(\/§—f) 3+1 4
2 02+ 2 =1 Arg[i]:90°
2 2
d) 2o % _N3-i V3 1,
P 4 4 4

|2

1

2 5 1
|zz’1|= [@] +[—lj . tga:%:—%:—g:Arg(zz1):a=330°

4

6. Determina qué nimero real a sitia el afijo del complejo (2+i)(a—i) en la bisectriz del primer y tercer
cuadrante. ¢ Cuales son su médulo y su argumento?

(2+i)(a-i)=2a-2i+ai-i*=(2a+1)+(a-2)i. Para que el afijo esté en la bisectriz del primer y tercer
cuadrante, la parte real e imaginaria deben coincidir, por tanto, 2a+1=a-2=a=-3.

El nimero complejo resulta ser —5—5i , de modulo +/(-5)? +(-5)* = 52 y argumento tgo = _—: =1= 0 =225°,

7. Demuestra las propiedades 2, 4 y 6 de las operaciones con complejos conjugados.

Las demostraciones son directas sin mas que escribir los complejos y sus conjugados en forma binémica y operar:
Propiedad 2: z-z=2ilmz
z-z= (a+bi)—(a—bi)=2bi =2ilmz

Propiedad 4: z,+z, =2z, +z,

z,+2,=(a+bi)+(c+di)=(a+c)+(b+d)i=(a+c)—(b+d)i=(a-bi)+(c—di)=2z+2,

z,-z,=(a+bi)—(c+di)=(a-c)+(b-d)i=(a-c)-(b-d)i=(a—bi)-(c—di)=z -2z

Propiedad 6: ﬁ] = i; z,#20
2 Z,

z zz 2,z 2z, 22z, 22z, Z . .
(_1) —( 1_2J =| == =12 -T2 _ "2 -1 endonde se ha aplicado la propiedad 3 y 5.
2 2,7, |22| |22| |22| 27, 7
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8. Operay escribe en forma binémica estos complejos:

1+i 2-3i 2 3 1 1+
1+i)(3-2i) b) 2i(3+4i — d '
a) (1+i)3-2i) b) 2i(3+4i) ¢ ; ) 4+2i & i 4430 i

a) (1+i)(3-2i)=3-2i+3i-2°=5+]
b) 2i(3+4i)=6i+8i%=-8+6i

14 (1+0)i  i+i®

c 1-i

) i i? -1

d) 2-3i (2-3i)(4-2i) 8-4i-12i+6i° _2-16i_ 1 4,
4420 (4+2i)4-2i) 16+4 20 10 5

o) 2 3 _201-i)-3(1+i)_2-2i-3-3i 1-5i 1 5,
1+i 1=i  (1+)(1-1) 1+1 2 2 2

H 1 A+i_ A+i (1+i)(-8-4i) _-3-4i-3i-4i° 1-7i 17,
4+3i | -3+4i (-3+4i)(-3-4i) 9+16 25 25 25

a+2i . R
9. Calcula a para que sea imaginario puro.

5+12i
a+2i  (a+2i)(5-12i) 5a—12ai +10i — 24> _24+5a N 10-12a N 24 +5a —0—a _ 24

5+12i (5+12i)(5-12i) 25+144 169 169 169 5

10. Escribe en forma binémica 1+i+i2+i% +...+i'%.
101 _ 42541 _
Titi?+i+..+i"% = ! - ! =I.—1=I.—1=1
i—1 i—1 i—1
11 a13. Ejercicios resueltos.
14. Utilizando la forma polar, prueba que el inverso del complejo zes z™' = ﬁ
z
Si z=r,, tenemos iz = r;‘* = (iJ = (l] y z7'= At (lJ = (l) , por tanto, z ' y i2
|Z| I ge ') —g-00 I z I rJoe—a I |Z|

coinciden.
15. Expresa en las tres formas habituales los complejos:

a) (1+iy b) 1 c) i7+i d) %(1+i)(1+i4‘)

i

a) (1+i)? =1+i%+2i = 2 = 24, = 2(cos90° +i sen90°)

b) 1= = i=1,, =1(cos270°+isen270°)
1 1

c) i"+i" =i*+i'=—i+i=0, no tiene forma polar ni trigonométrica.

d) 1+i* :1+I_i4:1+%:2:%(1+i)(1+i4):1+i:\/§450 =2 (cos 45° +i sen45°)
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16. Resuelve las operaciones indicadas para los complejos: z, =24, z, =—1+i y z; =2(cos210°+isen210°).

%12,

c) z* d) z,2
Z3

a) 22,z4 b)

2= 200, Zy=—1+i =\2135 y 2, =2(c0s210°+isen210°) = 2,00
_ _ _ _ o 1 sen45° V2 N2,
a) 22,25 = 2400 N 21350 - 25100 —(4\/5)4050 —(4x/§)45° —4«/5(00345 +isen45°) =4 a2 —+—/ =4+4i

z,Z, _ 260° ~\/5_135°

b) =2 sg50 = 2750 = x/E(cos 75°+sen75°%) = x/E[cos(45° +30°)+isen(45°+30°)] =
Z3 210°
=/2[(cos 45°cos 30°—sen 45°sen30°) + i (sen 45°cos 30° + cos 45° sen 30°) | =
5 f.£_£.1 (Y2 B V2 1)) Va1 B+,
2 2 2 2 2 2 2 2 2
) 2" =(2500)" _16840.,_161200_16(cos120°+lsen120°)_16[—— £I]-—8+8\/—I
1 1 1 1 1
d - , . 2_ 1 _ e (1 (1) 1
) z° (\/_135) 25100 =2y 2 2y (212700 (2)900 2’

17. Escribe en forma polar z = -2(cos 30°+isen30°).

z=-2(cos30°+isen30°) = 2(—-cos30°—isen30°) = 2(cos210°+isen210°) = 2,4

También podriamos haber observado que z es el opuesto de 2(cos30°+isen30°)=23o., y, por tanto,

Z = 24500300 = 22100 -

18. Expresa en forma polar todos los complejos z que cumplen:

z .
- =1+
z-2i

a) (2z+3)(iz+5)=0 c) 3z=1+i e)

b) 2+3iz=4iz+9 d) (1+2i)z=3-5i f) 2z+iz=1

22+3=0:>z=—§=(%]

a) (2z+3)(iz+5)=0= - 180°

iz+5=0=z=-2=-2 _5i =5,
i i?

b) 2+3iz=4iz+9 = iz=—T=z=—1=7i=T4,
]

¢) 3z=14imz=attjmz=t Lo ¥2
33 3 3 rso

d) (1+2i)z=3-5i=>z = — 5

_3-5i _(3-5i)1-2i) _-7-11i _ 7 11 [34]
1420 (1+2)(1-2i) 5 5 5 237 530

©) — 2 tuimz=(14i)z-2i(+i)=iz=-2+2i > z= 252 5,0/ (22
45°

z-2i i
— 2a+b=1 2 1
2z+iz=1=>2(a+bi)+i(a-bi)=1= (2a+b)+(2b =1 ==, b=—
f) 2z+iz=1=2(a+bi)+i(a-bi)=1=(2a+b)+(2b+a)i :>{a+2b=0:>a 3 3:>
:Z:E-li: ﬁ
3 3 3
333,43°
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19. Halla todos los numeros reales x e y tales que x+yl. = x —yi .Expresa en forma polar y trigonométrica
—yi
X+yiy x-yi.
x=0,y=0
x=1y=0
. _ 2,2
X+y’_=x—yi:x+yi=(x—yi)2=x2+y2i2—2xyi=(x2—y2)—2xyi:{x_x o x:_l,yzﬁ
X—yi y =-2xy 2 2
1 V3
X=-=, -—
2V

Se obtiene, por tanto, cuatro posibilidades para z=x+yi y z= X—Vi:
z=2=0 , que no tiene forma polar ni trigonométrica.
z=27=1=15 =1(cos0°+isen0°)

1 3.

Z=-o = 1,500 = 1(c0s120°+i sen120°) y E:-%-gzyw = 1(cos 240°+i sen 240°)

z=—%—§i = 15400 = 1(COS 240° +i sen240°) y E:—%+§=1120o =1(cos120°+isen120°)

20 y21. Ejercicios resueltos.

22. Calcula las raices quintas de %+ gi expresando el resultado en forma polar.

l+£i=1eoo:?/1soo =s;,con s=1=1y B=

>t =12°472°k (k=0,1, 2,3, 4), asi, las raices quintas

60°+360°k
5

1 V3.
de §+7I SON Z; ="1p0, Z, =Tg40, Z3 =Tisgos Z4 =Tppge ¥ Z5 = 13900 -

23. Calcula y representa graficamente las raices cuadradas de —4.

Y
180°+360°k e
+ Ak \
—4 = 4,500 = /41500 =$;, con s:\/ZZZ y [’,:T:QOOMSOOk (k:O, 1),p0rtant0, 0] 1
. Z,| /
las raices cuadradas de =4 son z, =240 =2i Yy Z, = 2,700 = —2i . -

24. Halla los nimeros complejos z que cumplen que: z =4-16

o} o
~16 = 16,550 = 416,500 = S5, CON s = fe=2yp= M =45°+90°k (k=0,1, 2, 3), por tanto, obtenemos

cuatro soluciones: z; = 2,5 = V2 ++2i, Zy =235 = 2 +2i, Zy = 25050 = —~2-2iy Z, =245 = V2 -2i.
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25.

26.

27.

28.

Si una raiz sexta de z es 1 + i, calcula y representa graficamente las otras cinco raices sextas de z.

Y

6 Z,
Tenemos z = ('I+i)6 = (x/§45o) = 8,700 , POr tanto, las raices sextas de z son de la forma Sp ?V\ z

o o z 2 \ ‘I
con s=8=v2 y p=212""300K _ 450600k (k=0,12 3, 4,5), obtenemos asi las Y \

6 1\ ~ta, X

raices sextas de z: z, = \/5450 =1+i, z, =\/§105°, Z3 =\/§165°. z, = \/52250 , Zs =\/§285° y \z L{ A
Zg = \/5345° . “5

Podemos resolver el problema de manera mas simple recordando que si 1+i = x/§450 es una raiz sexta de z, las

otras cinco raices se obtienen multiplicando +/24s: por Ts0o» Moos Tgoos Toage Y Tap00» Obteniéndose el mismo
resultado que con el método anterior.

Un vértice de un octégono regular inscrito en una circunferencia centrada en el origen es el punto A(12, 5).
Calcula los vértices adyacentes.

[o]

El angulo central de un octégono regular es =45°, asi, para encontrar los vértices adyacentes pedidos,

basta girar el vértice A respecto del origen de coordenadas 45° y —45°.

+7/ y 7——7/

Es decir, basta multiplicar 12+5i por 1,5 = a5 = , siendo los vértices adyacentes los

afijos de los nUmeros que se obtienen. De este modo:

V2 \/EIJZE“NE' [ﬂ ﬂ]
o

(12+50)| —+—— i = Vértice:
2 2 2 2 2

2 2 2 2

(12+5i)(£—£i} :ﬂ—¥i = Vértice: [# —ﬂ]

Demuestra que si k=cn+r con r=0,1, 2, ..., n — 1 entonces las razones trigonométricas del angulo

o+360°k .. o +360°r
— coinciden con las del — Y

Observemos que ambos angulos se diferencian en un multiplo de 360°, por lo que sus razones trigonométricas
coincidiran.

En efecto: =360°c.

a+360°k a+360°r 360°(k—r)_360°cn
n n n n

Ejercicio interactivo.

29y 30. Ejercicios resueltos.
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31.

32.

33.

Resuelve las siguientes ecuaciones dando las soluciones en forma binémica.

a) x*+ix+1=0 b) x*+2ix-1=0 c) x*+x*+1=0 d) x*-x*-x-2=0

TN S - PN B i

2 .
a) x“+ix+1=0=x= = = =
’ 2 2 27| 5

_—2i44i*+4

b) x*+2ix-1=0= x

2
z, = ! + 3 i=1
_ [ _ i 1= 75 T 5 1= haoe
c) Haciendo el cambio z = x? tenemos 7z +z+1=0=z = 1£v-3 = 1i\/§lz 2 2
2 2 1 3.

5= _5_7’ = Ta400
Deshaciendo el cambio, haciendo las raices cuadradas de z y z,, obtenemos las soluciones
X, =1 —l+£i X, =1 _,l,ﬁi X5 =1 —fl+£iyx =1 —lfﬁi

1 60° 2 2 » A2 240° 2 2 v A3 120° 2 2 4 300° 2 2 .

d) Al ser una ecuacion polinémica con coeficientes reales, para cada soluciébn su conjugada también sera
solucion, por tanto, una de las tres soluciones es un numero real. Probando los divisores del término

independiente obtenemos como solucion x; =2 y x3—x?—x-2=(x-2)(x*>+x+1), por lo que las otras dos

soluciones se obtienen resolviendo x* +x+1=0= x, = —%Jrgi, X3 = —%—%i.
Resuelve los siguientes sistemas.
) ix—(1+i)y =3 b) x* +4y? = 1
2+i)x+iy=4 X-2y =2
) {ix(1+i)y:3 N i2x—(1+ )iy =3i
2+i)x+iy =4 (A+NR+Dx+(+i)iy =4(1+1i)
4+70 7 4.

Sumando las ecuaciones tenemos: —x+(1+3i)x =3i+4+4i = 3ix=4+7i = x =

3i 33
. o (T 4 . 18 1. . . 1. 1 ..
Sustituyendo en la segunda ecuacion: (2+1) g—gl +/y:4z——§/+/y:43 /y=72+§l:>y=§+2/.

3

b) x-2y=2=x=2+2y

3 ~ y=——+—i, x=1+—i
(2+2y)2+4y2:—1:>8y2+8y+5:O:y:M:—liﬁi: 2 4
1 24 __ 1 A8,y 6,
2 47 2

Factoriza completamente en R y en C los polinomios:

a) P(x)=x>-2x*+9x-18 b) Q(x)=x*+x>-3x*-4x-4
a) P(x)=(x-2)(x*+9) en R P(x)=(x-2)(x+3i)(x~3i) en C

b) Q(x)

(x+2)(x72)(x2+x+1) en R Q(x):(x+2)(x—2)(x+%+§i]{x+%—§i] en C
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34. Determina los nimeros reales b y ¢ sabiendo que una raiz del polinomio P(z) =2z°+ bz?—4z+c es 1-i.

P(1—i):0:2(1—i)3+b(1—i)2—4(1—i)+c:03—4—4i+2bi—4+4i+c:03{_8+C_0 {bzo

=
2b=0 c=8

35. Ejercicio interactivo.

36 a43. Ejercicios resueltos.

EJERCICIOS
Los numeros complejos

44. Sean los numeros complejos seialados en la figura.

'S (e,f) B 90° /j'P (ab)

Qgady” [/
R
0 X
a) Halla su forma binémica. c) Determina su argumento.
b) Calcula su modulo. d) ¢Hay algun par que sean conjugados entre si?

Identificamos puntos y vectores con el nUmero complejo correspondiente.

a) P=a+bi, Q=c+di y S=e+fi. Observemos que R se obtiene trasladando P segun el vector ~OQ , por

tanto, R =(a+bi)—(c+di)=(a—c)+(b—d)i . Andlogamente, T se obtiene trasladando S segun el vector OQ ,
portanto, T =(e+fi)+(c+di)=(e+c)+(f+d)i

b) |P|=va?+b?, |Q=Vc?+d?, |R|=y(@-cl+(b-d)?, |S|=Ve? +f2 y [T|= (e +c)? +(f+d)
c) ArgP =arctg EJ , hay que tomar la solucién del primer cuadrante.
a

i) , hay que tomar la solucién del primer cuadrante.
c

ArgR = arctg

ArgQ = arctg(

u] , hay que tomar la solucién del primer cuadrante.
a-c

ArgS = arctg (i) =90°+ArgR ArgT = arctg (ﬂj =90°+ArgR = ArgS
e e+c

e) Si hubiera algun par conjugados entre si serian simétricos respecto del eje X, lo que no ocurre.
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45. Representa los siguientes nimeros complejos y, sin ninguin calculo, obtén sus argumentos.

a) 1+i c) 3i e) -3 g) 2+2i i) -5/
b) 5 d) —1-i f) 4-4i h) 1++/3i i N3-i
Z a) Arg(1+i)=45° f) Arg(4—4i) =315°
INGL A b) Arg(5)=0° g) Arg(-2+2i)=135°
e AN t X c) Arg(3i)=90° h) Arg(1+x/§i)=60°

I_ i d) Arg(-1-i)=225° i) Arg(-5i)=270°
e) Arg(-3)=180° j) Arg(V/3 - i) = 330°

46. Sean los numeros complejos: z,=-2+i, z,=1+4i, 2, =-3-2i, z,=-5i, z; =4, z; =2-3i .

a) Represéntalos junto con sus opuestos y conjugados.

b) Halla su médulo y su argumento.

c) Determina el médulo y el argumento de sus opuestos.

d) Determina el médulo y el argumento de sus conjugados.

a)

b)

c)

d)

Y]
Z,=-2,
"Zg /LZZS
z 2
.1/ 3
-Zg Z, Z5=2,
2N
1
z I\
Z, 7 6
z, 2

|z1|:\/§, |22|=x/ﬁ, |z3|=\/ﬁ, |z,|=5. |z5| =4y |26|=x/ﬁ

Argz, = arctg[—%} =153,43°, Argz, = arctg(4) =75,96°, Argz; = arctg(%) =213,69°, Argz, =270°,

Argz; =0° y Argzg = arctg(—%} =303,69°

El médulo de cada opuesto coincide con el médulo del nimero complejo del que es opuesto y los argumentos
se diferencian en 180°:

l=lzl =5 |-z,|=|z| =17, |-2| = |z,| =13 , |-zi| =|zi| =5 . [-2s| =|25| = 4 ¥ |-26| =|2e| = V13
Arg(-z,) = Arg(z,)+180°=333,43°, Arg(-z,)=Arg(z,)+180°=225,96°, Arg(-z;) = Arg(z;)—180°=33,69°
Arg(-z,)=Arg(z,)-180°=90°, Arg(-z;)=Arg(z;)+180°=180° y Arg(-z;) = Arg(z;)—180°=123,69°

El médulo de cada conjugado coincide con el médulo del nimero complejo del que es conjugado y los
argumentos suman 360°:

|;1|:|Z1|:\/§’ |Z_2|:|22|:\/ﬁ' |Z_3|:|23|:‘/E' |Z|:|Z4|:5' |Z_5|:|25|:4 y |Z_6|:|26|:\/§
Arg(Z) —360°—Arg(z,) = 206,57°, Arg (2_2) =360°—Arg(z,) = 314,04° , Arg(z_3) —360—Arg(z;) =146,31°,

Arg(z, ) = 360°-Arg(z,) = 90°, Arg(z;)=360°Arg(z5) =360°=0° y Arg(z, ) = 360°-Arg(Z,) = 56,31°
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47. Escribe en la forma a+ bi, con ay b reales, los siguientes numeros complejos:

48.

49.

a) z=12-3i—4(-5+8i) d) z=(2+i(1-2i) g) z= 333’ S
- Xt
3 ot S AR

a) z=12-3i-4(-5+8i)=12-3i+20—32i =32-35;
b) z=(3+iV5)(3-iv6)=9-51°=9+5-14
c) z=(4+3i)> =16+9i%+24i =16 -9+ 24 = 7+24i

d) z=(2+i) (1-2i) = (4+7%+4i)(1-2i) = (3+4i) (1~ 2i) = 3 - 6i + 4i —8i* =112

e) z=[—£—i£}(£+i£]=—[£+i£}z_ (1+112+Ij -

2 2 2 2 2 2 2 2

5415/ (5+15i)(1-2i) 5-10i+15i-30i*> 35+5i

- - - -7
Tv2i  (1+2))(1-2i) 114 5 !

) 2360, 4 _(3-6i)(3-i) _ 4(3+4)) _3-21 12+16i 3 21 12 16._39 73
g 3+i 3-4i (3+i)(3—i) (3-4i)(3+4i) 10 25 10 10 25 25 50 50

1-2i ( 3 )2 (1-2i)(5- 3i) 3(1+1) LY (3+3i]2 1 13. 9 9, 9.
h) z= — | —— - = + = ——it—+—i+=i=
5+3i \1-i (5+3i)(5- ) (1=0)(1+17) 34 2 34 34 4 4 2

1,70,

BEYREY;

i Z=(4—6ij[1+3ij_(2(2—3i)j(1+3iJ=2(1+3i)(3—2i) 29+7i 18 14.

2-3i \3+2i) " 2-3i \3+2i) “(3+2i)(3-2i) = 13 BEERETH

Si z,=3+2i, z,=-1+3i y z; =1-i, calcula:

z 1
a) Rel b) Im| z -2z, +—
) (sz ) (21 zz+223)

a) A 3+2i  (3+2i)(-1-3i) 3-11i —i—ﬂi:Re[i]=%

z, —1+3i (-1+3i)(-1-3)) 10 10 10 z,
b) z 222+1z3—3+21+2 61+l—li—ﬂ—gl:Im( 222+lz3j=—g
2 2 2 2 2 2 2

Justifica que (1+4/)® es un niimero real positivo.

(A+i)? =2i = (1+i)® =(2i)* =16i* =16
Otra posible respuesta seria:

Arg(1+i)=45°= Arg((1 + i)8) =8.45°=360°=0°= (1+/)® es un nimero real positivo.
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50. Para cada complejo z=x+iy, definimos el complejo Z=2z%>—z. Prueba que ReZ=x%2-y?-x y que
ImZ=y(2x-1).

Z=(x+iyP —(x+iy)= x> +i%y? +2xyi —x—iy = (x> —y? = x)+ y(2x-1)i >ReZ = x> —y? - x,ImZ = y(2x - 1)

51. Resuelve las ecuaciones siguientes de incégnita z.

a) (1+i)z=3-i c) (2z+1-i)(z+3)=0
b) 2z+1-i=iz+2 d) Z—+1:2i
Z_

a) (1+i)z=3-i=>z= 3-1_(-n(=) _2-47

= — = - e 1-2i
1+i  (1+)(1-1) 2

b) 2z+1-i=iz+2=(2-i)z=1+i=>z=

1+i_(1+i)(2+i)_1+3i_1+§i

2—-i  (2-i)2+1i) 5 5 5
22+1—i—0:>z——l+li

c) (2z+1-i)(z+3)=0=> B 2 2

z+3=0=>2z=-3

z+1 -1-2i (-1-2i)1+2i) 3-4i 3 4.

d —=2i=22z+1=2iz-2i=>(1-2i)z=-1-2i=>z= — = . = ==
z-1 1-2i (1-2i)(1+2i) 5 5 5

52. Considera el polinomio: P(z) = 2+ (-2+ 3i)z2 +(13-i)z—-6-10i

¢Son los nimeros complejos i, 3y 1+i raices de P(z) ?

P(i)=i®+(-2+3i)i?+(13-i)i—6-10i = - +2-3i{ +13i +1-6-10i = -3 i # 0 = i no es raiz de P.
P(3)=3%+(-2+3i)-32+(13-i)-3-6-10i =27 -18+27i +39-3/ =6 -10i =42 +14i = 0 = 3 no es raiz de P.

P(A+i)=(141) +(~2+3i)(1+i)2 +(13-i)(1+i)-6-10i =—2+2i —4i -6 +14+12i =6 -10i =0 = 1+ es raiz de P.

53. Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones de incégnitas z, y z,:

3z,+2,=2-5i 2iz,+z,=2i
c
z,-2,=-2+i 3z,—iz, =1
b) 3z,+2,=5+2i ) 3z, +2iz, =3+11i
-z +2,=1-2i z,—(i—-1)z, =-3+5i
a) Sumando las ecuaciones tenemos 4z, = -4i = z, =i y, sustituyendo, —i-z, =-2+i=2z,=2-2i.

b) Restando las ecuaciones tenemos 4z, =4 +4i = z, =1+ y, sustituyendo, -1-i+2z,=1-2i = z,=2-1].

c) Multiplicando la primera ecuacion por i y sumandole la segunda ecuacion tenemos z, =-1 vy, sustituyendo,
—2i+2,=2i=2,=4i.
d) Restandole a la primera ecuacion el triple de la segunda tenemos

12-4i (12-4i)(-3-5i) -56-48i 28 24

-3+5i)z,=12-4i=> z, = = = ———| v, sustituyendo,
(3 +50)z, 27315/ (-3+5i)(3-5/) 34 17 7Y y
21—(i—1)(—§—ﬁij:—3+5i221—2+ii:—3+5i:>z1:i+ﬂi.

17 17 17 17 17 17
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54. En cada uno de los casos siguientes, representa el conjunto de afijos de los nimeros complejos z que
verifican las siguientes condiciones:

a) |z]=3 c) Imz=1 e) Rez=Imz
b) Rez=-2 d) Imz>2 f) Rez<-1
a) Y c) Y e) Y
| N
[ \ 1 1
0| 1 X 0| 1 X 1
\ /
NS e
b) Y d) Y f) Y
0| 1 X 1 0| 1
0| 1 X

55. Escribe la condicién que cumplen los nimeros complejos cuyos afijos se encuentran en la region
representada en cada caso.

a) Y| b) Y c) Y d) Y|
/ : ZdRN
1 4 / N1 X
~1/ ' .
0|/3 X 0| 1 X AN 4
N L/ 0| 1 X
/

a) |z-(3-i)|=|z—(-2+i)| c) |z—(-1-2i)=2

b) Rez>2elmz<1 d) 1<[z-(2+2i)<2

56. Escribe en funcién de z el conjugado de los complejos w siguientes.

a) w=21+3z b) w=(1+iz)(1+22) <) w=13+’Z d) w=2°+2iz2+1-3i
+Z

- - — = — 1-iz — 3 ,

a) w=2+3z b) w=>1-iz)(1+2z) c) W:3 = d) w=z -2iz +1+3i
+Z

57. Sea z=x+iy y W=iz+z-2-2i.

a) Comprueba que w-w = 2i(x -2y -2).

b) Demuestra que la afirmacién “el afijo de w esta sobre el eje de abscisas” es equivalente a “el afijo de z esta en
larecta 2y =x-2".

a) w=-iz+z-z+2i=w-w=i(z+2)+2(2-2)-4i =2iRez-4ilmz-4i = 2i(Rez-2Imz-2) = 2/ (x -2y -2)

b) Si el afijo de w esta sobre el eje de abscisas tenemos w = w y, por tanto, x -2y -2 =0, es decir, el afijo de z
esta en larecta 2y = x—2. Reciprocamente, si el afijo de z estd en la recta 2y = x-2 tenemos w ~w=0 , es

decir, w = w y, por tanto, el afijo de w esta sobre el eje de abscisas.
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. . iz . . I
58. Determina todos los complejos z que hagan que sea un numero imaginario puro.
z

, . iz —b+ai (-b+ai)((a-2)-bi)  2b+(b*+a”-2a)i e
Si z=a+bi tenemos = - = - — = — , que sera imaginario
z-2 (a-2)+bi ((a—2)+b/)((a—2)—b/) (@a-2)+b

puro siy solo si b=0, por tanto, los complejos z buscados son los nimeros reales.

Formas polar y trigonométrica. Operaciones

59. Escribe en forma polar los complejos siguientes.

a) z=2+23i f) z=&

b) z=—2++2i g) z=-2(cos150°+isen150°)
c) z=4-4i h) z=+2(-cos45°—isen45°)
d) z=-2j i) z=cos60°+isen30°

e) z=—%+@i j) z=sen(o+m)+icos(m—a)

a) |z|=v4+12 =4, Argz = arctgy/3 = 60°= z = 44,
b) |z]=v2+2 =2, Argz =arctg(-1) =135°= z = 2,4

c) |z=16+16 =42, Argz:arctg(—1):315°:z:(4J§)

315°

d) |z|=V0+4 =2 Argz=270°= z =2,

1 3 1 1
o) [d= 15 + 15 =5 Aoz =arcio( 8] <1200 2= 5]
4 4 (4
0z 1-i \/5315° [\/E)m-ms" (\/_)‘3150 (\/_)450

g) zes elopuestode 25, por tanto, z = 25001890 = 23300 -

h) zes el opuesto de x/§45° , por tanto, z = «/§4s°+1sov = \/52250.

i) z=cosGO°+isen30°=l+li= ﬁ
2 2 2 -

i) z=sen(a+mn)+icos(nr—a)=-sena—icosa =1, donde tgp= :Zsa =cotga., por tanto, B=90°-a o©
o
B=270°-q.

Observemos que el primer caso no es posible, ya que entonces la parte real de z seria cos(90°-a)=sena,
que no coincide con sen(a.+ ) = —sena. salvo que o =0°.

Asi, debe ser z=1,,0._, , ¥, en efecto, 1,,0._, = cos(270°—a)+isen(270°-a) = —cos(90°-a.) — i sen(90°—a) =

—-seno—icosa=2.
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60. Escribe en forma binémica, polar y trigonométrica los nUmeros complejos cuyos afijos se seifalan en la
figura.

A Y

\v)

A= —4+5i = 4116 660 = 41 (cos 128,66° +i sen128,66°)
B =2i = 245, = 2(c0os90°+i sen90°)

C =3+2i =133360- = V13 (c0s 33,69°+i sen 33,69°)

D =1-3i = 10285430 = \10 (COs 288, 43°+i sen 288,43°)
E=4-2i=(25)

-25 (cos333,43°+isen333,43°)

333,43°

F = -3 =350 = 3(cos180°+isen180°)

3-7i

61. Escribe en forma trigonométrica el complejo: z = 2.5
+

37 (3-7)(2-51) 29291 4 ;5 (0052250 +isen225°)
2+5i (2+5i)(2-5i) 29

62. Dados los complejos: z, = V2(1+i) y z, = g—é

a) Escribe z, y z, en forma trigonométrica.

b) Siw= = , escribe w en forma binémica y trigonométrica y deduce el valor exacto de cos 75° y sen 75°.
Z

a) z =v2(1+i)=v2 +2i = 2(cos45°+isen45°)  z, =1(cos330°+isen330°)

2(cos 45° +i sen 45°
by w2 2(c0s45°isend®) oo o860)+isen(-285°)) = 2(cos 75 +isen75?)
z, 1(cos330°+isen330°)

(m@)[;ﬂi] V-2 B2,
_ 2

Ql

:ﬂ:\/i+\/§i: 2)_ 2 ':\/E—«/E+x/g+\/§i
z, V3 1. (3 1)(V3 1. 1 2 2
— — =i || =+
2 2 2 2 2 2
Por tanto se deduce que 2cos75°= \/E;/E = cos75°:@ y 2sen75°= \/6;/5 = sen75°:@

63. Si z=+/3-i,calcula 22, |zz| y |z|2.

_ P 2 _ _
Z—\/§—I = 23300 = Z° = 4gg00 = 43000,

zz|:4y|z|2:22:4
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64. Si z=+/6+ «/E—i(\/g—\/i) , escribe en forma binémica los complejos 22, z°, 2° y z'2.

Se escribe z en forma polar:

2
|z|:\](x/§+\/§) +(x/§—\/§)2 =\/6+2+2x/§+6+2—2x/ﬁ =16 =4, por otra parte, en el ejercicio 62 se ha

probado que sen75°=M y cos75°=6;\/§, de donde tg75°:M. Asi, si Argz=a, se tiene
4 4 V6 -2
tga = - \/g_\/\/g =- tg;5° =-cotg75°= o = 345°, por tanto, z =4, .
+

De este modo:

722 = (4345c.)2 =16gg90 = 163390 = 16(c0s 330°+isen330°) = 16[@—% J —8/3-8i

2% = (43450)° = 40965700 = 4096, = ~4096i

2 = (4ge)’ =(2"%)  =(2"), =2 (c0s225°+isen225°) =2 2 2 ANCES UNDY
345° 3105° 2250 5 5

22 =(2°) = (~4006i)” = (-22i) = 224? = 2%

1+i«/§J30
; .

65. Calcula el siguiente nimero complejo: ( 1
+

30
. ; 1+iV3 2600 2 1+iv3 30

14+iN3 =250 Y 141 =~2450, tanto, =600 _| 2| =24 —(J2:0) =(215 -

+i soo Y T+i 450 , por tanto 14 V2450 (1/2150 15 YE Py J ( 15) ( )4500

— (215)90° _ 215i

66. Decide los valores del entero n para que el complejo (\/§ + i)n sea:

a) Un namero real b) Un namero real positivo c) Un numero imaginario puro

V3 4i=2,00 = (\/§+i)n = (2300)" =(2")

30°n

a) 30°n=180°k = n =6k para algun entero k.

b) 30°n=360°k = n =12k para algun entero k.

c) 30°n=90°+180°k = n =3+ 6k para algun entero k.

67. Resuelve la siguiente ecuacion: 2z—(1+ i)E =-1+5i.

Sea z=a+bi:

2(a+bi)—(1+i)(a—bi)=—1+5i:>2a+2bi—a+bi—ai—b=—1+5i:>(a—b)+(3b—a)i=—1+5i:>{ a_+3b—5:

A= i be2mz-142i
-a+3b=5

Otra manera de resolver la ecuacion es tomar conjugados, obteniendo un sistema lineal con incégnitas z y z
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68. a)

b)

a)

b)

Determina el conjunto de los afijos de los complejos z tales que |z—1| = |E+ 1| .

Sea n un entero positivo. Encuentra los complejos z tales que (z—1)" = (E+ 1.

Si z=a+bi tenemos:

|z-1 =|E+‘I| = \/(x—1)2 +y? = \/(x+1)2 +y? s> (x-1)P2 =(x+1)? = x2+1-2x=x*+1+2x = x =0
Por tanto, los complejos buscados son los imaginarios puros, es decir, los afijos son el eje Y.
Tomando médulos y usando el apartado previo deducimos que z debe ser imaginario puro, digamos z = bj .

Entonces z-1=-1+bi vy z+1=1-bi son opuestos, con lo que si Arg(z—']):a tendremos

Arg(z+1) =180°+a VY, por tanto, na. =180°n+na = 180°n =0°= n par .

En conclusion, si n es impar la ecuacién no tiene solucion, y si n es par, las soluciones son los complejos
imaginarios puros.

Radicacién de numeros complejos

69. Resuelve las siguientes ecuaciones y escribe sus soluciones en forma binémica.

a)

b)

a)

b)

c)

d)

e)

z22-i=0 c) z*+1=0 e) 22-1=0

2#-64=0 d) z#+81=0 f) z*-81=0

o (o]
2-i=0=z=3i =315 =s;, con s=%1=1y B:W:SO%‘IZO%(I{:O, 1, 2), asi:

J3 1 3

g =, Zy = lgge = et~ Y Zy = Typge = i .
30 2 2 2 150 2 2 3 270

o o
2-64-0=7-64 %64y, =5,, con s-Y64-2 y B:%:eo%(k:o,mz&«s), asi:
2220022,  Z=200=14\3i,  Z3 =200 =—143i,  Z, =200 =2,  Zs=2p400=—1-3i
Zg = 25000 =131 .

o o
z4+1:032=3/—_=14l11800 =S, con s==1y B:M:%%QO%(/{:O, 1,2,3), obteniendo:
2 V2, V2 2, 2 2, V2 A2,

21*145":?‘*‘7“22:113?: 5 "o ,23:122507—2 5 yz4:1315°:2 >

o o
24 +81=0=7-4"81 =484, =s,, con s=481-3 y B:wz45°+90°k(k:0,12,3), asi:

o o2 32, 32 32, 32 32, 32 32,
1 450 > 5 v %27 Vi 2 5 | %3 T Vs 2 > 4 3150 > 5
o o
2 1=0=>2z=%1= /100=sﬁ, con s=%1=1y B:W:60°k(k=0,1,2,3,4,5), obteniendo:
1 43, 1 3. 1 3.
21210021, 22=1600=E+7I, Z3=11200=—E+7’, Z4:1180°:_1’ Z5=124Oo=—5—7l y

o (o]
z*-81=0=2z=481=481, =s,, con s=%81=3 y B:%:QO%(k:o,mz,s), por tanto:

2,=300=3, Z, =3gpo =3I, Z3 =31500 =3 Y Z, = 3700 =3I .
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70. A partir de los datos de la figura, calcula de forma exacta y razonada, la forma binémica de los afijos
correspondientes a los vértices del cuadrado que se representa.

Y
TR _2V5+3i
>
N
d \‘ "<
4
A \\‘
\
/! NA
;
1 0 1 ] X
1 1
c /
\
\\\ ya
’
~d 7
-
B

Se identifican puntos y vectores con el complejo correspondiente.

Calculando en primer lugar el centro de la circunferencia se observa que los puntos P=-1+3i y Q=2-4j son

L . . 1 1.
los extremos de un diametro, por lo que el centro sera el punto medio del segmento PQ, R=——-—i .

Haciendo una traslacién que lleve el punto R al origen de coordenadas O, es decir, una traslacion de vector
RO = 75+%i los puntos A, B, Cy D se trasforman en los puntos A, B’, C’ y D', vértices de un cuadrado centrado
en O, por tanto, D'=jA', C'=iD'=-A'y B'=iC'=-D". Ademés,D':—Z\/§+3i+A', por tanto:

A =25 1314 A" o (e i)A = 2B 43 s a1 2B 31 20543 263, 253 20643,

i 2 2 2 2
_25+3 253 , g_2V5-3 2/5+3.

2 2 2 2

C'=

Finalmente, deshaciendo la traslacién anterior, obtenemos A= (\/§+2)+(x/§—2)i , D= (2—\/§)+(\/§+1)i,

C:—(1+£)+(1—£)i y B:(\/§—1)—(\/§—2)i.

71. Si P(\/g, 1) es un vértice de un hexagono regular inscrito en la circunferencia centrada en el origen y de

radio 2, calcula los restantes de las dos formas siguientes.

a) Multiplicando z = \/§+i por determinados niumeros complejos.

6
b) Calculando las raices sextas de (\/§+i) .

a) Los restantes vértices se obtienen girando P 60° reiteradamente respecto del origen de coordenadas, es decir,
multiplicando z = V3 +i= 2300 POT 1600 » Tiog0s Tiggos Toage ¥ T3g00 » ObtENiéndose los puntos:
2500 To00 = 2000 =21 = (0,2), 2500 e = 24500 = V3 +1 = (3, 1), 2500 - hgoe = 2100 = V3~ = (3, 1),
2300 - Tp400 = 29700 = 21 = (0' =2) Y 2400 ly00 = 23300 = V3-i= (\/5, —1)

6
b) Los vértices del hexagono son los afijos de las raices sextas de (\/§+i) =(230°)6 = 64,440, €s decir, son los

180°+360° k

afijos de los complejos s, con s = Y64 =2 yB= 5

=30°+60°k (k=0,123,4,5):

200 =B+i = P(V3,1),  2000=20=(0,2), 2500 =VB4i= (VB 1), 250 =B i = (8, -1),
25700 = =21 = (0, =2) ¥ 24300 =3 -i = (3, 1)
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, .z N2 .
72. Encuentra los numeros reales a y b para que se cumpla la relacion (a + bl) =i de dos formas:
a) Calculando las raices cuadradas de i.

b) Desarrollando (a+bi)’ .

a) a+bi=vi =100 =Tog0,3600% = lases180°k =
90 90! +(;60k 45°+180°k \/E \/E ) B \/5 B \/E
k=1= 15 = -——iDa=—,b=——
2 2 2 2
2_p2 = =+
b) (a+bi)? = a? + b2 + 2abi = (a? —b?) +2abi = {2 P =0 Ja=2P
2ab =1 2ab =1
Si a=b obtenemos 2a2=1:>a2:%:>a:ig, es decir, obtenemos dos soluciones, a:b:% y
2 oo , . y
a=b=—T.S| a=-b obtenemos —2a“ =1, que no tiene solucion real.

73. Sea z un numero complejo.
a) Calcula los nimeros reales, a, b, ¢, para que se verifique la igualdad: z* +8 = (z+2)(az*> + bz +c).

b) Halla de dos formas distintas las raices cubicas de -8.
a) (z+2)@z?+bz+c)=az’+(2a+b)z*+(c+2b)z+2c =>a=12a+b=0,c+2b=0,2c=8=a=1b=-2,c=4

o o
b) -8 = B1gge =Sy, coN s = Yo=2y B:w =60°+120°k (k =0, 1, 2), por tanto, las raices cubicas

de -8 50N 2g50 =1+/3i , 21500 = -2 Y 24000 =1-/3i .

Otra manera de calcular las raices cubicas de —8 es observar que son las soluciones de 72 +8=0, es decir,

_ 2412 _ 2+2J_/ s 43

segun el apartado anterior, z+2=0=z=-2y z2-2z+4=0=z= >

74. a) Justifica que (1+4)° =-8i.
b) Considera la ecuacion z° = -8i :
i) Deduce del aparado a) una solucién de la ecuacion.

ii) Deduce del apartado a) una solucion de z° =-8i .

a) (1+1) =(V2us:) =870 = -8i

——+—/]——2+2/

3
b) i) Segun el apartado a), una solucién es z = (1+i)> = (x/§45a) = (2\/5) 2 >

J«f(ﬁﬁ

135°

ii) Seguin el apartado a), una solucion es z=(1+i)? = 2i .
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254

Teorema fundamental del algebra. Raices de una ecuacion polinémica

75.

76.

Calcula las raices de los siguientes polinomios.

a)

b)

a)

b)

c)

d)

a)

b)

a)

x* —x* +9x* -9x c) x°+5x*+7x%+35x* +12x+60

x* +26x%+25 d) x°+x*+25x%+25x% +144x +144

x*—x®+9x%—9x = x(x3 -x2 +9x79) , por tanto una raizes x =0 vy las otras tres son las raices del polinomio
x®—x%+9x-9.

Al'ser x* - x*+9x-9 un polinomio con coeficientes reales, para cada raiz su conjugada también sera raiz, por
tanto, una de las tres raices es un ndmero real. Probando los divisores del término independiente obtenemos
como raiz x=1y x*-x*+9x-9=(x-1)(x2+9), por lo que las otras dos raices se obtienen resolviendo

x>+9=0= x=3i, x=-3i.

Resolvemos x* +26x? + 25 =0 haciendo el cambio z = x?:

2 4262+25-0= 7= —26+576 _ —26+24 :{Zz—']

2 2 z=-25"
Deshaciendo el cambio obtenemos las cuatro raices x =i, x=—i ,x=5i yx=-5i.

Al ser x®+5x*+7x%+35x2+12x+60 un polinomio con coeficientes reales, para cada raiz su conjugada
también sera raiz, por tanto, una de las cinco raices es un nimero real. Probando los divisores del término

independiente obtenemos como raiz x=-5 y x°+5x* +7x%+35x2 +12x +60 = (x+5)(x* + 7x%> +12), por lo

que las otras cuatro raices se obtienen resolviendo x* +7x2+12=0.

—7+1 {z=73

Haciendo el cambio z = x? tenemos z2+7z+12=0=z = > = 4
Z = —

Deshaciendo el cambio obtenemos las cuatro raices restantes: x = x/gi , X = 7\/5/ X=2i yx=-2i.

Al ser x° +x*+25x® +25x? +144x +144 un polinomio con coeficientes reales, para cada raiz su conjugada
también sera raiz, por tanto, una de las cinco raices es un numero real. Probando los divisores del término

independiente obtenemos como raiz x = -1y x° +x* + 25x® + 25x? +144x +144 = 0 = (x + 1)(x* + 25x% +144) ,

por lo que las otras cuatro raices se obtienen resolviendo x* +25x? +144 =0 .

Haciendo el cambio z = x? tenemos z°> +25z+144=0=z= _251; 49 _ _25; . {Z - _?6 )
Z=—

Deshaciendo el cambio obtenemos las cuatro raices restantes: x=3i, x=-3i ,x=4i yx=-4i.

Resuelve en C la ecuacion z? — 2«/52 +4=0.

Si representamos por z, la solucion en las que la parte imaginaria es positiva y por z, la otra solucion, escribe

2
4
enformapolar z,, z, y | — | .
z
2

22-22z+4=0=z=

2248 22+2\2i [z=+2+2i
2 - 2 ez V2

2 2
5. 5 5 [o: z 2,450
b) z,=V2+~N2i=245, 2, =N2-V2i =235 Yy [Z1J :{ y J = (1z700)" = (Ta0e)” = hraoe
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77.

78.

79.

a) Escribe en forma polar las soluciones de la ecuacion: z2-2z+2=0.

b) Deduce del aparatado anterior las soluciones de la ecuacion: (—iz+3i+3)° —2(-iz+3i+3)+2=0.

a) 22-2z+2=0=>z=

244 2421 [z=1+i=2us

2 2 z=1-i =235
b) Por el apartado anterior —iz+3i+3=1+i 0 —iz+3i+3 =1-i, obtenemos, por tanto, dos soluciones:
2+2i 2+4i

—=2-2iy -iz+3i+3=1-i=iz=2+4i=>z=
i i

—iz+3i+3=1+i=iz=2+2i=>z= =4-2j.

Para cada numero complejo z escribimos:
P(z)=z*-32° +§z2 -3z+1
a) Obtén P(1+i).

b) Demuestra que si z, es solucion de la ecuacion P(z)=0, entonces z, #0 y — también es solucion de dicha
Z
0
ecuacion.

c) Obtén las cuatro soluciones de la ecuacion P(z)=0.

a) P(1+i)=(1+i)* -3(1+i) +%(1+/)2 ~3(1+i)+1 =—4—3(—2+2i)+%2i—3(1+i)+1 =0

b) Si P(z,)=0 no puede ser z, =0, yaque P(0)=1.

9 2 3 4
1-8z,+52,° -3z, +2"  p
Ademas, si P(z,)=0 tenemos P i =L4fi3+izfi+1: 2 Z = (Zf) =0.
zy ) zy zy0 2z %, z, Z,
. . . 1 1 1. . .
c) Segun los apartados anteriores z,=1+/ y z, =——=———/ son soluciones, ademas, como se trata de una

1+i 2 2
ecuacioén polinomica con coeficientes reales, el conjugado de cualquier solucion también sera solucion, por lo

. . 1 1.
que las dos raices restantes son z; =1-i y z, :E+§I .

Sea z un numero complejo.

a) Desarrolla el producto: (z2 —6z+13)(z* +4z+13)

b) Resuelve en C: z*-27°+27° -26z+169=0

c) Si representamos por z, la solucién en la que las partes real e imaginaria son positivas, demuestra que las

otras soluciones de dicha ecuacion son: z;, zj y -z

a) (22-6z+13)(22+4z+13)=2*+42° +132° -62° —-247° -782+132% + 522 +169 = z* —27° + 222 262+ 169

b) z*-27°+22°-262+169=0= (2> -62+13)(z +4z+13)=0=2*-62+13=0 0 zZ*+4z+13=0.

De z?>-6z+13=0 obtenemos dos soluciones z =

6+v-16 6+4i _{Z:3+2i
5 = =

2 z=3-2i
- - - j =-2+3i
De z2+4z+13 =0 obtenemos las otras dos soluciones z = 412 36 = 4;:6, :{Z 2+3I.
z=-2-3j

c) z,=3+2i,portanto, z,=3-2i, zi=-2+3i y -zj=-2-3i .
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80.

81.

82.

a)

b)

a)

b)

Resuelve la ecuacion z? +z+1=0 y deduce las soluciones de la ecuacion z° -1=0.

V3

Si designamos por w al niumero complejo ,%+7/ ,

i) Calcula w?, w®y w2,

ii) Calcula S =1+w+w? +...+ w2,

zf_l_,_ﬁj

2izi1-0m 7= 2 _3:_1i\/§': 2 2

2 2 1 3.

Z=————1i

2 2
z3—1:o:>(z—1)(z2+z+1):o:>z:1,zz+z+1:o:z:1,z:—%+§i,z:—%—gi

i) Observemos que w = —%+§i es una de las soluciones de z2+z+1=0 y z2-1=0, por tanto,

2 1 V3.

we=-w-1=———-——i, w
2 2

:1yW2000:W _ _

19982 _ (W3)666 w? 2 1 3. .

ii) Observemos que la suma 1+w +w? =0 se repite 667 veces en los 2001 sumandos de S, por tanto,

S=667(1+w+w?)=0.

Considera la ecuacién z2—4z+a=0 donde a es un numero complejo. Determina el valor de a para que el

nimero complejo 2+i sea solucion de dicha ecuacién y, sin hacer ningun calculo mas, escribe la otra
solucién de dicha ecuacion.

Si 2+i es solucion de la ecuacion, tenemos (2+i)? -4(2+i)+a=0=3+4i-8-4i+a=0=a=>5.

Como los coeficientes de la ecuacion son reales, si 2+ es una solucién, su conjugado, 2—/ es la otra solucion.

Para cada nimero complejo z: P(z) = z* -10z> + 3822 - 90z + 261

a)
b)
c)

d)

a)

b)

c)

d)

Si b es un numero real, escribe en funcién de b las partes real e imaginaria de P(ib) .

Deduce que la ecuacion P(z) =0 admite como soluciones dos niumeros que son imaginarios puros.

Encuentra los nimeros reales o y B para los que: P(z)=(z° +9)(z* + 0z +P).

Resuelve la ecuacion P(z)=0.

P(ib) = b* +10b% — 38b° —90bi + 261 = (b* —38b” + 261) + (106° —90b) i , por tanto, Re[P(ib)] = b* —38b + 261
e Im[P(ib)] =10b° -90b .

Si b=3 o b=-3 tenemos Re[P(ib)] =Im[P(ib)]=0, portanto z=3j y z=-3i son soluciones de P(z)=0.
(22 +9)(2* +az+PB)=2* +az’ +(B+9)2° +90z+ 9P = o =10, f =29

P(z)=0= (22 +9)(z2* -102+29)=0=2>+9=0 0 z2-10z+29=0.De 7’ +9 =0 obtenemos las soluciones

ya encontradas en b), z=3/i y z=-3i, de z2-10z+29=0 encontramos las dos soluciones restantes,
z=5+2i yz=5-2i.
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CUESTIONES

83.

84.

85.

86.

87.

88.

89.

Si z es un niimero complejo tal que [1+iz|=[1-iz|, ¢(puedes asegurar que z es un numero real?

Si z=a+bi tenemos [1+iZ=[1-iz = J(A-yP +x* =J(A+y)? +x* = (1-yP? =(1+y) =2y =2y = y =0, por

lo que, efectivamente, z es un nimero real.

Justificaquesi z=0 y z+1=1,entonces Rez=%.
z

1 ¥3. 1 43

. . 1
z+l:1:22+1:z:>22—z+1=0:>z=—+—1, z=——-—"j, en cualquier caso, Rez=—.
z 2 2 2 2 2

Si z es real, ¢es cierto que |z|=z ?

No, soélo es cierto si z> 0.

Para cualquier complejo z, ¢ se verifica que Re(z%) =4Rez ?

No, por ejemplo, si z=i tenemos Re(z*)=1y 4Rez=0.

Si z—z es un numero real, ¢ qué puedes decir de z?

Recordemos que z-2z =2ilmz, por tanto, si es un niumero real debe ser Imz =0, es decir, zes real.

Un polinomio de grado 3, ¢ puede tener las tres raices imaginarias puras?

Si, por ejemplo, el polinomio P(z)=(z-i)z+i)z-2i)=2z*-2iz2+z-2i. La respuesta seria negativa si
quisiéramos que ademas los coeficientes fueran reales, ya que entonces una de las raices deberia ser real.

Observa la figura y razona si los afijos correspondientes a los vértices del pentagono pueden corresponder

a las raices quintas de un nimero real.

B "'¥—~ e,
/ _Y\
', / 4 \ \\
i ! \
\/ 0 1 X
AV 7D
\é‘ o
. . , . . 0°+360°k
Las raices quintas de un numero real positivo tienen como argumento Tz 72°k (k=0,1,2,3,4) y las
(o] o
raices quintas de un numero real negativo tienen como argumento w =36°+72°k (k=0,1,2,3,4). En

ninguno de los casos se corresponden con los argumentos de los vértices del pentagono de la figura, por tanto,

estos no pueden ser las raices quintas de un ndmero real.
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90. (Es cierto que si z* =1, entonces z=10 z=-1?

Si z* =1, z es una de las raices cuartas de 1, pero no necesariamente z=1 o z=-1, también podria ser z=i o
z=-i.

91. Justifica que si w =2iz, entonces

ﬂ‘ =2y Arg[ﬂ) -90°.
V4 V4

= =2i , por tanto,

w_2z_
z 2

‘ |21|_2yArg( j Arg(2i)=90°.

92. Si ‘ ‘ 2y Arg[ ) 90°, ¢es necesario que w =2z ?
z

Si es necesario, ya que si

K‘ =2y Arg[ﬂj =90° entonces w_ 2900 = 2i , es decir, w = 2iz.
z z z

93. ¢Es cierto que si n es un entero positivo, el complejo z es un numero real?

_ (1+i)" -(1-i)"
- 2
No, de hecho, z es siempre imaginario puro, ya que (1+i)'7 y (1—i)" son conjugados, por lo tanto,

, (1+’)n;(1")n _ znm[(;”) Lilm[(m)"]

PROBLEMAS

94. Sean a, b, ¢, d nimeros reales. Si z,=a+bi y z,=c+di:
a) Calcula el médulo z,z, de dos formas diferentes y demuestra que (ac —bd)’ +(ad + be)® = (a* +b°)(c® +d?) .

b) Demuestra que 34 - 122 puede escribirse como la suma de dos cuadrados de numeros enteros.

a) |z.z)|=|z||z,| =Va® + b*Vc? +d?

2z, =(ac—bd)+(ad + bc)i = |z,z,| = \/(ac —bd)? +(ad + bc)?

Por tanto, \/(ac—bd) (ad +bc)® =va® +b? Ve +d* = (ac—bd)’ +(ad + be)” = (a® +b)(c? + d°)

b) 34:122=(57+8)(1 +1) =(5-11-3-1)° +(5-1+3-11)* = 52 + 38
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95. a)

b)
c)

a)

b)

c)

Demuestra que el polinomio P(z)=2z* +32%+34/3z+9 admite una raiz de la forma o(1+i) siendo o un
ndmero real. Determina el valor de o .

Demuestra que: P(z)=2(z-a(1+ i))(z—a(1—i))(22 —\/§Z+3) .
Escribe en forma polar todas las raices de P(z).

Plo(1+)] = 2[o(1+)]' + 3[a(1+ )] +3V3 [a(1+1)] +9 = (8o + 3V3a + 9] + (60 +3v3at )i

La parte imaginaria se anula si a=0 0 a= 0 en el primer caso la parte real no se anula, pero si en el

4
segundo, ya que —8[—@] +3\/§[—§]+9 = —%—%4—9 =0= —g(wi) esunaraizde P(z) y o= —g.

Al ser los coeficientes de P(z) numeros reales, también o(1-/) es raiz de P(z), con lo que se tendra

P(z):2(z—a(1+i))(z—a(1—i))(22+bz+c). Para calcular b y ¢, en vez de multiplicar e identificar
coeficientes, es mejor dividir P(z) entre 2(z—a(1+i))(z—a(1—i)):222+2«/§z+3 para obtener que

22 +bz+c =22 -+/3z+3, lo que demuestra b).

Las rai V3, . 3 V3. (Ve V3. . A3 V3. (Ve
as raices de P(z) son z=—-——+i)=——-——i=| — , Z = y
2 2 2 2 oso 2 2 2 1250

\/§+3i*\/§
BV Brai | tp =V
2 2 V3 3.
2

72 -3z+3=0=2z=

96. En cada uno de los casos siguientes, halla el conjunto de afijos de los z que verifican las condiciones

dadas:
a) |z-2|=3 d) |z+4i+iz|=1 g) |z—3i|:|2+1|
b) |z-1=|z+2i| e) |z+i|=1 h) |z-1+i]=2
c) |E+I'|:\/§ f) |7=]2+7 i) |E—1+i|:2
a) Puntos cuya distancia al punto (2, 0) es 3, es decir, la circunferencia de centro (2, 0) y radio 3.
b) Puntos que equidistan de (1, 0) y de (0, —2), es decir, la mediatriz del segmento de extremos (1, 0) y (0, —-2).
c) |E+i| =|z+i|= |z—i| , luego la condicién dada equivale a |zfi| =2 , que representa la circunferencia de
centro (0, 1) y radio V2.
d) |z+4i+iz|=|z(1+i)+4i|=|(1 +i)(z+%]‘ =[1+il|z+2+2i| = x/§|z+ 2+2i|, luego la condicién dada equivale a
+i
|z+ 2+ 2i| = i = ﬁ que representa la circunferencia de centro (-2, —2) y radio ﬁ .
2 2 2
e) Circunferencia de centro (0, —1) y radio 1.
f) Mediatriz del segmento de extremos (0, 0) y (-2, 0).
g) |E+1| =|z+1), luego la condicion dada equivale a |z-3i| =|z+1, que representa la mediatriz del segmento de
extremos (0, 3) y (-1, 0).
h) Circunferencia de centro (1, —1) y radio 2.
i) |E—1+i| =lz-1+i|= |z—1—i| , luego la condicién dada equivale a |z—1—i| =2, que representa la circunferencia

de centro (1, 1) y radio 2.
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97.

98.

. . . I . z+1
Para todo niumero complejo z #1, se considera el siguiente complejo w = 7.1
z —

Demuestra que |z|=1< w es imaginario puro.

(@+1)+bi _[(@a+1)+bil[(a—1)-bi] (a®+b*-1)—2bi
(a-10+bi [(@-N+bil[(@a-1)-bi]  (a-12+b?

Pongamos z=a+bi, entonces w =

Si|g=1=a’+b*=1=a’+b*-1=0=>w = *(,]Z)—szi es imaginario puro.
a-1°+
a’+b? -1 2 2 2 2
Reciprocamente, si w es imaginario puro, tenemos (1)—2b2 =0 a" +b"-1=0=a"+b" =1 |z| =1.
a-1)°+

. . . . . . z+1 . .
Para cada numero complejo z #2i consideramos el numero complejo w =—2_. Determina el conjunto
z-2i

de los afijos de los z tales que:

a) wesimaginario puro. b) wesunnimeroreal. c¢) Argw =% d) Argw =%

(x+O+yi  [(x+D+yil[x=(y-2)i] (P +y?+x-2y)+(2x—y +2)i
x+(y-2)i [x+(y-2)i][x-(y-2)i] x2+(y —2)? '

Pongamos z = x+yi, entonces w =

a) Si wes imaginario puro tenemos x? + y? + x—2y =0, ecuacion de la circunferencia de centro (—% 1} y radio

J5

2

b) Si w es un nuimero real tenemos 2x -y +2 =0, ecuacién de la recta que pasa por los puntos (0, 2) y (-1, 0).

c) Si Argw :g, w es imaginario puro y su parte real es positiva, es decir, los afijos buscados /
son los puntos (x, y) de la circunferencia hallada en a) que ademas cumplen 2x—-y+2>0, / 1

es decir, forman el arco de circunferencia representados en la figura. /

d) Si Argw =%, la parte real e imaginaria de w coinciden y son positivas, es decir, los z
1
afijos buscados son los puntos (x, y) que cumplen x>+ y?+x-2y=2x—-y+2= 4
=x2+y?-x-y-2=0 vy, ademas, 2x-y+2>0, es decir, forman el arco de ~ X o ] X
circunferencia representados en la figura, de centro C(% %) yradio r = \/g
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99. *Expresa en forma polar los afijos que estan en las zonas coloreadas (excluidas las fronteras).

a) | Y o Y
1 /
™~ A
\ Jd/
\
0 1 X
0 X
b) Y d) Y|
1 ™N ™
b Xy 1 "
(Gl 1 (1]1) 1 //k
1 X i
0 143 | X
a) r, con 0<r<1y 0°<a <90° C) fgo CON r>0
b) 1450, 350 Y 1, cON 2<r <3y 45°< 0 <135° d) ry. conr>2

100.Al plantearle a un estudiante que resolviera la ecuacién (1+i)z—(3+2i)2 =1+5i, el estudiante respondié
asi:
“Si z=a+bi, ;=a—bi, por lo que:

(1+i)z=(3+2i)(a-bi)+1+5i

de donde z= Sa-b+6 + 4_""_Sbi, con lo que, dando a a y b cualesquiera valores reales, obtenemos

2 2
infinitos complejos z soluciones de dicha ecuacién”.

a) ¢Qué puedes decir sobre la respuesta del estudiante?

b) Prosigue sus calculos y halla la respuesta correcta.

5a—b+6+4—a—5b
2 2
5a-b+6 4-a-5b
=ay ) =

i debe ser precisamente z =a+bi, por lo que no

a) Larespuesta es incorrecta, ya que z =

b.

vale cualquier par (a, b) sino aquellos que verifiquen

b) Continuando el razonamiento anterior:

5a—b+6_a a——E
2 a 3a-b=-6 1 19 19,
= = Z=——t—i
4_6_5b7b a+7b=4 bfﬁ 11 11
2 11

PARA PROFUNDIZAR

101. Si el afijo de z= x + iy esta alineado con los afijos de iy de iz, ¢qué relacion existe entre x e y?
z=x+Iy = iz=-y+ix y nos piden la relacion entre x e y sabiendo que los puntos A(x, y), B (0, 1) y C (-y, x)
estan alineados.

De este modo, — = 1=y = x*+y?-x-y =0, es decir, (x, y) son las coordenadas de un punto de la
—y-X X-y

. . 1 1 2
circunferencia de centro E E y radio -
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102.

103.

104.

105.

Si z y w son dos nimeros complejos cualesquiera, demuestra que |z+w|2+|z—w|2=2(|z|2+|w|2) e

interpreta geométricamente el resultado.

|z +w]? =(z+w)(z+w) :(z+w)(z+w)= zz+zw +wz+ww = |2 + 2w+ wz + ||’

|z—w|2 = (z—w)(z—w) = (z—w)(g—w) —ZZ-ZW-WZrww = |z|2 —ZW—W2+|W|2
Sumando se obtiene |z+w|2 +|z—w|2 = 2(|z|2 +|W|2)

Como |z—w| representa la distancia entre los afijos de zy wy |z+ W| representa la distancia entre los afijos de zy

2 2 .
-w, |z+ W| +|z—W| representa la suma de los cuadrados de las diagonales del paralelogramo cuyos lados son |Z]|

y |w|. Asi pues, en cualquier paralelogramo la suma de los cuadrados de las diagonales es igual a la suma de los
cuadrados de los cuatro lados.

m
Encuentra los menores enteros positivos m y n que verifican que (1+ l\/g) = (1— i)" .
. . m . . n
1+I\/§:26oo:>(1+’\/§) :(2’”) y1—1:x/§315a:(1—1)": V2
60°m 315
. o n
Para que ambos numeros sean iguales debe verificarse que 27 =\2" = n=2m y que 315°n-60°m sea
multiplo de 360°, es decir, 630°m-60°m =570°m debe ser multiplo de 360°, el menor entero para el que esto
sucede es m=12 vy, por tanto, n=24.
. | . . (z,+2;) |
Si z, y z, son dos numeros complejos de médulo 1, demuestra que ~——— es un numero real no
z,z,
negativo.
2 2 2
Z,+z z°+2,°+2zz z, Z z, z . .
Como (z1+2) = "= 172 -2 122 12, basta demostrar que —-+=2 es un ndmero real mayor o igual
2Zy 212y Z; 4 Z; 4
que —2.
z z . L i
Para ello observemos que —- y =2 son dos nimeros complejos inversos y de modulo 1, por lo que deben ser
2 Z
. Z, z, — .7 Z .
conjugados, pongamos —=w y —==w, asi —+—%==2Rew es un numero real.
z, z, z, z
. i z, z,
Por otra parte, como w tiene modulo 1, tenemos Rew > -1, por lo que —+—=%==2Rew >-2.
Z
Demuestra que para cualquier entero positivo n se verifican estas dos igualdades:

[0](2][4)27 [1)[3)(5]27

n n
Sea el niumero complejo z=1+i = \/E% . Porunlado, z" = (‘E%) = (\/E”jm =22 (cos%ﬂsen%] .

4

Por otra parte, desarrollando por el binomio de Newton:

R A S RN R s

Igualando las partes reales e imaginarias de ambas expresiones obtenemos las igualdades deseadas:

[gJ_[;’HZj__..:zZCOS% Uj—(gj+(gj—_,_:223en%
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106.

107.

108.

Si z no es 1y verifica la ecuaciéon z° =1, calcula (1—z+zz)(1+z—zz).

Como Zz°-1=(z-1)(Z?+z+1), si z°=1 y z=#1 tendemos z?’+z+1=0, por tanto, 1-z+z°=-2z y

1+z-27%> =-27%, conlo que (1—z+zz)(1+z—zz):4z3 =4.

Calcula la parte imaginaria del complejo:

z = (cos12°+isen12°+cos 48°+i sen48°)°

. . . 6
Queremos calcular la parte imaginaria de z = (1,50 + 145.)” , para ello, observemos que

o
48°-12°=36°, por lo que el argumento de 1,5, +1,5. €8 12°+% =30° (ver figura).

6 6
Por tanto, 1y + 1450 =300 Y Z=(F300) = (r )1800 ,conloque Imz=0.

Sea z, =cos72°+isen72°.

a) Comprueba que z, es raiz del polinomio P(z) = z°-1.

2
(zo +i] +[z0 +ij—1 =0
Z Z

c) Comprueba que z, + 1 _2c0s72° y demuestra que cos72°= _\/54_1 :
Z

b) Prueba la relacion:

d) Construye un pentagono regular utilizando solamente el compas y una regla no graduada, basandote en los
resultados de los apartados anteriores.

a) Z, =CcoS72°+isen72%="1, = P(2y) = Z,° 1= 13500 ~1=1-1=0
b) Como P(z)=2°-1=(z-1)(z2*+Z2+Z?+z+1) y z, #1, tenemos z,* + 2, + 2> + 2, +1=0.

Como z, #0 podemos dividir por 202 para obtener:

2
202+ZO+1+i+i—0éZoz+%+20+i+1—03[20+i] +[zo+ij—1—0
z p2 z

2
o % 2 0 0 2

c¢) Como |z,|=1 tenemos A =z, y, por tanto, z, AL (cos72°+isen72°)+(cos72°—isen72°) = 2cos72°.
2o %

De este modo, segun el apartado anterior, 2cos72° es la solucidon positiva de la ecuacion z22+7z-1=0, es

145 J5 -1
Y

decir, 2cos72°= 2 , de donde cos72°=

J5 -1
4

d) Una vez que tenemos que cos72°= y, dado que el angulo central en un pentagono regular es o =72°,

tomando como un vértice del pentagono regular el punto A(1, 0), la construccién de un vértice adyacente es
inmediata sin mas que construir con el compas J5 =22 + 12 y posteriormente V5 -1 sobre el eje X.

Dividiendo este ultimo segmento en cuatro partes iguales, levantamos una perpendicular por la primera division
y el punto donde corte a la circunferencia centrada en el origen y radio 1 es el vértice buscado.
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ENTORNO MATEMATICO

Peleas matematicas

Hoy en clase, Ivan y Sara han tenido una fuerte discusion porque ambos decian haber resuelto antes un dificil
problema de geometria. El profesor ve que su alta competitividad puede eclipsar su talento para las
matematicas y, a pesar de que a ellos no les hace ninguna gracia, les propone un ejercicio:

Estamos trabajando con nimeros que son una herramienta fundamental en multitud de campos cientificos y
técnicos. En sus inicios, produjeron una amarga pelea entre dos grandes matematicos del renacimiento
italiano: Cardano y Tartaglia que, a pesar de su ingenio, no supieron reconocer en el otro a un matematico
equiparable a ellos. Quiero que reflexionéis sobre esto y que trabajéis sobre el siguiente problema:

Un buen ejemplo de la utilidad de estos numeros, que llamamos imaginarios, es la resoluciéon de la ecuacion
cubica x° + px =g que Tartaglia enuncié asi:

3
“Para resolver la ecuacion x®+ px =q, halla dos nimeros cuya resta sea q y cuyo producto sea [g) . La
solucioén sera la diferencia de las raices cubicas de ambos.”
En efecto, dados dos numeros cualesquiera vy v, tenemos que:
P -vi=(u-v) +3(u-v)?v+3(u-v)v?
Extrayendo factor comun y operando resulta:

v =(u-v) +3(u-v)v[(u-v)+v]=(u-v)’ +3(u-v)uv

yllamando x=u-v, sellega a x*+3uvx = u® —v?, que se parece mucho a nuestra ecuacion. Basta elegir uy v
3uv=p

con la condicion: { 3 3 . De esta manera, x =u—-v sera la soluciéon buscada.
u-vi=q

Vuestra tarea es revisar el método de Tartaglia, aplicarlo a la resolucion de la ecuacion x° —15x = 4, identificar
esos humeros imaginarios y explicar a vuestros comparieros como lo habéis manejado.

¢Eres capaz de resolver el problema que han planteado a lvan y Sara?

. . 3uv =-15 uv=-5 . . . 5
Se quiere resolver el sistema s 3 =935 5 , para ello, se despeja en la primera ecuacion v =—— y se
u’-v° =4 u’—-v° =4 U
’ 125
sustituye en la segunda para obtener u® —(——j =4=0° t—=4.
u u

125 . .
Llamando z =u® tenemos z+——=4 = z>-4z+125=0 y es al resolver esta ecuacion cuando aparecen los nlimeros
z
complejos, ya que las soluciones son z=2+11i y z=2-11i .

Tomando, por ejemplo, z=2+11i (si se tomara z=2-11i el resultado final seria el mismo), se tiene u® =2+11i, con

, i , . 5
lo que se pueden calcular las tres raices cubicas de 2+11/, u,, u, y u,, calcular los correspondientes v, =—-—,
u
1
5 5 . .
v, = . y V= L y encontrar asi las tres soluciones x; =u,;—V,, X, =U, =V, ¥ X3 =Us—V3.
2 3

3
Para simplificar los célculos basta observar que |2+11i| =+/125 =52, por lo que las raices cubicas de 2+11i tienen
a 5 5u - -
modulo 52 =+/5 . Asi, si u es una de estas raices cubicas, tendremos v =——= _W =—U Yy Uu-v=u+u=2Re(u).
u u

Esto prueba, en particular, que las tres soluciones de x® -15x = 4 van a ser reales.
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Solo se necesita encontrar una raiz cibica u, de 2+11/, ya que entonces se tendrd u, = u; -1, =[—%+£i]u1 y

2
1 43,
Us = Uy - Tpyq0 = —5—71 uy.

Se calcula por tanto una raiz cubica u, de 2+11i, para ello sea o = Arg(2+11i) el &ngulo del primer cuadrante tal que

tga =g (o =79,695°), entonces u, :\/E% :\/5(008%4-/86[’1%] =2+1].

Estos calculos, que son los que hay que realizar con mas cuidado si se desea obtener la respuesta correcta, se pueden
evitar si se tiene en cuenta que z=2+i es wuna raiz cubica de 2+11, ya que

(2+i) =2°+3:2%+3:22./%+/° =2 +11i .

Las soluciones de x®-15x = 4 son, por tanto: x,=2Reu, =2Re(2+i)=4

X, = 2Re =2Re{[—%+gi](2+i)}—2—ﬁ y X; =2Reu, :ZR{[—%—giJ(ZH)} =-2+43.

El conjunto mas bello de las matematicas

Ana esta preocupada, tiene que estudiar para el examen de matematicas y debe hacer una composicion para la
asignatura de dibujo, pero no sabe si le va a dar tiempo. De camino al instituto se lo comenta a su compafiero
Javier, un “friki" de los ordenadores. Sorprendentemente, Javier se echa a reir y le dice “no te preocupes,
puedes hacer las dos cosas a la vez”. Ana cree que se esta riendo de ella y esta a punto de dejarle con la
palabra en la boca, pero Javier comenta: “Lo digo en serio, se pueden conseguir graficos espectaculares
utilizando los numeros complejos que tienes que estudiar para mates”. Y comienza a explicarle como hacerlo:

z,=z

A partir de un numero complejo z debes hacer dos sucesiones: { , ¥ la que forman sus moédulos

zn+1 = zn2 +z
FARFARFA IS

Para un numero inicial z, puede ocurrir que la sucesion de médulos esté acotada o no lo esté. En el primer caso
z pertenece al llamado conjunto de Mandelbrot y su afijo correspondiente se colorea de negro. En el segundo
caso, z no pertenece a dicho conjunto y el punto no se colorea.

Por ejemplo, para z = 1 la sucesion de los médulos es 1, 2, 5, 26, 677,... que no es acotada y, por tanto, el punto
(1, 0) es blanco. Sin embargo, si se toma z = -1, la sucesiéon de médulos es 1,0, 1, 0, 1,... que si es acotada y el
afijo de z, (-1, 0), es negro. Repitiendo este proceso para un nimero suficiente de puntos iniciales llegarias a la
figura de la derecha.

Si quieres dibujos con distintas tonalidades, como el de la izquierda, puedes dar una coloracién distinta segun
la velocidad a la que crecen los médulos de los términos de la sucesion. En la figura, los valores de z para los
que la sucesion crece mas rapido son de un rojo mas intenso que aquellos que llevan a un crecimiento mas
lento.

Ana decide hacer un grafico con el conjunto de Mandelbrot. Ayudala hallando los tres primeros términos de la
sucesion para z=1+2i, z=3i y z=-1-2i y decide cual de ellos tendra un rojo mas oscuro en la
representacion.

Si z=1+2i obtenemos |z|=[1+2i|=5, |z,|=|-2+6i| =40 y |z;| =|-31-22i| = 1445
Si z=3i obtenemos |z,| =|31 =9, |z,| =|-9+ 31| = /90 y |z,| = [72 - 51i| = 7785

Si z=-1-2i obtenemos |z|=|-1-2i|=/5, |z,| =|-4+2i| =20 y |z;| = [11-18i| = /445

Ninguna de las tres sucesiones esta acotada, la que crece mas rapido y se representara con un rojo mas intenso es la
correspondiente a z=3i, la que crece mas despacio y se representard con un rojo menos intenso es la
correspondiente a z=-1-2j .
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AUTOEVALUACION

Comprueba qué has aprendido

1. Escribe en forma binoémica el complejo z = 14_2'_ .

+2i
44— (4-N(1-2i) 2-9i —3-3/'
1+2i (1+2i)(1-2i) 5 5 5
. —1+i
2. Calcula el médulo y el argumentode z=—F+—.
~33 +3i
i =245 y -3\3+3i= 6,500 , por tanto, z = & = [%J = [ﬁj , es decir, el modulo de z es % y
150° -15° 345°

su argumento es 345°.

3. Si z=x+iy, calcula en términos de x e y el conjugado de: w = :—_z .
+i

W 1—x—.iy _ (1—x—'iy)(1.—i) _ (1-x-y)-(1-x+y) _ 1—x—y_1—x+yl.:w= 1—x—y+1—x+yl.
1+i (1+i)(1-1) 2 2 2 2 2

4. Determina el conjunto M de los afijos de los z = x + iy tales que w =iz2—(1+i)z+1 es un nimero real.

Tenemos w = i(x+iy)? —(1+i)(x +iy)+1=(-2xy —x+y +1)+(x*> —y? —x - y)i , por tanto, w sera un nimero real si

x2—y?—x-y=0=(x+y)(x-y—-1)=0, es decir, el conjunto M esta formado por los puntos de las rectas

x+y=0y x-y-1=0.

V6 -i2

5. Siz-= — y z, =1-i, escribe en forma trigonométrica z,, z, y LN
Z

—J = £(003330°+i sen330°), z, = (‘/5)3150 = V2 (cos315°+isen315°) y ? = %(cos15°+i sen15°).
330° 2

6. Escribe, en forma polar, las raices cubicas de i.

i =1400 , por tanto, las raices cubicas de son z, =130, Z, = li500 ¥ Z5 = Ty700 -

7. Describe el conjunto de los nimeros complejos z tales que |z—i|= V0.

Es una circunferencia de centro (0, 1) y radio J10 .
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8.

10.

Desarrolla el producto (z2 +2z-3)(z2 +2z+5) y resuelve la ecuacion z* +4z° +6z2 +4z=15.

(22 +2z-3)(2*+22+5)=z* +42° + 62> + 4z-15, por tanto, las soluciones de z*+4z°+6z°+4z=15 son las

soluciones de z° +2z-3=0 y 72+27+5=0,esdecir, z=1, z=-3, z=-1+2i y z=-1-2i.

Si un vértice de un triangulo equilatero inscrito en una circunferencia centrada en el origen es el punto

A(6, %), calcula los otros dos.

Los otros dos vértices se obtienen girando A respecto del origen 120° y 240° es decir, son los afijos de los

V3. 1 3

complejos que se obtienen al multiplicar 6+£i por 1gpo = —%+7/ Y POr 1,00 = _E_TI . Asi:

[e+1,~](_%+£] [3_i] (55-1)i= [3_i 3f__]

S R

Si g(z)=22z?-12z+26, ¢puedes afirmar que para todo zeC se verifica que g(z) es siempre positivo
como ocurre con p(x) = 2x2-12x +26 si x es cualquier nimero real?

No, ya que q(z) puede tomar valores complejos, por ejemplo, q(i)=2i*>-12i+26=24-12i, y para estos
numeros no tiene sentido hablar de si son positivos o negativos.

Relaciona y contesta

Elige la unica respuesta correcta en cada caso

1.

El producto de los nimeros complejos cuyos afijos son los puntos A y C del dibujo es el complejo de afijo:

i 77T Y "\‘F
l’r' o~ \R/ ‘\\\
~N.Ds N P
4 2 A
\\ 0 ’11 ’l
\\ < v /
A E B. B C. F D. D

Como Ay C tienen mddulo 1, su producto tendra también médulo 1 y el argumento del producto sera la suma de
los argumentos de Ay C, es decir, la respuesta correcta es D.

Si S ={z < C tales que (3+4i)z <R}, los afijos de z constituyen:

A. Un triangulo equilatero C. Unarecta

B. Una circunferencia D. Una parabola

Si z=x+iy tenemos (3+4i)z=(3+4i)(x+iy)=(3x—-4y)+(3y +4x)i, que sera un nimero real si 3y +4x=0, es
decir, la respuesta correcta es C.
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3. Elvalorde (1+i)* -(1-i)® es:

A. 0 B. -1 C. —i D. i

A+ -(1-iy° = (\/§4s°)20 —(\/5315°)20 = (210)

correcta es A.

—( 10) =(21°) —(210) =0, es decir, la respuesta
900° 6300° 180° 180°

Sefala, en cada caso, las respuestas correctas
4. Si z, es una solucién de la ecuacién z? —(1+i) =0, entonces:

A |zf =2 C. (Rez))’ —(Imz)’ =1

B. |z|" =2 D. z, también es solucion de dicha ecuacion.

Como z, es una raiz cuadrada de 1+/ = V2.5- , tenemos que z, = 1‘/54;“ 0z, = 5/5%4300 .

2 . , 45° 45°
En ambos casos, |zo| = \/E es decir, A es falsa y B verdadera. Ademas, al ser cos 2 =—-Cos 2 +180° | y

45° 45° o 2 2 .
sen =sen +180°|, en los dos casos el valor de (Rez,)"—(Imz,)" es el mismo, en concreto

o 2 o 2 o o
(Rezo)z—(lmzo)zz(i‘/icos%J —[%sen‘fj =\/§(cosz475—sen24%J:x/§cos45°:1, por lo que C
también es cierta.

Finalmente, D es falsa, ya que las dos soluciones de la ecuacion, i‘/fg y ‘\‘/Eﬂngoo no son conjugadas.
2

5. Para cada entero positivo n consideremos el nimero complejo z, = (1+i\/§)" —(1—ix/§)”. Entonces, para
cualquier valor de n podemos asegurar que:

A. Zz, es un nimero real. C. z,=2"

B. z, es un numero imaginario puro. D. z,=-z,

Como 1+iy/3 y 1-iv/3 son conjugados, también lo son (1+i\/§)” y (1—i\/§)" y, por tanto, z, es un ndmero
imaginario puro, es decir, Ay C son falsas y B verdadera.

Por otro lado, z, = (1+43) ~(1-iV3]" = (1+N§jn —(1—N§jn =(1-i3) ~(1+iV3)" = -z, es decir, D también

es verdadera.
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Elige la relacion correcta entre las dos afirmaciones dadas

6.

Considera la ecuaciéon P(z) =0, donde P(z) es un polinomio de grado tres con coeficientes reales y las

dos afirmaciones siguientes:

1. 2-3i es solucion de dicha ecuacion.
2. -2+3i es solucion de dicha ecuacion.
Entonces:

A. 1= 2 pero 2 =1

B.

Si se verifica 1, entonces 2+ 3/ también sera solucion de la ecuacion y la tercera solucién sera un numero real,

2=1pero1=2

por lo que no se cumple 2.

Analogamente, si se verifica 2, entonces —2 - 3i también sera solucion de la ecuacién y la tercera solucion sera un

numero real, por lo que no se cumple 1.

Es decir, la relacion correcta es D.

Seiiala el dato innecesario para contestar

7.

Sea P(z)=z® + az? + bz + ¢ un polinomio con coeficientes reales. Para determinar los nimeros a, b y ¢ nos

dan los siguientes datos:

1.
2.

L

El dato 2 se deduce del dato 1, por lo que puede eliminarse. En efecto, si z, =2+/ es unaraiz de P(z) tenemos:

P(z1):0:>(2+i)3+a(2+i)2+b(2+i)+c:0:>(2+3a+2b+c)+(11+4a+b)i:O:{

z,=2+i es unaraiz de P(z).

c=5a+20.

Si z,, z, y z, son las raices de P(z) entonces (z1zzz3)2 =100.

Una de las raices es un numero positivo.
Puede eliminarse el dato 1.

Puede eliminarse el dato 2.

C.

1< 2

D. 1y 2 se excluyen entre si.

C. Puede eliminarse el dato 3.

D. Puede eliminarse el dato 4.

2+3a+2b+c=0
11+4a+b=0

Multiplicando la segunda ecuacion por 2 y restandole la primera ecuacion obtenemos ¢ = 5a +20.

Veamos que los datos 1, 3 y 4 permiten calcular a, b y c. En efecto:

Como los coeficientes de P(z) son reales, por el dato 1 las soluciones seran 2+i, 2—i y r real. Del dato 3

deducimos que [(2+i)(2—i)r]2 =100 =25r2=100=r? =4, con lo que, segtn el dato 4, r =2.

Por tanto, P(z)=(z-2-i)(z-2+i)(z-2)=2*-62z*+13z-10, es decir, a=-6, b=13 y ¢=-10.
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