TRIGONOMETRIA. EJERCICIOS RESUELTOS

1. Sabiendo que sena=0,86 calcula las demads razones trigonométricas

directas e inversas

Solucién:

Las razones trigonométricas directas son el seno, el coseno y la tangente, y
las inversas la cosecante, la secante y la cotangente. Vamos a relacionar

todas ellas con el seno, que es el dato que nos dan:

sena = 0,86

El coseno se deduce a partir de la ecuacion fundamental

sen*0+cos’0=1:

sen’0+cos’f=1= cos’0=1—sen’) = cos® =+/1—sen’0

Sustituyendo datos:

cos®=+1—sen’0 = cosf=+1-0,86> = cosezé

La tangente buscada se deduce de la férmula fundamental

seng = tg0. Solo hay que sustituir en ella los valores conocidos:
cos

senb _ tgh = tgh = 0,86 =tgh=1,72

cos b 0,5

La cosecante es la inversa del seno.

coseca =sen ‘o= =1,26

0,86

La secante es la inversa del coseno.

secazcos_lcx:l—:2
s

La cotangente es la inversa de la tangente.

cotga=tg 'a= % =0,58

2. Calcula las relaciones trigonométricas
directas de v y 3 o

Solucién:
30cm

Las razones trigonométricas directas son el

40 em

seno, el coseno y la tangente.

Para el angulo a:

send =4—0:> sena =0,8,
50



cosa :@:cosa =0,6
50

40
tead =—=tea =1,33
Observa que se cumple que sen’d +cos” o =1

Para el angulo :

30
senB=—=senf3=0,6
B = B
cosB=%:>cosB=0,8

30
teB=—=1¢B=0,75
gB 20 gB

Observa que también se cumple que sen’B+cos’ =1, como no podia
ser de otra manera.

3. Halla las razones trigonométricas de los siguientes dngulos:

135°
Solucién:

El angulo 135° esté en el 2° cuadrante. Sera equivalente a un angulo
de 45° para el que sen45 es positivo y cos45 es negativo, tal como se
indica en la figura.

- 560°
Solucién:

Como el angulo es mayor que 360° lo tratamos del siguiente modo:

560 |360

1 Ita - ° 4+ 200°
200 1 J\: vuelta - 360° + 200

El 4&ngulo que tenemos que manejar es -200°. Ello es equivalente a un
angulo de 20° en el segundo cuadrante, en donde sen20 es positivo y
cos20 es negativo



4. Sabiendo que coscx:??) y que o estd en el 4° cuadrante, halla las

demads razones trigonométricas.
Solucién:

Si o estd en el 4° cuadrante entonces cosa es positivo y sena es
negativo.

El sena lo deducimos usando la relacion fundamental de la

trigonometria: sen’a+cos’ a=1

2

2

1-2
4

=1=sena=—

Asi: sen’a+ cos’ o =1 = sen’a +

3] 1

El resto de razones trigonométricas se obtiene de forma inmediata:

1
senac 9 1 1
tgo = ——~£=———; cotga=——=—/3;
5 cosq ﬁ J3 5 tga
2
1 3 1
secq = =—; coseca = =-2

cosae 2 sena
. 1 . o
5. Sabiendo que tga = 7 y que « esta en el 2° cuadrante, halla las
demads razones trigonométricas.
Solucion:

Si o estda en el 2° cuadrante entonces coso es negativo y sena es
positivo.

- Utilizamos la relacion tg’a+1=——— para hallar sena :

sen o

1 1) 1 4 1 3
tgla+1= || +1= == = sena =~
gOL o 5 { 3] 2 seno 5

sen‘ac 3  sen’a



seno

- Hallamos cosa a partir de tgo =

Ve

seno. D __g
—= 5

tga __L
J3

COs

COSQ =

- Las obtencién de las razones trigonométricas inversas es inmediata:

1 2 1 2 1
seca = =—=, coseca = = cotgq:_:_\/g
cosa 3 sena /3 tga
. ) 1 . N
6. Si o estd en el tercer cuadrante y seno = — determina las siguientes

razones trigonométricas:

- sen(180°—«)
Solucidn:

Como o estd en el tercer cuadrante el sena es negativo, como bien
indica el enunciado. Pero, en general, sena =sen(180—«), asi que

sen (180 —a) = —%

- sen(180°+«)
Solucién:
Como o estd en el tercer cuadrante el sena es negativo. Ademas:
sena = —sen (180 —«), asi que sen (180 — ) :%
- cos(180°—«)
Solucién:
Como « esta en el tercer cuadrante cosa es negativo. Ademas:
cosa=—cos(180—a).

Deduzcamos coso:

Usamos la relacion fundamental de la trigonometria:
sen’a +cos’ a =1

2 2 1) 5 1 3
sen‘a+cos"a=1= _E +cos"aa=1= cosa=— 1_Z 1



Entonces, cos(180—a) = %

cos(180°+«)
Solucién:
Se cumple que cosa = —cos(180+ «). Entonces:
—%: —cos(180+a) = Cos(180—|—04):%
tg(180°—a)
Solucién:
1
sen(180°—a) o 2
te (180°—a) = __2_=
B (180"~ ) = 180 )~ 3 3
4
tg (180° +a)
Solucién:
1
sen(180°+a) o 2
tg (1800 4o )= o2 T _ 2 _ 2
8 ) cos(180°+a) 3 3
4

B.2. Demostracion de igualdades trigopnométricas:

2sen a+3
2tg a+3sec o

=CO0S &«

Solucién:

Vamos a tratar de manipular el lado izquierdo de la igualdad, para
n o

. . se
convertirlo en cos . Teniendo en cuenta que tg o=

y que
COS v

seCc & =

, podemos escribir:
cos o

2sena+3  2sen o+3
2tg a+3sec o HSeN A 3
COS . COS &




»  Operamos esa expresion con el fin de simplificarla:

2sen o +3  2sen 0c—|—3_C050<(25 3)  cos o
zsenu+ 3 2sen o+ 3 2seroF 3
cosS L  COS & Ccos

» Como acabamos de ver, la igualdad se cumple.

, _ sen’n
tgra="——"-—
1—sen“«

Vamos a manipular primeramente el miembro de la izquierda, que

llamaremos A:

A=tgloa=——
cos’ o

Manipulamos el miembro de la derecha, que llamaremos B:

2
sen-o . )
En B=————vamosa reescribir el denominador de una forma
1—sen“«
mas conveniente:

Teniendo en cuenta que sen’a+cos’a=1 se deduce que
1—sen’a = cos” o . Entonces:

B sena sen’a

1—sen’a  cos®a

Observamos que A=B, luego la identidad es verdadera.

2sen(a)
1+cotg®(a)

=[cos () +sen(a)]-

tg(a)-cotg (o) -

11
sec(a) cosec(a)
Solucion:

Vamos a manipular primeramente el miembro de la izquierda, que

llamaremos A:



B 2-sen(a) 1 2-sen(a)
A =tg(a)-cotg(a)— 1—|—cotg2(u)_tg(a)‘tg(a)_ . —
t8° (o)
1 2-sen(a) 1 2-sen(a) 1 2-sen(a)
cos” () sen” (o) 4 cos” () 1
T sen’ (a) \/ sen’ (a) sen” ()
=1-2-sen’(«)

Manipulamos el miembro de la derecha, que llamaremos B:

11 ]:
sec(a) cosec(a)

B =|cos(a)+sen(a)]:

=[cos () +sen(a)]-[cos (o) —sen(a)] =
= cos’ (a)—sen’ (o) =1—sen’ (a)—sen’ (o) =1—2-sen” ()
Observamos que A=B, luego la identidad es cierta.

10. = sen’a-cos? o+ cos?

sec2 Q

Solucién:

Manipulamos primeramente el miembro de la izquierda, que
llamaremos A:

A= =cos®

sec2 Q

Manipulamos el miembro de la derecha, que llamaremos B:
B =sen’a-cos? o+ cos o = <sen2cx + cos? a) .cos’ o = cos? a

Observamos que A=B, luego la identidad es cierta.

11. cosec’a—1=2cotg’a+cotg’a

Solucién:

Manipulamos el miembro de la izquierda, que llamaremos A:



A = cosec’a —1=(cosec’a —1)(cosec’a +1)

Recordamos que cosec’a =1+ cotg’a. Entonces:
(cosec’a—1)(cosec’a +1) = (1+cotg’o—1)(1+cotg’a+1)=
= cotg’a(cotg’a+2) = cotg'a+2cotga.

Hemos llegado a obtener el lado B de la expresiéon dada, luego se ha

demostrado que la igualdad es cierta.

12. sen 20¢:2tg—(;
1+tg o

Solucién:

Partiendo del miembro de la izquierda, que llamaremos A, mediante
manipulaciones adecuadas llegaremos al miembro de la derecha:
sen a-Ccos o

sen 2a=2-sen a-cos a=2.——————.cos o =2-tg a-cos’ o =
Cos «
1 1 tg o
=2-tg - =2-tg - =2. =
& 1 & sen’a + cos” o sen’a.  cos’ o
2 2 2 + 2
Cos & COS™ (v cos"a  COS™ o
2-tg
= —gz . Queda asi demostrado.
1+tg

2-sen x+3
" 2-tg x+3-sec x

= COS X

Solucién:

Partiendo del miembro de la izquierda, que llamaremos A, mediante

B.3. Ecuaciones trigonométricas

14. Resuelve: sen x = 7

Solucién:



T

\/gJ:> X =60 :g

x=sen ' [— o
X, =180°—-60°=120°= —

15. Resuelve: cosx =

NA
Solucién:

x, = 45°= 45°. _T

L1 180° 4
V2 X, = 360° —45°= 315°= 315° T _7m
180° 4

16. tgx=L

3

Solucién:

x=30°=30° —— ==
180° 6

1
x=tg '—
\/g x = 30°+180°=210°=

17. Resuelve la ecuacion cos2x =sen x en el intervalo [0, 2]
Solucién:

Hay que recordar que cos2x = cos’ x —sen’x. Asf:

cos2x=sen x = COS2 X— S€1’12X = sen X

Por otro lado, hay que tener en cuenta que cos” x+sen’x = 1. Por
ello:

cos? x—sen’x =sen x = 1—sen’*x —sen’x = sen x =

. 1 y(~1)" —4-2:(=1)
= 2.sen"x+senx—1=0= senx = 2 5 —
sen x =—1
- sen X =—

Finalmente estudiamos cada uno de estos dos casos:



) 37
Si sen x=—1, entonces: x, = >

) 1 iy T
Si sen x =—, entonces: X, =— y Xy =—
2 6

6

18. Resuelve la ecuacion sen 2x-cos x = 6sen’x en el intervalo [0, 27|

Solucién:

Hay que recordar que sen 2x = 2sen x-cos x. Asi:
sen 2x-cos X = 6sen’x = 2-sen X-cos X-cos X = 6sen’x =
= 2.sen x-cos® x = 6sen’x

Por otro lado, hay que tener en cuenta que cos’x+sen’x=1. Por
ello:

2-sen x-(l—senzx) =6-sen’x =
= sen x~<1— senzx) —=3.sen x-sen’x =
sen x=0

= sen x~<4~sen2x—1):0:> , 1 1
sen X:Z:>sen x::I:E

Finalmente estudiamos cada uno de estos tres casos:

Si sen x =0, entonces: x, =0
. 1 T T
Si sen x =—, entonces: X, =— y X, =—
2 6 6

) 1 7T 11=
Si sen x =——, entonces: X, =— y X; =——
2 6 6

19. Resuelve: cos2x —cosb6x = sen5x 4+ sen3x
Solucién:

- Vamos a utilizar las siguientes relaciones:

c:osA—cosB:—2-senA+B-senA;B
senA—senB:Z-senA;_B-cosA;B

= Entonces:



2x +6x 2X —6X
. n 2

5x 4+ 3x 5x —3x
-COS 5

COS2X —Cosbx = —2-sen se

senbx —sen3dx = 2-sen

» Sustituimos lo obtenido en la ecuacién dada y pasamos todo a un
miembro

—2-sen(4x)-sen(—2x)=2-sen(4x)-cos(x)

- Si tenemos en cuenta que sen(—a)=—sen(a) y sacamos factor comun,

entonces:

B 2-sen(4x)=0
2-sen (4x)-[sen (2x) —cos (x)| =0 = {Sen(Zx) —cos(x)=0

- Resolvemos la primera ecuacién de las dos:

4x:0—i—21<71:>x:kE
2-sen(4x)=0= 2

™ ™
dx=m+2kn=>x=—+k—
T 0 1 5

- Resolvemos la segunda ecuacion:
sen(2x)—cos(x)=0= 2-sen(x)cos(x)—cos(x)=0=

= [2-sen(x)—1]cos(x) =0=

X:3+2k’ﬁ
cos(x)=0= s
37
X =—+4 2k~
2
=
1 X:£+2k’n
2-sen(x)—1=0=-sen(x)=== 6
2 57
X:7+2kﬁ

La solucidon es entonces la unidon de todas estas soluciones.

20. Resuelve el siguiente sistema en el intervalo [0, 2]

sen x+seny=1
2x+2y=m

Solucién:



Despejamos x en la segunda ecuacion y llevaremos su valor a la
primera ecuacion:

2x+2y:’n:>x:g—y,por lo que:

sen x+sen y =1=-sen

T ]—i—sen =1
5 y y

Ahora, para poder simplificar esta expresion usamos la férmula del
seno de la diferencia de dos angulos:

T T T .
sen [E - }7] = SQHE' COosy — COSE' seny = cosy, es decir:

T
sen[E—y]-l—sen y=1=cosy+seny =1

Intentamos expresar el coseno en funcién del seno, elevando al
cuadrado los dos miembros de la ecuacion:

(cosy-l—seny)2 =1* = cos’ y +sen’y +2-senycosy =1=
=1+2-senycos y=1=sen ycos y =0

Pero sen ycos y =sen 2y, por lo que sen ycos y=0=-sen 2y =0

Las soluciones para sen 2y =0 estan dadas por: 2y =0y 2y =,

estoes: y, =0; y, = g . Teniendo en cuenta que x= g -V,

entonces:
Iy
=0= x,=—
Yl 1 2
y, === X, =0

21. Calcula las soluciones del siguiente sistema, en el intervalo [0, 2x].

sen x=2-sen 'y

X—yzg

Solucién:



Despejamos x en la segunda ecuacion y llevaremos su valor a la
primera ecuacion:

m 0
x—y:§:>x:§—|—y,porlo que:

sen X = 2-sen y:>sen[§+y]:2-seny

Usamos la formula del seno de la suma de dos dngulos en el
miembro izquierdo de la ecuacion:

Sen[i—f— ]_SenE'COS +COS£'Sen _—3COS +lsen
3 Y 3 %Y 3 Sy T oSy seny

Entonces la formula a resolver es:

?cosy—k%seny: ZSenngcosy:%seny:h/g: tgy

y; =60°=—

3
¥, =180°4+60°= 4?“

Solucién: tg y=+/3 =

22. Calcula las soluciones del siguiente sistema.

4y-sen x-cos x=23
2y-cos 2x=+/3

Solucién:

Dividimos las dos ecuaciones del sistema:

4y-sen x:cos X:3} 4y-sen x-cos x 3 2-sen X-cos X

== -3
2y-cos 2x=+/3 2y-cos 2x J3 cos 2x

Recordamos que 2-sen x-cos x = sen 2x y sustituimos en la
ecuacion:

2.sen X-cos X 3 sen 2x
Ccos 2x \/§ Ccos 2x \/_ & X \/_



Despejamos x:

0 0
2x=—+2kn=x=—+kn
3 6

B.4. Problemas

23. Calcula la altura de un arbol que a una distancia de 10 m se ve bajo un
angulo de 30°.

Soluci6n:

La altura, y, del arbol la deducimos de

¥ larelacién siguiente:

' tg30=%:>y=10ﬂg30:>y=5,77m

A
A

24. Calculaxey:

4+ Solucién:
. . b
Aplicamos la relaciéon tgb=— a los
a
Y dos tridngulos rectangulos,
obteniendo el siguiente sistema de
ecuaciones:
30° 47° | y
40m X tgd7 ==
< > < > X
Operando:
tg30 = —
40 +x

x-tgd7 = X-toed7 =
{ & Y & Y = x-tg47 = (404 x)-tg30 =

(40+x)tg30=y  |(40+x)tg30 =y



=1,07x=23,09+0,58x = 0,49x = 23,09 =

X = 23,09 =x=47,12 m.
0,49

Calculemos finalmente el valor de y:

x-tg47 =y =47,12-1,07 =y =y =>50,42 m

25. Calcula x

Solucién:

30°
\b

60° 100 m Tenemos dos tridngulos.
De cada uno de ellos
obtendremos una
ecuacion trigonométrica.

X y
v Resolvemos el sistema:
te30 = —2— >
& 100 3 100 m o
T=Y L sy 7173,
=57,7=173,2—x=
. 173,2-x=y h
=x=115,5m
tg60=>1Y
100 60
100 m
X+y

26. Calcula el valor de y (las longitudes estan expresadas en m)

12 y Aplicamos el teorema del coseno:

a’=b*+c?-2bl¢[dos A

40 Entonces:

10



y? =10* +12* -2[10 12 [¢os 40 =
y = V100 + 144 - 240tos 40 = 7,76 m

27. Calcula el valor de los lados x e y, aplicando el Teorema del seno:

a _ b _ c

senA senB senC

Solucion:

Sustituimos los valores dados en la
expresion del teorema del seno:

a b C

senA senB senC

X
_ 3.sen40 —1,96m
N 3ser18g0
x=2"%C0 5 64m
sen80

28. Halla la altura de la montafia

w

4000 m

e = m ey

>

Solucién:

Rehacemos el dibujo y de él extraeremos dos ecuaciones, cada una de ellas
perteneciente a un tridngulo rectangulo (el CBB’ y el ACC’



e 1 Triangulo CBB’:

| 4000-h tg45=4000_h
! X

B’ 4000 m
Tridngulo o

tg30 = .

X

Resolvamos éste sistema:

_ 4000 -h _4000-h
tgh=——| 15— —| x=4000-h
= = = 4000-~h=h/3 =

t 30:2 1_h x=hy3
&% 3 x

4000
>h=——+-—m=1464 m

V3+1

29. Halla la altura de las Torres Petronas, x y también las distancias y, z.

C

N

' D 678 m



Solucién:

——
Primeramente vamos a centrarnos en el tridngulo ABC:

C y _ 678
y __z _ 678 _, |send5  sen60 _,
60° sen45 sen75 sen60 z 678
y Z sen75  sen60
y 678
75° o ==
4 Q ﬁ y=>553,6 m
A B N 2
z 678
sen’5 = ﬁ z=756,21 m
2

Ahora nos fijamos en el triangulo ACD:

A x = 553,6-5en60 — [479.43 m

553,6 m

60°






