GEOMETRIA ANALITICA

1. Sean los puntos A (1, 0,-1) y B (2,-1, 3). Calcular la distancia del origen de coordenadas a la recta que pasa por
AyB.

\

A(1,0,-1) B(2,13)

Calculemos la recta que pasa por Ay B. El vector AB es (1,-1,4) y por tanto la recta citada es:

P(1,0,-1) _ x—=1 y-=0 z+1_ x+y-1=0

r

u=(1,-14) = 1 -1 4 T 4y+z+1=0
Se trata de calcular la distancia del origen (0,0,0) a la recta r. Calculemos el plano perpendicular a r que pasa por P
= _ POOD ={lx—-1y+4z+D=0={x—y+4z=0
= w=(1,-14) ~ r-yTez SYSw Ty az=
Hacemos el corte entre recta y plano
x+y—1=0
{4}/ +z+4+1=0 quetienesolucion x=7/6 y=-1/6 z=-1/31luegoM=(7/6,-1/6,-1/3)
x—y+4z=0

Por tanto, la distancia del punto a la recta es la distancia al punto calculado anteriormente:

d(0,r) = d(O,M) = \/(%)2 + (%)2 + G)Z = L= 12047




2. Halla un punto A que esté dentro de la recta r de ecuacién x = y =z y un punto B, dentro la recta s de

0z z+1 . . z_q
ecuacion x = Ll = de forma que la distancia entre A y B sea minima.

Nos piden los puntos que determinan la distancia entre ambas rectas, es decir, los que generan la perpendicular
comun.

En paramétricas

xX=a x=p
_ Jx—0 y—0 z—0 __ _ _ Jx—0 y—0 z+1 __ _
z=a z=-1+2f

Las rectas no son paralelas y no tienen punto en comun (las ecuaciones paramétricas en X e y son contradictorias)
por lo que se cruzan.

Llamemos a los puntos que buscamos P y Q. Seran P(o,a,) y Q(B,- B,-1+2 ) que generan PQ = (B- a,- B- a,-1+2 -
)

Dicho vector debe ser perpendicular a los vectores (1,1,1) y (1,-1,2) y ello nos permite proponer el sistema que
forman los productos nulos de dichos vectores con el PQ:
PQ.(1,1,1) =0 B—a—B—a—-1+2—a=0 —3a+2—-1=0
PQ.(1,-12)=0 B—a+B+a—-2+4F— 2a=0 —2a+6—-2=0

Cuya solucién es a=-1/7 B=1/7 y por tanto los puntos solicitados son:  (-1/7,-1/7,-1/7) (2/7,-2/7,-3/7)




3. Considera los planos de ecuaciones x—y + z = 0 y x + y — z = 2. Determina la recta que pasa por el
punto A (1, 2, 3) y no corta a ninguno de los planos anteriores.

La recta que buscamos es paralela al primer plano (pues
A(1,2,3) no lo corta) , por lo tanto, perpendicular al vector (1,-1,1).
Andlogamente debe ser perpendicular al (1,1,-1). Por ser
perpendicular a los dos, debe ser paralela a su producto

vectorial:
i k
1 -1 1([=(0022)
1 1 -1

Como sabemos que un punto de la recta es (1,2,3)
podemos encontrarla:

P(1,2,3)
u=1(022)

r

x=1 y—-2 z-3
o 2 2
={y—z+1=0
"l x—-1=0

4. Seanlos puntos A (1,2,1),B(2,3,1),C(0,5,3)yD(1,4,3). Comprueba si forman o no un rectangulo plano en
el espacio, es decir, que estan contenidos en un mismo plano, que los lados opuestos son paralelos y los
contiguos perpendiculares.

Para calcular el plano, tomamos un punto (por ejemplo el A) y
dos vectores (por ejemplo AB y AC).

A B
P(1,21) jx-1 y-2 z-1
=< 1u(1,1,0) =| 1 1 0 [=0= x-y+2z-1=0
#(-132) | -1 3 2

Podemos sustituir los cuatro puntos y comprobar que NO estan
contenidos (sélo con ver que el D no esta en el plano)

Aunque ya no es necesario también se puede comprobar que los
D c lados no son paralelos dos a dos.

Por todo ello, NO FORMAN UN RECTANGULO PLANO.




5. Halla la ecuaciéon de la recta contenida en el plano de ecuacién x + 2y + 3z — 1 = 0 que corta
Xx=2z+4

perpendicularmente a la recta definida por

y=2z+3

(1,2,3)

iJ
1 2 3
2 21

El punto de corte entre la recta que nos dan y el plano es de
la recta que buscamos. Vamos a calcularlo resolviendo el
sistema:

x+2y+3z—-1=0
x=2z+4
y=2z+3

que se resuelve facilmente sustituyendo las dos ultimas en
la primera y obteniendo el punto: P=(2,1,-1) que esta en la
recta.

Por otra parte, si la recta esta en el plano que nos dan debe
ser perpendicular a su vector asociado (1,2,3). También es
perpendicular al de la recta que nos dan, que se puede
comprobar es (2,2,1). Significa que serd paralelo a su
producto vectorial:

k
= (—4,5,-2)

Ya tenemos, en resumen, un punto de la recta (2,1,-1) y un vector paralelo(-4,5,-2). Su ecuacidn es:

{5x+4y—14=0
x—2z—4=0

6. Calcula la distancia que hay entre el punto P (12,13,-1) y su punto simétrico respecto del plano de ecuacién

3x—9y+12z2=0

La distancia que nos piden es el doble que la que hay hasta el plano. Vamos a calcularla:

d(P,P)=2.d(P,m) = 2.

3(12)-9(13)+12(=1) _

2.2 —121592u

Vo+81+144 V234
£

P’




son

7. Sesabe que las rectas o Zryozmd=1 s {ax+6y+6=0

X+2y—2=0 y Xx—22+2=0
paralelas. Halla la ecuacién del plano que contiene alasrectas r y s.

Como la recta r esta dentro del plano podemos obtener de ella
un punto y un vector. Resolviendo sus ecuaciones:

-
Il

X+2y—2=0 Y=H = §=(-21-1

X+y—z—3= 0_[":2_2“ P =(20,-1)
z=—-1-p

De la recta s podemos sacar el vector que nos falta u otro
punto. Como resolver el sistema con la letra “a” no es facil
encontramos un punto cualquiera: tomando x=0 obtenemos el

punto M=(0,-1,1) que esta en s, luego esta en el plano.

P(2,0,-1) x—2 y—0 z+1
m=4 u(-21,-1) =| =2 1 -1|=0=
PM(—-2,-1,2) -2 -1 2
X+6y+4z+2=0
_ Xx+y—2=0 . X+y-6=0 )
8. Lasrectas r = PR R y s= X_l_y_Z_6=0cont1enen dos lados de un cuadrado.

Calcular su area.

Para que puedan ser los lados de un cuadrado, deberian ser
r o paralelas. Lo son pues es facilmente comprobable que sus
ecuaciones paramétricas son:

x=2—-«a x=6—-p
r= y=a s = y=p

z=0 z=0
El 4rea de un cuadrado es el lado al cuadrado, es decir, la
distancia entre las dos rectas, al cuadrado. Como son paralelas
podemos hacer la distancia de un punto de la primera P=(2,0,0)

alasegundas.

Para calcular esa distancia encontramos el plano perpendicular a
s que pasa por P. Como el vector paralelo a s es (-1,1,0) el plano
sera de ecuacion m: -x+y+D = 0 cuyo término independiente es D=-2 sin mas que sustituir el punto que sabemos
esta dentro. Por tanto es m: -x+y-2=0

El corte entre la recta s y el plano m nos dara el punto sobre el que calcular la distancia. Para hacer el corte
sustituimos las ecuaciones paramétricas de s en el plano my queda: -(6-f)+B-2=0 de donde (=4 y el punto M
es (2,4,0).

La distancia entre las dos rectas serd la distanciaentre PyM: d =v0+ 16 + 0 = 4

Como dijimos antes el area del cuadrado sera el cuadrado de esa distancia, es decir 16 unidades cuadradas.




x—3y+z=0

X—y+az+2 =0 . Halla el valor de a

9. Considera el plano m de ecuaciéon x — 2y + 1 = 0 ylarectar=

sabiendo que la recta estd contenida en el plano

Si la recta estd contenida en el plano, recta y plano tienen
infinitos puntos en comun, es decir, el sistema que plantean
sus ecuaciones es compatible indeterminado.

J x—2y+1=0
[ x—3y+z=0
x—y+az+2=0

Ello implica que el rango de la matriz de coeficientes no puede
ser tres y por tanto el determinante de tamafio tres tiene que

ser cero:
1 -2 0
1 -3 1|=0
1 -1 a

Desarrollando queda: -a-1=0 y por tanto el valor buscado es a=-1




