Unidad 7. Vectores NNTNSAC HILLERATO

Matematicas |

B Coordenadas de un vector
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1Si u(-2,5) y v(1,—4) son las coordenadas de dos vectores respecto de una base, halla las coor-
denadas respecto de la misma base de:

a)2:1+; b)ﬁ—; c)3;+%; d)-%ﬁ-z?
a) 2u+v =2(=2,5) + (1, —4) = (4, 10) + (1, —4) = (=3, 6)
b) u—v =(-2,5-(1,-4) = (=2,5) + (-1, 4) = (-3, 9)

D VIS IR 14\ _(-17 41
930+ 13 =329+ L a,-9 (6,1s>+(3,3) (3,3)
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1 ;Verdadero o falso?

gl

> >

Demostramos que a + b = 10:

cos O, = % = |E|cosoc=2

>

a+b=|a||blcosa=5-2=10

Verdadero. Partimos de la longitud de la proyeccién de b sobre a y de su expresién en relacién con
el producto escalar de dos vectores para calcular el producto escalar de dichos vectores.

2]
BG. 3)

[0}

a(3,0)

>

Observando el razonamiento del ejercicio anterior, calcula a « b.

|Z‘=3, |E‘C0§O€=5 - ;'E=|ZHE’CO.YOC=3'5=15

3 Dos vectores u y v cumplen que: |u| =4, |v|= %, (u,v) = 30°. Calcula:

- >
auev

d) Gu) « (-5v) e)

=R

<V

o (—u)ev

b)
£) ve(=v)

eV

eV

D v o[al[v]cos @y 4.3 0307262 33

<V

b)

(Y[eY

2

cu=-u-v=3y3

) (~1)sv=—A(uev)=-33

d) Bu)+ (-5v) = 3(=5)(u » v) =15 - 33 =—45,3

Q) ueu=|uf?cos0° =16

4 Si|u|=3, |[v|=5y u+v=-2, averigua el 4ngulo (u, v). (Usa la calculadora).

—_—

cos (?1, ;) =

->

uev _ =2 __ 2, (3,v)=97°39' 44’

->

Qv 35 15

->
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6 Las coordenadas de los vectores u y v respecto a una base ortonormal son u(3,-4) y

v(-1, 3). Halla:

Ausvyveu b)|ul, |v] y (u,v)
¢) El valor de k£ para que (4, %) sea perpendiculara v. d) Un vector unitario perpendiculara u.

A uev=03-4)001,3)=3-(-1)+(-4) -3 =-15
Veu=(-1,3)+(3,-4) = (-1)-3+3.(—4) =
b)[a]= V32442 =5
vl m J10

. -15 == o 2al A1
cos (u, V) = u = —= =-0,9486832981 — (u,v) = 161°33' 54
‘UHV‘ 5410
QWU AR L(1,3) = 4 F)e(1,3)=0 — —4+3k=0 — k:%

Para que (4, k) sea perpendicular a V, hadeser k= %
d) Un vector perpendiculara (3, —4) es, por ejemplo, (4, 3).

Un vector unitario paralelo a (4, 3) es

1 4 3
|(4,3)| ((43) - (43) (5’ )

U\\A

w|w

N~————
|

(WIS
|

W |w

SNS—

Hay dos vectores unitarios perpendiculares a (3, —4), son (
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1. Producto escalar en bases no ortonormales

Hazlo tu. Calcula el producto escalar a b, siendo a(0,3) y b(-1, 1) sus coordenadas respecto
ala base B.

>

a+b=3vVe(-U+Vv)=3Ve(-u)+3vev=-=3usv+3|v]=-9+27=18


Alberto
Texto tecleado
= -9+27=18
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Obtencion de vectores paralelos y perpendiculares a uno dado
Dado el vector v (9, 12), calcular las coordenadas de los siguientes vectores:
a) u, unitarioy de la misma direccién que el vector v.
b) w, ortogonal al vector v 'y del mismo médulo.

¢) z, demédulo 5y ortogonala v.

a) |\/|— \/81"’144 —].S
5 S

Otra solucién: Ez = <— _i)

9,12) = (i 1

Y1795 15 15

|U° u\‘l\)

b) w = (-12, 9)
Otra solucién: Qz =(12,-9)

o) |w| = 144+81=15

212515 (-12,9)=(-4,3)

7, = 5.%(12,_9)44,—3)



Determinacién de parametros para que un vector cumpla ciertas condiciones

Sean los vectores a (3, n) y b (=2, m). Calcular el valor de los pardmetros n y m en cada uno de los
siguientes casos, para que se cumpla:

a)|la|=5
b)alb ylal=b|

¢ a Jforme un dngulo de 45° con el vector u=(L1.

a) |a|=49+n2=5 = 9+n?=25 > n=—4, n=4

b a*b=0 —6+nm=0 —6+nm=0 7
) |;|=|E|_> «/9+n2=«/4+m2_) 9+n2=4+m2% 5 62
9+n =4+
n

Soluciones: n=-2,m=-3; n=2,m=3
Q) asv=|al|v|cos45 = |;|«/§g =|a] = 9+n?
aev=0GBn(1,1)=3+n

Luego V9+n?2 =3+n > n=0

Coordenadas de un vector en una base no ortonormal
En una base ortonormal se consideran los vectores u (3, 0), v (2, 1) y w (-1, -2).

Comprobar que B(u, v) es también una base y calcular las coordenadas de w en esta base.

%i Q’ luego no tienen la misma direccién. Por tanto, forman una base.

1

W= mu +ny — -1,-2)=m(3,0) +n(12,1) = (-1,-2) = Bm + 2n, n)
—1=3m+2n
Igualando ambas coordenadas: { 5
—2=n

Solucién: m=1, n=-2



6 A la vista de la figura, dibuja los vectores:

Si tomamo

-u+v u-v u+v
— —> — —> — -
-u-v u+2v u-2v

\/
u v

s como base B(u, v), ;cuéles son las coordenadas de los vectores que has dibujado?
[ [ /4
—u+v

108 v -1 A4 1 4 EA v_? ~ / u u+ AVE>+ ‘7) /

— —2v u

o7 7
A / u—2v o /
~1,1) u—v=(1,-1) w+v=(1,1)

= (-1,-1) —u+2v=(-1,2) u-2v=(1,-2)

7 Escribe el vector a como combinacién lineal de los vectores x e y. Escribelo también como
combinacién lineal de u y v.

:Cudles son las coordenadas de a respecto de la base B (§ s ;)’ :Y respecto de la base B '(;, ;)>

En la base

En la base

oy
I
S}
¥
+
<y

B(X, ;), las coordenadas de 2 son a = (2, 1).

c

<y
oy
I
[\
[=R7

|
[\
<y

R

B'(G, ;), las coordenadas de 2 son a = (2, -2).



14 Expresa el vector a(~1,-8) como combinacién lineal de b (3, -2) y ¢ <4, —%)

—1=3m+4n

(-1, -8) =m(3,-2) + ”(4’ ‘%) - {—8=—2m—in
2

Resolvemos el sistema por reduccién (por ejemplo). Para ello, multiplicamos la segunda ecuacién por
8 (en los dos miembros) y sumamos miembro a miembro las dos:

1= 3m+4n
—64 =-16m —4n
—65=-13m — m="9 _5

-13
Sustituyendo en una de las dos ecuaciones y despejando 7:
~1=3m+4n > -1=3-05)+4n —> -16=4n > n=-4

Asi, podemos decir: a =5b —4¢

15 En una base ortonormal las coordenadas de un vector son v (2, -5). Halla las coordenadas de
v enlabase B=((1,-1), (0,-1)).

x(1,-1)
v(0,-1)f = v=ax+by — (2,-5)=a(1,-1)+6(0,-1)=(2,~2) + (0, ~b) = (a2, —a — b) —

2=a a=2
7 os5ccams| 6=3
Las coordenadas de v en la nueva base son (2, 3).

Producto escalar. Médulo y angulo

16 Dados los vectores x 5,-2), ;(0, 3), z (-1, 4), calcula:

a) Xy

b)yx-.z

Oy-z

a) xey=(5-2)+(0,3)==6
byxez=(5-2)¢(1,4=-5-8=-13
Q) yez=(0,3)(-1,4) =12

> —

17 De los vectores u, v y w sabemos que:

> > = > — >
u-1,1); |v|=1; (u,v)=45% wlv

Calcula u+v y vew.
a] = VI+1 =42

G-;=|a||;|cos(;,;)=ﬁ-l-ms45°=«/§-g=l

'

<V

«w =0, porque cos 90° = 0.



22 Obtén, en cada caso, un vector paralelo y otro perpendicular al vector dado.

a3

24

a5

a) u(0, 3) b) u(-5, 0) o u(3,8)
PARALELO PERPENDICULAR

a) (0,9) (3,0)

b) (10, 0) 0, -5)

¢) (30, 80) (-8, 3)

d) (2,2 1, -1)

Calcula £ para que el producto u + v sea igual a 0 en los siguientes casos:
a) u(6, &), v(-1,3)

b) E(% _2>, v (k, 3)

o u(-3,-2), v(5, %)

d) u(k, k), v(5,5)

A Uusv=-06+3k=0— k=2

eV

b)oe v = (%,-2)-(/@ 3=Lh-620 - k=30

Duev=(3-2+05k=-2k-15=0 — k=_175
d)uev=(k-k+(575) =0 — Cualquier k€R esvalido.
Halla el médulo de cada uno de los siguientes vectores:
u(3,2) v(=2,3) w (5, 0)

] =3, 2)] = 9+4=113

V] = (-2, 3)| = ¥4+9 =13

W =1(5,0)] = ¥25+0=5

Halla el valor de 7 para que el médulo del vector u <%, m) seaiguala 1.

SR | N I A __4 ,_4
(5,m>‘ 25+m 1 > m 5,m 5

.
|u =

d) u(-1, -1)



27 Dado el vector u(=5, %) calcula % de modo que:
a) u sea ortogonal a v (4, -2).
b) El médulo de u sea igual a y34.
Adulvouev=0— (544 -2)=0 - —20-2k=0 — k=-10
b)[u] = V(=5)2+ k2 =25+ k2 =34 — 25+ k*=34 — k2 =9 — k=13

Hay, pues, dos soluciones.

28 Dado el vector u(5, 12), determina:
a) Los vectores unitarios paralelos a u.
b) Los vectores ortogonales a u que tengan el mismo médulo que u.

¢) Los vectores unitarios y perpendiculares a u.

|u| = y25+144 = 13

a) v = %3(5,12)=<i Q)

13’13

o1 (.5 12

w=-136.12) ( 13° 13>
b) v = (<12, 5)

;2=(12)_5)

PO S _(_12 5
C) Vl_ 13( 12,5) < 13’13>

o1 (12 _ 5

w=-15 125 (13’ 13)

29 Halla un vector de médulo 50 que sea perpendicular al vector a (8, 6).
u'=(6,—8) es perpendiculara a.
|u'| = 36+ 64 = 10
Un vector con esta direccién y de médulo 1 es:
t=Ll@-g=(06 _8) (3 _4
ERTA (10’ 10) (5’ 5)

El vector que buscamos es:

> 3 4
- 2 2] = ,_4

También es solucién v' = (=30, 40).



30

31

32

33

Halla el dngulo que forman estos pares de vectores:

)0G,2), v(1L,-5)  bm6), n(3,-2) o (1, 6), E(—%,—s)
== 3.1-2.5 . o "

a) cos(u,v) = —=——=2 v 26& 038—>(u,v)_112 20' 12
== 4.3-6-2 == .

b n)=—2"2%2 _(0— (m,n) =90

) cos (m, n) 16+3649+4 (m, n)

Y
c) cos(a,b) = =-1— (a,b) = 180°

mﬁ

Dados ;(%, k> y \7(%, 0), calcula % para que u y v formen un dngulo de 60°.

i +k'0: %
1 21 11 .
Vet Lt
1
4 1 1. .2 1 1
- — 3 L 5 ikl 5 k=t B k=—3
im 2 4" 2 2
2 V4

Calcula x, de modo que el producto escalar de a 3,-5) y b (%, 2) seaigual a 7. ;Qué dngulo

o 1
=c0s60°=— —
cos 3

forman los vectores a y b?

a+b=(3,-5+(2)=7 > 3x-10=7 — x:1—37

cos (a, b) = 221 241?) =0,2 — (Z,B) =79°31" 17"
925 /17

Calcula la proyeccién de u sobre v, lade v sobre u y representa grificamente cada situacién.

2) |G| ={9+0=3; |;| = J9+16 = 5; cos(u, V) = %zg
proy;(;) = |;| cos(ﬁ,;) =5. % -3

proy; (w) = |u| cos(W,v) =3 - 2 = %




b) |u] = y1+9=410; |v| = y16+4=2/5; cos(u,v) «F 2[ 1—%
{10

proy; (D) = |v| cos (0, v) = 2«/5-%:—

5
2

proy; (i) = |2 cos (6,%) = ¥T0- 752 = 145

/=
.
gaLs
— N
v U
.

O |u| = V4+25=129; |v|=25+4=429; cos(u,v) =0
proy;(;) = |;| cos (ﬁ, ;) =0

proy; () = || cos (0, V) = 0

BRRe

el



37 Sean A, B y C los vértices de un tridngulo. Si E(—l, 4), R(S, -1y R')(4, -5), ;puede
tratarse de un tridngulo rectingulo?

AB = (-1,4); AC =(3,-1); BC = (4,-5)
AB « AC =(-1,4)+ (3,-1) =7
AB « BC = (-1, 4) + (4,-5) = —24
AC « BC =(3,-1)+ (4,-5) = 17

Ninguno de los tres productos escalares es cero, luego ningtin par de vectores es perpendicular.

Los lados no son perpendiculares. Por tanto, el tridngulo no es rectdngulo.



40

41

Dados los vectores ;(—1, a)y ;(b, 15), halla 2 y b, en cada caso, de modo que:
dulvy|ul=
bu-v=7y|v|=17

ulv (=1,4)+(6,15)=0 154—6=0
2 |u|=410 ~ 1+ 2=J10 1+42=10

Soluciones: a=-3,b=—-45; a=3, b=45

b){ﬁ.3:7 {(_1,a).(/7,15):7 {154_527

V=17 Were152217 b2 4152172
Soluciones: a——l—s b=-8; a=1,6=8

Dadoslosvectores a=2u-v y b=—3u+kv,siendo u= 2,3)y v= (-3,0), halla2demodoque (a + b)
sea ortogonal a (a -b).

2=2(2,3)-(-3,0)=(7,6) I 2+b=(1-3k-3)
b=-3(2,3)+£(=3,0)=(—6— 3k —9) a—b=(13+3k15)

Ahora, como el producto escalar de ambos vectores debe ser 0, por ser ortogonales:
(1 -3k -3)+(13+3k 15 =0 = (1-3k) (13+3k) +(-3)-15=0 —
— 13+ 3k—3%-9k*-45=0 — 9k*+36k+32=0 —

36 +y1296-1152 _ -36+144 _ _36+12 — —24/18=—-4/3=F,
18 18 —48/18=-8/3=k,

— k=




44 Halla el valor que debe tener % para que los vectores x =ka + b e y =ka — b sean perpen-

diculares, siendo 2 (3/2,4) y b 5, 0).

2

|6)? =25
FL7 = 5520
§-§=(k§+E)-(kz—g)dez;-Z—kZ-E+k§-E—E-E=k2|§|2—|g|2=/e274—3—25

Este producto erscalar tiene que ser cero, luego:

——2 = = — ; = ——
)3 5=0 — & 3«/73 k 3«/73

45 Si |u|=3 y (u+v)+(a—v)=-11, halla |v|.
(W+v)e(u-v)=u-u-vev=|uf-|v]}=-11

Como |?1| =3, se tiene que:

32 |v|P=-11 - |v[*=20 — |v]=+20

46 Sabiendo que |u|=3, |[v|=5y uLlv, halla |[u+v|y [u-v]|
|E+;|2=(E+;)-(G+;)=E°G+ZE-;+;-;=
QIR+ |[v[P=32+52=34 - |u+v|=34

>

MWuly > u-v=0

>

T T T
[lu—v[F=(u-v)e(u-v)=usu—-2uev+vevs=

—Jaf+|v[F=32+5%=34 = |u—v|= 34



49 Calcula x para que los vectores ;(7, Dy E(l,x) formen un dngulo de 45°.
aeb=7+x=|a||b|cos45° = 7+x=450- «/1+x2-g -
5 144 2x=4100(1+x) — #2002

10
7+x P 49 + x? + 14x
5 = l+x° — 55
— 49 +x% + 14x=25+25x% — 24x% - 14x-24=0 —

7+«/49+57 < =4/3
L =—3/4

- =1+x2 =

— 12x2-7x-12=0 — «x

50 Halla un vector unitario que forme un 4ngulo de 30° con el vector a (1, y3).

Llamamos u = (x, y) al vector buscado:

1-41+3 — 12

(ﬁ\z)=30° 60530°=M £:x+}/«/§ VB=x+yy3
) N 2 N
x4 yr=1 x*+yr=1

lal=1 +yr=1

. . 1 1
Las soluciones de este sistema son: x=0,y=1; x= ?«/3, =5

Por tanto: El =(0, 1); ?12 = (%«/g, %)

51 Determina x para que los vectores E(x, 1)y v (x, 0) formen un dngulo de 30°.

> >

2
cos 30° = |BHZ| = ] le =«/ ; 1 =§ — 2x=3{x*+1 — 4x?=3(x*+1) > x=143
ul|lv x+1-x  Axt+

52 Halla un vector a que forme un 4dngulo de 60° con el vector b (2,243) y tenga como médulo
la mitad del médulo de b.

a=(%y)
— . 2x+2{3y
(a’ b)= 600 cos 60 \/ﬁ m L :2.96'+—2\/§)/
=116 7 ’ P
S ALL PR Werss: 7y
x+43y
1= 2:x+«/§
1 o Y ey B ey
Sy x“+y°=2
x“+y° =2

Soluciones: Zl = (-1, y3); ;2 =(2,0)

>

53 De unabase B = (I)l, ;) se sabe que |Il)| =2, |;| =1y u + v = —1. En esa base las coordenadas
de dos vectores son x(1,2) e y(-1,1). Calcula x »y.
Mira el problema resuelto niimero 1.
Xey=(0+2v)s(-u+v)=

=—UeU+U*V—2VeUu+2vVevs=

= a0V 42vP=d—(-1)+2=7



55 Sesabeque c =a +2b y d Sa 4b son perpendicularesy que a y b son unitarios. ;Cuil
es el dngulo que forman ayb?

Si¢ld » ¢-d=0— (a+2b)+(5a-4b)=0 - Sa-a-4a-b+10b-a-8b-H5=0
Como a y b son unitarios — |a|=1=|b|
5|al*+6a+b-8|b*=5+6a:b-8=0 —

—~a.b==2-=1L 5 3. :|z||B|cos(z,g):cos(z,g):_7l - (Z,E):IZO"



ol

58 Sean a y b los vectores que definen un cuadrado. Demuestra que los pun-
tos medios de sus lados definen otro cuadrado.

Mira el problema resuelto niimero 5. q 1
F b -
b
a a
E G
H b
ﬁ=%3+%g
% % S EF-HG
kHG:%b+%a‘
ﬁ%g_%z
1 L~ 1_)>—>EH=FG
FG=1p_L
~G 2b 5 a
2 (g A7\ (g l7_1lg.lp_ ol 1, L7 . 7 _LigP 7P
|EH | = 2b 2a> (2b 2a>-2b 2b 22a 2b+2a 23-4‘b|+4|a\ -
T Y N T T ey e
Yoz i R T Y (8 S S U DD S D B 1D Bl O D Ui i 1
| EF | <2b+23) <2b+2a> 2b 2b+ 2 2b+2a 5 a 4’b\ +4\a’
EE.FC-(L1a+s1p)(Lp_La)- Ltz lp_17. 17, 1p. g _1¢g.15_
EF FG—<2a+ b) <2b 2a> 72 2b 72 2a+2b 2b 2b 73

= —%\ a |2 + %| b |2 =0 porque el poligono original era cuadrado y, por tanto, |a| = |B|.

Como los otros dos lados son paralelos a estos, también son perpendiculares entre si. Luego los lados
del poligono EFGH miden lo mismo, los opuestos son paralelos y son perpendiculares dos a dos. Por
tanto, el poligono EFGH es un cuadrado.



