Modelo 2016. Problema 2B.- (Calificacién mdxima: 2 puntos)
Se considera la funcion real de variable real

fx)=x>—4x -5
a) Represéntese graficamente la funcion f.

Solucién. +

b 4 5 ¥ f=xt—dx-3
a. Pardbola: Vértice x, = —— = =l 2;y,=f(2)=2"-4.2-5=-9. Vv(2,-9)

a .

. 5 x=-1 (-1,0)
Cortes con los ejes: OX(y=0): x“-4x-5=0:
x=5 (5,0) ,
0Y(x=0): (0.¢)=(0.-5) LLDﬂ\ L
(0,-51
Wi(2,-9

Junio 2015. Problema 3A.- (Calificacién maxima: 2 puntos)
Sean las funciones reales de variable real

fx)=x"-6x y gx)=x-10
a) Represéntense graficamente las funciones f y g.

Solucién.
a. Para representar f (x) = x> — 6x (parabola), se calcula su vértice y los puntos de corte con los
ejes.
« =_P __Z6_
e Vértice:d "V 2a 2.1 +:V(3,-9)
y, =f(3)=3-6-3=—9
_ T fro=x-6x
oy o2 o oo [x=0(0,0)
e Puntos de corte con los ejes: OX:(y=0) x"~6x=0: x-(x~6)=0: {x =6 (6,0)
0Y:(x=0) (0,0)
_ 6 .10
Para representar g(x) = x — 10 (lineal), se hace una tabla de valores
x y Zix)=x-10
0 10
o T o 1 vz

Modelo 2015. Problema 3B.- (Calificacién mdxima: 2 puntos)
Se considera la funcién real de variable real definida por

2
f(x)= ZL
x“=2x-3
a) Determinense sus asintotas.
Solucién.
a. Asintotas verticales, son rectas de la forma x = a tales que a ¢ Dominio y Limf (x) :%
a—a
2 2 x=-1
Dlt(x)] = fxe R/x? —2x -3 %0} x2—2x—3=0: pf(x)]=R -{-1,3}
. 3x* 3 ) : iy
Lim —————=— = x =—1 es una asintota vertical de la funcion
x>-1x"-2x-3 0
2
Lim 3x 27

.= =X= 3 es una asintota vertical de la funcion
x=»3x--2x-3 0

Asintota horizontal, es una recta de la forma y =L, donde L = Lim f (x)e R
X —>*oo



3x?

Lim ———— =3 = y =3 es la asintota horizontal de la funcién.

x>t x2 —2x =3

Por tener asintota horizontal hacia *eo, la funcién no tiene asuntota oblicua

NOTA. En el estudio de las asintotas verticales no se han calculado los limites laterales ya que en el

enunciado solo se pedia determinar las asintotas, no se pedia estudiar la posicion relativa de la funcion

respecto de sus asintotas ni representar la funcion.

Septiembre 2014. Problema 3A.- (Calificacién mdxima: 2 puntos)

Se considera la funcién real de variable real definida por f (x) =2e*!,

a) Esboécese la gréfica de la funcién f.

Solucién.
a. Partiendo de la gréfica de la funcién elemental y =e* por desplazamientos y deformaciones se
obtiene la gréfica de la funcién.
¥ % Py L =2
v=e Vi DESPLAZAMIENTO v=2e
) % LATERAL
DEFORMACION y=1e IZQUIERDA 0, 2el
% El
(0,1) 0,2 -1,2
e _:/3 (-1,2)
*y

Septiembre 2014. Problema 2A.- (Calificacién mdxima: 2 puntos)
Se considera la funcién real de variable real definida por

£(x) (";3)2

a) Determinense las asintotas de f.

x+l

-

Solucién.
a. Asintotas verticales, son recta de la forma x = a tal que a¢ D(F(x)) y Limf(x) =%
X—a
D[f (x)]={x e R/x(x —2) = 0}=R —{0, 2}
2
s B
e x=0: Lim~——2 =~ = x =0 Asintota vertical. " 5 B
x—0 x(x—Z) . (x—3) 9 9
le = =— = -0
x>0" x(x=2)  0"-(=2) 0"
x=3P 1
(X _ 3)2 1 LlII} —()z )2) =——=—=—
e x=2:Lim =— = x =2 Asintota vertical, {*7% **~ 5 2:00 0
-2 x(x=2) 0 . (x=3) 1 1
Lim ——~—= =— =+o0
o2t x(x=2) 2.0° o*
Asintota horizontal. Recta de la forma y =L, donde L = Lim f (x)e R
X —too
- 6 9 6 9
3y S T v o
Lim f(x)= Lim (=3F g X600 T2 R (el 12040
x—> oo Xx—>oo X(X —2) xoteo X2 —0X  ax? xoe 1_2 l—i 1-0
X t oo

Asintota horizontal y = 1.
Asintota oblicua. No tiene por tener horizontal.

1



Junio 2014. Problema 3B.- (Calificacién médxima: 2 puntos)
Se considera la funcién real de variable real definida por

2
X
flx)=
x)=—
a) Determinense sus asintotas
Solucién.
. k
a. Asintotas verticales. Rectas de la forma x = a, tales que a ¢ Dominio y Limf (x) = 0
X—a
D[f(x)]={xe R/x-2#0}=R —{2}
x* 4
Lim =— = En x =2 hay una asintota vertical.
x—=2 X —2
2 2
Tendencias laterales: {*7% X _22 2 5 2.0
. X 2 4
Lim = =—=+00
x-2"x=2 2v-2 0F
Asintota horizontal. Recta de la forma y = L, donde L = Lim f (x)
X—>too
2 (+x2)
X 1 1 1
Lim f(x)= Li = Li = =—=%c0g R
Lin f0)=Lin = = Lin =75 = ~*¢
X x2 oo ool
La funcidn no tiene asintota horizontal
Asintota oblicua. y = mx + n
2
; ()
2 |x
meLim 2 x=2 g X ML L
X—>teo X x—>teo X X—deo X © — 2% X—>i°°1_7 1_2 1-0
X (=)
2 .
2x () 2 2 2
n=L1’m(f(x)—mx)= Lim| —=——x |= Lim —— =’ Lim = = =2
X—>too x—too| X —2 x—too X —2 x—>ioo1_2 1_2 1-0
X oo

Asintota oblicua y = x +2

Septiembre 2013. Ejercicio 2B. (Puntuacién maxima: 2 puntos)
Se considera la funcién real de variable real definida por:

] ax?-3  si ox<1
Ln(2x-1) si x>1
b) Represéntese graficamente la funcién para el caso a = 3.

Nota: Ln x denota al logaritmo neperiano del niimero x.
Solucion.

2 .
3x“ -3 si <1t . _
se tiene en cuenta que esta definida por

b. Para representar la funcién f (x) =
Ln(2x—1) si x>1

una expresion polindmica de grado dos (f (x) =3x2-3 si x< 1) con vértice en (0, —3) y cortes con el

eje OX en (-1,0) y (1, 0), y por una funcién logaritmica (f (x) = Ln(2x - 1) si x> 1) de dominio

1 ) .
E, + oo |, con asintota vertical x = Y.



¥t
£ix) =3x2-3

fx) = Lai2x+1)

(-1,0) i x S1L0] =

(0,-3)
Tomando la parte continua de cada una de ellas se obtiene la grafica de la funcion.

vl
fix) =53x2-3

fx) = Lai2x+1)

L0 Lo X'

(0,-3)

Septiembre 2012. Ejercicio 2A. (Puntuacién mdxima: 3 puntos)
( ) _ X(2X - 1)
X

Se considera la funcién real de variable real definida por: f(x 1

(a) Determinense las asintotas de f. Calctilense los extremos relativos de f.
(b) Represéntese graficamente la funcion f.

Solucion.
Para la resolver el apartado a y b es conveniente operar el numerador
2x2 -
f(x) _ X X
x—1
a. Asintotas verticales. Puntos excluidos del dominio donde el limite sea infinito.
x(2x-1) 1 Lim x(2x;1)=1-(2_-1—1)=%=_00
x =2: Lim—=" = _— — x =1 Asintota vertical : { X! xéx_— 1) 1.(12 Ill) 01
x—1 x-—1 0 Lim — = =4
xolt x—1 -1 0*
2x% —x 2x2
Asintota horizontal. Lim f (x) Lim = Lim ——= Lim (2x) = oo
X —>teo x>t X—1 X—teo X X —>too
La funcidn no tiene asintotas horizontales.
Asintota oblicua. y = mx + n
2x2 -X 5 5
m= Lim M= Lim —X=1 — pim 22 "*_ Lim 2L=2
X—teo X X —too X X—teo x% —x Xx—too x

2
x= Lim (f(x)-mx)= Lim[zx _lx—zsz Lim —— =~ Lim ~=1
X

X —>oo X —>oo

Asintota oblicua y = 2x + 1.



Extremos relativos. Puntos de la funcién donde la primera derivada es cero y la segunda es
distinta de cero. Criterio: si la segunda derivada es positiva, es un minimo, si es negativa es un maximo.

£(x) = (4x—1)-(x=1)-[x2 =x}-1 _2x —4x+1

(x—1) (x—1)
2 x=1+£
f(x)=0 %=0 2x2 —4x+1=0: x/%
* Xx=1l-—
2
7(x)= (4x—4)(X—1)2_(2x2—4x+1).2(x_1).1 ~ (4x—4)(x—1)—2(2x2—4x+1)_ )
) (x—1)* ) (x -1 (x-1
f”(1+ﬁ/2)=—( \/_2/ )3=4ﬁ>0:Mfmimorelativo(1+ﬁ/2,f(1+ﬁ/2))
1++/2/2-1
f,,(l—ﬁ/2)=ﬁ = —4J2 <0.= Méximo relativo (1 - v2/2,£{1 —v2/2))
1-v2/2-1
(1ev2/2) b-l442/2)-1)
fhe2f2)- (1++2/2)-1 =3+242
=422} l1=v2/2)-1)
th-2/2)- l-v2/2)-1 =3-242

Minimo relativo (1 + x/E / 2,3+ Zﬁ )
Méximo relativo (1-v2/2.3-242)

b. Para esbozar la grafica de la funcién,
ademds de las asintotas y los extremos relativos,
es conveniente calcular los puntos de corte con
los ejes.

2_
OX (y = 0): X=X

=0; 2x>—x=0

Fs

~
x=0; (0,0) -

re)=oi, L (1)
2’2 .

OY: No hace falta calcular el punto de corte

porque uno de los puntos de corte con OY es el
punto (0, 0).




Junio 2012. Ejercicio 2B. (Puntuacién mdxima: 3 puntos)
Se considera la funcién real de variable real definida por

f(x: x2—4x+3 si x<1
—x2+4x-3 si x>1

(b) Represéntese graficamente la funcion f.
Solucién.

b. La funcién se define por expresiones polindmicas de 2° grado que representan pardbolas. Para

representar una pardbola basta con calcular el vértice y los puntos de corte con los ejes.

b
- Vértice: 4 *V = T oa
yy=f (XV)
- Cortes con OX: y = 0, se resuelve la ecuacién
- Corte con OY: x =0, es el término independiente del polinomio (0, c).

Primero se representan ambas expresiones y a continuacion se “5’
representa la funcidén f(x). ¥= X +3
3
y=x>—4x+3 Vértice:(2,—1) 0X:(1,0); 3,0) 0Y:(0,3) viz, 1
y=-x2+4x-3 Vértice:(2,1) 0X:(1,0); (3,0) OY:(0,~3) N ,
1\\"“-.—"'/ X
. . . - Wiz, -1
Teniendo en cuenta los intervalos donde estdn definidas cada -3
una de las expresiones, la grafica de la funcion es: v=—xd+dx-3
¥
3
i, 1
1 ?\ X
=xc—dk+ 3y "
4 4r( Doy —xddy-3
Septiembre 2011. Ejercicio 2A. (Puntuaciéon maxima: 3 puntos)
(x + 1)2
Se considera la fundén real de variable real definida por: f (x) ==
x“+1
a) Determinense las asintotas de f. Calcilense los extremos relativos de f.
b) Represéntese graficamente la funcion f.
Solucién.
a. Verticales: En los puntos excluidos del dominio donde el limite quede de la forma % .
D[f(x)]=R
La funcién no tiene asintotas verticales.
Horizontales: y = L:
2 1
( 1)2 2.9 lo%o 1+g+i 1+§+(+ ) 14040
L= Lim 2 = pm 22220 g X X7 =) P
xoteo x2 41 xoFe  x24]  sxix—oieo 1+i 1+ 1 1+0

Asintota horizontal y = 1.

Posicién relativa.



2 2, . ,(2 ) B
Lim (f(x)-L)= Lim (M—z} Lim 2% “22 AL L !

X—t oo X—F oo x2+1 X—t oo X< +1 Xx—toox“ 41
. -1 -1 -1 - . . . .
. Lim 5 = =T = 0" : La funcién se aproxima a la asintota por debajo.
xo—oox” 41 (-oo) 4+l +e
., -1 -1 -1 - .
] Lim 5 = 5 =——=0 :La funcién se
X+ x” 4] (+oo) +1 oo
aproxima a la asintota por debajo. ¥
. . . . = l ---------------- —
- Oblicuas: Por tener asintotas horizontales hacia + oo, no tiene ¥~ * ™ .
oblicua. l X

Miéximos y minimos. Puntos de la funcién donde la primera derivada es cero y la segunda es
distinta de cero, con el criterio de que si la segunda derivada es positiva, es un minimo, si es negativa es
un maximo.

f,(x)z2.(x+1).1.(x2+1)—(x+1)2.zx_2.(x+1).(x2+1_(x+1),) 2 (x+1)-(1-x) 2,(1_X2)

(x2+1)2 (x2+1)2 i (x +1)2 i (x2+1)2
f,,(X)ZZ—ZX-(x2+1)2—(l—xz)-Z-(x2+1)-2x:2—2x-(x2+1X(x2+1)+(1—x )-2):2—2)(-(3—)(2)_
((x2+1)2j2 2 +1f 2 +1f

4X2

=

Si x=-1 y:ﬂzo (~1,0)

=0 2020 e g 1P+
(X +1)2 Si x=1 y:(1+1) -2 (1,2)

12 +1

2
((— 1)+ 1)3
2
e ()= ﬂl—_3) =-1<0 = En (1, 2) la funcién tiene un maximo.

(12 +1)3

b. Para esbozar la grifica de la funcién, ademds de la informacién obtenida en el apartado “a”, es
conveniente calcular los puntos de corte de la funcién con los ejes.

] =1>0 = En (-1, 0) la funcién tiene un minimo

2
e EjeOX (y=0): (X;D =0: (x+12=0: x+1=0: x=-1.(-1,0)
x“+1
2
e EjeOY (x=0): y=(0;1) —1: (0,1
0°+1

Marcando sobre unos ejes la informacién obtenida:



(-1,0)

Con la informacién sobre la gréfica, se traza la grafica de la funcién.

(1,2)

Junio 2011. Ejercicio 2B. (Puntuacién méxima: 3 puntos)
Se considera la funcién real de variable real definida por:

a2 si x<-1
fix)= X
( ) x2-b |
si x>-1
4
b) Paraa=1,b =3, represéntese graficamente la funcién f.
Solucioén.
l si x<-1 E'r“
b flx)=]
x -3 si x>-1 1
4 ¥=x
y=0

| R .y .
e y=— Hipérbola equildtera, con asintota
X

horizontal y = 0; asintota vertical y = 0.

2

o y= X 2 3 Parébola de eje vertical desplazada

verticalmente hacia abajo y deformada. Vértice

(_% ,0] , cortes con OX: (— \/5,0); ("‘ \/570)

¥
Por dltimo, para dibujar la gréfica de la y= x4-3
funcién es conveniente calcular los valores que 4
toman ambas expresiones en el punto frontera. w=10
2 A
- -1)" - T i1,
I N T
1 4 2 D4
x=1




Modelo 2011. Ejercicio 2B. (Puntuacién maxima: 3 puntos)
Una empresa produce cable de fibra 6ptica que vende a un precio de x euros el metro. Se estima que la
venta diaria de cable (en miles de metros) se expresa en términos del precio mediante la funcién:
()= —
x“+1
b) Calcular el precio x que ha de fijarse para que el ingreso diario sea maximo y calcular dicho
ingreso maximo.

¢) Determinar las asintotas de I(x) y esbozar su grafica.
Solucién.
b. Se pide calcular el punto de maximo de la funcién de ingresos. EI maximo se localiza en los
puntos donde la primera derivada se anula y la segunda es negativa.

2
I'(x): 6000-()( +1)— 6000x - 2x — 6000
(x +1)2 (x +1)2

I(x)=0 6000-—=O 1-x2=0 x =1

I”(x):éooo-"2"'("2“)2_(1""2)'2'("2+1)'2X=6000- 2x (x +1) ( )2 2x
(X2+1)4 ()(2+1)3

(1)36 (1)

1”(~1) = 6000- > 0 = Minimo
” 2x3 - 6x ( + 1)3
I”(x) = 6000- - ———=: 3
(x2 +1/117(1) = 6000 -& < 0= Maximo
(12 + 1)3
1(1)= 6(;00'1 =3000€
17 +1

Se obtienen unos ingresos maximos de 3000 € con un precio de 1 €/m

c. Asintotas verticales: Rectas de la forma x = a tal que a ¢ Dominio De I(x).
Di(x)]=fxe R/x? +10f x2+1%0 VxeR Di(x)]=R
La funcién I(x) no tiene asintotas verticales.

Asintotas horizontales: Rectas de la formay =L tal que L= Lim I(x)

X —>too
[ﬁJ 6000 6000
Lim 1(x)= Lim Q000X pim —x o e _O_
X —>too X —too x2 +1 +x2 x—)iool_l_i 1+L 1
2 2
X [ele]

La funcién tiene una asintota horizontal en y = 0.
Asintotas oblicuas. La funcién no presenta asintota oblicua por tener asintota horizontal
Para representar la funcidn, se tiene en cuenta que la funcion representa los ingresos y la variable

el precio de venta de un producto, por lo tanto la existencia de la funcién solo tiene sentido para valores
de x mayores o iguales que cero.



I[xf
3000+

=0

w

Septiembre 2010. F.M. Ejercicio 2A. (Puntuacién maxima: 3 puntos)
Se considera la funcidn real de variable real definida por:

f(x)=x>-3x2+4
b) Determinese los extremos relativos de f'y esbécese su grafica.

Solucién.
b. Una funcién tiene extremos relativos en los puntos donde su primera derivada sea cero y su

segunda derivada sea distinta de cero, con el siguiente criterio:

L " o . £’(a) < 0: Méximo

Si f(a)=0y f”(a)#0 en (a, f(a)) la funcién tiene un extremo relativo: { .
f (a) > (0 : Minimo
x=0
x—2=0:x=2
£7(0)=6-0—6=—-6 <0 En (0, f(0)) la funcién tiene un méximo local
£(2)=6-2—6=6>0 En (2, f(2)) la funcién tiene un minimo local
£(0)=0°-3-0>+4=4 = (0, 4) Mdximo

f(2)=23-3-22 +4=0 = (2, 0) Minimo.

f/(x)=0: 3x?-6x=0: 3x-(x—2)=0: {

Grifica. Cortes con los ejes: 5 1 _g g j
- OX(y=0): x> —3x% +4 =0 Mediante Ruffini se calculan las soluciones 1 1 -2 [0
- OY(X:O):y=O3—3-02+4=4; 0,4) _11_1 :
B
Tendencia en los infinitos: .
, 3 2 3
XIf)l_nm(x —-3x +4): (— oo) = —oo ﬁ
Lim x3 ~3x% +4)= (s0)? = oo
X—>00
Conocidos los puntos de corte con los ejes y los extremos relativos y -1 2 % las
tendencia en los infinitos, se esboza la grafica de la funcién.

Septiembre 2010. F.G. Ejercicio 2B. (Puntuacién méaxima: 3 puntos)
Se considera la funcién real de variable real definida por:

2x2-a si x<-1
f(x)=1-3x2+b si -l<x<lI
logx+a si x2>1

b) Paraa=0,b =3, represéntese graficamente la funcién f.
Nota.— La notacion log representa al logaritmo neperiano

10



Solucion.
2x? si. x<-1
b. Paraa=0,b=3: f(x)={-3x2+3 si —l<x<I
log x si x2>1

La funcién estd definida por funciones sencillas cuyas gréficas se representan a continuacion.
x=1
¥ f(x)=2x2

x=-1 _ x=1

i f(x:é=—3x2+3 j.r“ x=1

La funcién f(x) esta formado por los trazos continuos de cada una de ellas, si los representamos
sobre un mismo eje de coordenadas, se obtiene la grafica de la funcién.
=1 r=-1
¥ :

i i

x.-

fx)=2x2 fix)=logx
£(x) = ~3x2+3

Junio 2010. F.M. Ejercicio 2A. (Puntuacién mdxima: 3 puntos)
2
X

Se considera la funcién real de variable real definida por: f (x) =

a) Determinense sus asintotas.
b) Calcilense sus mdximos y minimos locales. Esbdcese la grafica de f.

Solucién.
a. Verticales: Puntos excluidos del dominio donde el limite quede de la forma % .
D[f(x)]={xe R/x-120}=R-{1}
x2 12
x=1: Lim =—=— Asintota vertical.

x=>1x=1 0
Para poder esbozar la grafica de la funcién es necesario estudiar la posicién de la funcién

respecto de sus asintotas.
Posicién relativa. Se estudian los limites laterales en x = 1.

2 2
Lim X = 1 :L:—oo
xom X=1 17-1 0~

2 2
Lim X = ! :L:-Foo

xotx=1 1t -1 o

Horizontal: y = L.

11



X2 % X T oo T oo

L= Lim = Lim = = = 4o
x—too X —1 +x x—>ioo1_l - 1 1-0
X T oo
La funcidn no tiene asintotas horizontales
Oblicua: y =mx +n
2
X
b 5 o%
. flx , - . X o 1 1 1
m= Lim —)= Lim 2 1_ Lim = Lim = = =1
x—=to X = x>t X x—too x & _x 2x2 x—>ioo1_l 1— 1 1-0
X too

X—>t o0 x—too| X —1 X—>t o0 X — x—too X —1 +x
- Lim—+1-—1 1.
x—>ioo1_l I—L 1-0
X too

Asintota oblicua: y =x + 1
Posicidn relativa.

Lim (f(x)-(mx +n))= LMI[XZI—&+1ﬂ= Lmlxz_{x_?(x+0= Lim —

Xx—t oo Xx—too| X — X—t oo X — x—tow X —1
1 1 4+ %=1
. Lim = =0~ La funcién se aproxima a la ¥ i
Xx—-oo X—1 —oo— ! i
asintota por debajo. DT
2 '
. 1 1 . . _ X ¥
. Lim =———=0" La funcién se aproxima a la £x)= -1 |-
X—+o X —1 Foo— P .
4 . - . 3
asintota por encima. N . -
2’/ U
Otra forma: y= il J:
x4 -1 '
—xd4 x x+1
S x
-x+1 y=x+l
A1

Para estudiar la posicion relativa sin tener que hacer limites, se puede dar valores a la funcién y
a la oblicua.

2
X y= f(X) == =x+1 Comparacion
x—1 Yob =
(~1000)?

- ————=999,00009... —1000+1=999

1000 —1000—1 Yt <Yob

10002
1000 mleOO’OOL- 1000+1=1001 Y& >Yob

Cuando x — —oo, la funcidn se acerca a la asintota por debajo, cuando x — +oo, la funcién se
acerca a la asintota por encima.

b. Una funcioén tiene extremos relativos en los puntos donde su primera derivada sea cero y su
segunda derivada sea distinta de cero, con el siguiente criterio:
f”(a) < 0: Maximo

Si f/(a)=0y f”(a)#0 en (a, f(a)) la funcién tiene un extremo relativo: { )
f (a) > 0: Minimo

f'(x) x? _ 2x-(x—1)—x2 -1 _ x2 —2x
=l (x-1)? (x-1)*

12



2 —
Fx)=0 0 X220 x2-2x20 ¢ x.(x=2)=0:F "
(x—1)? x=2=0:x=2
02 22
fl0)=——=0:10,0); f2)=—=4:(2,4
(0) 01 (0,0); f(2) Sl (2,4)

)= (2x-2)-(x—1)% ~ (x> ~2x )} 2(x=1)-1 _ (2x=2)-(x=1)-2-(x> ~2x) _

(x—1)* (x—1)’
C2x?-2x—2x+2-2x%+4x 2
(x—1)’ (x—1)°
£7(0)= ( 2 ¥ =-2<0 = (0, 0) la funcién tiene un maximo.
0-1
£7(2)= 2 . 2>0 = (2, 4) la funcién tiene un minimo.
(2-1)°

Con los datos obtenidos en los apartados anteriores se puede esbozar la gréfica de la funcion.

F

Dominio: R—-{ 1}

Asintota vertical: x = 1.

Asintota oblicua: y =x + 1

Punto de corte con los ejes: (0, 0)
Minimo local: (0, 0)

Maiximo local: (2, 4)

I
1
1
[l
]
]
]
]
1
1
[
k
t
'
I
i
i
i
i

Junio 2010. F.M. Ejercicio 2B. (Puntuacién maxima: 3 puntos)
Se considera la funcién real de variable real definida por:

( ) —x2—x+a si x<I
fix)=
b 3 x>l
bx
b) Paraa=6yb=3/4, determinense los puntos de corte de la gréifica de f con el eje OX. Esbdcese
la grafica de f.
Solucién.
—x2-x+6 si x<I

b. a=6;b=3/4: f(x)= 4 .

— si x>1

X

=-3€e(—oo,1
—xz—x+6:0:{X ( ] '

- Cortes con OX (y = 0): Xx=2¢ (— o, 1] No se admite

—# 0 V xe Dominio
X

La funcién corta al eje OX en el punto (-3, 0).
- Corte con OY (x=0). y=£(0)= —02 -0+ 6=6. La funcién corta a OY en el punto (0, 6).

Grifica. La grafica consta de dos intervalos, el primero (—eo, 1] pardbola abierta hacia —eo con
vértice (maximo) en:

b _ -1 _f(_lj__[_ljz_(_ljm_é
VT T T cn) T 2 Y 2 2 2 4
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v 12
2 4
El segundo intervalo, (1, +0), €s una hipérbola equildtera.

Por ultimo, se debe calcular el valor que toma la funcién cuando tiende a 1 por la izquierda y por

la derecha.
fﬁﬁ:—ﬁ-4+6=4;f&ﬂ=%:4

Por lo tanto la funcidén en el punto x = 1 habra que dibujarla de forma continua.
yl x=1

Septiembre 2009. Ejercicio 2A. (Puntuacién mdxima: 3 puntos)
Se considera la funcién real de variable real definida por:
2x +24  si x<-3

fx)={ x2+9 si -3<x<2
—x+15 si X>2

a) Representar graficamente la funcién f.

Solucién.
a. Funcién definida por Ty =Fflx)
intervalos  mediante  expresiones
polinémicas de 1° y 2° grado. Para x=-3|x=21 _
representar la funcién  basta con flx)=2x+24 . E: Filx)=-x+15
hacer una tabla de valores dando a la L Y ¥
variable los valores correspondientes -12|n : 413
al intervalo donde estd definida cada -3 |18 : 1510
expresion.
-2l : Cox |y 0
O] T
flxl=x2+9 013
219

Septiembre 2009. Ejercicio 2B. (Puntuacién méaxima: 3 puntos)
El beneficio semanal (en miles de euros) que obtiene una central lechera por la produccién de leche
desnatada estd determinado por la funcién:

B(x) =—x2+7x-10
en la x representa los hectolitros de leche desnatada producidos en una semana.
a) Represéntese graficamente' la funcién B(x) con x = 0.
Solucién.
a. Funcién polinémica de 2° grado. Para representarla se calcula el vértice y los puntos de corte de

la funcién con los ejes coordenados. Hay que tener en cuenta que solo se dibuja para valores de x = 0, es
decir, a la derecha del eje OY.

2
b -7 7 7 7 7 9
- Vértice: x, =—= =—;vy,=f =fl=|=— =] +7-| = |-10=2
T T i v=tlo) @ (2] (2) 4

14



=2:(2,0
-CortesconOX(y:O):—)(2+7X—10:0:{X (2.0

E(x]
x=5:(5,0) v=[
- Corte con OY (x = 0): y=—0%+7-0-10=-10:(0,10) s
10
Modelo 2005. 2B. (Puntuacién mdxima: 3 puntos)
Se considera la funcién real de variable real definida por:
2 _ L o<
f(x)= 2x° =3x+1 si x<1
In(x) si x>1
b) Esbozar su gréfica.
Solucién.
5r=f(xj=2x3—3x+1 .
¥
e ThE
VERT s 1 v=(2.-4]
Ty fxv)—2-3—3-3+1=—§ 1
2 x=1
OX :2x4-3x+1=0: x=12 OF :x=0:y=1:(0,1)
e %
I~
vl y=flx1=Lnx
D - [EI,+GD) lim fx)= +o

H=w

CORT 0¥ :x =1

lim flx)=—eo

w0

funcién pedida.

15

Tomando de cada una de las funciones el intervalo correspondiente, se construye la grafica de la



() 2x? —3x+1 siox =l
In[x) soxxl

x=1

Septiembre 2004. Ejercicio 2A. (Puntuacién médxima 3 puntos)
Se considera la funcién real definida por
3
f(x)=> —ax2+5x+10, a0
a

b) Calcular los extremos relativos de f (x) para a = 3 y representar la funcién.

Solucion.
X3 2
f(x)=7—3x +5x+10

Extremos relativos. Una funcion presenta extremos relativos en los puntos donde su primera derivada es
nula y su segunda derivada no nula, con el siguiente criterio:
- Sila segunda derivada es negativa, MAXIMO
- Sila segunda derivada es positiva, MINIMO
f(x)=x2—6x+5 : f7(x)=2x—6
x=1 f"()=2-1-6=-4<0

£(x)=0 : x> -6x+5=0: b
x=5 f7(5)=2-5-6=4>0

3
f(1)=%—3-12+5'1+10=¥ : En (1?] f (x) tiene un maximo
53 5 5 5 . »
f(5)=?—3-5 +5-5+10=§ : En 5,5 f (x) tiene un minimo
Grifica. Por ser polinémica el dominio es todo R, no tiene asintotas, las tendencias en el infinito son:
3 3
Lim [X—3x2+5x+10J=+oo Lim [X—3x2+5x+10J=—oo
X—>+o0 X—>—o0

Por ser continua y tener un maximo en x = 1 y un minimo en x = 5, la monotonia de la funcién

es:
En (o0, 1)U (5, +00) £(x)>0= f(x) es creciente
En(1,5) f'(x)< 0= f(x) es decreciente
Los puntos de inflexién y la curvatura se obtiene del estudio de los ceros y signo de la segunda
deriva.

f”(x)=2x-6:2x-6=0:x=3
Si x<3:f"(x)<0, f(x)es concava(n)
x=3:4Si x=3: f”(3)=0:£(3)=7 : (3,7) Punto de inflexién
Si x>3:f"(x)>0, f(x)es convexa(U)

Todos los datos anteriores permiten trazar la grafica de la
funcién razonadamente.

16



Modelo 2004. 2A. (Puntuacién méaxima: 3 puntos)
Se considera la funcién real de variable real definida por

f(x):x+l x#0
X

a) Hallar las coordenadas de sus mdximos y minimos relativos.

b) Determinar los intervalos de concavidad y convexidad.

¢) Esbozar la grifica f(x).
Solucién.
a. La condicidn necesaria y suficiente para que una funcién y =f (x) alcance en x = X, un extremo
relativo (mdximo o minimo) es que la primera derivada sea distinta de cero, con el siguiente criterio.

Si f'(x0)=O:> {Si f "(XO)<0: (xo,f(xo)) existe un maximo relativo

Si f "(xo )>0= (xo , f(xo ) existe un minimo relativo

f(x)=x+l=x+x_1
X

f'(x)=1+(—l)x_2 =1-x72 =1—i
X2
f(x)=0-(-2)x 3 =2x3 =%

Igualando a cero la primera derivada, se localizan los posibles extremos relativos, la segunda
derivada, confirma y diferencia los extremos relativos.

1
f()=1+-=2=(1,2)

f'(x):O: 1——12 =0: 1:%: x2:1; x=1%1: 1 1

X X f(—1)=—1+—1=—2:>(—1,—2)

£'(1)= % =2>0= (1,2) Minimo
1

f''(-1)= ( ?)3 =-2<0= (~1,-2) Méximo

b. La curvatura de una funcién se estudia con el signo de la 2° derivada segun el siguiente criterio.
Si " (x) >0, la curva estard por encima de la tangente. CONCAVA

Si f "(x) <0, la curva esta por debajo de su tangente. CONVEXA

f"() 2 |Si x<03f"(x)<0300nvexa
X)=—:
<3 |Si x>0=f"(x)>0= concava

x2+1

c. f(x) =

X
Dominio: D =% -{0}
Corte con los ejes:

x2+1

OX:y=0: =0:x2+1=0:x=-/-1¢ R La funcién no corta al eje OX

X
OY: x = 0. La funcién no estd definida en cero. La funcién no corta al eje OY.

Asintotas:
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. X +1 1
X241 1 Lim a7
-Vertical: Lim =—=o0:{*0 )2( 0
x—0 X 0 . X741 1
Li = =
x—0t X ot
1 1
1+— 1+—
2 2 w2 140
- Horizontal: Lim = Lim S = = oo No existen asintotas horizontales.
X—>o0 X X—>o0 l i
X oo
- Oblicuas: y = mx + n
2 1
f(x) s x2+1 ST RS
m = Lim =Lim—*—=Lim =Lim—*=—2= =1
X=X X X X=X | 1 1

2
n = Lim(f(x)—mx) = Lim[x +1—x]= Lim L=t o0

X—>00 X—>o0 X X—oo X 0
y=Xx
oY

Junio 2002. 2B. (Puntuacién maxima: 3 puntos).
Se considera la curva de ecuacién:
y=x"—4x
a) Hallar las coordenadas de sus puntos de interseccion con los ejes coordenados y de sus maximos
y minimos relativos, si existen
b) Representar graficamente la curva
¢) Calcular el 4rea del recinto plano acotado limitado por la curva y el eje OX
Solucién.
a. Puntos de corte:
0

CdeOixetr™ (0,0), (-2,0), (2.0)

OX:y=O:x3—4x=0:x-(x2—4)=02{i2:

OY:x=0:y=0°-4.0=0=(0,0)
Miéximos y minimos. La funcién alcanza extremos relativos(médximos 6 minimos locales) en

aquellos puntos donde se anule su primera derivada y sea distinta de cero su segunda derivada.
f(x) = x° — 4x f(x)=3x>-4 f 7(x) = 6x

18



y_f[—zj_[—3 —2_ 16
e o2 PTUBRTB) T 36:,[_2, 16 ] Maximo
343 S-2) -2 37303
f T B 67 < 0
f(x)=3x>-4=0: 3 5 3
v (2][2] g2 16
X = 4_2 3 3 3 33 (2 , 16 le’nimo
33 2 2 3733
f1—=|=6—=<0
3) B
b. Grifica de la funcion. Se pide esbozar la grafica de una funcién ciibica conocidos los puntos de

corte con los ejes y los extremos relativos. Teniendo en cuenta ademads que, las funciones polindmicas no
tienen asintotas y que sus tendencias en este caso son:

Lim (x3 —4x): +o0

X—>+00

Lim (x3 —4x): —oo

X—>—o00
la grafica tiene la forma:
)il

Fl _2 2 »
| \/ -
m[i, ﬂ]
c {3 33

-

Junio 2001. Ejercicio 2B. (Puntuaci6n mdxima: 3 puntos)
Dada la funcién

f(x)=%x3 +lx2 —-2x+1

(a) Determinense sus maximos y minimos relativos.
(b) Calcilense sus puntos de inflexién.
(¢) Esbodcese su grifica.

Solucién.
a. La condicién necesaria y suficiente para que una funcién alcance un extremo relativo en un

punto es que en dicho punto la primera derivada de la funcién sea cero, y la segunda sea distinta de cero,
con el siguiente criterio:

f''(x,) > 0= (x,.f(x, ) MINIMO

Sif‘x)=0y: )
o) =0y {f"(xo)<0:(xo,f(xo))MAXIMO

Los posibles puntos de extremo relativo se obtiene con los ceros de la 1* derivada:

f'(x)=x2+x—2; f'(x)=0; X2 +x-2=0;

resolviendo la ecuacién de segundo grado

cuya imigenes son:

Los posibles extremos relativos de la funcién f(x) son los puntos (— 2,%){1,—%)
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Para comprobar si son extremos relativos se tendrd en cuenta el criterio de la 2° derivada:
f'"(x)=2x+1
sustituyendo los valores que anulan la 1* derivada:

f''(-2)=2-(-2)+1=-3<0 En (— 2%] MAXIMO
f'"()=21+1=3>0 En (1,—%)MfNIMO

b. Punto de inflexién: La condicién necesaria y suficiente para que una funcién tenga un punto de
inflexién es que en dicho punto la segunda derivada de la funcién sea cero, y la tercera sea distinta de
cero, con el siguiente criterio:

f'"(x,)>0= (x o-f (x o ))Inﬂesi(’)n[Convexa(m) - Concava(m)]
f'"(x,)<0= (x oI (x o ))Inﬂesién[Concava(ﬁ) - Convexa(m)]

ST (xy)=0 y: {

Los posibles puntos de inflexién se obtienen de los ceros de la 2* derivada

f'"(x)=2x+1; f'"'(x)=0; 2x+1=0; x=—%

cuya imagen en la funcién es:
45 L)

Para comprobar si en (— y , 2% 2) Jun P.L se tiene en cuenta el criterio de la 3* derivada.

f' (x) =2>0=> (—}/ , 2%2)3. P.L Convexa(m)—Concava(m)

C. Grafica

P.I.

—'5/ m 5

Fs
-
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