SOLUCIONARIO

12 Distribuciones bidimensionales

EJERCICIOS PROPUESTOS

1y 2. Ejercicios resueltos.

3. En un periodo de fuertes lluvias se midié cada hora, durante 48 horas, el caudal (X, en m3ls) del rio Ebro.
Los datos agrupados se muestran en la tabla siguiente:

X [126, 38)[ [38, 50) [ [50, 62)[[62, 74)[74, 86)[[86,98)[[98,110]
i | 6 2 8 10 10 4 8

a) Halla la media, la mediana y la clase modal. b) Calcula la varianza y la desviacion tipica.

Ampliamos la tabla con las columnas necesarias para

2
los calculos que se piden: X fi Xj fixj fi X F;
a) El caudal medio en las 48 horas ha sido [26, 38) 6 32 192 6144 6
_ 3408 3 [38, 50) 2 44 88 3872 8
X=——=71m/s.

48 [50, 62) 8 56 448 25088 16
Mediana, la mitad del conjunto de datos es 24. Antes [62, 74) 10 68 680 46 240 26
de la clase [62, 74) se acumulan 16 datos, por lo que (74, 86) 10 80 800 64 000 36
faltan 8 para llegar al 50%. La citada clase contiene 10 | [86, 98) 4 92 368 33 856 40
_dat1tos Iy su longitud es 12I._ DeI manera que por [9g 110)| 8 104 832 86 528 48
interpolacion (24-16).10 inea se 18 3408 | 265 728
obtiene M =62 +22— 2/~ _ 6867 m’s.

En cuanto a la moda, se observan dos clases modales: [62, 74) y [74, 86)

2265728

o 12 = 495 = s = /495 = 22,249 m®/s

b) La varianza y la desviacion tipica son respectivamente:

4. En una muestra de 150 familias, el nimero de hijos (X) por familia se | X | 0 1 2 31415

recoge en la tabla siguiente: fi |20]32]|59|28| 8 | 3

a) Calcula la media y sefiala la moda y la mediana. c) Halla la varianza y la desviacion tipica.

b) Calcula los cuartiles.

Se construye la tabla para los célculos afiadiendo las columnas X £ X f Y2 F E

correspondientes ! ! H A !

281 0 | 20 0 0 20

a) El numero medio de hijos por familiaes x =—— =1873. 1 32 32 32 52

150 2 | 59 118 236 111

La moda es Mo= 2, que es el nimero de hijos que mas familias | 3 | 28 84 252 139

tienen en la muestra. 4 8 32 128 147

La mediana es M= 2, que es valor de variable que deja debajo o 3 15 75 150
(encima) el 50% de las observaciones 150 281 723

b) Observando la columna de las frecuencias acumuladas F; de la tabla anterior, se tiene que:
El 25% de 150 es 37,5. El valor de la variable que ocupa el lugar 37 (o 38) es el primer cuartil Q= 1.
El cuartil Q; es la mediana, luego Q=M= 2.
El 75% de 150 es 112,5. El valor de la variable que ocupa el lugar 112 (113) es el tercer cuartil Qs= 3.

c) De la tabla anterior: s2 = %7(1,873)2 =13106 = s =/1,3106 =1,1448
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Ejercicio resuelto.

Con el fin de relacionar el indice de flior en el agua (X en ppm) con la tasa de caries (Y en %) se han
tomado muestras en 10 ciudades, los datos obtenidos son:

a) Calcula las medias y varianzas de las distribuciones marginales.
b) Representa la nube de puntos.
c) A partir de la nube de puntos, comenta la relacién entre la variable y su tendencia.

d) Halla la covarianza.

Se completa la tabla con las columnas necesarias para calcular las varianzas del indice de fluor (X) y de la tasa de
caries (), asi como la covarianza de las variables X e Y.

X; Yi x? y? XY
1,6 2 2,56 4 3,2
7,8 4 60,84 16 31,2
71 5 50,41 25 35,5
2,3 55 5,29 30,25 12,65
5,8 6 33,64 36 34,8
4,2 6,5 17,64 42,25 27,3
7,6 71 57,76 50,41 53,96
9,8 7,6 96,04 57,76 74,48
6,4 8,4 40,96 70,56 53,76
7,6 9,3 57,76 86,49 70,68
60,2 | 614 4229 418,72 397,53

60,2 , 4229
1

a) El indice medio de flior en ppm es x =0 - 6,02 y la varianza s’ = (6,02)2 = 6,05 . El porcentaje

medio de tasa de caries es: y = % =6,14 yla varianza s? = 4118(’)72 —(6,14)2 =4172.
b) La nube de puntos es:
Y
a L
J
[ )
[2] °
= ()
6
()
© L
@ o
Nolg
Rl
[ )
0 4 8 12 | X
X:fldor en el agua \

c) La relacion entre el indice de flior en el agua y la tasa de caries es directa hasta una tasa de 4 ppm
aproximadamente. A partir de ese indice la relacion entre las dos variables es inversa.

397,53

d) La covarianza es: S, = -6,14-6,02=2,790
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7. El ndmero de libros de consulta solicitados (X) en una biblioteca municipal, junto con el nimero de
revistas (Y) se recoge en la siguiente tabla:

5 Y1 1o, 15) | [15, 20) | [20, 25) | [25, 30)
[20, 30) 23 62 163 28
[30, 40) 24 55 159 22
[40, 50) 33 65 127 12

a) Obtén las distribuciones marginales.
b) Halla las medias y varianzas marginales. Utiliza en los calculos la marca de clase de cada intervalo.

c) Cuantifica la relacion entre las variables.

a) Distribucion marginal de X:

X Xi
[20, 30) 25
[30, 40) 35
[40, 50) 45

Distribucion marginal de Y:

Y Yi
[10, 15) 12,5
[15, 20) 17,5
[20, 25) 22,5
[25, 30) 27,5

b) Se completan las tablas anteriores para realizar los calculos de las medias y las varianzas marginales
calculando las marcas de clase.

X x ; x fx?
[20, 30) 25 276 6900 172 500
[30, 40) 35 260 9100 318 500
[40, 50) 45 237 10 665 479 925

773 26 665 970 925

Y Vi fi yifi fy?
[10, 15) 12,5 80 1000 12 500
[15, 20) 17,5 182 3185 55737,5
[20, 25) 22,5 449 10 102,5 227 306,25
[25, 30) 27,5 62 1705 46887,5

773 15992,5 342 431,25
La media de Xes: X = 26665 _ 34,495 y la varianza de X es s? = %—34,4952 =66,143
34243125

_ 159925

La mediade Yes: y =20,689 y la varianza de Y es sf = -20,689° = 14,955

773

c) Se calcula la covarianza s,, = -3,436 = La relacion entre las variables es inversa.

8. Ejercicio resuelto.
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9. La distribucion de 1163 fumadores segin sexo (X) y grupo de edad de 15 a 54 aios (Y), se recoge en la

tabla siguiente:

[15, 24] [25, 34] [35, 44] [45, 54]
hombres 112 178 164 172
mujeres 105 141 141 150

a) Escribe las distribuciones marginales.

b) Halla las distribuciones de frecuencias relativas de Y condicionadas por cada valor de X.

c) Halla la media y la varianza de Y| mujeres.

d) ;Son independientes estas variables?

a) Distribucién marginal de X

Distribucion marginal de Y:

X fi Y fi

hombres 626 [15, 24] 217

mujeres 537 [25, 34] 319

1163 [35, 44] 305

[45, 54] 322

1163

b) Frecuencias relativas de Y condicionadas por cada valor de X:
Y
X [15, 24] [25, 34] [35, 44] [45, 54]

hombres 0,17891374 | 0,28434505 | 0,26198083 | 0,27476038 1
mujeres 0,19553073 | 0,26256983 | 0,26256983 | 0,27932961 1

c) Se halla la distribucion Y| mujeres y se completa la tabla con los datos necesarios para calcular la media y la

varianza.
Y] mujeres Xi xifi fix?
[15, 24] 105 19,5 2047,5 39 926,25
[25, 34] 141 29,5 4159,5 122 705,25
[35, 44] 141 39,5 5569,5 219 995,25
[45, 54] 150 49,5 7425 367 537,5
537 138 19 201,5 750 164,25
Media: 19201 = 35,757 y la varianza es M—BS,?SF =118,391

d) Para ver si X e Y son independientes se construye la tabla de las distribuciones relativas conjunta y marginales.

[15, 24] [25, 34] [35, 44] [45, 54] hj
hombres | 0,096 302 67 | 0,153 052 45 | 0,141 014 62 | 0,147 893 38 | 0,538 263 11
mujeres 0,090 283 75| 0,121 238 18| 0,121 238 18 | 0,128 976 78 | 0,461 736 89
h.j 0,186 586 41 | 0,274 290 63 | 0,262 252 79 | 0,276 870 16 1

Como0,27429063-0,53826311= 0,15305245 entonces las variables son dependientes.

10. Ejercicio resuelto.
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11. En la tabla se recogen para el periodo 2004 — 2013 la temperatura media invernal (X) en °C en una regién de
la costa sur de California y el numero de dias (Y) en que el nivel de ozono superé los 0,20 ppm (partes por
millon).

16,0 | 17,2 | 180 | 17,2 16,9 | 171 | 182 | 173 | 17,5 | 16,6
58 82 81 65 61 48 61 43 33 36

Ano | 04 05 06 07 08 09 10 11 12 13
X
Y

a) Estima el niumero de dias en los que se superaran 0,20 ppm de ozono si la temperatura media es de 16 °C.

b) Analiza la precision de la prediccion en funcion de ECM y R?.

a) Para llevar a cabo la estimacién pedida, se debe obtener la recta de regresion del niumero de dias (Y) sobre la

b)

temperatura media estacional (X).

Se amplia la tabla de datos con las filas correspondientes para el calculo de los valores medios, las varianzas
y la covarianza.

Yi 58 82 81 65 61 48 61 43 33 36 568
X; 16 | 172 | 18 | 172 | 169 | 171 | 182 | 17,3 | 17,5 | 16,6 172
y? | 3364 | 6724 | 6561 | 4225 | 3721 | 2304 | 3721 | 1849 | 1089 | 1296 | 34854
X; | 256 |295,8| 324 |295,8|285,6(292,4|331,2|299,3|306,3|275,6| 2962,04
X;y; | 928 | 1410 | 1458 | 1118 | 1031 | 820,8 | 1110 | 743,9 | 577,5|597,6 | 9795,3

172 s? = 2962,04

x=112 _172 - 17,22 0,364
10 10

y=58 _s68 s2=228% 568025916
10 T

- 97195'3 -17,2.56,8 = 2,57

De modo que la recta de regresiéon de Y sobre X es:

2,57

=56,8 +
y 0,364

(x—=17,2) = y = 7,06x — 64,64

Entonces, si x= 16°, se estima que el nimero de dias en que se superara el limite de ozono es:
y =7,06-16 — 64,64 = 48,56 .Es decir, entre 48 y 49 dias.

Se calcula el Error Cuadratico Medio y el coeficiente de determinacion R

2 _ s;fyz _ 2,57° _ 0,07
s2s2 (0,364)-(259,6)

ECM = s?(1-R?) = 259,16(1-0,07) = 241,01

El Error Cuadratico Medio es alto e informa de que el ajuste de la recta a la nube de puntos no es bueno,
aunque, como depende de las unidades de medida de la variable Y, no sirve para realizar comparaciones.

Sin embargo, el coeficiente de determinacion es 0,07 y puede decirse que solo el 7% de la variabilidad
observada en el nimero de dias en que se supero el nivel de ozono de 0,20 ppm se explica por la temperatura
media estacional.

En definitiva, la relacion lineal entre ambas variables es muy débil y, por tanto, las predicciones que se puedan
hacer con la recta de regresién estimada en el apartado anterior son poco precisas.
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muestra de 8 embarazadas. Los datos fueron:

12. Para analizar la relacién entre las semanas de gestacion (X) y el peso del feto (Y) en gramos, se tomé una

X | 28 | 30 | 33 | 32

28

34

38 | 36

Y | 1150 | 1350 | 1925 | 1850

1040

2125

2950|2475

a) Representa los datos graficamente.

b) Encuentra la recta de regresion de Y sobre X.

c) Calcula el ECM y el coeficiente de determinacion y analiza la bondad del ajuste.

d) ;Qué peso tendria un feto con 31 semanas?

a) La nube de puntos del peso en gramos (Y) frente a las semanas de gestacion (X) es, con la recta de regresion

ya dibujada:

Y

N
~
[«]

-—
@©
o

\

Y:peso del feto (en gramos)

0| 95 27 29 31

33

X:edad del feto

(en sem

anas)

Puede observarse una fuerte relacion lineal directa entre ambas variables.

b) Para escribir la recta de regresion se amplia la tabla con las columnas correspondientes para el calculo de los
valores medios y de las varianzas y la covarianza.
De modo que: X Y X7 y,-2 XiYi
259 8477 28 | 1150 | 784 | 1322500 | 32 200
X=—"-=32375 §2=——-32,3752 =11,484 30 | 1350 | 900 | 1822500 | 40 500
8 8 33 | 1925 |1089| 3705625 | 63 525
_ 14865 32 | 1850 | 1024 | 3422500 | 59 200
y=—g 1858125 28 | 1040 | 784 | 1081600 | 29120
34 | 2125 | 1156 | 4515625 | 72 250
30698475 38 | 2950 | 1444 | 8702500 | 112100
2 - = 1858,125% = 384680,859
S 36 | 2475 1296 | 6125625 | 89 100
497995 259 | 14 865 | 8477 | 30 698 475 | 497 995
Wy = o —32,375-1858,125 = 2092,578
La recta de regresion de Y sobre Xes: y = 1858,125+%(x732, 375) = y =182,11x — 4040,952
c¢) El Error Cuadratico medio esECM=s?(1-R?) =384680,859(1-0,9911) =3390,349 y mide la bondad del
ajuste pero como depende de las unidades de Y, en este caso gramos al cuadrado, no da idea de si el ajuste
82
es bueno o no 'y, por ello, se recurre al coeficiente de determinacion R? = % =0,9911, que es muy préximo a
xsy
1y, por tanto, permite concluir que el ajuste de la recta de regresion de Y sobre X a la nube de puntos es muy
bueno, como se puede apreciar en la representacion grafica. Ademas R informa que el 99,11 % de la
variabilidad de Y viene explicada por el regresorX.
d) Para predecir el peso que tendria un feto de 31 semanas, se utiliza la recta de regresion obtenida en el

apartado b), sustituyendo x= 31 en la ecuacién, resulta:

y =182,11.31-4040,952 = 1607,589 ¢

Distribuciones bidimensionales | Unidad 12

217



SOLUCIONARIO

13. Ejercicio resuelto.

14. Al analizar si la productividad (Y) de cierto cultivo, en tm, viene explicada por las horas de regadio (X), se
tomo una muestra en 6 fincas diferentes:

X|9|10][13|15|18|13
Y|36|44|48|63|70|45

a) Dibuja el diagrama de dispersion y calcula R? yr.
b) Escribe la recta de regresion lineal de Y sobre X.

c) ¢Es fiable el ajuste lineal en este caso?

a) El diagrama de dispersion o nube de puntos de las observaciones correspondientes a las 6 fincas es:

Y
70
60
o
L@
g
8 o
= U
E [
;- [ ] ®
> N
TU
[]
30%
A
0] '8 10 12 14 16 18 | [ X
\ X:intensidad de regadio (en horas)

Para calcular los coeficientes de determinacion y correlacion es preciso ampliar la tabla con las columnas
necesarias para calcular las varianzas de X e Yy la covarianza.

_ 78 , 1068 .,
57 Yy T T2 T ] X613 Si=—g 13 =9
9 | 36 | 81 |1296 | 324 206 16340
10 [ 44 | 100 | 1936 | 440 | y==>=51 s; =51 =137,33
13 | 48 [ 169 [ 2304 | 624
15 [ 63 | 225 [3969 [ 945 | 4178 4 oy o5
18 | 70 [ 324 [ 4900 | 1260 |
13 | 45 [ 169 | 2025 | 585 ,
s2, 3333

78 306 1068 | 16430 | 4178 R?= X 2%
s?s.  9.137,33

X7y

=0,8990 = r =0,9481

b) Con los datos obtenidos en el apartado anterior se construye la recta de regresion de la productividad (Y) sobre
las horas de regadio (X).

33,33
=51+—
Y 9

(x=13)=y =37x+286

c) A lavista de los valores de los coeficientes de determinacién y correlacion se puede afirmar que el ajuste lineal
a los datos es muy bueno puesto que el coeficiente de correlaciéon lineal esta proximo a 1.

Ademas, el 89,9% de la variabilidad observada en la productividad se puede explicar por el modelo de
regresion, es decir por la intensidad, en horas, de regadio.
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15. Los datos de la tabla recogen los indices de disfunciones estomatolégicas clinicas (X) y de Lee (Y) que
mide el avance de artritis reumatoide. Estudia si hay relacion lineal entre dichos indices.

X[ 0|1(1(|2]2]2|2|2|2
Y[17|9|5|5|7|12| 2 | 4 |14
X| 3|4|4|4|4|4|5|7 |7
Y| 5(4]|9]|2|5|12|10|12| 21

Para estudiar la existencia de la relacion lineal, se representala nube de puntos y se calculan los coeficientes
de determinacion y de correlacion.

Y
[ ]
N
LU
Q
0 15
p— | v
[ °
o
9
o 0n
- LAY}
= [} °
>
5
[ ] L ]
[ ] L ]
0 1 2 3 4 5 6 7X

X:indice de disfunciones estomatoldgicas clinicas

A la vista del diagrama de dispersion, puede apreciarse que la relacion lineal es débil.

Se calcula el coeficiente de correlacion, afiadiendo a la tabla las filas necesarias para el céalculo de las
varianzas y la covarianza.

x| ol1]2]2]23ala]s 2l2l 2]alalal7]7] 56
vil17 9571254 9] 1052|414 |2]|5]| 12|12 21| 155
x2| 0 |1]4|4] 4 |9|16|16]| 25| 1 (4|4 | 4 |16]16]| 16 | 49 | 49 | 238
V2289812549144 [ 251681100 |25 |4 |16 |196 | 4 | 25| 144 | 144 | 441 | 1809
Xyi| 0 | 9 |10[14] 24 [15]16|36] 50 | 5 |4| 8 | 28 | 8 | 20| 48 | 84 | 147| 526
% =26 _311 s2-238 311 _3543
18 18
7155 _g 61 52 = 1809 g 51 _ 26,349
18 AT
s, =225 _311.861-2432
18
2 2
R Sw 2432 (663402517

s2s,  3,543-26,349

De modo que se confirma que la relacién lineal entre el indice de Lee (Y) y el indice de disfunciones
estomatolédgicas (X) es débil, ya que el coeficiente de correlacién es pequefio. Por otro lado, el indice de
disfunciones apenas explica un poco mas del 6% de la variabilidad observada en el indice de Lee.

16. Ejercicio resuelto.
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17. Para evaluar la relacion de la tasa agua/cemento (X) con la resistencia (Y) del material de construccién
resultante, se han tomado los siguientes datos:

X|121] 129 | 137 | 146 | 162 | 1,79
Y (1,302 1,231 | 1,061 | 1,040 | 0,803 | 0,711

a) Escribe la recta de regresion de Y sobre X.

b) ¢Cual sera la resistencia esperada del material si la tasa fuera 1,4?

a) Ampliamos la tabla con las columnas correspondientes para calcular la recta de regresion de Y sobre X:

X |y i yo | xy | x-87%_ 14567 52129852 45672 — 00390
1211,302| 1,4641 | 1,6952 | 1,5754 6

1,29[1,231] 1,6641 |1,5154 |1,5880| _ 6148 6,5682

137 (1,061 1,876 |1,1257 | 1,4536 | ¥ =g = 10247 s)=——-—-10247" =0,0448
146 1,04 | 2,1316 | 1,0816 | 1,5184

1,620,803 | 2,6244 | 0,6448 | 1,3009 Xy:8’7289—1,4567~1,0247:—0,0411
1,790,711 3,2041 | 0,5055 | 1,2727

8.74]6,148 12,9652 6,5682|8,7089] _ 5% 0417

=0,9634 = r =-0,9841

~s2s,  0,0390-0,0448

Calculamos la recta de regresién de Y sobre X:

y =10247 + 22041 4 4567)= y = 10538x + 2,5598
0,0390

b) Si la tasa agua/cemento es de 1,4 para obtener la resistencia esperada del material resultante basta con
sustituir x =1,4 en la ecuacion obtenida en el apartado anterior y = —-1,0538-1,4x +2,5598 = 1,0845

18. La edad (X) en afos y el peso (Y) en kilos de 5 nifios se recogen en la tabla.

X|2|6 |8 |74
Y 15| 25|34 |33 |19

a) ¢Cudl es porcentaje de variabilidad del peso explicado por la edad?

b) ¢Qué peso se espera que tenga un nifio de 5 afios?

a) Debemos calcular el coeficiente de determinacion, afiadiendo a la tabla las columnas necesarias para ello.

X| Y | x? 2 XV
i y, ,y, B 27 , 169 ,

2115 4 | 225 | 30 x:?:5,4 sX:T75,4 =4,64
6| 25|36 | 625|150
8 | 34 | 64 [ 1156272 y=128 950 523456 5502 56,16
7 | 33 | 49 [ 1089 | 231 5 5
4119 |16 | 361 | 76 2 2

759 s 15,72

S, =—— 54.252=1572; R?=—%_= ' ~0,9483

27 1126 | 169 | 3456 | 759 - s’ 464.56.16

x®y
Por tanto, el 94,83 % de la variabilidad del peso de los nifios (Y) viene explicada por su edad (X)

b) Con los datos obtenidos en el apartado anterior, se confecciona la ecuacion de la recta de regresion del peso
(Y) sobre la edad (X).

15,72

=252+
y 4,64

(x-5,4)= y =339x+6,89

Para calcular el peso esperado de un nifio de 5 afios, basta con sustituir x =5 en la ecuacion de regresion:

y =3,39-5+6,89=23,84 kg
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19. Ejercicio interactivo.

20. Ejercicio resuelto.

21. La tabla siguiente recoge el peso (X, kg) y la presién sistolica (Y, mmHg) de 10 hombres.

a)
b)
c)
d)

a)

b)

c)

d)

X| 75 | 76 | 70 | 96 | 86 | 95 | 91 68 | 72 | 77
Y | 130 | 133 | 128 | 151 | 150 | 140 | 148 | 125 | 133 | 135

Representa la nube de puntos.
Escribe la recta de regresién completa de la presion sanguinea sobre el peso.
Ajusta una recta de regresién de Y sobre X que pase por el origen.

Compara los dos modelos ajustados ¢ cudl es mejor?

-
23
D

o

Y: presion sistélica

s
o

0 \240 50 60 70 80 90 100 X
\ X:peso

Ampliando la tabla con las columnas correspondientes para calcular la recta de regresiébn completa de Y sobre
X:

)_(:81L06:80,6 sf:¥—80,62:99,24 ?:%:137,3 X Y X7 y,2 XYi
189317 75 | 130 | 5625 | 16 900 | 9750
s = 0 -137,3% =80,41 76 | 133 | 5776 | 17689 | 10 108
70 | 128 | 4900 | 16384 | 8960
Xy=111453_80‘6.137‘3=7&92 96 | 151 | 9216 | 22801 | 14 496
0 86 | 150 | 7396 | 22500 | 12900
2 2
R? = Sxy2 _ 78,92 ~0,78051 95 | 140 | 9025 | 19600 | 13 300
s?s, 99,24.80,41 91 | 148 | 8281 | 21904 | 13 468
B . ) 68 | 125 | 4624 | 15625 | 8500
La ecuacion de la recta de regresion completa de Y sobre X: 72 1 133 | 5184 | 17689 | 9576
y=137,3+78’92(x—80,6):>y=O,795x+73,203 77 | 135 | 5929 | 18225 | 10 395
99,24 806 | 1373 | 65956 | 189 317 | 111 453
111453 . . .
Calculamos b = 65956 =1,69 . La recta de regresion que pasa por el origen es: y =1,69x .
2 1 17 1114532
Como ECM = 80,41(1-—1892 ) 47649, ECM, = 189317 (4_ 53" |_gg279
99,24 -80,41 10 65956-189317

R?=0,78051y R? = 0,995 . Entonces, aunque R2 >R?, no es razonable ajustar una recta que pase por el
origen ya que ECM <ECM, .
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22. Ejercicio resuelto.

23. La tabla siguiente muestra los datos del nimero medio de bacterias (Y) en un alimento en conserva
dependiendo del tiempo (X, en minutos) de exposicion a una fuente de calor:

X | 1 2 31415

6

718

9

10

Y| 165 | 115 | 85 | 65 | 55

47

41 | 36

32

27

a) Dibujar el diagrama de dispersion y razona si seria adecuado ajustar un modelo lineal.

b) Ajusta un modelo de regresion lineal de Y sobre X'y valora la adecuacién del ajuste.

c) Transforma la variable Y en Z=InY, halla la recta de regresién de Z sobre X y compara este ajuste con el

anterior.

a) Y
'8 180
% L]
L@
e}
g 120 :
S |
S .
o, oLV L ]
c [
> *? ° °
0 2 4 6 8 10 X
X:tiempo
El diagrama de dispersién parece indicar que un ajuste lineal no es el mas adecuado
b) Completando la tabla con las columnas correspondientes para calcular la recta de regresion de Y sobre X:
Y:%:S,S Sf:%—5,52:8,25 XY [ x| ¥ | xy
11165 27 225| 165
y= —61%8 = 66,8 2= 611%64 —66,82 = 1724,16 2 |15 13225 230
3|85 7225 | 255
s? - 2
=250 55668- 1074 R2 = - 190444y 4165 |16 | 4225 | 260
10 sis, 825:1724,16 5] 55| 25 | 3025 | 275
La recta de regresion de Y sobre X es: y =-1302x+138,4 con | 6 | 47 | 36 | 2209 | 282
R? = 0,811, que permite disponer de un buen ajuste lineal. 7|41 |49 | 1681 | 287
8 |36 | 64| 1296 | 288
¢) Los nuevos datos quedarian: 9 |32 | 81| 1024 | 288
10| 27 [100| 729 | 270
55668 | 385 | 61 864 | 2600
Z= 40%3(;84 =4,0384 X Z=InY X7 z? XiZi
1 15,105 945 47 26,070 6792 | 5,105 945 47
2 (4,744 93213 22,514 380 9 | 9,489 864 26
s?= 166,136 -4,03842 =0,3049
10 3 | 4,442 65126 19,737 1502 | 13,327 953 8
4 14,174 387 27| 16 | 17,425 509 1| 16,697 5491
S, = 206,572 5,5-4,0384 = -1,554 ’ ’ ’
10 5 (4,007 33319 | 25 | 16,058 719 3 | 20,036 665 9
- s?, (_1,554)2 0.96 6 | 3,8501476 | 36 | 14,823 636 6 | 23,100 885 6
sls, 825.0,3049 7 |3,71357207 | 49 [13,790 617 5| 25,995 004 5
La recta de regresion de Z sobre X 8 [3,58351894 | 64 | 12,841 608 |28,668 1515
es:z=-0,1884x +5,0744 9| 3,4657359 | 81 | 12,011 3253 (31,191 623 1
R?=0,96, que permite mejorar la proporcion de 10| 3,295 836 87 | 100 | 10,862 540 6 | 32,958 368 7
variabilidad explicada por la variable regresora. |55 |40,384 0607|385 | 166,136167 | 206,572 012
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24 a29. Ejercicios resueltos.

EJERCICIOS
Distribuciones unidimensionales

30. En las dos ultimas semanas, el tiempo en espera, en minutos, en una parada de autobus ha sido:
10 3 3715912 11 6 8 2 9 2
a) Halla el tiempo medio de espera de los catorce dias.
b) Determinar la mediana y razona si, en este caso, es un valor mas o menos informativo que la media.
c) Calcula los cuartiles.

d) Halla el rango y la desviacion tipica de los datos.

a) Basta sumar los datos y dividir por 14, para obtener el tiempo medio de espera:

— 10+3+3+7+1+5+9+12+11+6+8+2+9+2 .
X = ” = 6,286 min

b) Se ordenan los datos de menoramayor:1 2 2 3 3 5 6 7 8 9 9 10 11 12

Como el nimero de datos es par, la mediana es cualquier valor M, del intervalo [6, 7], ya que en cualquier caso
deja el 50% de los datos es mayor o igual (menor o igual) que cualquier valor en el intervalo.En este caso, al
estar muy préximas, la media y la mediana tienen el mismo valor informativo en cuanto a la localizacién de la
variable.

c) Con los datos ordenados en el apartado b), se calculan el primer y el tercer cuartil, el segundo es la mediana y
se ha calculado ya.

El 25% de 14 es 3,5; luego Q4 es cualquier valor en el intervalo [2,3].
El 75% de 14 es 10,5; luego Q3= 9.

d) Rango=12-1=11

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
La varianza: 32—10 +3%2+3°+7°+1° +5°+ 92 +12° + 117 +6° + 82 +2°2 +9° + 2

2= -6,286%2 =12,49
14

La desviacion tipica: s, =+/12,49 = 3,534 min
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31. En una empresa de ITV (Inspeccion Técnica de Vehiculos) se elige una muestra de 50 vehiculos en los que
se mide el nivel de emision de CO2, en g/km. Los resultados se presentan agrupados en la siguiente tabla:

Clases | [85, 115)

[115, 145)

[145, 175)

[175, 205)

[205, 235) | [235, 265)

[265, 295]

fi 5

11

17

7

5 4

a) Dibuja el histograma de frecuencias.

b) Calcula la media, la moda y los cuartiles.

c) Determina la varianza y la desviacion tipica.

a) El histograma de frecuencias absolutas es:

Frecuencias absolutas

b) Se afiaden a la tabla la columna con la marca de clase y las necesarias para el

localizacién y dispersion:

Media: x = 8360 _ 167,2
50

181
16
14
12
101

o N O ®

85 115 145 175 205 235 265 295

Niveles de emision de CO,(gr/km)

Intervalo modal: [145, 175)

Los cuartiles se obtienen por interpolacion lineal:

Q1:115+w

Q,=M=145+

Q, =175+

30(25-16)

30(37,5-33)

=135,46

=194,29

=160,88

calculo de los parametros de

Clases

fi

Xi

fiXj

2
fiXj

Fi

(85, 115)

5

100

500

50 000

5

[115, 145)

11

130

1430

185 900

16

[145, 175)

17

160

2720

435 200

33

[175, 205)

7

190

1330

252 700

40

[205, 235)

5

220

1100

242 000

45

[235, 265)

4

250

1000

250 000

49

[265, 295]

280

280

78 400

50

1
50

8360

1494 200

c) Lavarianza se obtiene a partir de la tabla y la desviacién tipica es su raiz cuadrada positiva:

s2_ 1494200

50

167,22 =1928,16 = s, =+/1928,16 = 43,911

32. Una maquina produce piezas redondas de 1 pulgada de diametro. En un control de calidad, los diametros

de las 10 piezas han sido:
1,11 1,12

1,09

0,98

a) Calcular la media y la desviacion tipica.

1,03

1,09 0,97 1,2

1,15

1,07

b) Se considera que la maquina no pasa el control de calidad si la medida observada no se encuentra en el
intervalo (x —1,96s,,x +196s, ) . ¢ Hay alguna pieza en la muestra que no supera el control de calidad?

a) La media de las observaciones es: x = 1,081

La deviacion tipica: s2 =

11,7323

—-1,081* = 0,004669 = s, =+/0,004669 = 0,06833

b) El intervalo (x-196s,,x+196s,)=(1081-196-0,06833;1081+196-0,06833) =(0,947;1215) . Por lo tanto,
todas las piezas observadas superan el control de calidad.
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Distribuciones bidimensionales

33. En una muestra de diez viviendas de una urbanizacion se han contabilizado el numero de personas (X) que
viven en cada una y el numero de habitaciones (Y) que tiene. La tabla siguiente contiene los datos
recogidos:

-
w
(e}
N
(&)
N

X|5]|3|2]|4
Y

a) Dibuja el diagrama de dispersion. ¢ Existe relacion lineal entre las variables?

b) Calcula la covarianza y R?. Explica los resultados.

a) © Y
B 5
)
2
> A . . .z .
o | El diagrama de dispersiébn muestra una cierta
g relacion lineal moderada entre las variables.
o 3
[0)]
c
QL |5
(3] Z
2
e}
L @© 4
~ 1
(i)}
©
ﬁ_
s 0 1 2 3 4 5 6 17 8 X
> X:n.° de personas que viven én la vivienda

b) Para el calculo de las varianzas y de la covarianza, es preciso ampliar la tabla con las columnas
correspondientes:

_ 35 145 X| Y| x| y? | xy
=—=35 2:——3,52:2,25

=70 AT 5[5 |25]25]25
3149 |16 12

y=20_4 =12 42 _q2 202 4| 4|4

10 Y10

4|14|16 | 16 | 16

sxy=E—3,5~4=1,2 112) 1 4 2
10 359 |25]|15
Entonces el coeficiente de determinacion es: 615]36|25]30

, 24| 4 |16 | 8

Reo Sy _ 120 s 5[4]25|16 |20
sis, 225-12 41516 |25 |20
35(40 (145|172 | 152

Que confirma la relacién moderada entre las variables, el 53,3 % de la variabilidad observada en el nimero de
habitaciones es explicada por el nUmero de personas que habitan en las viviendas.
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34. En una fabrica se quiere probar la resistencia al calor de una determinada clase de ceramica. Se elige, para
ello, una muestra de 8 parejas de piezas idénticas (de la misma hornada). De cada pareja, una de las piezas
fue sometida a pruebas de dureza antes del proceso térmico y se anoté su resistencia a la rotura (X, en kg)
y la otra después del horneado (Y, en kg)

a)
b)

c)

b)

c)

X[ 148|213 |380| 180|200 | 190 | 240 | 198
Y| 138|161 323|190 |210|191|215| 190

Calcula la media y la mediana de la resistencia antes y después del proceso térmico.
¢En qué caso hay mayor variabilidad, antes o después del proceso térmico?

¢Se puede afirmar que existe relacion lineal entre las dos variables? Justifica la respuesta.

Para responder las cuestiones planteadas se construye la tabla X v 2 2

- : Xi Yi Xiyi
siguiente:
148 | 138 | 21904 | 19044 | 20 424

213 | 161 | 45369 | 25921 | 34 293

380 | 323 | 144 400|104 329 | 122 740

180 | 190 | 32400 | 36 100 | 34 200

200 | 210 | 40 000 | 44 100 | 42 000

190 | 191 | 36 100 | 36 481 | 36 290

240 | 215 | 57 600 | 46 225 | 51 600

198 | 190 | 39204 | 36 100 | 37 620

1749|1618 | 416 977 | 348 300 | 379 167

Los valores medios de la resistencia a la rotura (en kg) antes y después del proceso térmico son,
respectivamente:

)‘(:w:218,625 ?:m:202,25
8 8
Mediana de la resistencia a la rotura antes del proceso térmico (X):

Es cualquier valor del intervalo [198, 200], ya que se trata de un numero par de observaciones, que en orden
creciente resultan 148, 180, 190, 198, 200, 213, 240 y 380. Por tanto cualquier valor entre las observaciones
cuarta y quinta puede ser elegido como mediana, puesto que es mayor o igual (menor o igual) que el 50% de
los datos.

De forma analoga, cualquier valor del intervalo [190, 191] es mediana de la resistencia a la rotura después del
proceso térmico (Y).

Las varianzas de X e Y son:

2 _ 416977

X

_218,6252 — 4325,23 s 3488300

y

—-202,25% =2632,44

Por tanto, presentan mayor variabilidad las observaciones de X: resistencia a la rotura antes del proceso
térmico de horneado.

Para responder a esta cuestién se puede representar la nube de puntos de la distribuciéon conjunta y calcular el

coeficiente de correlacion lineal. y

379167

Xy

—-218,625-202,25 =3178,97

)
v

w

, Sy 31789722

= = =0,88757 =
s’s, 432523263244

(X X

=r=0,94211

En el diagrama se puede observar una fuerte
relacion lineal, que es confirmada por el
valorpréximo a 1 del coeficiente de correlacion
lineal, rcon una observacion muy influyente : : T

PO y 1Nty X:resistencia a la rotura antes del proceso térmico
(x=380, y=323)en el modelo de regresion lineal.

Y{resistencia a la rotura :ieépués
N
(o]

ol ,®
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35. Para compararel rendimiento de los trabajadores de una cadena de produccién y el del trabajo
automatizado mediante robots se planifican 5 tareas y se mide la tasa de rendimiento de los empleados (X)
y del proceso automatizado (Y).

X|185|175| 240|254 | 185
Y| 180|186 | 269|250 | 216

a) Compara ambos rendimientos, en funcién de su media y su varianza o su desviacion tipica.

b) Calcula la covarianza y razona si puede existir relacién entre ambos rendimientos.

Se amplia la tabla con las columnas necesarias para realizar los calculos:

X y X s Xy
185 | 180 | 34225 | 32400 | 33 300
175 | 186 | 30625 | 34596 | 32550
240 | 269 | 57600 | 72 361 | 64 560
254 | 250 | 64 516 | 62 500 | 63 500
185 | 216 | 34 225 | 46 656 | 39 960
1039 | 1101 | 221 191 | 248 513 | 233 870

a) La mediay varianza de cada tasa de rendimiento son, respectivamente:

)_(=@:207,8 sf:2211917207,82:1057,36:@:32,52
}7:%:220,2 sf:M—ZZO,ZZ:1214,56:>sy:34,85

La tasa media de rendimiento automatizado es 12,4 puntos mayor que la manual (de los empleados) y también
la dispersion es mayor en el proceso automatizado, si bien no en exceso, como se puede ver al comparar las

desviaciones tipicas.

b) La covarianza se obtiene a partir de los datos de la tabla:

s? 2
:M—207,8~220,2:1016,44 R?=—2 = 1016,44 =0,8045=r =0,897
szs, 1057,36-1214,56

Xy

Existe relacion directa entre ambas variables y como el valor de la covarianza no esta muy alejado del de
ambas varianzas, la relacion es relativamente fuerte.
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36. La tabla siguiente recoge la puntuacion obtenida por 25 trabajadores de una empresa en un test
psicotécnico (Y) y las ausencias al trabajo en el ultimo mes (X):

Y | 140, 60) | [60, 80) | [80, 100)
0 2 4 5
1 2 4 2

1 3 2

a) Halla la media y la varianza de las distribuciones marginales.
b) Calcula la media y la varianza de la distribucion de Y condicionada al valor X= 0.

c) Obtén la covarianza e interpreta el resultado.

a) Se hallan las distribuciones marginales y se completa la tabla con las columnas necesarias para calcular la
media y la varianza.

Marginal de X: Marginal de Y:

X | | fix | fx} Y Flyi| fyi | fy?

0 |11] O 0 [40,60) | 5 | 50 | 250 | 12 500

1(8]| 8 8 [60,80) | 11| 70 | 770 | 53 900

2 16|12 | 24 [80,100)| 9 | 90 | 810 | 72900

25|20 | 32 125 ] 1830 | 139 300
Media deX:)_(:Q:O,S Media de Y- )7:@:73,2
25 25

Varianza de Y: s2 = 3—2—0,82 =0,64 Varianza de Y:s? = 139300 -7322=21376

b) Se halla la distribucion de Y condicionada a X= 0 y se completa la tabla con las columnas necesarias para
calcular la media y la varianza.

Yix=0 | fo; | Xo; | fojXo; | To;X5;
[40,60) | 2 | 50 | 100 | 5000 | | 830 _ 7545
[60,80) | 4 | 70 | 280 [ 19600 11
[80,100)| 5 | 90 | 450 |40 500 65100
1 230 Te5 1001 Si = _ 75,452 = 25,479

c) Se completa la tabla para calcular la covarianza.

X | Y| | Xy,
0 |50 2 0
0 |70]| 4 0
0|90 |5 0
11502 100
1170( 4| 280
11902 | 180
2 |50 1 100
2 |70 3| 420
2 90| 2| 360
25| 1440

1440

Yy = ?70,8 73,2 =-0,96 = La relacion entre las variables es inversa.
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Regresion lineal y correlacion

37. Los datos de la tabla siguiente se refieren al consumo mensual de energia eléctrica (X, en kWh) y al pico de
demanda en una hora (Y, kW) en una empresa.

X | 292 | 2189 | 747 | 435 | 1543 | 770 | 808 | 1242 | 1787 | 1526
Y| 044 | 95 | 325|139 | 528 | 1,74 | 3,94 | 3,24 | 838 | 3,93

a) Dibuja el diagrama de dispersion. Valora la conveniencia de un ajuste lineal.
b) Escribe la recta de regresion del pico de demanda en funcién del consumo mensual y halla la varianza residual.

c) ¢Qué porcentaje de la variabilidad del pico de demanda es explicada por el consumo mensual?

a) El diagrama de dispersion se muestra al margeny a la
vista de la nube de puntos parece razonable ajustar
una recta de regresion que explique el pico de
demanda en una hora (Y) en funcién del consumo
mensual (X) en esta empresa.

Ly
v

[o-)

(2]

.

N

0 500 1500 2500 | X
X:consumo mensual (kw/h)

Y pi¢o de demanda en una hora (kw)

b) Construimos la tabla con los datos necesarios para el calculo de las medias, las varianzas y covarianzas, a
partir de las cuales se obtiene la recta de regresion pedida y la varianza residual (ECM).

X [ v % v X x=1339 4339

292 | 044 | 85264 | 0,1936 | 12848 10

2189 | 9,50 | 4 791 721 | 90,2500 | 20 795,50 16 315 441

747 | 3,25 | 558009 | 10,5625 | 2427.75 Si=—g 113397 =3458149

435 | 1,39 | 189225 | 1,9321 | 604,65

1543 | 5,28 | 2380 849 | 27,8784 | 8147,04 7 =204 4109

770 | 1,74 | 592900 | 3,0276 | 1339,80

808 | 3,94 | 652864 | 15,5236 | 3183,52 , 2455347 ,

1242 | 3,24 | 1542564 | 10,4976 | 4024,08 %~ 10 41097 =7,6696

1787 | 8,38 | 3193369 | 70,2244 |14 975,06 6162306

1526 | 3,93 | 2328 676 | 15,4449 | 5997,18 Sy = 1—0’—1 133,9-4,109 = 1503,111
11339 | 41,04 [ 16 315 441 | 2455347 | 61 533,71

De modo que la recta de regresién de Y sobre X es:

1503,111

y=4109+
345 814,9

(x-1133,9)= y =0,004 35x —0,8196

. . _ ) s?, 1503,111?
El ECM o varianza residual es: ECM = s, 1- — |= 7,6696| 1— =1136
S;S; 345814,9-7,6696

s? 2
c) Calculamos el coeficiente de determinacion: R? = 2 = 1503111
s,s, 345814,9.7,6696

85,19 % de la variabilidad observada en el pico de demanda horaria es explicada por el consumo mensual.

=0,8519 .De manera que el
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38. A una muestra de 10 ratones de laboratorio se les suministré diferentes cantidades diarias (X, en mg) de un
combinado de vitaminas, anotandose el peso ganado (Y, en g) por cada uno tras una semana.

X|14|2[5|1]10]8[7]|3|9]|6
Y|5]1]6[3]7 |5[6[3|7|4

a) Representa graficamente la distribucion y valora la viabilidad de un ajuste lineal.
b) Escribe la recta de regresion del peso ganado por semana en funcion de la dosis de vitamina diaria.

c) Determina la varianza residual y valora el resultado.

a) La representacion grafica de la distribucién conjunta Y
permite ver que es posible, con cierta fiabilidad,
ajustar una recta a la nube de puntos. N
8 .
=
m & A4
o
g
> . .
0 X
X:cantidad diaria de vitamina
b) La tabla para los calculos se muestra a continuacién:
X T v T [y T =55 s
4 5 16 25 20 10
2 1 4 1 2
5 6 25 36 30 s =%—5.52 =825
1 3 1 9 3
10 7 100 49 70 G- _47
8 5 64 25 40 10
7 6 49 36 42
3 3 9 9 9 Sﬁ =—%]E:)5—4,72 =3,41
9 7 81 49 63
6 4 [ 36 | 16 | 24 5, =2 55.47-445
55 47 | 385 | 255 | 303 10

De modo que la recta de regresion de Y sobre Xes: y =4,7 + gg: (x-55)=y=1733x-0,539.

2 2
c) La varianza residual o ECM es: ECM = s§ [1 - i‘y J = 3,41[1 —%} =1,0097
S°S, y T

Xy

Por tanto, la varianza residual es pequefia y permite afirmar que el ajuste lineal es bueno, aunque con las
debidas reservas dado que el ECM depende de las unidades de media de Y.
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39. En una muestra de 8 dias elegidos durante el Gltimo mes, un viajante ha anotado los kildmetros recorridos
(X) y los litros de combustible (Y) consumidos por su vehiculo. Los datos son:

150 | 35 | 200 | 130
8 4 9 |75

b)
c)
d)

a)

X

120 | 80

100

60

Y

6,5 |65

7

5

Dibuja la nube de puntos.

Halla la recta de regresién del consumo en funcion del kilometraje realizado.

Evalua la precision del ajuste de la nube puntos por la recta de regresion hallada.

¢, Cual sera el consumo esperado si un dia tiene previsto viajar 115 km?

La nube de puntos se representa en el grafico de
dispersién y puede observarse que se presta a

un ajuste lineal.

Y
10
he. -
E -
L3 Q
g v y
8 a [ /.
s ]
@
3 4
F
Q
o2
N
0 50 100 150 200 250 X
X:Kkilbmetros recorridos

b) Para escribir la recta de regresion es preciso ampliar la tabla con las columnas correspondientes:

X Y X,-2 y,'2 Xiyi

120 6,5 14 400 42,25 780

80 6,5 6400 42,25 520

100 7 10 000 49 700

150 8 22 500 64 1200

35 4 1225 16 140

200 9 40 000 81 1800

130 7,5 16 900 56,25 975

65 5 4225 25 325

880 53,5 115650 | 375,75 6440
)_(:%:110 sfsz1102:2356,25
}7:%:6,6875 352375'7576,68752:2,2461

6440

Xy

Por tanto la recta de regresion de Y sobre X es: y =6,687 5+

:T7110~6,6875=69,375

69,375
2356,25

(x-110) = y = 0,0294x + 3,4488 .

c) En el grafico se representa, también, la recta de regresion hallada en el apartado b) que, como se puede
observar se ajusta muy bien a la nube de puntos. Este buen ajuste se confirma con el célculo de los
coeficientes de determinacion y de correlacion, ambos con valores préximos a 1:

2

SZ

—_ Xy _

69,375°

 s2s? 2,2461-2356,25

=0,9094 = r =,/0,9094 =0,953 6

d) El valor x =115 km esta dentro del rango de valores de la variable kilometraje recorrido, por tanto se puede
utilizar la recta de regresion calculada para predecir, con fiabilidad, el consumo estimado en este caso:

y =0,0294-115+3,4488 =6,83 L
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40. La temperatura media en °C (X) y el gasto medio en calefaccién en euros (Y) en el mes de diciembre en 7
ciudades se recoge en la tabla siguiente:

X | 10 8 12 5 |16 0 |20
Y | 145 | 140 | 110 | 170 | 80 | 200 | 40

a) Dibuja el diagrama de dispersion y razona si se puede intuir una relacién lineal entre las variables y de qué tipo.
b) Escribe la recta de regresion del gasto en calefaccion en funcion de la temperatura y halla la varianza residual.
c) Valora el ajuste lineal a la nube de puntos.

d) Si la temperatura media en una ciudad en diciembre es de 14°C, ;a cuanto ascendera el gasto esperado en
calefaccion?

a) La nube de puntos permite observar una relacién

Y
lineal fuerte e inversa entre la temperatura media en ?§ 250
diciembre y el gasto medio en calefaccién en las 7 —§ .
ciudades: a mayor temperatura media menor gasto © 200 N
en calefaccion. Relacibn que, ademas, se 8 ~
corresponde con lo esperado & 150 N
] ™~
el
] 100
t vu
o N,
® N
& 50 "~
ks
0 5 10 15 20 25 X
X: temperatura media diciembre
b) Para hallar la recta de regresion, se necesita ampliar la tabla:
XY [ ] v | xy x=12 _1014 7 =885 12643
10| 145|100 | 21 025 | 1450 7 7
8 [140| 64 | 19600 | 1120 989
2 _ _ 2 _
121110 [ 144 | 12100 | 1320 Sx = 7 10,147 = 38,41

51170| 25 | 28 900 | 850

16| 80 256 6400 | 1280 52 = 12525 196 432 - 2533,67

0 [200] 0 | 40000 | ©

20| 40 [400| 1600 | 800 o 8820 o s 1044 - 308,06
71885 989 | 129 625 | 6820 "7

-308,06

Por tanto la recta de regresion de Y sobre X es: y =126,43 + (x—1 10) = y =-802x+207,78 .

2 _ 2
La varianza residual o ECM es: ECM = sj (1 - Szxyz ] =2533,67 [1 %] =628

xZy

c) En el gréfico se observa que el ajuste es muy bueno y ello se confirma con el célculo de los coeficientes de
determinacion y correlacién.

-308,06)°
e (30806) o o76p 06752 — 0987 5
38,41-2533,67

El primero, muy préximo a 1, indica que el 97,52 % de la variabilidad observada en el gasto se debe a la
temperatura media y el segundo, muy préximo a —1, que la correlacién lineal es excelente.

d) Sila temperatura media es x= 14 °C, puede predecirse el gasto medio en calefaccién en el mes de diciembre,
al ser un valor que esta dentro del rango de valores del regresor.

y =-8,02-14+207,78 =95,5 €

232 Unidad 12| Distribuciones bidimensionales S



SOLUCIONARIO

41. La tabla siguiente muestra siete observaciones realizadas en laboratorio de un indice de rendimiento
quimico (Y) dependiendo de la concentracion (X, en %) del catalizador de la reaccion.

X| 8 |9]|10| 11|12 ]| 13| 14
Y|100|80|110| 116|114 |122|139

a) Dibuja la nube de puntos.Halla la recta de regresion del indice de rendimiento en funcién de la concentracion.

b) Calcula la varianza residual. Valora el resultado.

¢) Un aumento de una unidad en la concentracién del catalizador, ¢cuanto incrementa, en media, el rendimiento
del proceso?

a) La nube de puntos se representa junto con la recta de Y
regresion ajustada.
Para el calculo de los coeficientes de la recta de | € T
regresion es preciso ampliar la tabla con las columnas E dbn LT
correspondientes: 5 T <
o ahn » _ "o
[) o |
X Y Xi2 y,~2 XYi E P
8 100 | 64 10000 | 800 v 01—
9 80 81 6400 720 > 79
<
10 110 100 |12100| 1100 0 v 3 " 5 15X
< O
11 116 121 13456 | 1276 X:concentracién del catalizador

12 114 144 | 12996 | 1368
13 122 169 |14 884 | 1586
14 139 196 | 19321 | 1946
77 781 875 | 89157 | 8796

A partir de la tabla, se obtienen las medias, las varianzas y la covarianza:

x=1T 119, 7 =8 _ 11157
7 7

2875 114 52 289157 441572 _ 288,53
7 T
8796

Xy

:7—111,57-11:29,29

De manera que la recta de regresion de Y sobre X es:

29,29
4

y =11157+ (x-11) =y =7,32x+3104

b) La varianza residual es:

2 2
ECM=s2 1—si =288,53 1—ﬂ =74,12
Y s? 4.288,53

X

Que puede considerarse un valor moderadamente bajo dados los valores que toma la variable Y, indicando un
ajuste razonablemente bueno de la recta de regresion a la nube de puntos.

c) En el rango de los valores de X, por cada aumento en una unidad de la concentracion del catalizador, el indice
de rendimiento medio del proceso aumenta en 7,32 puntos, que es el valor de la pendiente de la recta de
regresion.
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42. En la siguiente tabla se muestran las distancias recorridas por un vehiculo (Y, en m), que se ha movido con
aceleracion constante durante 10 s, en funcién del tiempo transcurrido (X, en s):

X| 2|4 6 8 10
Y | 25] 95| 216 | 530 | 598

a) Dibuja la nube de puntos y calcula el coeficiente de correlacion.

b) Escribe la recta de regresion de Y sobre X.

c) Transforma la variable X en Z=x? y realiza el ajuste de Y en funcién de Z, calculando el nuevo coeficiente de
correlacion. Valora los resultados.

d) Compara y valora los resultados obtenidos en los apartados a y c.

a) La nube de puntos es: Y
©
=]
g 600
§
©
2300
2
>
Ld
[ ]
0 2 4 6 8 10 | X
X:tiempo transcurrido
Completamos la tabla para calcular el coeficiente de correlacion:
x|y |52 Xyi _ 30 _ 1464
2| 25 | 4| 625 | 50 X=75 =5 y= =2928
4| 95 | 16 | 9025 380 290 694 810
6 | 216 | 36 | 46656 | 1296 sf:TfGZ’:S sﬁ:T—292,82=52230,16
8 | 530 | 64 | 280900 | 4240
10| 598 | 100 | 357 604 | 5980 s, = 11946 6.2928=6324
30| 1464 | 220 | 694 810 | 11 946 v 5
s2 2
v __ 6324 =0,957 = r =0,957 =0,978

Por tanto, el coeficiente de correlacion res: R? = > =
s;s; 8:52230,16

b) Con los datos calculados en el apartado a) se tiene que la recta de regresion de Y sobre X es:

6324

y =292,8+ (x—6)=y =79,05x—-1815

c) Se calculan los nuevos datos y se completa la tabla para calcular el nuevo coeficiente de correlacion.

Y [ x1z=2] 2 - 2:2—20:44 s§=152647442:1196,8
25 |2 | 4 16 100
95 | 4| 16 | 256 | 1520 s 103116 ,058.44 - 7740
216 | 6 | 36 | 1296 | 7776 ” 5 ’
530 | 8 | 64 | 4096 | 33920 El nuevo coeficiente de correlacion r es:
598 [10| 100 [10000] 59 800 ,
1464 30| 220 |15664|103 116 Re - Sk _ 7740% 0,958 = r = /0,958 = 0,979.

~ s2s?  52230,16-1196,8

7740

_ 1740 2928)= y = 0,148x+0,61.
5223016 )=y xT

La recta de regresion de Y sobre Zes: z=44 +

d) Aunque casi coinciden los dos coeficientes de determinacién, el ECMen el apartado a) es ECM = 2245,9 que
es mayor que en b), que valeECM=50,26. Por tanto la transformacién mejora la aproximacion lineal.
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Sintesis

43. Con la finalidad de estudiar la relacion del peso (X, en kg ) con la medida de la presidon sanguinea sistélica
(Y), en una empresa se elige una muestra de 9 empleados y los datos recogidos fueron los siguientes:

X|748 70,3 | 86,2 | 78,0 | 78,9 885|676 | 77,1 | 87,1
Y| 120 | 118 | 140 | 143 | 139 | 153 | 115 | 140 | 150

a) Calcula el peso medio, la presion sanguinea media y las desviaciones tipicas de ambas variables.
b) Representa graficamente los datos y razona si existe o no relacién lineal entre las dos variables.
c) Calcula la covarianza. ¢ Se puede afirmar que a mayor peso le corresponde mayor presion sanguinea?

d) Valora si existe relacion lineal entre las variables calculando el coeficiente de correlacion.

a) Se completa la tabla para calcular las medias y

X v X7 % Xy desviaciones tipicas.

74,8 | 120 | 5595,04 | 14 400 8976 . — 708

Peso medio: x =——=78,72
70,3 | 118 | 4942,09 | 13924 | 82954 9
86,2 | 140 | 7430,44 | 19600 | 12 068

78,0 | 143 6084 20449 | 11154 Presiéon sanguinea media: y = % =135,33
78,9 | 139 | 622521 | 19321 |10 967,1
88,5 | 153 | 7832,25 | 23409 |13 540,5 Varianza del peso y desviacion tipica:
67,6 | 115 | 4569,76 | 13 225 7774 56209, 61
s2=""""""__7872%>=48,324 = s, =/48,324 = 6,952
77,1 | 140 | 5944,41 | 19600 | 10794 x 9 x

87,1 | 150 | 7586,41 | 22500 | 13 065
708,5 | 1218 | 56 209,61 | 166428 | 96 634

Varianza de la presién sanguinea y desviacion tipica:

sf = 1669428 -135,332=176,89 = s, =+/176,89 =13,3
b) El diagrama de dispersion se representa en el Y
grafico y puede observarse que es razonable un
ajuste lineal. 160
8 T
E n.. [
@ 120
[ = 19U
©
K . ¢
8
100x
A
0| 6o 75 90X
X:peso

96634

c) La covarianza es: s, = —78,72-135,33 = 83,37 = la relacién es directa. Se puede afirmar que a mayor
peso le corresponde mayor presiéon sanguinea.

d) Coeficiente de correlacion:

s2 2

R?=—2X = 83,37 =0,813 = r =4/0,813 =0,902 = Existe una relacion lineal directa entre las
stf 48,324 -176,89

variables.
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44. Se conoce que el consumo de energia anual por habitante (Y, miles de kWh) esta relacionado con la renta
per capita (X, miles de $).

Para estudiar como funciona esta relacion en la region centroamericana se han recogido los datos en la
siguiente tabla:

X| 8647
Y| 1855

3708
855

3178
567

2246
671

10047
1990

1578
473

7498
1832

a) ¢Puede aproximarse, razonablemente, la nube de puntos por una recta?
b) Escribe la ecuacién de la recta de regresion del consumo de energia sobre la renta per capita.

c) Calcula el porcentaje de variabilidad en el consumo de energia explicada por la renta per capita. Valora el

resultado.
d) Calcula el consumo esperado de energia en un pais cuya renta per capita sea de 5000 $. Justifica la fiabilidad
de la prediccion.
- . . Y
a) La gréfica de dispersion muestra dos grupos de 2500
observaciones. Suponiendo que en la zona ‘» »
intermedia en la que no se dispone de datos, el & %
comportamiento sea similar, se puede afirmar que la |2 LI
nube de puntos se puede ajustar razonablemente S Y Enn b
por una recta, que también se ha representadoenel (& |
grafico. g
2 ~
8 500 L
5.. JUU
0 4000 8000 12000
X:renta per cépita
b) La tabla siguiente muestra los calculos necesarios para la estimacion de los coeficientes de la recta de
regresion:
2 2
S g yi Xyi x = 26902 _ 597471 y=82%3 117757
8647 |1855| 74770609 | 3441025 |16 040 185 ’ ’
3708 | 855 | 13749 264 731025 | 3170340 §2— 263316370 _ 527171 = 9825652776
3178 | 567 | 10099 684 | 321489 | 1801926
2246 | 671 | 5044516 450 241 1 507 066 2= 12483833 _1177.57% = 396730, 245
10047 | 1990 | 100 942 209 | 3 960 100 | 19 993 530
1578 | 473 | 2490 084 223729 746 394
5 = 5699577711946 —177,57-5271,71=1934 433,735
7498 | 1832 | 56 220 004 | 3 356 224 |13 736 336 7
36 902 | 8243 | 263 316 370 | 12 483 833 | 56 995 777
De manera que la recta de regresion de Y sobre
Xes:
y=1 177,57+M(X—527171) =y =0,1969x + 139,698
9825652,776
s? 2
c) Se calcula el coeficiente de determinacion: R? = zxyz = 1934433,735 =0,95996
s;s, 9825652,776-396730,2449
De manera que el modelo de regresion explica practicamente el 96% de la variabilidad observada en el
consumo de energia anual por habitante. No obstante, conviene insistir en que no se tienen observaciones
entre los dos grupos de datos mencionados antes y, por tanto, esta valoracion debe realizarse con las debidas
precauciones.
d) Six=5000 $, sustituyendo en la recta de regresion, resulta y = 0,1969-5000 + 139,698 = 1124,077 kWh/hab.

Prediccion que, con las precauciones sefialadas en el apartado anterior, tiene alta fiabilidad puesto que el valor
de X esta dentro de su rango de valores experimentales y el nivel de correlacion es muy alto (r =0,97977 ).
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CUESTIONES

45.

46.

47.

De una variable bidimensional (X,Y) se sabe que la ecuacidn de la recta de regresion de Y sobre X es y= 3.
Contesta razonadamente

a) ¢Cudl es la media de Y? c) ¢Cuanto vale el coeficiente de correlacion?
b) ¢Cual es el valor de la covarianza? d) ¢Qué conclusiones se pueden extraer?
- L S, - =
La ecuacion de la recta de regresion es y =a +bx, con b=—r-y a=y —bx . Por tanto:
S
X
a) El valor medio de Y es 3, puesto que en este caso y= 3 representa el valor “esperado” de Y cualquiera que sea

el valor de X.

. . . s
b) Como la pendiente de la recta de regresion es cero, la covarianza es cero, puesto que b = Lzy =0=s,, =0.
s

X

s
¢) Dado que la covarianza es cero, el coeficiente de correlacion también es cero,ya quer =—2-=0.
xSy

d) La recta de regresién es horizontal y no existe relacion lineal entre las variables X e Y, salvo que sea cual sea
el valor de X, la observacion de Y sea constante e igual a 3.

Dadas dos variable estadisticas X e Y, halla la recta de regresion de Y sobre Xy el ECM, si se sabe que:
Tienen las varianzas iguales. El coeficiente de correlacion toma el valor 0,8.

La covarianza es 2,8. La recta de regresion contiene al punto (3,7).

Como las varianzas de X e Y son iguales, a partir del coeficiente de correlacion se puede calcular la varianza de X

S, S, S, 2
(yladevir=—2 Sy o S _28_ 54
SS, S, r 08
: L, s, 28
Entonces, la pendiente de la recta de regresién se calcula: a= _2y = ﬁ =0,8
S ,

X

Con lo que la recta de regresion de Y sobre X queda: y =0,8x + b
Como el punto (3,7) pertenece alarecta:b=7-0,8-3=4,6

Luego la ecuaciodn de la recta de regresion de Y sobre X es: y =0,8x +4,6

La recta de regresion de una variable Y sobre otra variable X esta dada por la ecuaciony =2,3 + 0,15x.
Seiala, de forma razonada, cual o cuales de las siguientes afirmaciones son ciertas o falsas.

a) El coeficiente de correlacion es 0,15.
b) La covarianza entre X e Y es positiva.
c) La variable X no explica en absoluto el comportamiento de la variable Y.

d) Estas dos variables estan débilmente correlacionadas.

a) El coeficiente de correlacién sera 0,15 solo en caso de que las varianzas de X e Y sean iguales, ya

S - -
que b =r—~. Por lo que solo en el caso s, =s, el coeficiente de correlacion es 0,15.
S

X

2
X

s
b) Es cierto, porque el signo de la covarianza es igual que el de la pendiente de la recta, ya que: a = =%
S

c) Para poder valorar esta afirmacion seria preciso obtener el coeficiente de determinacion, y no se tiene
informacién suficiente para ello, salvo que se suponga que las varianzas de X e Y son iguales, en cuyo caso la

afirmacion es cierta, ya que entonces R? = 0,152 = 0,0225. Y solo el 2,25% de la variabilidad de Y es explicada
por la variabilidad de X.

d) Si las varianzas de X e Y fueran iguales, entonces r =0,15y podria afirmarse que X e Y estan débilmente
correlacionadas. Pero, en general nada se puede afirmar al respecto.
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48. Una variable estadistica bidimensional (X,Y), en la que X toma los valores 8, 13, 15, 16, 18, 20, 21 y 24, tiene
como recta de regresion de Y sobre X ay = 3,2 +1,25 x. Calcula el valor estimado de Y cuando X tome los
valores 1, 10, 20 y 100.

Si x =10, entonces y =3,2+1,25-10 =15,7

Si x= 20, entonces y =3,2+1,25-20 = 28,2

En

los casos x=1y x=100, no se puede estimar el valor utilizando la recta de regresion, puesto que ambos

valores estan lejos del rango de valores del regresor utilizados para calcular la recta de regresion.

49. A la vista de las siguientes nubes de puntos de dos distribuciones conjuntas bidimensionales, asigna el
coeficiente de correlacion que mejor se aproxime a cada una de las distribuciones siguientes:

50.

Unidad 12| Distribuciones bidimensionales

ly | y i y IV y
.
° ° . ® o
. e o ° °. e e o e o * o
° ° . ° o o °
. . e oo ® o o e o .
° o ° e o °
L] L] L] ° ° ® (] o
° ° °
° ° e oo o o o
1+ ° 1 L] 1 * 1
o 1 X 0] 4 X 0 1 X 0] 1
a) r=-004 b) r=04 c) r=-07 d) r=0,8

a)

b)

c)

d)

Al serr =-0,04la relacion entre las dos variables es inversa y el ajuste entre la recta de regresion lineal y la
nube de puntos es muy débil se tiene que corresponde a IV.

Puesto que r =0,4 la relacion es directa entre las dos variables pero el ajuste entre la recta de regresion y la
nube de puntos es débil. Luego corresponde a I.

Dado que r =-0,7 la relacién es inversa entre las dos variables y el ajuste entre la recta de regresion y la nube
de puntos es fuerte. Por tanto, corresponde a lll.

Como r =0,8 la relacion es directa entre las dos variables y el ajuste entre la recta de regresiéon y la nube de
puntos es fuerte, entonces corresponde a |l

Dada la siguiente tabla de datos

a)
b)

c)

a)

X|1]2]|4]|5|6
Y|3[/2|3]4]|6

Calcula el coeficiente de correlacion.

Si a los valores de X se les multiplica por 3 y a los de Y por 2, ;Cual sera ahora el coeficiente de correlacion?
Justifica la respuesta.

A los valores de X se les suma 2y a los de Y se les resta 1. Razona cual sera entonces el valor del coeficiente
de correlacion.

Se completa la tabla para calcular las varianzas y la covarianza, que permiten obtener el coeficiente de

correlacion:

X|Y|x? y,-2 XYi
11311913
212444
4131(16] 9 |12
514 |25|16]| 20
6|6 [36|36|36
1811882 |74 |75

=18 _36 7-18_36
5 5
=22 362-344 2-"2 367-184
5 5
S, =2 -36-36=204
5
S 204 _ 481085

— Yy _
fr = Jsz\[s2 V3444184
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b) El coeficiente de correlaciéon es el mismo que en el apartado a), como se puede comprobar facilmente, puesto

que:
2 _ 2 2 2
sy, = 65, s;, =9s; s, =4s?

Y, entonces:

6s

r _ SSny _ Xy
3x2y -
85,8, 3S,°2s,

Xy

c) Sialos valores de X se les suma 3, la varianza de X + 3 es igual que la de X, ya que lo Unico que se ha hecho
es “trasladar” los valores de la variable. Lo mismo sucede con Y — 1 eY. Luego:

2 _ g2 s?

sx+3 X y—1

_ 2
_sy

Por idénticos motivos, tampoco cambia la covarianza, es decir:

S(x+3)(y—1) = Sxy

Por lo que el coeficiente de correlacion entre X + 3 e Y-1 es el mismo que entre Xe Y.

PROBLEMAS

51. El indice de actividad de una sustancia radiactiva se miden en Becquerel por metro cubico ;Bq/m3). Para
investigar si en una determinada zona geografica los niveles del is6topo radiactivo del radio, %Ra, superan
el nivel maximo de exposicion establecido por Sanidad, que es de (148 Bq/m3), se toman 26 muestras de
terreno. Los datos recogidos, en Bqlmz, son:

54,02 21,46 159,47 37,74 6,66 108,04 33,67
15,91 33,67 68,08 129,87 52,17 304,51 62,9
74,74 61,05 51,8 27,75 48,1 219,04 68,82
155,77 166,13 53,28 52,91 254,19

a) Calcula la media y la varianza sin agrupar los datos.

b) Agrupa los datos en 5 clases de igual longitud y calcula la media y la desviacién de los datos agrupados.
Compara los resultados con los del apartado anterior.

c) Se establece que si la media mas dos veces la desviacion tipica supera el valor maximo establecido existe
riesgo de contaminacion radiactiva. ;Es este el caso?

a) Para calcular la media, se suman todos los valores y se divide por 26, el resultado es:

54,02 +2146 +...+ 254,19

=82,298
26

X =

El célculo de la desviacion tipica requiere obtener la varianza:

§? 54,022 + 21,467 +...+ 254,19°

26 —89,298% =5699,178 = s, = 75,493

b) Se agrupan los datos en 5 clases de longitud 60, puesto que el rango es 304,88 — 6,29 = 298,59. Empezando
en 6 y terminando en 306:
Clases | fi | xi | fx; fix?
[6,66) |15] 36 | 540 | 19440 Con los datos de la tabla, la media y la desviacion tipica

[66,126) | 4 | 96 | 384 | 36 864 son: X — m _ 89,077
[126,186) | 4 | 156 | 624 | 97 344 26
[186,246) | 1 |216| 216 | 46656 | 2352656 g9 4772 560598 5 = 75027
[246, 306) | 2 | 276 | 552 | 152 352 Y26 g
126 | 2316 | 352 656 Los valores son muy proximos a los obtenidos con los datos sin

agrupar.

¢) Tomando la media y la desviacién tipica de los datos sin agrupar (con los datos agrupados los resultados son
equivalentes), el valor de la media mas dos veces la desviacion tipica es 240,284, valor que supera claramente
el valor de 148 Bq/ms. Por lo que se concluye que existe riesgo de contaminacion radiactiva.
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situacion profesional (X) y su nivel de estudios (Y) se recoge en la tabla:

Nivel de estudios
Basicos | Medios | Altos
Empleado fijo 14 22 18
. ., Empleado
Sweon Liompora | 10 | 3| 2
Autbnomo 12 8 10
Sin empleo 23 14 9

a) Escribe las distribuciones marginales y condicionadas.

b) De los que tienen estudios medios, ¢ qué porcentaje son autbnomos? ;Y empleados?

c) ¢Son independientes estas variables?

a) Distribucién marginal de X

Distribucion marginal de Y

52. La distribucidon de frecuencias de 200 personas adultas, entrevistadas en una ciudad pequena, segin su

X fi Y fi
Empleado fijo 54 Basicos 67
Empleado 70 Medios 75
tAeTP"ra' 0 Altos 58
utonomo 200
Sin empleo 46
200
Condicionada X]Y: Condicionada Y|X:
Y
Y
X Basicos Medios Altos X Basi Vedi Alt
Empleado fijo| 0,208 955 0,293 333 |0,310 344 — asicos edios e
Empleado Empleado fijo | 0,259 259 | 0,407 407 | 0,333 333 |1
0,268 656 | 0,413 333 |0,362 068 Empleado
temporal ¢ | 0,257 142 | 0,442 857 0,3 1
Auténomo 0,179104 | 0,106 666 |0,172413 empora
Sin empleo | 0,343 283 58 | 0,186 666 67 | 0,155 172 | | Autdnomo 04 10,2666660,333333 33 |1
1 1 1 Sin empleo 0,5 0,304 347 | 0,195652 |1

b) Como hay 75 personas con estudios medios de los que 8 son auténomos y 31 + 22 = 53 son empleados,

entonces se tiene que aproximadamente de los que tienen estudios medios el 10,7 % son auténomos vy el
70,7 % son empleados.

c) Se construye la tabla de las distribuciones relativas conjunta y marginales.

hj Basicos | Medios | Altos | h;
Empleado fijo| 0,07 0,11 0,09 (0,27
FG’:‘n‘;'sf;P 0,09 | 0,155 |0,105 0,35
Autébnomo 0,06 0,04 0,05 | 0,15
Sin empleo 0,115 0,07 (0,045(0,23

h; 0,335 | 0,375 | 0,29 1

Como h, = hh,, para algin i, j, por ejemplo, 0,09=0,335-0,35. Entonces las variables X e Y son

dependientes.
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53. Galton (1877) analizé la relacion entre el diametro de los guisantes (X) y el diametro medio de sus

descendientes (Y) (datos en centésimas de pulgada):

X| 21 20 19 18 17 16 15
Y|17,26 17,07 | 16,37 | 16,4 | 16,13 | 16,17 | 15,98

a) Dibuja el diagrama de dispersion.
b) Escribe la recta de regresion de Y sobre X. ; Qué conclusiones pueden extraerse?

c) Si un guisante tiene 4,5 milimetros de diametro (0,177 pulgadas), ¢cual sera el diametro esperado de sus
descendientes?

No~<

a) En el grafico se ha representado la nube de
puntos junto con la recta de regresion de Y sobre
X ajustada en el apartado siguiente.

a
\

edio de sus
pL
@

\
\

[
ET, 16,4
08 @ -~
-3 7 . i Pk
%13\ o,V %
T @
1 Q4 e
D~ I\.,U<>

A
0145 160 175/ (190 [205 X
X:digmetro de los guisantes (centésimas de pulgada)

b) Se completa la tabla para calcular los coeficientes de la recta de regresion de Y sobre X:

X Y x,-2 y,'2 Xiyi
21 | 17,26 | 441 | 297,908 | 362,46 2 126 ¢ 2 229 o0,
20 | 17,07 | 400 | 291,385 | 3414 7 Ty
19 | 16,37 | 361 | 267,977 | 311,03
' ; . _ 115,38 1903,236
18 | 16,4 | 324 | 268,960 | 2952 y= =16,48 sy =—————16,48” =0,2062

17 | 16,13 | 289 | 260,177 | 274,21

208272

Xy

16 | 16,17 | 256 | 261,469 | 258,72 -18-16,48 = 0,84

15 | 15,98 | 225 | 255,360 | 239,7

126 | 115,38 | 2296 | 1903,236 | 2082,72

Por tanto, la recta de regresion del diametro medio de los descendientes (Y) respecto al diametro de sus
predecesores (X) es:

y = 16,48+0‘4ﬁ(x—18) =y =12,703+,021x
A la vista de los datos y de los célculos realizados se pueden extraer, entre otras, algunas conclusiones:

e El diametro medio de los guisantes cuyos predecesores son mas “grandes” es menor que el de estos,
mientras que el de aquellos cuyos predecesores son mas “pequefios”, es mayor (regresion a la media).

e Cuanto mayor es el tamafo de los guisantes, mayor es el tamafio medio de sus descendientes.

e La variabilidad observada en el tamafio medio de los descendientes es mucho menor que la de sus
predecesores.

e Por cada centésima de aumento en el tamafio del guisante de siembra, aumenta 0,21 centésimas el
tamafio medio de sus descendientes.

c) En este caso, con los resultados obtenidos en el apartado b), puede obtenerse el coeficiente de correlacion:

0,84

(=
V4 -J0,2062

sembrados y el diametro medio de sus descendientes. De esta forma, se pueden realizar predicciones acerca
del tamafio medio de los descendientes para diametros de guisantes en el rango de valores de la tabla, como
es el caso de x= 17,7 centésimas de pulgada.

=0,9249 . Que confirma el alto nivel de correlacién entre el diametro de los guisantes

y =12,703+,021-17,7

Es decir, el tamafio medio esperado para los descendientes de un predecesor de 0,177 pulgadas es de0,1642
pulgadas.
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54. La tabla siguiente muestra el PIB per capita (X, en miles de $) y el indice de natalidad (Y, en nacimientos/mil
habitantes) en once paises de Iberoamérica.

X|4,9|12,7|8,6(10,2|11,9(9,6|17,7(10,4|5,5|17,4| 15,3

Y|24| 20 |20| 19 | 17 |17| 17 | 17 (17| 14 | 13

a) Representa graficamente la distribucion.
b) Calcula el coeficiente de correlacion y sefiala la relacion entre el PIB per capita y el indice de natalidad.
c) Escribe la recta de regresion del indice de natalidad en funcién del PIB per capita.

d) Siun pais tiene un PIB per capita de 14 mil délares ¢ Cual sera su indice de natalidad esperado?

a) En gréfico se representa la nube de puntos y la recta de regresion obtenida en el aparatado c).Se puede
observar una tendencia decreciente, si bien el ajuste lineal a la nube de puntos no es muy bueno.

Y
24
o
k=]
=
-S \\ ] °
o
o 18 IR
© . o e T« °
S ~
i ™~
— L]
S: 19 °
IL<>
A
0| "4 8 12 16 X
X:PIB per capita
. . b) Se completa la tabla con las columnas necesarias para los
X Y Xi yi Xiyi calculos de este apartado y del siguiente

4,9 [ 24| 2401 | 576 | 117,6
12,7 | 20 | 161,29 | 400 | 254
86 | 20| 73,96 | 400 | 172
10,2 | 19 | 104,04 | 361 | 193,8 12 24 , 158562

11,9 | 17 [ 141,61 | 289 | 202,3 X=—7-1129 v =g~ 1129°=16,6626
9.6 | 17 | 92,16 | 289 | 163,2
17,7 | 17 | 313,29 | 289 | 300,9 7219 1773 2 3547 oo gi083

10,4 | 17 | 108,16 | 289 | 176,8 1" d 11
55 | 17 | 30,25 | 289 | 93,5

17,4 | 14 | 302,76 | 196 | 243,6 » _21166
15,3 | 13 | 234,09 | 169 | 198,9
124,21 195 | 1585,62 | 3547 | 2116,6

-1129.17,73=-7,7388

Por tanto, el coeficiente de correlacion es:

—7,7388

r= =-0,6621
/16,6626 /8,1983

Que indica que a mayor PIB per capita, menor indice de natalidad con una relacion lineal moderada, tal como
se intuia con la observacién de la nube de puntos en el primer apartado.

c) Larecta de regresion de Y sobre X, es decir, del indice de nacimientos respecto al PIB es:

-7,7387

y=17,73+
16,6626

(x-1129) = y =-0,464 4x + 22,971

d) Six= 14, entonces el numero esperado de nacimientos por cada mil habitantes es:

y =-0,4644-14+22,971=16,475
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55. Se supone que el alargamiento (Y, en cm) de un cable esta relacionado con la intensidad de la fuerza (X, en
N) que se le aplica. Para estudiar el tipo de relacion se toma una muestra de cinco cables de la misma clase
y longitud y se les aplica distintas fuerzas. Los datos del alargamiento son:

X| 2 15| 3 |1[25
Y|54]35|84|3]|69

a) Dibuja la nube de puntos y comenta la relacién que se observa.

b) Escribe la recta de regresion del alargamiento en funcién de la fuerza aplicada. ;Cuanto aumentara el
alargamiento por cada unidad de aumento en la fuerza?

c) ¢Cual es el porcentaje de variabilidad del alargamiento que viene explicada por la variacién en la fuerza que se
aplica?

d) Si se aplica una fuerza de 1,2 N, 4 Cual sera el alargamiento esperado del cable? ;Y si la fuerza que se aplica
es de 2,2 N?

a) La nube de puntos junto con la recta de regresion
ajustada en el aparatado b) se han representado en

el grafico y se observa una fuerte relacion lineal
directa entre la fuerza aplicada al cable y el

©

alargamiento que se produce en el mismo: a mayor

fuerza aplicada, mayor alargamiento. Situacion que

coincide con la intuicién, por lo que parece razonable

a pesar de contar con solo cinco observaciones.

Y : alargamiento
D
N
X

w

X :fuerza

b) Se amplia la tabla de datos con las columnas que se necesitan para efectuar los calculos:

10 27,2

X | v % yP Xyi )_(=? 2 ?=T=5,44
2 | 544,00/ 29,16 10,80

1,5 35 | 225 | 12,25 | 5,25 s2-225 5 _g5

3|84 [900] 7056 |2520 5

11 3 [1,00] 900 | 3,00 216858 . 1ue 4oy

25|69 | 625 | 47,61 [17,25 Y5

10 [ 27,2 22,50 [ 168,58 | 61,50 615

Xy

=222 _2.544 =142
115

De manera que la recta de regresion del alargamiento (Y) en funcion de la fuerza aplicada (X) es:

y :5,44+—1(‘)452(x72): y =284x-0,24

De modo que por cada unidad (N) de aumento en la fuerza, el cable alargara 2,84 cm.
c) La respuesta la encontramos en el valor del coeficiente de determinacion:

e 1422

=—————=0,9783
0,5-4,1224

Es decir, el 97,83% de la variabilidad observada en el alargamiento viene explicada por la variacién en la fuerza
aplicada.

d) Six=1,2N, entonces y =2,84-12-0,24 =3,168 cm

Six=2,2 N, entonces y =2,84-2,2-0,24 =6,008 cm
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56. En la tabla se dan los datos observados de la estatura de un bebé (Y, en cm) segun el nUmero de semanas
de embarazo (X) a partir de la semana 32. Los datos se dan en la tabla siguiente:

X[32|33|34| 35 |36|37|38|39|40
Y |42|45|47|48,5[49|51|52|54 |55

a) Representa graficamente los datos.

b) Halla la recta de regresion de la estatura del bebé en funcion del nimero de semanas transcurridas y justifica la
bondad del ajuste obtenido.

c) ¢Cual es el porcentaje de variabilidad de la estatura explicada por el modelo de regresion?

a) La gréfica de dispersion de los datos muestra una Y
fuerte relacion lineal entre el numero de semanas de 58
embarazo y la estatura del bebé, dado el buen ajuste | 7
que se observa de la recta de regresion a la nube de g
puntos. § 52 e
g | Yt
2 )
L@
:16’; 10 /(
3 /|
40
g
AV
0| 30 34 38 42
X:numero de semanas de embarazo
b) Se afaden a la tabla las columnas correspondientes:
X Y x,-2 y,'2 Xiyi
_ 324 11724
32| 42 | 1024 | 1764 1344 X=——=36 sy = —36° = 6,67
33 | 45 1089 2025 1485
34 | 47 | 1156 | 2209 1598 y =235 493 35:M,49,32:15,84
35 | 48,5 | 1225 | 2352,25 | 1697,5 9
36 | 49 1296 2401 1764 s, =16057736~49,3=1O,17
37 | 51 1369 2601 1887 Y
38 | 52 1444 2704 1976
39 | 54 1521 2916 2106
40 | 55 1600 3025 2200
324 | 443,5|11 724 | 21 997,25 | 16 057,5

La recta de regresion de la estatura del bebé (Y) en funcién del nUmero de semanas de embarazo (X) es:

y = 49,3, 1017
6,67

(x-36)= y =1525x 5,6
Que se ajusta muy bien a la nube de puntos como se puede ver en el grafico del apartado a). Ademas, el
coeficiente de correlacion lineal.

r=_ 1017 _ (9804

V6,67 /15,84

es muy proximo a 1y, por tanto, sefialando una fuerte relacion lineal directa entre ambas variables.

c) La respuesta la proporciona el coeficiente de determinacion, obtenido directamente con la covarianza y las
varianzas o el cuadrado del coeficiente de correlacion:

R?=0,9788

Asi, el 97,88% de la variabilidad observada en la estatura viene explicada por el modelo de regresion.
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57. La tabla siguiente muestra los datos del nimero atémico (X) y la densidad (Y, kg/m3) de los metales
alcalinotérreos (Grupo 2) de la tabla periédica.

X

4

12

20

38 56 88

Y

1848

1738

1550

2540 | 3594 | 5000

a) ¢Puede afirmarse que existe relacion lineal entre el niUmero atémico y la densidad? Razona la respuesta.

b) Escribe la recta de regresion lineal de la densidad en funcién del nUmero atémico.

c) Calcula el coeficiente de determinacion y valora la bondad del ajuste lineal.

a) Para visualizar si existe relaciéon lineal entre las
variables, se representan los datos en un grafico
de dispersion y se observa que pueden ajustarse,
en conjunto, mediante una recta, si bien con las
debidas precauciones, ya que por ejemplo, debe
tenerse en cuenta que:

Solo

observaciones.

tenemos

Las tres primeras parece
que siguen una tendencia distinta a las otras

tres.
b)

X Y X7 y? Xiyi

4 1848 16 3415104 7392
12 1738 144 3020 644 20 856
20 1550 400 2 402 500 31 000
38 2540 1444 6 451 600 96 520
56 | 3594 | 3136 | 12916 836 | 201 264
88 | 5000 | 7744 | 25000 000 | 440 000
218 | 16 270 | 12 884 | 53 206 684 | 797 032

Y
000
o
o e
2 e
& 3000 7
3 ~e]
e o
/' L]
0 20 60 100 | X
X:numero atémice

Se efectlan los calculos con la ayuda de las
columnas afiadidas a la tabla de datos:

)—(:ﬁ,36,33 ‘:16270:2711,67
6 6
2 12:84 — 36,332 = 827,222

s? 53206684

y

—2711,64% =1514644,556

797032

S,y 6 —36,33-2711,67 =34314,778

La recta de regresion de la densidad Y en funcién del nimero atémico X es:

y =271167+

34314,778
827,222

(x—36,33) = y = 41,482x+1204,49

c) Con los resultados del apartado anterior, se calcula el coeficiente de determinacion:

2

34314,7782

~827,222-15514 644,556

=0,9398

Es decir, el 93,98% de la variabilidad observada en la densidad se debe al nUmero atémico. Por lo tanto, el
ajuste de la distribuciéon (X,Y) mediante la recta de regresién obtenida en muy bueno, con las precauciones

apuntadas en el apartado a).
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58. La siguiente tabla refleja la distribucién de una muestra gle viviendas nuevas en una zona residencial,
segun el nimero de habitaciones (X) y su superficie (Y, en m®).

Y: Superficie, en m”
[60, 70) | [70, 80) | [80, 90) | [90, 100)
X 2 69 12 2 1
o L. 3 464 217 89 26
N.° de habitaciones 7 175 450 512 138

a) Escribe la distribucion de la superficie condicionada a que el numero de habitaciones sea 3 y calcula la media y
la varianza de esta distribucion.
b) ¢Es independiente la superficie del nimero de habitaciones? Comenta el resultado obtenido.
a) La siguiente tabla recoge la distribucién de frecuencias de la variable Y|X=3 junto con las columnas
necesarias para hallar la media y la varianza.
X=3| f [ x| X xif; X't
[60, 70) | 464 | 65| 4225 |30 160 |1 960 400
[70,80) | 217 | 75| 5625 |16 275|1 220 625
[80,90) | 89 | 85| 7225 | 7565 | 643 025
[90, 100) | 26 | 95| 9025 | 2470 | 234 650
796 26 100 | 56 470 | 4 058 700
Media de Y|X =3: 56470 =70,94
796
4058700

Varianza de Y|X =3: —70,942 = 66,386

b) Para ver si X e Y son independientes se construye la tabla de las distribuciones relativas y marginales.

h;|  [60, 70) [70, 80) (80, 90) [90, 100) h;

2 10,0371 967 7

0,006 469

0,001 078 17

0,000 539 08

0,045 283 02

3

0,250 134 77

0,116 981 13

0,047 978 44

0,014 016 17

0,429 110 51

4

0,094 339 62

0,242 587 6

0,114 285 71

0,074 393 53

0,525 606 47

h;

0,381 671 16

0,366 037 74

0,163 342 32

0,088 948 79

1

Como la conjunta no es el producto de las marginales entonces X e Y no son independientes.
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59. En

un cultivo de laboratorio se ha medido el crecimiento (Y, en miles) de una colonia de bacterias, en

funcion del numero de dias (X) que se mantiene el cultivo. Los datos se recogen en la siguiente tabla:

18
864

12
356

15
579

X| 3 6 9
Y| 115|147 | 239

a) Cuantifica la correlacion lineal entre los dias transcurridos y el numero de bacterias presentes en el cultivo.

b) Escribe la recta de regresion del numero de bacterias en funcién de los dias transcurridos.
c) Define una nueva variable Z =InY vy realiza ahora el ajuste de Z en funcién de X'y valora la bondad del ajuste,
comparandolo con el anterior.
2 2 e
a) Para calcular el coeficiente de correlacion lineal, se necesitan las I Yi A
varianzas y la covarianza de las dos variables. 31115 | 9 13 225 345
6 | 147 | 36 | 21609 882
_ 83 819 9| 239 | 81 57 121 2151
x=—=10,5 s2=—--10,5*=26,25
6 * 6 12| 356 [144| 126 736 | 4272
15| 579 |225| 335241 | 8685
y= 2300 _ 383,33 s = M—383,332 =69793,5556
6 6 18| 864 |324| 746 496 |15 552
31887 63 | 2300|819 | 1 300 428 | 31 887
S, = -10,5-383,33 =1289,5
De manera que el coeficiente de correlacién lineal entre el niUmero de dias y la cantidad de bacterias es:
ro 12895 - 0,95269
/26,25 /697935556
Queda proximo a 1, por tanto, se tiene una relacion lineal directa y fuerte.
b) Con los resultados del apartado a) se tiene que la recta de regresion de Y sobre X es:
y =383,33+ 1289’5(x—10,5) =y =49,123x -132,47
26,25
c) Los nuevos datos son:
X Y ZanY Z,'2 XiZj
3| 115 |4,744 93213 | 22,514 3809 | 14,234 796 4
E=% =5706 s? = 198110 -5,7016% = 0,5101
6 z 6 6 | 147 |4,990432 59| 24,904 417 4 | 29,942 595 5
381093 9 | 239 | 5,476 463 55| 29,991 653 | 49,288 172
=— -10,5-5,702 = 3,6487
x 6 12| 356 |5,87493073| 34,514 8111 (70,499 168 8
3645 18| 864 |6,76157277| 45,718 866 3 | 121,708 31
=5702+= -10,5 =0,139x + 5,563
z t g5 X T108) =2 x* 632300 (34,209 634 2| 198,110 297 9| 381,092 58
2
El coeficiente de determinacion ahora es: R? = ﬂ =0,99424
26,25-0,5101

1289,52
26,25-69793,5556
Ahora bien, el

En el modelo anterior R? =

acabamos de calcular. error

=0,908 que es menor que el coeficiente de determinacion que

cuadratico medio para este modelo es menor

ECM=0,5101(1-0,994 24) =0,002938 que en el anterior modelo que era ECM =6448,40. Por tanto, la

transformacion proporciona un mejor ajuste lineal.
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ENTORNO MATEMATICO

Busco médico

Al padre de Sofia le han trasladado en su trabajo y toda su familia se ha
mudado con él. Una de las cosas que han tenido que hacer al llegar a su
nueva residencia es actualizar sus datos en el Sistema Nacional de Salud y
solicitar que les asignen un nuevo médico de familia.

Al buscar por internet la informacién sobre los pasos que tenian que seguir
para actualizar sus datos, Sofia se encontré con algunos datos estadisticos
que llamaron su atencion y que desconocia. Interesada, decidié investigar
un poco y estas son algunas de las conclusiones que sacé:

. La atencion médica a la poblacion difiere extraordinariamente de un
pais a otro, dependiendo de su grado de desarrollo, pero nosolo de
éste sino de otras muchas circunstancias.

o La OMS (Organizacion mundial de la salud) estima que menos de 230
trabajadores de la salud (sélo médicos, enfermeras y comadronas) por
cada 100 000 habitantes serian insuficientes para alcanzar la cobertura
de las necesidades de atencién primaria de salud.

o Muchos paises africanos no llegan a tener un trabajador sanitario por
cada 100 000 habitantes, mientras que en Esparia, en el afio 2012 se
alcanzé la proporcion de 498 médicos y 577 enfermeros.

En Internet
analizarlos.

encontréo los datos referentes a distintos paises para

Analiza, al igual que Sofia, las tablas y responde a estas preguntas.
a) Dibuja un diagrama de barras con los datos y calcula la media y la desviacién
tipica.

b) Separa los paises por continentes (considera América del Norte y del Sur por
separado) y calcula la media para cada continente. Identifica los valores
atipicos.

N.° Pais Médicos
2| Cuba 672
6 | Rusia 431
8 | Noruega 416
10 | Espaiia 396
13 | Australia 385
21| Alemania 369
26 | Italia 349
30| Francia 338
35| Argentina 321
43 | Egipto 283
46 | Reino Unido 277
57| Estados 242

Unidos

59 | Rumania 239
60 | Japén 214
62| Canada 207
68 | México 196
76| China 182
79 | Brasil 176
83| Ecuador 169

109 | Arabia Saudi 94

116 | Sudafrica 76

118 | India 65

119 | Marruecos 62

172 | Senegal 6

190 | Niger 2

193 | Tanzania 1

c) De los datos que has calculado en los apartados anteriores, ; qué conclusiones puedes sacar?

a) 800
700

6001

500

4001

300

200

100

0 } } }

La media se obtiene sumando las frecuencias absolutas y dividiendo por el nUmero de paises (26):

Médicos por cada 1000 habitantes.
Y su desviacion tipica:

2 = 6722 +431 +...+62+22 +1?
* 26

—-237,232 =24 707,562 = S, =+/24 707,562 = 157,186




SOLUCIONARIO

b) Europa M. Ameérica
Rusipa 431 X = % =237,23 del Norte bl X = # =354,25
Noruega |416 §2=48212,92 = EESE gz §? =34660,19 =
Espafia | 396 =, =219,57 Canada | 207 —s, =186172
Alemania | 369
ltalia 349 México |296

Francia 338

Reino Unido | 277
Rumania | 239

Africa M. América _

Egipto | 283 )_(:%:71,67 delsur | M X =%=222
Sudafrica | 76 $2=982174 = Argent?na 321 s; =4908,67 =
Marruecos | 62 — s —99104 Brasil | 176 =s, =70,62

Senegal 6 x ’ Ecuador | 169

Niger 2
Tanzania | 1

Asia | M. _ 555 Oceania | M.

Japon | 214 = " 138,75 Australia | 385

China | 182 s2 = 3743,69 =

yaba | o4 =5, =6119
India | 65

En cada tabla aparecen los paises de la primera lista agrupados por continente y al lado de cada tabla el valor
medio (numero de medio de médicos por cada 100 000 habitantes) por continente y su desviacion tipica
excepto para Oceania ya que solo se dispone del dato de Australia.

Claramente, el numero medio de médicos por cada 100 000 habitantes es muy bajo en Africa, a pesar de la
cifra de Egipto, ya que paises como Senegal, Niger o Tanzania presentan unas cifras infimas.

En América del Norte, es significativa la cifra de médicos por cada 100 000 habitantes de Cuba (672), muy
superior a la de los demas paises incluidos en esta lista.

c) De los datos se pueden extraer algunas conclusiones, entre otras:
e Las cifras de médicos por cada cien mil habitantes, varian extraordinariamente de unos paises a otros.
e También es muy elevada la variacién de unos continentes a otros.

¢ Paises muy desarrollados, como Japén, EEUU o Canada presentan cifras inferiores a paises con menor
grado de desarrollo, como es el caso de varios paises europeos o de por ejemplo Argentina y Egipto.

e Las cifras de Africa, Asia y América del Sur son claramente inferiores a las de Europa y de A del Norte,
aunque en este Ultimo caso, que el promedio sea tan elevado se debe exclusivamente al dato que aporta
Cuba.
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No ha llovido...,¢ va a subir precio del pan?

2,

A Héctor no le gusta el pan. Desde pequeno se comia el relleno del bocadillo en el recreo y se “deshacia”
habilmente del resto. Hoy se ha quedado palido cuando ha oido en la radio que el precio en origen del trigo
va a bajar hasta un 30 % respecto al afio anterior, debido a la gran cosecha obtenida gracias a las lluvias
primaverales. Ya se ve a si mismo comiendo enormes bocadillos, sopas de ajo y todo tipo de horrores
gastronémicos basados en el pan, que, a buen seguro, se le ocurriran a la imaginativa mente de su madre.

Antes de rendirse, decide comprobar si la noticia es cierta. Asi, se propone estudiar si hay relacion entre
las precipitaciones (cantidad de lluvia caida) en primavera y el precio que se paga a los agricultores por
tonelada (unidad habitual, pero puedes usar cualquier otra) de cereal (trigo y cebada sobre todo). Los
datos, los ha obtenido de la pagina del INE, en el enlace de Agricultura (proporcionadas por el Ministerio
de Agricultura) y en Climatologia.

Al igual que Héctor, y con ayuda de una hoja de calculo, intenta ver si la relacion es cierta o no. Para ello
responde:

a) Escribe en una tabla las parejas de datos correspondientes a precipitaciones y precios (no olvides concretar
las unidades) y realiza un andlisis de regresion de los precios sobre las precipitaciones (al revés no tendria
sentido).

b) ¢Se puede hacer el estudio por regiones? ¢ Por cuencas hidrograficas? ; Para toda Espafa?

c) ¢Te sientes capaz de hacerlo para toda la peninsula ibérica?

Es un problema abierto que se ha de considerar mas como un trabajo pudiendo consultar los datos facilitados por
el INE. Vamos a proponer un estudio para el apartado a).

a) La tabla muestra las precipitaciones (X) en mm y el precio pagado a los agricultores por tonelada (Y) desde el
afio 2005, considerado como base (precio =100), hasta el 2011.

Se tienen en cuenta que:

. Los precios entre 2000 y 2004 se consideran con base en 2000 y, por ello no se han
incluido aqui.

. Las precipitaciones son valores medios obtenidos a partir de los valores
proporcionados en las tablas de INE para todas las regiones de Espafia, de los meses de marzo, abril y
mayo de cada afio, desde 2005 hasta 2011.

Afio | Y: precio pagado | X: precipitaciones y? x? Xyi
2005 100 36,644 10 000,000 | 1342,773 | 3664,387
2006 101,21 41,621 10 243,464 | 1732,287 | 4212,437
2007 144,36 63,033 20 839,810 | 3973,201 9099,492
2008 142,54 76,029 20 317,652 | 5780,385 |10 837,152
2009 107,18 38,514 11 487,552 | 1483,336 | 4127,942
2010 122,52 51,308 15011,150 | 2632,474 | 6286,213
2011 154,51 52,482 23 873,340 | 2754,408 | 8109,064
872,32 359,631 111 772,968 | 19 698,866 | 46 336,686
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La nube de puntos junto con la recta de regresién ajustada, indican una tendencia creciente (contrariamente a
lo que podria pensarse) y una relacion lineal moderadamente aceptable.

Y
170
~
]
o
B 140 = .
2 —1
Q 7
3 L]
D
5. 110 /
; LRLAY) / Y
e L]
0<>
A
0[ 50 40 50 60 70 X
\ X: precipitaciones

Las medias, varianzas y covarianza de X e Y se obtienen a partir de los datos de la tabla:

Y=w=51,376 y = 872,32 =124,617
7 7
s? =M—513762 =174,645

2 111772,968

y

—124,617? = 438,135

s, = 16336680 (54376).(124,617) = 217,214
7

Y, a partir de estos resultados se puede obtener la recta de regresion del precio pagado (Y) sobre las
precipitaciones (X):
217,214

y =124,617 +
174,645

(x—51376) = y =1244x+60,719

Cuya bondad se mide a través de los coeficientes de determinacion y de correlacion:

pe_ 2172147

=——————=0,6166 = r =0,7852
174,645-438,135

El valor del coeficiente de correlacion (0,7852) confirma una relacion lineal directa moderadamente alta entre
las precipitaciones anuales en primavera y el precio pagado a los agricultores por el cereal, detectada en el
diagrama de dispersion. Ademas, El 61,66% de la variabilidad observada en los precios viene explicada por la
variacion en las precipitaciones.

b) Se puede realizar un estudio parecido ya que se tienen datos por regiones, cuencas hidrograficas y para toda
Esparia. Para acceder a los datos se puede consultar la pagina del INE y los enlaces de smSaviadigital.com.

c) Del mismo modo se puede realizar un estudio similar a los anteriores para la peninsula ibérica.
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AUTOEVALUACION

Comprueba qué has aprendido

1.

El grafico siguiente corresponde al histograma de una variable continua.
32

351
301
251
201
f
15

a) Escribe la tabla de frecuencias.

b) Calcula la media, X , la moda y la mediana.

c) Halla la varianza, s% y la desviacién tipica, s.

a) Del diagrama de barras se obtiene directamente la tabla de frecuencias absolutas:

Clases | [0,2) | [2,4)

[4.6)

[6.8)

8,10]

£ | 10

20

32

23

15

b) Para calcular la media, la mediana, asi como la varianza y desviacion tipica del siguiente apartado, se amplia la

tabla con las columnas necesarias:

2

Clases | fi |Xxi| fixi | fix© | Fi
[02) |10 [1] 10| 10 | 10
[2,4) | 20 |3| 60 | 180 | 30
[46) | 32 |5(160| 800 | 62
6,8) | 23 [7|161|1127| 85
[8,10] | 15 | 9| 135| 1215|100
100| |5263332

La media es: x = 526 =5,26
100

La clase modal es [4, 6), porque tiene la mayor frecuencia absoluta.

La mitad de las observaciones es 50 y hasta el intervalo [4, 6) se acumulan 30 observaciones, para las 20
restantes se procede por interpolacion lineal: si el intervalo [4, 6), de longitud 2, contiene 32 observaciones, a

20 observaciones le corresponde una longitud:

| _20(6-4)

Luego la mediana es M=4 + 1,25 =5,25.

=125

c) De la tabla del apartado b) se obtiene la varianza y de esta la desviacion tipica

, 3332

s2="""--526%=56524 =5, =2,3775

* 100
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2. Ladistribucion de la variable bidimensional (X, Y) viene dada en la siguiente tabla:

X|6|3]4]|1]|7]|9
Y|4|6|5|5|2]|1

a) Representa graficamente la distribucion.
b) Calcula el coeficiente de correlacién y evalua el ajuste lineal a la distribucion.
c) Escribe la recta de regresion de Y sobre X.
d) ¢Qué porcentaje de la variabilidad de la variable Y es explicada por el modelo de regresion?
e) Six=5, jcual es el valor esperado de y? ;y si x = 15? Comenta la fiabilidad de ambas predicciones.
a) Se representan la nube de puntos de la variable estadistica (X,Y), junto con la recta de regresioén de Y sobre X
obtenida en el apartado c), y se puede observar una relacion lineal inversa fuerte entre ambas variables.
Y
f a3 N o
6 .
[ ] L]
. N
4
Y ™~
2 o \
L]
0 2 4 6 ¢ 10 X
)(
b) El calculo del coeficiente de correlacion precisa afiadir a la tabla columnas con los cuadrados de las variables y
5 5 el producto de las mismas.
X|Y Xi Yi Xiyi L di I . | . deXeY .
614136 16|24 as medias, las varianzas y la covarianza de X e Y son:
3/6[9 |36]18 A 7-22_383
4516|2520 6 6
1151111255 sf:192752=7
712149 | 4 |14 6
91|81 |19 107
2=—-383%2=31389
3023192 [107 | 90 =75 ’
S, :%—5-3,83 =-4,1667
6
. o . -4,1667
De modo que el coeficiente de correlacion lineal es: r = ———— =-0,8889
\7-3,1389
que confirma la intuicién sefialada en el apartado a). El coeficiente de correlacion lineal toma un valor
relativamente proximo a -1y, por tanto, el ajuste de la distribucidon mediante una recta es aceptable.
c) Larecta de regresion Y sobre X, se obtienen con los datos del apartado b):
y = 3,83+M(X—5) = y =-0,595x + 6,81
. . . . o (-41667)
d) Este porcentaje se obtiene mediante el coeficiente de determinacion: R* = 7731389 =0,7901
Esto es, el 79,01% de la variabilidad observada en Y viene explicada por el modelo de regresion (por la
variable X).
e) Si x=5, entonces y =-0,595-5+6,81= 3,835, prediccion fiable por encontrase el valor x= 5, en el rango de

valores de X'y, ademas, muy préximo a la media de la variable.

En cambio, no se puede hacer prediccion para x= 15, por no estar dentro del rango de valores de la variable
regresora.
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3. Asignarazonadamente a estos diagramas de dispersion el coeficiente de correlaciéon adecuado.

a)

v n vy
° o * * .

REURN Al C e,

1 .
0 1 X
ol 1 X
Y| IV Y]
¢ ) °° ) ) : ‘ e o 0

11 e ¢ ° ° 1 .
0 1 X 0| 1 X
r=0,102 b) r=-0,903 c) r=0,776 d) r=0,501
I—- r=0,776 Il—- r=0,102 lll— r=-0,501 IV— r=-0,903

4. Silas puntuaciones otorgadas a 7 alumnos en un examen de matematicas son 4, 7,6, 8, 3,9y5.

a)
b)

c)

a)

b)

c)

Unidad 12| Distribuciones bidimensionales

Calcula la media y la varianza de las calificaciones.
Si se multiplican por 2, ; cuales son ahora la media y la varianza?

El coeficiente de correlacién entre las notas de matematicas y las de quimica para estos 7 alumnos es r=0,78.
Si tanto las calificaciones de matematicas como las de quimica se multiplican por 2 ;Cual es ahora el valor del
coeficiente de correlacion?

La media es: X — 4+7+6+£73+3+9+5 -6
4°+7°+62+8°+32+9°+5%

La varianza es: s? = 62=4

7

Si se multiplican los valores de la variable por 2, la media queda multiplicada por 2 ya que, en general, si

Y= 2X;.

Mientras que la varianza queda multiplicada por 2°= 4, puesto que en general:
10 — 10 2 —\2 10 —
2oy 2oy ) - =4 —3 x? —x? | =4s?
sy—ni;y, y n;(Zx,) (2x) 4(n§1X’ X ) 4s?

Por tanto, en este caso, la media y la varianza de la variable Y=2X son:
y=2x=12 s?=4s2 =16

El coeficiente de correlacién no cambia, puesto que

_ S0 _ 4S.  _ S.

2 <2 242 = 242 Ixe
NES ,/4sx4sz s;s?

F2x)(22)
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Relaciona y contesta

Elige la unica respuesta correcta en cada caso

1.

La variable estadistica X toma los valores 2, 3, 4, 5 y 6 con frecuencias respectivas 4, 5, f, 3 y 1. Si se sabe
que la media aritmética de X es 3,6, el valor de fy la mediana de X son:

A =8 M=3 B. =7, M=4 C. =6, M=4 D. =7, M=5
Solucién:B
En la regresion lineal de Y sobre X, se ha obtenido un coeficiente de determinacion R~ 0,82; entonces:
A. Larelacion entre X e Y es directa.
. La pendiente de la recta de regresion es 0,82.

B
C. EI 18 % de la variabilidad de Y queda sin explicar por el modelo de regresion.
D

. Con ese dato, no hay relacion lineal entre Xe Y.

Solucién: C

El 81 % de la variabilidad de Y viene explicado por el modelo de regresion. Si la media de la variable X es 1
y la recta de regresion de Y sobre X, es y =2,5-1,4x, entonces:

A y=25r=-09 B. y=25r=09 C. y=11r=-0,9 D. y=11r=0,9

Solucién: C

De la distribucion conjunta de dos variables estadisticas X e Yse sabe que s, =2, S, =2, x=8, y=10.
En este caso:

A. y=10-2x B. y=14-0,5x C. y=14+0,5x D. y=8-2x

Solucién: B

Seiiala, en cada caso, las respuestas correctas

5.

De la variable (X, Y)se sabe que s, =2,5y que, R?=0,75.Si Z=3Xy T=Y + 3, entonces:

A. S, =8, +3 B. R; = Rfy C. S, = 3SXy D. Rzzt = QRfy
Solucion: By C

Con el modelo de regresionlineal de Y sobre X se pueden realizar predicciones razonables sobre Y:
A. En cualquier caso

B. Si el valor dado a X se encuentra cerca de su media.

C. Solo para valores pequefios de X
D

. Si el valor de X esta en el rango de valores de la muestra.

Soluciones: By D

Elige la relacién correcta entre las dos afirmaciones

7.

1. El coeficiente de correlaciéon es r=—0,7 2. Larecta de regresiones y =50-0,7x
A 1= 2 B.2=>1 C.1e 2 D. 1% 2
Soluciéon: D

Distribuciones bidimensionales | Unidad 12

255



	EJERCICIOS PROPUESTOS
	EJERCICIOS
	ENTORNO MATEMÁTICO
	AUTOEVALUACIÓN

