SOLUCIONARIO

7 Numeros complejos

EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Ejercicio resuelto.

2. Representa graficamente los nameros z,=-2-2i, z,=2i y z, =—-6. Halla su médulo y su argumento. Haz
lo mismo con sus respectivos conjugados y opuestos.

Y Z

|z =V(-27 +(-2)* =V8 =22 tgu, :_—2:1:Argz1 = o, = 225° N4 S

Z3=24 1 zy X
|z,| =V0% +2% =2 Argz, =90° 2, 1-2,=Z,
|25 = \(-6)* + 0% =6 Argz, =180°
|2 = |-z = |z =22 22| = |2l = 22| =2 22| = |-zl =[] =
Argz, = 360°—Argz, = 135° Argz, = 360°—Arg z, = 270° Argz, = 360°—Arg z, = 180°
Arg(-z;) = Argz, —180°= 45° Arg(-z,) = Argz, +180°=270° Arg(-z;) = Argz; —180°=0°

3. Dados z, =-1+/3i y z, =\/§+i, represéntalos graficamente y halla su médulo y su argumento. Haz lo
mismo con sus respectivos conjugados y opuestos.

|z,| = (—1)"’+(x@)2 =2 tgoc1:£i:—\/§:Argz1:oc1:120°
- Y

21N z

|z,] = (\/§)Z+12:2 tga2=%=§3Ar922:0‘2:30° /}glﬁz
i 27N

—_ S ) N 22
|z1| =|-z|=|z|=2 |22| —|-z,| = |2,| =2 7, [ %
Argz, = 360°-Arg z, = 240° Argz, = 360°-Arg z, = 330°
Arg(-z,) = Argz, +180°= 300° Arg(-z,) = Argz, +180°=210°

4. Ejercicio resuelto.
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5. Siz= “1++/3i y z,= \/§+i, halla el médulo y el argumento de los nimeros:

a) zz, b) z? c) ? d) z°
2
a) 2z, =(-1+3i)(V3 +i) =3 -i+3i+3/° =23 +2i
|z,z,| = (—2\/§)z+22 =4 tgo = 722\/§ =—§:> Arg(z,z,) = 0. =150°
b) z? :(-1+£/)2 =1-2/3 +3i2 = —2-2\/3i
|27 = (—2)2+(—2«/§)2:4 tga:%:ﬁﬂArg(z12):24O°
o) ﬁ:—1+\/§i_( 1+\/—’)(\/§ ’) —V3+i+3i =32 _4i
z,  J3+i (3+1)(«/§ ) 3+1 4
Al _ o2 412 =1 Arg[ J 90°
2
2 |z, 4 4 4
BY (172 1 - 1 3
1| _ _ _ 4 _ _ -1 — o
|22 |— [T] +(—Z) —E tga—ﬁ——ﬁ——?:Arg(zz )—Q—SSO
4

6. Determina qué numero real a sitia el afijo del complejo (2+i)(a—i) en la bisectriz del primer y tercer

cuadrante. ¢ Cuales son su médulo y su argumento?

(2+i)(a-i)=2a-2i+ai-i*=(2a+1)+(a-2)i. Para que el afijo esté en la bisectriz del primer y tercer

cuadrante, la parte real e imaginaria deben coincidir, por tanto, 2a+1=a-2=a=-3.

El namero complejo resulta ser —5-5i , de modulo +/(-5)2 +(-5)% = 5v2 y argumento tga = _—: =1= 0 =225°.

7. Demuestra las propiedades 2, 4 y 6 de las operaciones con complejos conjugados.

Las demostraciones son directas sin mas que escribir los complejos y sus conjugados en forma binémica y operar:

Propiedad 2: z-z=2ilmz
z—E:(a+bi)—(a—bi)=2bi=2i|mz

Propiedad 4: z, £z, =2+ 2,

z,+2,=(a+bi)+(c+di)=(a+c)+(b+d)i=(a+c)-(b+d)i=(a-bi)+(c—di)=2z+2z,

z-2z,=(a+bi)—(c+di)=(a-c)+(b-d)i=(a-c)-(b-d)i=(a-bi)-(c—di)=z-2,

Propiedad 6: ﬁ] ==;27,%0
2

z 2,z z,z 22z, zz, zz, z
(_1] :[ 1_2J =| == |=2 -2 - 122 _ Z1 en donde se ha aplicado la propiedad 3 y 5.
2,2, |z|” ) |z |z 2z 2z

Numeros complejos | Unidad 7

237



SOLUCIONARIO

8. Operay escribe en forma bindomica estos complejos:

1+i 2-3i 2 3 1 A+
140)3-2i) b) 2i(3+4i — d '
a) (1+i)3-2i) b) 2i(3+4i) ¢ ; ) 4+2i ® i 4430 i

a) (1+0)(3-2i)=3-2i+3i-2/>=5+]
b) 2i(3+4i)=6i+8i%=-8+6i

1+i (+0)i  i+i?
e

c 1-i
) i i -1
d) 2—3i_(2—3i)(4—2i)_8—4i—12i+6i2 _2—16i_l_ii
4+2i (4+2i)(4-2i) 16+4 20 10 5
e) L_i_2(1_i)_3(1+i)_2_2i_3_3i__1_5i__l_é,'
1+i 1-i (1+i)(1-1i) 1+1 2 2 2
f) 1 _ﬂ_ 1+ (1+i)(-3-4i) _—3—4i—3i—4i2_1—7i_l_Li

4+3i | -3+4i (-3+4i)(-3-4i) 9+16 25 25 25

9. Calcula a para que sea imaginario puro.

5+12i
a+2i  (a+2i)(5-12i) 5a—12ai +10i — 24> _ 24+5a . 10—12al.:> 24 +5a —0—a _ 24
5+12i (5+12i)(5-12i) 25+144 169 169 169 5
10. Escribe en forma binémica 1+i+ i+ +...+i'%.
101 _ 42541 .
T+i+i2+i+..+i1"% = ! - L =I_—1=I.—1=1
i—1 i—1 i—1
11 a13. Ejercicios resueltos.
14. Utilizando la forma polar, prueba que el inverso del complejo zes z ™' = #
z
Si z=r,, tenemos i2= r;’* ={1J =(l) y z! =l= Toe =[1j =(l) , por tanto, z! y iz
|z| o0 r) g oo r) z r, rJooa r)_ |z|
coinciden.
15. Expresa en las tres formas habituales los complejos:
\2 1 717 1 . .4
a) (1+i) b) - c) i"+i d) E(1+/)(1+: )

a) (1+i)? =1+i% +2i = 2i = 245, = 2(cos 90° +i sen 90°)

b) 1 = LZ = —i = 15700 = 1(C08270° +i sen 270°)

c) i"+i" =¥ +i"'=-i+i=0, no tiene forma polar ni trigonométrica.

d) 1+i™* :1+ii4:1+%:2:%(1+i)(1+i4):1+i =245 = /2 (cos 45°+i sen 45°)
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16. Resuelve las operaciones indicadas para los complejos: z; =2, z, =—1+i y z; =2(cos210°+isen210°).

2,2,

c) z' d) z,?
Z3

a) zz,z, b)

2, =200, Z, =—1+1i =213 y z3 =2(c0s210°+isen210°) = 2,0

a) 212223:260°~\/51350'22100=(4\/5)40 =<4\/E) 0:4x/5(cos45°+isen45°) \/—[£+£IJ—4+4I

5° 45

b) 21222 - 260“5&‘13? =12 gg50 =/2750 = /2 (COS 75° + 5en75°) = /2 [cOs(45° +30° ) + i sen(45°+30°)] =
3 210°

=2 [ (cos45°cos 30°—sen45°sen30°) + i (sen45°cos 30°+cos 45°sen30°) | =

IKI B 2 1] (I 3 2 1]}@@

2 2 2 2 2 22 2 2

V3

€) 2" =(25100)" = 16400 = 16,500 = 16(C0OS8120° +i 5€n120°) = 16[—%+7i] =-8+83i

1 1. (1 1 1.
d) z2= o s>z = =0 | = — =
) % (\/—135) 2210 = 2" T2 20 (2)_2700 [21,0., 2

17. Escribe en forma polar z = -2(cos30°+isen30°).

z=-2(cos30°+isen30°) = 2(—cos30°—isen30°) = 2(cos 210°+isen210°) = 2,

También podriamos haber observado que z es el opuesto de 2(cos30°+isen30°)=2300 y, por tanto,

Z=2g00.300 = 2100 -

18. Expresa en forma polar todos los complejos z que cumplen:

z .
- =1+
z-2i

a) (2z+3)(iz+5)=0 c) 3z=1+i e)

b) 2+3iz=4iz+9 d) (1+2)z=3-5i f) 2z+iz=1

22+3=O:>z=—§=(%)

a) (2z+3)(iz+5)=0= P 180°

iz+5=0:z=——_=——’—5/ Sg00
i i

b) 2+3iz=4iz+9:>iz=—7:>z=—1_=7i=790.,
i

- =11, 1 1. (2
c) 3z=1+iDz=—+—iDz=——-—i=|—
3 3 3 3 3 5150

d) (142i)z =351 7 35 _ (B-5001-21) 711 =_%_11i=[ (3_54J

1+2i  (1+2i)(1-2i) 5 S 237,530

©) — 2 taimzo(14i)z-20(1+i) = iz=—2+2i = z= 252 540 (2v2)
z-2i i 45°

2a+b=1

f) 22+iE=1:>2(a+bi)+i(a—bi)=1:>(2a+b)+(2b+a)i=1:> —a=
a+2b=0

:z:z_l,:(gj
333,43°
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19. Halla todos los numeros reales x e y tales que ﬂ = x - yi .Expresa en forma polar y trigonométrica
—yi

X+yi 'y x-yi.
x=0,y=0
x=1y=0

, 22

X yi= xyi=(x—yi)? =x2+y2i2—2xyi=(x2—y2)—2xyi:>{x_x Y o x=_l, y=£

X—yi y =-2xy 2 2
X = _l, y = _ﬁ

2 2

Se obtiene, por tanto, cuatro posibilidades para z=x+yi y z= X—yi:

z=2z=0 , que no tiene forma polar ni trigonométrica.

z=2z=1=15 =1(cos0°+isen0°)

z= —%+g i =150 = 1(c0s120°+isen120°) y z= —%—g = 1,400 = 1(COS 240°+i s€n 240°)

z= —%—gi = 15400 = 1(COS240°+i5en240°) y 7 = —%+§ =150 = 1(cos120°+i sen120°)

20 y21. Ejercicios resueltos.

22. Calcula las raices quintas de %+gi expresando el resultado en forma polar.

l+£i=16m:§/1600 =s;,con s=31=1yp

o o
>t = w =12°+72°k (k=0,1,2,3, 4), asi, las raices quintas

de E+7l SON Z; ="190, Zy =Tg405 Z3 =Tisg0 s Z4 =lppge ¥ Z5 = 13900 -

23. Calcula y representa graficamente las raices cuadradas de —4.

Y
iz
180°+360° k '
4= 41500 = Jhigpe =5;, CON S=4=2y B = =90°+180° (k=0,1), por tanto, o1
. Z
las raices cuadradas de —4 son z, =2450 =2/ Y Z, = 2,750 =—2i . S 2

24. Halla los numeros complejos z que cumplen que: z = 4-16

180°+360° k
4

cuatro soluciones: z; = 2,5 = V2 4420 Zy = 2350 = 2 +2i, Zy = 29950 = 2 -2i Y Z, =24150 = V2 -2i.

~16 =16,g90 = {16500 = 5, CON S = Y16=2yp-= =45°+90°k (k =0, 1,2, 3), por tanto, obtenemos
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25.

26.

27.

28.

Si una raiz sexta de z es 1 + i, calcula y representa graficamente las otras cinco raices sextas de z.

Y

6 Z,
Tenemos z=(1+ i)6 = (\/5450) =8,,00 , POr tanto, las raices sextas de z son de la forma Sy ?V\ z.

o o ny; \ N
con s=%8=42 y B=w =45°+60°k (k=0,12 3, 4,5), obtenemos asi las ﬁ\'\ LL

| ~a)

raices sextas de z. z, =\/§45° =1+i, z,= \/51050, Zy = \/51650, Z, = x/Ezzsc . Zs =\/§285° y Z l“ °
Zg = \/53450 . “5

Podemos resolver el problema de manera mas simple recordando que si 1+ = V2,45 es una raiz sexta de z, las

otras cinco raices se obtienen multiplicando v24s0 por Ts00+ Tiogos Tgoos Toage Y T3g00» Obteniéndose el mismo
resultado que con el método anterior.

Un vértice de un octégono regular inscrito en una circunferencia centrada en el origen es el punto A(12, 5).
Calcula los vértices adyacentes.

o
=45°, asi, para encontrar los vértices adyacentes pedidos,

basta girar el vértice A respecto del origen de coordenadas 45° y —45°.

Es decir, basta multiplicar 12+5/ por 1,s. :ng%i Y 1450 :g £/ siendo los vértices adyacentes los

afijos de los nimeros que se obtienen. De este modo:

(124—5i)(£+£ J:¥ 17\/— = Vértice: [i ?j

\/_ [] ﬂ 7\/_ = Vértice: (ﬂ —i]
2

(12+5/)[ > > >

Demuestra que si k=cn+r con r=0, 1, 2, ..., n — 1 entonces las razones trigonométricas del angulo

o+360°k L o+360°r
————— coinciden con las del ———
n n

Observemos que ambos angulos se diferencian en un multiplo de 360°, por lo que sus razones trigonométricas
coincidiran.

En efecto: =360°

a+360°k o +360°r 360°(k—r) 360°cn
n n n

Ejercicio interactivo.

29y 30. Ejercicios resueltos.
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31.

32.

33.

Resuelve las siguientes ecuaciones dando las soluciones en forma binémica.

a) x’+ix+1=0 b) x*+2ix-1=0 c) x*+x*+1=0 d) X*-x*-x-2=0

SitNiP -4 x5 x5 |17

. 2
a) X*+ix+1=0=x= = =
2 > 2 | e

—2i 4% + 4

b) xX*+2ix-1=0=x=——"" "% __j

2
z, = L + \/gi—1
14/ 1+ H 1= "5 T4 = Ho2o°
¢) Haciendo el cambio z = x? tenemos z?+z+1=0=z= e = 1231 = 2 2
2 2 1 3.
2 :—5—7’ =Ta400
Deshaciendo el cambio, haciendo las raices cuadradas de z, y Zz,, obtenemos las soluciones
X; =1 7l+£i X, =1 = l—ﬁi X3 =1 7—l+£i y x, =1 7l—£i
17600 T, Ty M2 T 2400 o o 73T a0 2" o 478000 T,y

d) Al ser una ecuacion polindbmica con coeficientes reales, para cada solucién su conjugada también sera
solucion, por tanto, una de las tres soluciones es un numero real. Probando los divisores del término

independiente obtenemos como solucion x, =2 y x®—x*—x-2=(x-2)(x* +x+1), por lo que las otras dos

soluciones se obtienen resolviendo x?+x+1=0= x, = —%+§i, X5 = —%—gi.

Resuelve los siguientes sistemas.
o v — 2 2 _ _

a) ix ('1+/);./ 3 b) x“+4y 1

(2+i)x+iy =4 xX-2y=2
) {ix—(1+i)y=3 - i2x—(1+i)iy = 3i

2+ix+iy=4  [(1+i)2+i)x+(1+D)iy =4(1+i)

4+7i 7T 4.

Sumando las ecuaciones tenemos: —x+(1+3i)x =3i+4+4i = 3ix=4+7i = x =

=———j

3i 3 3
. o T 4 . 18 1. . . 1. 1 ..
Sustituyendo en la segunda ecuacion: (2+1i) g—gl +ly=4:?—§/+ly=4:> /y=—2+§l :>y=§+2/.

b) x-2y=2=>x=2+2y

o y——l+ﬁi x—1+£i
(2+2y)2+4y2:71:>8y2+8y+5:0:>yzuzfli£i:> 2 4 2
16 27 4 1 6, J6 .
y=————i, Xx=1-—i
2 4 2
Factoriza completamente en R y en C los polinomios:
a) P(x)=x>-2x*+9x-18 b) Q(x)=x*+x®-3x>-4x-4

a) P(x)=(x-2)(x*+9)en R P(x)=(x-2)(x+3i)(x~3i) en C

b) Q(x):(x+2)(x—2)(x2+x+1) en R Q(x)—(x+2)(x—2)(x+%+§i}[x+%—§i} en C
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34. Determina los nimeros reales b y ¢ sabiendo que una raiz del polinomio P(z) =2z°+bz?-4z+c es 1-i.

P(1—i):0:2(1—i)3+b(1—i)2—4(1—i)+c:0:>—4—4i+2bi—4+4i+c:0:>{_8+c=0 {b=°

26=0 lc=8

35. Ejercicio interactivo.

36 a43. Ejercicios resueltos.

EJERCICIOS
Los numeros complejos

44. Sean los numeros complejos senalados en la figura.

Qga)y
R
0 X
a) Halla su forma bindmica. c) Determina su argumento.
b) Calcula su médulo. d) ;Hay algun par que sean conjugados entre si?

Identificamos puntos y vectores con el nimero complejo correspondiente.

a) P=a+bi, Q=c+di y S=e+fi. Observemos que R se obtiene trasladando P segun el vector -0Q, por

tanto, R =(a+bi)—(c+di)=(a—c)+(b—d)i . Andlogamente, T se obtiene trasladando S segun el vector OQ ,
portanto, T =(e+fi)+(c+di)=(e+c)+(f+d)i

b) |P|=vVa?+b?, |Q=Vc?+d?, |R|=y(@—cl+(b—d)?*, |S|=Ve? +f2 y [T|= (e +c)? +(f+d)

c) ArgP =arctg B] , hay que tomar la solucion del primer cuadrante.
a

ol

) , hay que tomar la solucién del primer cuadrante.

ArgQ = arctg[

ArgR = arctg uj , hay que tomar la solucion del primer cuadrante.
a-c

ArgS =arctg (2] =90°+ArgR ArgT = arctg (%] =90°+ArgR = ArgS
+

e) Si hubiera algun par conjugados entre si serian simétricos respecto del eje X, lo que no ocurre.
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45. Representa los siguientes nimeros complejos y, sin ningtn calculo, obtén sus argumentos.

a) 1+i c) 3i e) -3 g) —2+2i i) —5i
b) 5 d) —1-i f) 4-4i h) 1+/3i ) V3-i
Z a) Arg(1+i)=45° f) Arg(4-4i)=315°
NGl A b) Arg(5)=0° g) Arg(-2+2/)=135°
e AN t X c) Arg(3i)=90° h) Arg(1+J§i)=60°

i d d) Arg(—1-i)=225° i) Arg(-5i)=270°
e) Arg(-3)=180° j) Arg(V/3 - i) = 330°

46. Sean los nameros complejos: z,=-2+i, z,=1+4i, z,=-3-2i, z,=-5i, z; =4, z; =2-3i .

a)

Represéntalos junto con sus opuestos y conjugados.

b) Halla sumédulo y su argumento.

c)

Determina el médulo y el argumento de sus opuestos.

d) Determina el médulo y el argumento de sus conjugados.

a)

b)

c)

d)

Y|_
Zy="2,
rZ. 22
o N\ |/
TN\ LT

-Z

N
NI [ N

N

[4,]

|
NN

Z3
Z

|z =5, |z)| =17 , |z5| =13, |2,| =5, |z5| =4 v |25| =13

Argz, = arctg( j: 153,43°, Argz, =arctg(4)=75,96°, Argz, = arctg(%) =213,69°, Argz, =270°,

1

2
3

Argz; =0° y Argz; = arctg 5= 303,69°

El médulo de cada opuesto coincide con el médulo del nimero complejo del que es opuesto y los argumentos
se diferencian en 180°:

2| =zl =5, [z|=|z| =17, |-z5| =|z| =13 , |-z =[2u[ =5 |-2z5| = |2s] =4 ¥ |- 25| =|2| =13
Arg(-z,) = Arg(z,) +180°=333,43°, Arg(-z,) = Arg(z,)+180°=225,96°, Arg(-z;)=Arg(z;)—180°=33,69°
Arg(~z,) = Arg(z,)—180°=90°, Arg(~z;) = Arg(z;)+180°=180° y Arg(~z) = Arg(z;)—180°=123,69°

El médulo de cada conjugado coincide con el médulo del numero complejo del que es conjugado y los
argumentos suman 360°:

|;1|:|Z1|:\/g’ |Z_2|:|22|:\/ﬁ’ |Z_3|:|23|:\/E’ |Z_4|:|Z4|:5’ |Z_5|:|25|:4 y |Z_6|:|Zes|:\/E
Arg(z,) = 360°- Arg(z,) = 206,57°, Arg(z;)=360°-Arg(z,) =314,04°, Arg(z, | =360 Arg(z,) =146,31°,

Arg(Z) =360°-Arg(z,)=90°, Arg (Z) = 360°-Arg(z;) = 360°=0° y Arg(g) — 360°—Arg(zs) = 56,31°
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47. Escribe en la forma a+ bi, con ay b reales, los siguientes nimeros complejos:

a) z=12-3i-4(-5+8i) d) z=(2+i) (1-2i) g) z=%+ﬁ

, . V2 N2)(V2 2 1-2i (3 Y
b) Z=(3+I\/§)(3—I\/§) e) z=[—7—17 THT h) z=5+3i+(mj
o zetassy 0 o5 b o3

a) z=12-3/—4(-5+8i)=12-3i+20-32j = 3235/
b) z=(3+i«/§)(3—ix/§)=9—5i2=9+5=14
) z=(4+3i) =16+9i2+24i =16 -9+24i =7 +24i

d) z=(2+i) (1-2i) = (4+7%+4i)(1-2i) = (3+4i)(1-2/) = 3 - 6i + 4i -8 =11-2i

e) z={—£—i£]{£+i£} =—(£+iﬁ]2 = —(Lrli2 +i) =i

2 2 2 2 2 2 2 2

5+15i  (5+15i)(1-2i) 5-10i+15/—30/° 35+5i _

= 7+i
1+ 2i (1+2i)(1-2i) 1+4 "

_3-6i 4 _(3-6i)(3-i) _ 4(3+4) _3-21 12416/ _3 21 12 16 _39 73

g) z

3+7 3-4i (3+1)(3-1) (3-4i)(3+4i) 10 ' 25 10 10 25 25 50 50

2
1-2i 3 Y (1-2i)(5-3i) 3(1+1) “1-13i (3+3i Y 1 13. 9 9, 9.
h) z= -+ —| = - =+ : — | = + =————it—+—i"+=i=
5+3i \1-i (5+3i)(5-3i) ((1-i)(1+1i) 34 2 34 34 4 4 2
1 70,
=4 —
34 17

i) 22[4—6i](1+3i):[2(2—3i)][1+3ij_2(1+3i)(3—2i)_29+7i_18 14

= = =— 4
2-3i \3+2i 2-3i \3+2i) “(3+2i)(3-2)) " 13 13 13

48. Si z,=3+2i, z;,=-1+3i y z; =1-1i, calcula:

a) Re[i] b) Im(z1—2zz+%z3j

2

a) B_3+2 _ (3+2i)(-1-3i) 3-11 3 11 .:Re[ﬂ 3

= = = =———j
z, —1+3i (-1+3i)(-1-3i) 10 10 10

b) z1—222+%z3 :3+2i+2—6i+%—%i =%—%i:>lm[z1—222+%23j:—g

49. Justifica que (1+4/)® es un nimero real positivo.

(1+iP =2i = (1+i)® = (2i)* =16i* =16
Otra posible respuesta seria:

Arg(1+i)=45°= Arg ((1 + i)S) =8-45°=360°=0°= (1+/)® es un nimero real positivo.
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50. Para cada complejo z= x+iy, definimos el complejo Z=z2—z. Prueba que ReZ=x?>-y?-x y que
ImZ=y(2x-1).

Z=(x+iyY? —(x+iy)= x> +i%y? +2xyi —x —iy = (x* —y? = x)+ y(2x -1i > ReZ = x* —=y? - x,ImZ = y(2x —1)

51. Resuelve las ecuaciones siguientes de incognita z.

a) (1+i)z=3—i c) (2z+1-i)(z+3)=0
b) 2z+1-i=iz+2 d) Z—+1:2i

3-i (3-i)1-i) 2-4i
1+i (A+i)(1-i) 2

a) (1+i)z=3-i=>z= 1-2i

b) 2z41—iziz42= (2-iz=1+imz= L (xN@+h) 1+31 1 3,
2—i (2-i)2+1) 5 5 5
22+1,,'_o:>z—,l+l,'
c) (2z+1-i)(z+3)=0= - T 272
z+3=0=>2z=-3
d) 2 2im 212122 = (1-20)z = 1-2i = 7= 2 _(C1220(4+20) _3-47_3 4,
z-1 1-2j (1-20)(1+2i) 5 5 5

52. Considera el polinomio: P(z) = z* + (-2 +3i)z* + (13— i)z-6-10i

¢Son los numeros complejos i, 3y 1+ raices de P(z) ?

P(i)=i®+(-2+3i)i? +(13—)i -6 -10i = —i +2-3i +13/ +1-6 -10i = -3 —i # 0 = i no es raiz de P.
P(3)=3%+(-2+3i)-32+(13-i)-3-6—-10i =27 —18 +27i +39-3i -6 —10i = 42 +14j = 0 = 3 no es raiz de P.

P(+i)=(1+41) +(=2+3i)(1+i)2 +(13=i)(1+i) -6 -10i =—2+2i —4i —6+14+12i —~6-10i =0 = 1+i es raiz de P.

53. Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones de incognitas z; y z,:

3z,+z,=2-5i c 2iz,+z,=2i
Z,—2,=—-2+i 3z,-iz, =1
32,+2,=5+2i 3z, +2iz, =3+11i
-z +2,=1-2i z,—(i-1)z, =-3+5i

a) Sumando las ecuaciones tenemos 4z, = —4i = z, = —i y, sustituyendo, —i -z, =-2+i=2,=2-2j.
b) Restando las ecuaciones tenemos 4z, =4 +4i = z, =1+ vy, sustituyendo, -1-i+2z,=1-2i =z, =2—-i.

c) Multiplicando la primera ecuacion por i y sumandole la segunda ecuacion tenemos z, =-1 vy, sustituyendo,
2i+z,=2i=>z,=4i.
d) Restandole a la primera ecuacion el triple de la segunda tenemos

12-4i _(12-4i)(-3-5)) 56481 28 24 oo

(-3+5i)z, =12-4i = z, =

-3+5i (-3+5i)(-3-5i) 34 17 17
z,—(i-1) _28 A, :73+5i:>z172+ii:73+5i:>z1:l+ﬂi.
17 17 17 17 17 17
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54. En cada uno de los casos siguientes, representa el conjunto de afijos de los nimeros complejos z que
verifican las siguientes condiciones:

a) |7=3 c) Imz=1 e) Rez=Imz
b) Rez=-2 d) Imz>2 f) Rez<-1
a) Y c) Y e) Y
e N
[ \ 1 1
0| 1 0| 1 1
\ J
N o
b) Y d) Y f) v
0l 1 1 0l 1
0| 1 X

55. Escribe la condicién que cumplen los nimeros complejos cuyos afijos se encuentran en la region
representada en cada caso.

a) Y| b) Y| c) Y| d) Y
/ : RN
1 . 7 ONT X
~L/ ' )
0|/7 X 0] 1 X AN /
N / 0 X
/
a) |z-(3-i) =|z—(-2+i)| c) |z—(-1-2i)=2
b) Rez>2elmz<1 d) 1<|z-(2+2i)<2

56. Escribe en funcién de z el conjugado de los complejos w siguientes.

a) w=2+3z b) w=(1+iz)(1+22) ) w:;“z d) w=2+2i2241-3i
+z

— - — e - — 1-iz — =3 _.—2 .

a) w=2+3z b) w=>1-iz)(1+2z) c) W=3 - d) w=z -2iz +1+3i
+z

57. Sea z=x+iy y W=iz+z-2-2i.

a) Comprueba que w—W:Zi(x—Zy—Z).

b) Demuestra que la afirmacion “el afijo de w esta sobre el eje de abscisas” es equivalente a “el afijo de z esta en
larecta 2y = x-2".

a) w=—iz+z-z+2i=W-w=i(2+2)+2(2-2)-4i = 2iRez-4ilmz-4i = 2i(Rez-2Imz-2) = 2i(x ~ 2y - 2)

b) Si el afijo de w esta sobre el eje de abscisas tenemos w = w y, por tanto, x—2y -2 =0, es decir, el afijo de z
esta en la recta 2y = x—2 . Reciprocamente, si el afijo de z esta en la recta 2y = x -2 tenemos w-w=0,es

decir, w = w y, por tanto, el afijo de w esta sobre el eje de abscisas.
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58. Determina todos los complejos z que hagan que Lz sea un numero imaginario puro.
z —

iz —b+ai _ (-b+ai)((a-2)-bi)  2b+(b?+a’-2a)i
z-2 (a-2)+bi ((a-2)+bi)((a—2)-bi) (a—2)%+b2
puro si y solo si b=0, por tanto, los complejos z buscados son los nimeros reales.

Si z=a+bi tenemos

, que sera imaginario

Formas polar y trigonométrica. Operaciones

59. Escribe en forma polar los complejos siguientes.

a) z=2+243i f) Z=%

b) z=-—2++2i g) z=-2(cos150°+isen150°)
c) z=4-4i h) z=+2(~cos45°-isen45°)
d) z=-2i i) z=cos60°+isen30°

e) z=—%+§i j) z=sen(a+mn)+icos(n—a)

a) |7=v4+12 =4, Argz =arctg/3 =60°= z = 4,
b) |z|=v2+2 =2, Argz =arctg(—1) =135°= z = 2,5,
c) |z|=\/16+16=4«/§,Argz=arctg(—1)=315°:>z=(4«/§)

315°

d) |z]=V0+4 =2 Argz=270°= 7z = 2,

e) |Z| = i+i =l, Argz=arctg(—x/§) =120°= z=[l]
120°

16 16 2
4 4., 4
h z= E B \/EZ‘IS“ ) [EJOLM&: - (2\/5)*31? - (2\/5)45"

g) zeselopuesto de 2,454, portanto, z=2550,1500 = 23300 -
h) zes el opuesto de \/545" , por tanto, z = \/§4so+1ao° = \/Ezzse.

i) z=cosGO°+isen30°=l+li= ﬁ
2 2 2 -

. . . cos
j) z=sen(a+mn)+icos(n—oa)=-seno—icosa =1 donde tgP = ¢
sena

=cotga, por tanto, B=90°-a O
B=270°-a.

Observemos que el primer caso no es posible, ya que entonces la parte real de z seria cos(90°-a)=sena,
que no coincide con sen(a + ) = —seno salvo que o =0°.

Asi, debe ser z =1,,,._, , Y, en efecto, 1,;,._, =c0s(270°—a) +isen(270° —a.) = —cos(90°—a) —i sen(90° —a) =

—seno.—icosa = Z .
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60. Escribe en forma binémica, polar y trigonométrica los nimeros complejos cuyos afijos se senalan en la
figura.

A Y

o

A= —4+5i =\[4112666- = /41 (c0s128,66° +/ sen128,66°)
B =2j =24y, = 2(cos90°+i sen90°)

C =3+2i = 133369 =13 (05 33,69°+i sen 33,69°)

D =1-3i = 1085 430 = V10 (c0s 288,43° +/ sen 288, 43°)
E-4-2i-(2V5)

F =-3=3,g5 = 3(cos180°+i sen180°)

= 2\/—(COS333 43°+isen333,43°)

333,43°

3-Ti
2+5i°

61. Escribe en forma trigonométrica el complejo: z =

_3-7i_(8-7i)(2-5i) _ -29-29i — 1 =2 (cos 225° +i sen 225°)
2+5i (2+5i)(2-5i) 29

62. Dados los complejos: z, = V2(1+i) y z, =§—é.
a) Escribe z, y z, en forma trigonométrica.

b) Siw-= ﬁ, escribe w en forma binémica y trigonométrica y deduce el valor exacto de cos 75° y sen 75°.
2

a) 7 =v2(1+i)=~2 +2i =2(cos45°+isen45°)  z, =1(cos330°+isen330°)

o H o]
b) w2 2(00s45°+isen45) — 2(cos(-285°)+ i sen(-285°)) = 2(cos 75° +i sen75°)
z, 1(cos330°+isen330°)

V2 +2i) NEN VB2,
_z1 V2 442 ( 2 2 \/5—«/§+\/§+x/§i
e TR 1 2
2 2 2 2
Por tanto se deduce que 2cos75°= \/_ 2 = cos75°= @ y 2sen75°= \/E;\/E = sen75°= \/EZ\E

63. Si z=+3-i,calcula 22, |zz| y |z|2.

223 —ii = 24500 = 2% = Aggpe = dyoqe, [22] =4y [2ff =27 =4
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64. Siz=-/6+2- i(x/a—«/f) , escribe en forma binémica los complejos z2, z°, 2° y z'2.

Se escribe z en forma polar:

2 2
|z|:\/(\/g+\/§) +(\/E—\/§) :\/6+2+2«/E+6+2—2x/ﬁ =16 =4, por otra parte, en el ejercicio 62 se ha
142 -2 642
4 4

, de donde tg75°= ———.
N

probado que sen75°= y cos75°= Asi, si Argz=a, se tiene

V62 1
J6++2  tg75°

De este modo:

tga =—

=—cotg75°= o = 345°, por tanto, z =44, .

V3

2’ = (43450)2 =16gg00 = 165300 = 16(c0s330°+i sen330°) = 16[T _%iJ =8J3-8i
2% = (44450 )° = 4096700 = 40960, = ~4096i

3105°

2 = (4use)’ =(2"), o = (2),. = 2"° (cOS225°+i sen225%) = 2'° (—%—gij =-2""\2-2""2i

22 =(2°) = (-4006i)? = (-22i) =227 = 2%

1+i\/§J30
= -

65. Calcula el siguiente nimero complejo: [ 1
+

30
, , 1+ivV3 200 2 1+i+3 30
1403 =200 ¥ 147 =2450 tanto, —_760° _|_ 2 =250 =(24s0) =(2"° =
+i goo Y 1+i 450 , por tanto 147 N2 450 (,/2]150 15 YE Py J ( 15) ( )4500

_ (215)90o _ol5;

66. Decide los valores del entero n para que el complejo («/5 + i)n sea:

a) Un ndmero real b) Un ndmero real positivo c) Un numero imaginario puro

V347 =200 = (V3 +1) =(2500)" =(2")

a) 30°n=180°k = n =6k para algun entero k.

30°n

b) 30°n =360°k = n =12k para algun entero k.
c) 30°n=90°+180°k = n =3+ 6k para algun entero k.

67. Resuelve la siguiente ecuacién: 2z —(1+ i); =-1+5i.
Sea z=a+bi:

2(a+bi)—(1+i)(a—bi):—1+5i:>2a+2bi—a+bi—ai—b:—1+5i:>(a—b)+(3b—a)i:—1+5i:>{aa_

A= i b—2=2z-142i
-a+3b=5

Otra manera de resolver la ecuacion es tomar conjugados, obteniendo un sistema lineal con incognitas z y z
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68. a) Determina el conjunto de los afijos de los complejos z tales que |z—1| = |§+ 1| .

b) Sea n un entero positivo. Encuentra los complejos z tales que (z-1)" = (E+ 1.

a) Si z=a+bi tenemos:

|z—1|:‘2+1‘:>\/(x—1)2+y2 :\/(x+1)2+y2 Sx=-1P=(x+1? = x*+1-2x=x*+1+2x = x =0

Por tanto, los complejos buscados son los imaginarios puros, es decir, los afijos son el eje Y.

b) Tomando médulos y usando el apartado previo deducimos que z debe ser imaginario puro, digamos z = bi .

Entonces z-1=-1+bi vy z+1=1-bi son opuestos, con lo que si Arg(z—1):a

Arg(2+1):180°+a y, por tanto, no =180°n +no, = 180°n = 0°= n par .

En conclusion, si n es impar la ecuacién no tiene solucién, y si n es par, las soluciones son los complejos

imaginarios puros.

Radicacién de numeros complejos

69. Resuelve las siguientes ecuaciones y escribe sus soluciones en forma binémica.

a) 22-i=0 c) z*+1=0 e) 2-1=0
b) z6-64=0 d) z*+81=0 f) z*-81=0
o o
a) 23—i=0:>z=3//7=13/190c:sp,con s=31=1yBz&;m{:%%mo%(k:o,1,2),asi:
z, = —£+li z,=1 —fﬁﬁL—iyz ="15700 =
1_30"_2 2 v 42 = M50° — 2 2 3 — '270° — .

o (o]
b) 2°-64-0=2z-%64 =¢64, =s,, con s=%64-2 vy p= 300K _ggok (k-0,1234,5),

6

2220022,  Z=200=14\3i,  Z3 =200 =—1+V3i,  Z, =200 =-2,  Z5 =200 = —1—3i

Zg = 24000 = 1-/3i .

o (o]
c) 2 +1=0=z=Y1=414. =5, con s=¥1=1y ﬁ=%=45%90°k(k=0,1 2,3), obteniendo:

V2 V2.
2 2

a3

-1 .

V2 2. V2 2.
2 2 2

Zy=Tygo=—+——0, Zy=Tygge =———+——1, Z3 ="pp5 = —

2 2 2 Zy =135 =

o o
d) z'+81=0=z=Y-81=4814. =5,, con s=¥81=3 y B:w:45°+90°k(k:0,1,2,3), asi:
32 3V2.

4
y4 —3 —£+ﬂi z, =3 —7ﬂ+ﬂi Z —3 —7ﬂfﬂi y Z =3 —
17 %45 =, 5 2T T T, 5 BT =T, 5 4= %3150 =,
(o] Ok
e) 22-1=0=z=Y = =s,, con s=%=1 y B:%:60°k(k:0,1,2,3,4,5), obteniendo:
V3 1 3. 1
21210(,:1, 22:160°:E+?I’ ZS:1120°:_E+7,’ Z4:1180°:_1’ 25:124002_5
1 3.
26:1300° ——TI.

(] o
f) z4—81=0:>z:i‘/a=\4/8100=sﬁ, con s=%81-=3 y ﬁzw:90°k(k:0,1,2,3), por tanto:

4
2,=3p0 =3, Z, =340 =3I, Z3 =31500 =3 Y Z, =3p700 =3I .
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70. A partir de los datos de la figura, calcula de forma exacta y razonada, la forma binémica de los afijos
correspondientes a los vértices del cuadrado que se representa.

Y
TR T~ _2V5 +3i
=
~,
: \‘ "<
4
! 1 \\
\
i NA
1 0! 1 | X
1 1
(o} ]
\
\\ Y2
4
\‘~ ,/
S e
B

Se identifican puntos y vectores con el complejo correspondiente.
Calculando en primer lugar el centro de la circunferencia se observa que los puntos P=-1+3/ y Q=2-4i son

- . . 1 1.
los extremos de un diametro, por lo que el centro sera el punto medio del segmento PQ, R=—-—1i.

Haciendo una traslacién que lleve el punto R al origen de coordenadas O, es decir, una traslacion de vector
. 1 ) .

RO = —E+EI los puntos A, B, Cy D se trasforman en los puntos A’, B’, C' y D’, vértices de un cuadrado centrado
en O, por tanto, D'=/A"', C'=iD'=-A"'y B'=iC'=-D". Ademés,D':—Zx/§+3i+A', por tanto:

A= 25 13i+ A'= (-1+)A'= 25 +3i = A' = 25430 _ 2*/§+3+2*/§’3i, D'=—2£’3+2J§+3i,

Ry 2 2 2 2
2543 2V6-3, o 2V5-3 2V5+3,

2 2 2 2

C'=

Finalmente, deshaciendo la traslacion anterior, obtenemos A= (x/§+2)+(\/§—2)i , D= (2—\/§)+(\/§+1)i,

C:—(1+£)+(1—J§)i y B:(£—1)—(£—2)i.

71. Si P \/5, 1) es un vértice de un hexagono regular inscrito en la circunferencia centrada en el origen y de
g g geny

radio 2, calcula los restantes de las dos formas siguientes.

a) Multiplicando z = V3 +i por determinados niumeros complejos.

6
b) Calculando las raices sextas de (\/§+ i) .

a) Los restantes vértices se obtienen girando P 60° reiteradamente respecto del origen de coordenadas, es decir,
multiplicando z = V3 +i= 2300 POr Tg00 , Ti20os Tggos Toage ¥ Tag00 » ObtENiéndose los puntos:
2500 To00 = 2000 =21 = (0,2) ;2500 a0 = 21500 = 3 41 = (3, 1), 250 Ugon = 25100 =3 =i = (3, -1),
2300 “Toage = 29700 = =21 = (O’ _2) Y 2300 1300 = 23300 = V3-i= (\/5’ _1)

6
b) Los vértices del hexagono son los afijos de las raices sextas de (\/§+f) = (230 )6 = 64,450, s decir, son los

180°+360° k
6

200 =V3+i=P(V3,1),  200=20=(0,2), 200 =—B+i=(3,1), 20 =—3-i=(—/3,-1),
25700 = =20 = (0, =2) ¥ 25500 =3 —i = (3, -1)

afijos de los complejos s; con s = S64 =2 y B= =30°+60°k (k=0,1,2,3,4,5):
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, .z N2 .
72. Encuentra los numeros reales a y b para que se cumpla la relacién (a+ bl) =i de dos formas:
a) Calculando las raices cuadradas de i.

b) Desarrollando (a+bi)’ .

k=0:>1450=%+72i:>a=g’b=g
a) a+bi= Vi = 1900 =Tg0os3600% = Tasos1800k =
k=1=1pp=—""-—-—i>a=——,b=—-
2 2 2 2
b) (a+bi)* =a® + b + 2abi = (a® ~b) + 2abi = a’-b*=0_ [a=:b
2ab =1 2ab =1
Si a=b obtenemos 2a2=1:a2=%:a=ig, es decir, obtenemos dos soluciones, a=b=£ y
2 2 . g
a_b_—T. Si a =-b obtenemos —-2a“ =1, que no tiene solucion real.

73. Sea z un numero complejo.
a) Calcula los nimeros reales, a, b, ¢, para que se verifique la igualdad: z° +8 = (z+2)(az® + bz +c).

b) Halla de dos formas distintas las raices cubicas de —8.

a) (z+2)az’?+bz+c)=az’+(2a+b)z> +(c+2b)z+2c=>a=12a+b=0,c+2b=0,2c=8=a=1,b=-2,c=4
() o

b) Y-8 =384 = Sy, con s= Y8=2yp= w =60°+120°k (k =0, 1, 2), por tanto, las raices cubicas

de =8 50N 2450 =143, 21500 = 2 Y 25000 =1-/3i .

Otra manera de calcular las raices cubicas de —8 es observar que son las soluciones de 72 +8=0, es decir,

_ 21«/2—12 _ 212\/51 153

segun el apartado anterior, z+2=0=z=-2y z°-2z+4=0=2z

74. a) Justifica que (1+7)° = -8i.

b) Considera la ecuacion 7> =-8i:

i) Deduce del aparado a) una solucién de la ecuacion.

ii) Deduce del apartado a) una solucion de z° = -8i .
6
a) (141)° =(V24s0) =850 =8
3
b) i) Segun el apartado a), una solucién es z=(1+i)> = (\/5450) = (2\/5)135° = 2\/5(—g+gi} =-2+2i.

ii) Segun el apartado a), una solucién es z=(1+i)> = 2i .
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254

Teorema fundamental del algebra. Raices de una ecuacidn polinbmica

75.

76.

Calcula las raices de los siguientes polinomios.

a)

b)

a)

b)

c)

d)

a)

b)

a)

x* = x® +9x% -9x c) x°+5x*+7x%+35x%+12x+60

x* +26x%+25 d) x°+x*+25x3 +25x% +144x+144

x*—x®+9x%-9x = x(x3 - x2+9x —9) , por tanto una raizes x =0 y las otras tres son las raices del polinomio
x}—x?+9x-9.

Alser x> -x2+9x-9 un polinomio con coeficientes reales, para cada raiz su conjugada también sera raiz, por
tanto, una de las tres raices es un numero real. Probando los divisores del término independiente obtenemos

como raiz x=1vy x*-x*+9x-9=(x-1)(x?>+9), por lo que las otras dos raices se obtienen resolviendo

x2+9=0=x=3i, x=-3i.

Resolvemos x* +26x? +25 =0 haciendo el cambio z = x?:

22426249520 = 7 —26+V576 _-26+24 _{Z:—’I

2 2 z=-25"
Deshaciendo el cambio obtenemos las cuatro raices x =i, x=—i,x=5i yx=-5i.

Al ser x®+5x*+7x%+35x?+12x+60 un polinomio con coeficientes reales, para cada raiz su conjugada
también sera raiz, por tanto, una de las cinco raices es un numero real. Probando los divisores del término

independiente obtenemos como raiz x =-5 y x5 +5x* +7x® +35x? +12x+60 = (x +5)(x* +7x*+12), por lo

que las otras cuatro raices se obtienen resolviendo x*+7x2+12=0.

—7+1 _{z=—3

Haciendo el cambio z = x? tenemos z2+7z+12=0=z = 5 = 4
Z=—

Deshaciendo el cambio obtenemos las cuatro raices restantes: x = x/§i , X = ,\/5,' X=20 yx=-2i.

Al ser x® +x*+25x +25x2 +144x+144 un polinomio con coeficientes reales, para cada raiz su conjugada
también sera raiz, por tanto, una de las cinco raices es un numero real. Probando los divisores del término

independiente obtenemos como raiz x = -1y x°+ x* +25x® + 25x2 +144x +144 = 0 = (x + 1)(x* + 25x% +144) ,

por lo que las otras cuatro raices se obtienen resolviendo x* +25x? +144 =0 .

Haciendo el cambio z = x? tenemos z? +25z+144=0=z = _25i2 49 _ _25; [ {Z - 7?6 }
z=—

Deshaciendo el cambio obtenemos las cuatro raices restantes: x=3i, x=-3i ,x=4i yx=-4i.

Resuelve en C la ecuacion z2 —2\/§z+4 =0.

Si representamos por z, la solucién en las que la parte imaginaria es positiva y por z, la otra solucion, escribe

2
Z
en forma polar z,, z, y | = | .
z
2

2-22z+4=0=2z=

2\/§i\/322\/§i2\/§i:{2=\/§+

2 2

2 2
. . z 2450
b) 2 =v2+2i=2,5, 2,=\2-2i =25 y [—1} { 45 ] = (1970:)° = (1900 )% = Tyg0e
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SOLUCIONARIO

77.

78.

79.

a) Escribe en forma polar las soluciones de la ecuacion: z2—2z+2=0.

b) Deduce del aparatado anterior las soluciones de la ecuacion: (—iz+3i + 3)2 —2(-iz+3i+3)+2=0.

a) z2-2z+2=0=>z=

2¢V-4 242/ [z=1+i=2ss
2 2 z=1-i=235

b) Por el apartado anterior —iz+3i+3=1+i o —iz+3i+3 =1-i , obtenemos, por tanto, dos soluciones:

2+2i 2+4i

—iz+3i+3=1+i=>iz=242i>z=——"-=2-2i y —iz+3i+3=1-i=iz=2+4i=> z= 4-2i.
i

1

Para cada numero complejo z escribimos:
4 3 9 2
P(z)=2z"-3z +Ez -3z+1
a) Obtén P(1+1i).
b) Demuestra que si z, es solucion de la ecuacion P(z)=0, entonces z, =0 y A también es solucién de dicha

Z
ecuacion.

c) Obtén las cuatro soluciones de la ecuacion P(z)=0.

a) P(1+i)=(1+i)* —3(1+i)3+%(1+i)2—3(1+i)+1 :—4—3(—2+2i)+%2i—3(1+i)+1 =0

b) Si P(z,)=0 no puede ser z, =0, yaque P(0)=1.

9 2 3 4
1-3z,+ 52" -3z +2z,7 p
Ademas, si P(z,)=0 tenemos P[iJz%—%+%—i+1= 2 Z = (Zf):o_
zy) zyo oz 2z zy z, Z,
. . ) 1 1 1, . ,
c) Segun los apartados anteriores z,=1+i y z, :T:E_EI son soluciones, ademas, como se trata de una
+i

ecuacion polindomica con coeficientes reales, el conjugado de cualquier solucién también sera solucién, por lo

. . 1 1.
que las dos raices restantes son z; =1-i y z, :E+EI .

Sea z un numero complejo.

a) Desarrolla el producto: (z2 —6z+13)(z% +4z+13)

b) Resuelve en C: z*-27° +222-262+169 =0

c) Si representamos por z; la solucion en la que las partes real e imaginaria son positivas, demuestra que las

otras soluciones de dicha ecuacion son: z,, zj y -zi

a) (22-6z+13)(22+4z+13)=2*+42° +1322 62> -242° -782+132% + 52z +169 = z* —27° + 27> — 262 +169

b) z*-22°+222-262+169=0= (22 -62+13)(z2> +4z+13)=0=2°-6z+13=0 0 22 +4z+13=0.

. i —342i
De 7262413 =0 obtenemos dos soluciones z= 2= Y~16 _6+47 _ )z 3+ !
2 2 Z=3-2i

De z? +4z+13 =0 obtenemos las otras dos soluciones z =

—4+-36 -4+6i [z=-2+3i
2 T2 |z=-2-3i

c) z,=3+2i, por tanto, Z:S—ZI, Zi=-2+3i y —Zi=—2—3i.
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SOLUCIONARIO

80.

81.

82.

a)

b)

a)

b)

Resuelve la ecuacion z2+z+1=0 y deduce las soluciones de la ecuacion z°-1=0.

V3

Si designamos por w al nimero complejo —%+7i ,

i) Calcula w?, w®y w20

ii) Calcula S =1+w +w? +...+ w2

3
R I e

Z2+z+1=0=>2z= = =
2 2 1 43,
Z=—— =
2 2
22-1=0=(z-1)(Z#+z+1)=0=>2z=1 22+z+1:0:>z:1,z:f%+§}z:f%f§i

i) Observemos que w:—%+§' es una de las soluciones de z2+z+1=0 y z22-1=0, por tanto,
w? :—W—1:—1—£i, w® =1y w00 _ /19982 :(WS)GGG w2 = w2 :_l_ﬁi
2 2 2 2

ii) Observemos que la suma 1+w + w? =0 se repite 667 veces en los 2001 sumandos de S, por tanto,

S=667(1+w+w?)=0.

Considera la ecuacién z>-4z+a=0 donde a es un nimero complejo. Determina el valor de a para que el

numero complejo 2+i sea soluciéon de dicha ecuacion y, sin hacer ningun calculo mas, escribe la otra
solucioén de dicha ecuacion.

Si 2+i es solucion de la ecuacion, tenemos (2+i)? —4(2+i)+a=0=3+4i-8-4i+a=0=a=>5.

Como los coeficientes de la ecuacién son reales, si 2+i es una solucién, su conjugado, 2—-i es la otra solucion.

Para cada numero complejo z: P(z)=z*-10z> + 3822 -90z + 261

a)
b)
c)

d)

a)

b)

c)

d)

Si b es un numero real, escribe en funcion de b las partes real e imaginaria de P(ib) .
Deduce que la ecuacion P(z)=0 admite como soluciones dos nimeros que son imaginarios puros.

Encuentra los nimeros reales o y B para los que: P(z)=(z>+9)(z? + oz +p).

Resuelve la ecuacién P(z)=0.

P(ib) = b* +10b% —38b° —90bi +261= (b* ~38b” +261) +(10b> ~90b) , por tanto, Re[P(ib)] = b* ~38b? + 261
e Im[P(ib)] =106° -90b .

Si b=3 o b=-3 tenemos Re[P(ib)] =Im[P(ib)] =0, por tanto z=3/ y z=-3i son soluciones de P(z)=0.
(Z2+9)(Z* +az+B)=2" +az’ +(B+9)z° +90z+ 9P = o =10, f =29

P(z)=0= (22 +9)(z2-102+29)=0=22+9=0 0 z2-10z+29=0.De z>+9 =0 obtenemos las soluciones

ya encontradas en b), z=3/ y z=-3i, de z2-10z+29=0 encontramos las dos soluciones restantes,
z=5+2i yz=5-2j.
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SOLUCIONARIO

CUESTIONES

83.

84.

85.

86.

87.

88.

89.

Si z es un nimero complejo tal que [1+iz| =|1-iz|, ¢ puedes asegurar que z es un niimero real?

Si z=a+bi tenemos [1+iz|=|1-iz| :\/(1—y)2 +x? :\/(1+y)2 +x2 = (1-y)P=(1+yP =>-2y=2y =y =0, por
lo que, efectivamente, z es un nimero real.

Justificaquesi z=0 y z+l= 1, entonces Rez =%.
z

3.1 4B

z+l=1:>22+1=z:>22—z+1=0:>z=l+—/, z=—-—"j, en cualquier caso, Rez=l.
z 2 2 2 2 2

Si z es real, ¢es cierto que |z|=2z ?

No, sélo es cierto si z> 0.

Para cualquier complejo z, ¢se verifica que Re(z*)=4Rez ?

No, por ejemplo, si z=i tenemos Re(z*)=1y 4Rez=0.

Si z—z es un numero real, ;qué puedes decir de z?

Recordemos que z-2z =2ilmz, por tanto, si es un nimero real debe ser Imz =0, es decir, z es real.

Un polinomio de grado 3, ¢ puede tener las tres raices imaginarias puras?

Si, por ejemplo, el polinomio P(z)=(z—i)z+i)(z-2i)=2z°-2iz>+z-2i. La respuesta seria negativa si
quisiéramos que ademas los coeficientes fueran reales, ya que entonces una de las raices deberia ser real.

Observa la figura y razona si los afijos correspondientes a los vértices del pentagono pueden corresponder
a las raices quintas de un numero real.

B -T S C

./ / 4 \ \\

| ' \

Vo o1 X

AY 7D

\é‘ L
. . . e 0°+360° k o
Las raices quintas de un numero real positivo tienen como argumento Tz?Z k(k=0,123,4) y las
o ()

raices quintas de un nimero real negativo tienen como argumento w =36°+72°k (k=0,1,2,3,4). En

ninguno de los casos se corresponden con los argumentos de los vértices del pentagono de la figura, por tanto,
estos no pueden ser las raices quintas de un numero real.
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SOLUCIONARIO

90. ¢Es cierto que si z* =1, entonces z=10 z=-1?

Si z* =1, z es una de las raices cuartas de 1, pero no necesariamente z=1 o z=-1, también podria ser z=i o
Z=—i.

91. Justifica que si w =2iz, entonces

‘ 2yArg[ ) 90°.
z

—= 27 =2i , por tanto,

‘ |21|_2yArg( J Arg(2i)=90°.

92. Si ‘1‘ =2y Arg (ﬂj =90°, ;es necesario que w =2ijz ?
z z

Si es necesario, ya que si

‘ 2y Arg( j 90° entonces %zZQOD =2i , es decir, w =2iz.
z

93. ¢Es cierto que si n es un entero positivo, el complejo z = es un namero real?

(1+i)" -(1-i)"
2
No, de hecho, z es siempre imaginario puro, ya que (1+i)" y (1—i)" son conjugados, por lo tanto,

_ (1+i)n ;(1_1.)11 _ 2i|m[(21+i) ] =i|m[(1+")n]'

PROBLEMAS

94. Sean a, b, ¢, d nimeros reales. Si z,=a+bi y z,=c+di:

a) Calcula el médulo zz, de dos formas diferentes y demuestra que (ac —bd)’ +(ad + be)® = (a* + b°)(c +d?) .

b) Demuestra que 34 - 122 puede escribirse como la suma de dos cuadrados de nimeros enteros.

a) |z.z,| =|z|z,| = Va® + b*Nc? +d?

2z, =(ac—bd)+(ad +bc)i = |z,z,| = \/(ac —bd)? +(ad + bc)?

Por tanto, \/(ac—bd)2 ad+bc)’ =Va® +b*c? +d* = (ac—bd)” +(ad + be)” = (a® + b%)(c* +0?)

b) 34122 =(5%+32)(19 + %)= (5-11-3-1)° +(5-1+3-11)* = 52° + 38
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SOLUCIONARIO

95. a)

b)

c)

Demuestra que el polinomio P(z)=2z* +3Z° +3v3z+9 admite una raiz de la forma o(1+i) siendo a un
numero real. Determina el valor de o .

Demuestra que: P(z)=2(z—-a(1+i))(z—o(1 fi))(zz f\/§Z+3) .
Escribe en forma polar todas las raices de P(z).

Pla(1+i)] = 2[a(1+)]* +3[a(1+ )] +3V3[a(1+1)]+9 = (-8a* +3v3a + )+ (60° + 3v3a)i

La parte imaginaria se anulasi =0 0 a = en el primer caso la parte real no se anula, pero si en el

4
segundo, ya que —8[—%} +3\/§(—§J+9——%—%+9—0: fg(ﬂi) esunaraizde P(z) y azfg.

Al ser los coeficientes de P(z) numeros reales, también a(1-i) es raiz de P(z), con lo que se tendra
P(z):2(zfa(1+i))(zf(x(1fi))(22+bz+c). Para calcular b y ¢, en vez de multiplicar e identificar
coeficientes, es mejor dividir P(z) entre 2(z—oc(1+i))(z—a(1—i)):222+2\/§z+3 para obtener que

22 +bz+c =22 -+[3z+3, lo que demuestra b).

. \3 ; N3 N3, [ 6 V3 . V3 V3. [6
Las raices de P(z) son z=—+i)=——-——i=|— , Z=——-i)=—+—i=|— y
2 2 2 2 2 2 2
225° 135°
3 +3i 3
a. o [2 4 a; —— +—1=v9e0°
72 -\J3z+3=0=>z= 34V9 N33 _J2 2 .
2 2 N3 3, /3
2 2 = 300

96. En cada uno de los casos siguientes, halla el conjunto de afijos de los z que verifican las condiciones

dadas:
a) |z-2|=3 d) |z+4i+iz|=1 9) |z—3i|:|2+1|
b) |z-1=|z+2i| e) |z+i|=1 h) |z-1+i]=2
o) [z+i[=+2 f) |7=]2+2 i) [z-1+1]=2
a) Puntos cuya distancia al punto (2, 0) es 3, es decir, la circunferencia de centro (2, 0) y radio 3.
b) Puntos que equidistan de (1, 0) y de (0, —2), es decir, la mediatriz del segmento de extremos (1, 0) y (0, -2).
c) |E+ i| =|z+i|= |z—i| , luego la condicién dada equivale a |z—i| =2 , que representa la circunferencia de
centro (0, 1) y radio V2.
d) |z+4i+iz|=|z(1+i)+4i] =|(1+ i)[z +{ij‘ =[1+il|z+2+2i|= \/§|z+ 2+2i|, luego la condicién dada equivale a
+1i
|z +2+ 2i| = i = ﬂ que representa la circunferencia de centro (-2, —2) y radio ﬂ .
2 2 2
e) Circunferencia de centro (0, —1) y radio 1.
f) Mediatriz del segmento de extremos (0, 0) y (-2, 0).
g) |E+1| =|z+1, luego la condicién dada equivale a |z—-3i| =|z+1|, que representa la mediatriz del segmento de
extremos (0, 3) y (-1, 0).
h) Circunferencia de centro (1, —1) y radio 2.

|z—1+i| =|z-1+i|= |z—1—i| , luego la condicién dada equivale a |z—1—i| =2, que representa la circunferencia

de centro (1, 1) y radio 2.
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SOLUCIONARIO

97.

98.

. . . _— . zZ+
Para todo niumero complejo z #1, se considera el siguiente complejo w = 7.1

Demuestra que |z|=1< w es imaginario puro.

Pongamos z =a+bi , entonces w = (a+1)+bl: = [(a+1)+bl:][(a_1)_bl:] _ (&b —1)-2bi
(@a-1)+bi [(@a-1)+bi][(a-1)-bi] (a—1)2+b?

Si|z7=1=a*+b*=1=a°+b*-1=0=>w=— i es imaginario puro.

(a—1)? +b2

a?+b% -1

S —=0=a’+b*-1=0=a°+b’ =1= |z =1.
(@a=1)"+b

Reciprocamente, si w es imaginario puro, tenemos

. . . . . . z+1 . .
Para cada nimero complejo z = 2i consideramos el nUmero complejo w = 2 Determina el conjunto
z-2i

de los afijos de los z tales que:

a) wesimaginario puro. b) wesunnumeroreal. c) Argw:g d) Argw:%

(x+D)+yi  [(x+D+yi][x=(y=2)i] (x> +y?+x-2y)+(2x -y +2)i
x+(y-2)i [x+(y-2)i][x-(y-2)i] x2+(y-2)? '

Pongamos z = x+yi, entonces w =

a) Si w es imaginario puro tenemos x?+ y?+ x -2y =0, ecuacion de la circunferencia de centro (7% 1) y radio

V5

2

b) Si w es un ndmero real tenemos 2x -y +2 =0, ecuacién de la recta que pasa por los puntos (0, 2) y (-1, 0).

c) Si Argw :g, w es imaginario puro y su parte real es positiva, es decir, los afijos buscados /

son los puntos (x, y) de la circunferencia hallada en a) que ademas cumplen 2x-y +2>0, /
es decir, forman el arco de circunferencia representados en la figura. /

d) Si Argw :%, la parte real e imaginaria de w coinciden y son positivas, es decir, los /
1
afijos buscados son los puntos (x, y) que cumplen x?>+y2+x-2y=2x-y+2= ya
=>x2+y?—-x-y-2=0 vy, ademas, 2x-y+2>0, es decir, forman el arco de —X o y 5%
circunferencia representados en la figura, de centro C[% %) y radio r = \/g
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SOLUCIONARIO

99. *Expresa en forma polar los afijos que estan en las zonas coloreadas (excluidas las fronteras).

a) Y c) Y
™ L
\ 1/
\
0 1 X
0 X
b) Y d) Y|
- ™ ™
L 1 \"
=11 A ! N\
\ X i
0 143 | X
a) r,con 0<r<1y 0°<a<90° C) rgpo CON r >0
b) 140, Y350 Y 1, CON 2<r <3y 45°< 0 <135° d) ry. conr>2

100.Al plantearle a un estudiante que resolviera la ecuacién (1+i)z—(3+2i);= 1+ 5i, el estudiante respondi6
asi:
“Si z=a+bi, E:a—bi, por lo que:
(1+i)z=(3+2i)(a-bi)+1+5i

de donde z = Sa-b+6 + 4—a—5b’,, con lo que, dando a a y b cualesquiera valores reales, obtenemos

2 2
infinitos complejos z soluciones de dicha ecuacion”.

a) ¢Qué puedes decir sobre la respuesta del estudiante?

b) Prosigue sus calculos y halla la respuesta correcta.

5a-b+6 4-a-5b, . .
+ i debe ser precisamente z=a+ bi, por lo que no

a) Larespuesta es incorrecta, ya que z =

2 2
. . o S5a-b+6 4-a-5b
vale cualquier par (a, b) sino aquellos que verifiquen 2 =ay 2 =b.
b) Continuando el razonamiento anterior:

5a-b+6 _ a oo 19

2 - 3a-b=-6 BT 19 19,

= = =>Z=——+—1I

4-a-5b a+7b=4 19 11 11
9 _p p=—2

2 11

PARA PROFUNDIZAR

101. Si el afijo de z= x +iy esta alineado con los afijos de iy de iz, ; qué relacion existe entre x e y?

z=Xx+Iy = iz=-y +ix y nos piden la relacién entre x e y sabiendo que los puntos A(x, y), B (0, 1) y C (-y, X)
estan alineados.

De este modo, —~— — 1=y =x?2+y?-x-y=0, es decir, (x, y) son las coordenadas de un punto de la
—y-X X-y
1 N2

circunferencia de centro (l — | yradio —.
2 2 2
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SOLUCIONARIO

102.

103.

104.

105.

Si z y w son dos nimeros complejos cualesquiera, demuestra que |z+w|2+|z—w|2=2(|z|2+|w|2) e

interpreta geométricamente el resultado.

|z+W|2 =(z+w)(z+w)=(z+w)(z+w)=zE+zW+wE+wW:|Z|2 +ZW+WE+|W|2

|sz|2 = (sz)(sz) = (sz)(sz) —ZZ-ZW-WZ+ww = |z|2 72W7W2+|W|2
Sumando se obtiene |z + W|2 +|z—W|2 = 2(|z|2 +|w|2)

Como |z—w| representa la distancia entre los afijosde zy wy |z+ w| representa la distancia entre los afijjos de zy

2 2 .
—w, |z+w| +|z—w| representa la suma de los cuadrados de las diagonales del paralelogramo cuyos lados son |z

y |w|. Asi pues, en cualquier paralelogramo la suma de los cuadrados de las diagonales es igual a la suma de los
cuadrados de los cuatro lados.

m
Encuentra los menores enteros positivos m y n que verifican que (1+ l\/g) = (1—i)" .
., . m . . n
1+I\/§=26002>(1+I\/§) =(2’”) y1—/:x/§315o:>(1—l)": V2
60°m 315%n
n
Para que ambos nimeros sean iguales debe verificarse que 27 =2 =n=2m y que 315°n-60°m sea
multiplo de 360°, es decir, 630°m-60°m =570°m debe ser multiplo de 360°, el menor entero para el que esto
sucede es m=12 vy, por tanto, n=24.
. . . . (z,+2;) .
Si z;, y z, son dos numeros complejos de moédulo 1, demuestra que ~——— es un numero real no
242,
negativo.
2 2 2
Z+z zZ°+2,°+2z,z z, z z, Z , .
Como (z2+2) = 22 172 214 2212, basta demostrar que —-+=2 es un ndmero real mayor o igual
7.z, 2,7, z, z z, z
que 2.
z z . . i
Para ello observemos que — y =2 son dos ndmeros complejos inversos y de médulo 1, por lo que deben ser
z, z,
. zZ, z, — .z zZ .
conjugados, pongamos — =w y —==w, asi —+—==2Rew es un numero real.
z, z, z, z
. i z,  Z,
Por otra parte, como w tiene médulo 1, tenemos Rew > -1, porlo que —+—==2Rew >-2.
Z 4
Demuestra que para cualquier entero positivo n se verifican estas dos igualdades:

[g]_[gj+(g].u"==2:coszgz [;]..[g)+(g]_".=zzsenzgz

n n
Sea el niumero complejo z=1+i = \/—% Por un lado, z" = (\/E%) :(x/?jn =22 (cos%ﬂsen%j .

4

Por otra parte, desarrollando por el binomio de Newton:

R R SR R T RN s

Igualando las partes reales e imaginarias de ambas expresiones obtenemos las igualdades deseadas:

@{g@}Fgm% m{g@}ﬁgm%
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SOLUCIONARIO

106. Si z no es 1y verifica la ecuacién z° =1, calcula (1—z+ zz)(1+ z—zz).

107.

108.

Como Z2—1=(z-1)(z?+z+1), si z°=1 y z=1 tendemos z*+z+1=0, por tanto, 1-z+z>=-2z y

1+z—2z? =-27%  con lo que (1—z+22)(1+z—22):4z3 =4.

Calcula la parte imaginaria del complejo:

L 6
Queremos calcular la parte imaginaria de z = (1,50 +1450)° , para ello, observemos que

o
48°-12°=36°, por lo que el argumento de 1,5, + 1,50 €S 12°+% =30° (ver figura).

6
Por tanto, 1,50 +14g0 =300 Y Z=(r300) = ("6)1800 ,conloque Imz=0.

z = (cos12°+i sen12°+cos 48° +i sen 48°)°

Sea z, =cos72°+isen72°.

a)

b)

c)

d)

b)

d)

Comprueba que z, es raiz del polinomio P(z)=2z°-1.

2
[ZO+iJ +[zo+iJ—1:0
% %

Comprueba que z, +i =2c0s72° y demuestra que cos72°= @ .
Zy

Prueba la relacion:

Construye un pentagono regular utilizando solamente el compas y una regla no graduada, basandote en los
resultados de los apartados anteriores.

Zy = COST2°+i8en72°= 1,0 = P(2y) = Z,° ~1= 13500 —1=1-1=0
Como P(z)=2° -1=(z- )" +Z2 + 22 +z+1) y z, #1, tenemos z,* +z,* + 2,2 +2,+1=0.
Como z, =0 podemos dividir por 202 para obtener:

2
zo2+zo+1+i+%:03202+%+20+i+1:0:> ZO+i + zO+i -1=0
Zy Z Z % Z 2

Como |z,| =1 tenemos A — 7, y, por tanto, z, AL (cos72°+isen72°)+(cos72°—isen72°) =2cos72°.
% %

De este modo, segun el apartado anterior, 2cos72° es la solucién positiva de la ecuacion 72°+7z-1=0, es

—1++/5 V5 -1
2

decir, 2cos72°= > , de donde cos72°=

5 -1
4

Una vez que tenemos que cos72°= y, dado que el angulo central en un pentagono regular es o =72°,
tomando como un vértice del pentagono regular el punto A(1, 0), la construcciéon de un vértice adyacente es
inmediata sin mas que construir con el compas JB =22 4 12 y posteriormente V5 -1 sobre el eje X.

Dividiendo este ultimo segmento en cuatro partes iguales, levantamos una perpendicular por la primera division
y el punto donde corte a la circunferencia centrada en el origen y radio 1 es el vértice buscado.
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ENTORNO MATEMATICO

Peleas matematicas

Hoy en clase, Ivan y Sara han tenido una fuerte discusion porque ambos decian haber resuelto antes un dificil
problema de geometria. El profesor ve que su alta competitividad puede eclipsar su talento para las
matematicas y, a pesar de que a ellos no les hace ninguna gracia, les propone un ejercicio:

Estamos trabajando con numeros que son una herramienta fundamental en multitud de campos cientificos y
técnicos. En sus inicios, produjeron una amarga pelea entre dos grandes matematicos del renacimiento
italiano: Cardano y Tartaglia que, a pesar de su ingenio, no supieron reconocer en el otro a un matematico
equiparable a ellos. Quiero que reflexionéis sobre esto y que trabajéis sobre el siguiente problema:

Un buen ejemplo de la utilidad de estos niumeros, que llamamos imaginarios, es la resolucién de la ecuacion
cubica x3 + px = g que Tartaglia enuncié asi:

3
“Para resolver la ecuacién x>+ px =q, halla dos niimeros cuya resta sea q y cuyo producto sea (%J . La
soluciodn sera la diferencia de las raices cubicas de ambos.”
En efecto, dados dos numeros cualesquiera u y v, tenemos que:
3 2
W -vi=(u-v) +3(u-v)'v+3(u-v)v?
Extrayendo factor comun y operando resulta:
3 3
P -v:=(u-v) +3(u-v)v[(u-v)+v]=(u-v) +3(u-v)uv
- 3 _ 33 . .
yllamando x=u-v,sellegaa x”°+3uvx =u”-v”, que se parece mucho a nuestra ecuacion. Basta elegiruy v

3uv=p

uw-vi=gq

con la condicion: { . De esta manera, x =u —v sera la solucion buscada.

Vuestra tarea es revisar el método de Tartaglia, aplicarlo a la resolucién de la ecuacién x° —15x = 4, identificar
esos numeros imaginarios y explicar a vuestros compaieros como lo habéis manejado.

¢ Eres capaz de resolver el problema que han planteado a Ivan y Sara?

. ) 3uv =-15 ) ) . 5
Se quiere resolver el sistema { = 4 para ello, se despeja en la primera ecuacion v=—-— y se
u

wp-vi=4

3
sustituye en la segunda para obtener u? —[——j 4= +g =4.
u u

125 - .
Llamando z =u® tenemos z+——=4 = 7> -4z+125=0 y es al resolver esta ecuacion cuando aparecen los nimeros
z
complejos, ya que las soluciones son z=2+11 y z=2-11i .

Tomando, por ejemplo, z=2+11i (si se tomara z=2-11/ el resultado final seria el mismo), se tiene u?=2+11i, con

. - . . 5
lo que se pueden calcular las tres raices cubicas de 2+11i, u,, u, y u,, calcular los correspondientes v, =-—,
u
1
5 5 . .
Vy = L y Vg = L y encontrar asi las tres soluciones x, =u,—V,, X, =U, =V, ¥ X3 =Us—V;.
2 3

3
Para simplificar los calculos basta observar que |2+11i| =+/125 =52, por lo que las raices cubicas de 2+11i tienen
3 5 5u - -
modulo 52 =+/5 . Asi, si u es una de estas raices cubicas, tendremos v :——:—W:—u y u-v=u+u=2Re(u).
u u

Esto prueba, en particular, que las tres soluciones de x® —15x =4 van a ser reales.
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Solo se necesita encontrar una raiz clbica u, de 2+11i, ya que entonces se tendra u, = u;- 1,5 :(—%+£i]u1 y

2
1 43,
Us = Uy Tpug0 = _E_TI uy .

Se calcula por tanto una raiz cubica u, de 2+11i, para ello sea o = Arg(2+11i) el angulo del primer cuadrante tal que

11 . .
tga :7 (o =79,695°), entonces u, :\/E% =\/§(cos%+lsen%j =2+7.

Estos calculos, que son los que hay que realizar con mas cuidado si se desea obtener la respuesta correcta, se pueden
evitar si se tiene en cuenta que z=2+/ es una raiz cubica de 2+11, ya que

(2+iy=22+3.22.i+43.22.12 43 =2+11i .

Las soluciones de x*-15x =4 son, por tanto: X;=2Reu,; =2Re(2+i)=4

X, = 2Re, :2Re{[—%+§ij(2+i)} =2-3 y x; =2Reu, =2Re{[—%—§ij(2+i)} =243,

El conjunto mas bello de las matematicas

Ana esta preocupada, tiene que estudiar para el examen de matematicas y debe hacer una composicion para la
asignatura de dibujo, pero no sabe si le va a dar tiempo. De camino al instituto se lo comenta a su compafero
Javier, un “friki" de los ordenadores. Sorprendentemente, Javier se echa a reir y le dice “no te preocupes,
puedes hacer las dos cosas a la vez”. Ana cree que se esta riendo de ella y esta a punto de dejarle con la
palabra en la boca, pero Javier comenta: “Lo digo en serio, se pueden conseguir graficos espectaculares
utilizando los nimeros complejos que tienes que estudiar para mates”. Y comienza a explicarle como hacerlo:

z,=z

A partir de un numero complejo z debes hacer dos sucesiones: { , ¥ la que forman sus moédulos

Zp4=22+2
FARIFARIFAIRS

Para un numero inicial z, puede ocurrir que la sucesion de médulos esté acotada o no lo esté. En el primer caso
z pertenece al llamado conjunto de Mandelbrot y su afijo correspondiente se colorea de negro. En el segundo
caso, z no pertenece a dicho conjunto y el punto no se colorea.

Por ejemplo, para z =1 la sucesion de los médulos es 1, 2, 5, 26, 677,... que no es acotada y, por tanto, el punto
(1, 0) es blanco. Sin embargo, si se toma z = -1, la sucesion de médulos es 1, 0, 1, 0, 1,... que si es acotada y el
afijo de z, (-1, 0), es negro. Repitiendo este proceso para un niumero suficiente de puntos iniciales llegarias a la
figura de la derecha.

Si quieres dibujos con distintas tonalidades, como el de la izquierda, puedes dar una coloracién distinta segun
la velocidad a la que crecen los médulos de los términos de la sucesion. En la figura, los valores de z para los
que la sucesion crece mas rapido son de un rojo mas intenso que aquellos que llevan a un crecimiento mas
lento.

Ana decide hacer un grafico con el conjunto de Mandelbrot. Ayudala hallando los tres primeros términos de la
sucesion para z=1+2i, z=3i y z=-1-2i y decide cual de ellos tendra un rojo mas oscuro en la
representacion.

Si z=1+2i obtenemos |z,|=[1+2i| =5, |z,|=|-2+6i| = /40 y |z;| = |-31-22i| = 1445
Si z=3i obtenemos |z,| = [3i| =9, |z,| = |-9+3i| =90 y |z;| = |72 51 = /7785

Si z=-1-2i obtenemos |z =|-1-2i|=+5, |z,| =|-4+2i| =20 y |z,| = [11-18i| = /445

Ninguna de las tres sucesiones esta acotada, la que crece mas rapido y se representara con un rojo mas intenso es la
correspondiente a z=3j, la que crece mas despacio y se representara con un rojo menos intenso es la
correspondiente a z=-1-2j .
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AUTOEVALUACION

Comprueba qué has aprendido

1. Escribe en forma binémica el complejo z = 14_2'_ .

+2i
_4-i  (4-i(1-2i) 2-9i —E—gi
1+2i  (1+2i)(1-2i) 5 5 5
. —1+i
2. Calcula el médulo y el argumentode z=—+——.
~3V3 +3i
A4i=21350 y -3V3 +3i = 6,500 , por tanto, z = @ = (%] = [QJ , es decir, el modulo de z es % y
150° 150 345°

su argumento es 345°.

3. Si z=x+iy, calcula en términos de x e y el conjugado de: w = 1; .
+i

A=x—iy  (A=x=iy)1=i) (1-x-y)-(1-x+y) 1—x—y_1—x+yi:W_ 1—x—y+1—x+yl.
1+i (1+i)(1-1) 2 2 2 2 2

4. Determina el conjunto M de los afijos de los z = x +iy tales que w =iz —(1+i)z+1 es un numero real.

Tenemos w = i(x +iy)> —(1+i)(x+iy)+1=(—2xy —x+y +1)+(x*> —y? —x —y)i , por tanto, w sera un nimero real si
x2—y?—x-y=0=(x+y)x—y—-1)=0, es decir, el conjunto M esta formado por los puntos de las rectas

x+y=0y x-y-1=0.

J6-iv2

. . . . o z
5. Siz= — y z, =1-1i, escribe en forma trigonométrica z,, z, y .
Z;

—J = Y2 (c0s330° +i5en330°), 2, =(V2), =v2(cos315°+isen315°) y i:%(cos15°+isen15°).
° Z
330°

31 o

6. Escribe, en forma polar, las raices cubicas de i.

i =990 , POr tanto, las raices cubicas de son z;, =155, 2z, = 1500 ¥ Z3 = Ty700 -

7. Describe el conjunto de los nimeros complejos z tales que |z - i| =+10.

Es una circunferencia de centro (0, 1) y radio J10.
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8.

10.

Desarrolla el producto (z2 +2z—-3)(z2 +2z+5) y resuelve la ecuacion z* +4z°+6z2 +4z=15.

(22 +2z-3)(z%+2z+5)=2z* +42° +62%> + 4z-15, por tanto, las soluciones de z*+4z>+6z2+4z=15 son las

soluciones de z?+2z-3=0 y Z2+2z+5=0,esdecir, z=1, z=-3, z=-1+2i y z=-1-2i.

Si un vértice de un triangulo equilatero inscrito en una circunferencia centrada en el origen es el punto

A(G, %], calcula los otros dos.

Los otros dos vértices se obtienen girando A respecto del origen 120° y 240° es decir, son los afijos de los

1 3.

complejos que se obtienen al multiplicar 6+%i por 1gp = ,%+§,‘ y por 1,00 = 757?/ Asi:

LB bl s

B B8 o o]

Si q(z)=22z2-12z+26, ¢puedes afirmar que para todo zeC se verifica que q(z) es siempre positivo

como ocurre con p(x)=2x%-12x+26 six es cualquier nimero real?

No, ya que g(z) puede tomar valores complejos, por ejemplo, q(i)=2i?>-12i+26 =24—-12i, y para estos
numeros no tiene sentido hablar de si son positivos o negativos.

Relaciona y contesta

Elige la unica respuesta correcta en cada caso

1.

El producto de los nimeros complejos cuyos afijos son los puntos A y C del dibujo es el complejo de afijo:

I 2T TR
l'r- o~ \R/ \\\
~ND” NI
¥ wA
\ o ’1 1
\ \\ ’,/ 1”
N Y
A E B. B C. F D. D

Como Ay C tienen médulo 1, su producto tendra también moédulo 1 y el argumento del producto sera la suma de
los argumentos de Ay C, es decir, la respuesta correcta es D.

Si S ={z e C tales que (3 +4i)z € R}, los afijos de z constituyen:

A. Un triangulo equilatero C. Unarecta

B. Una circunferencia D. Una parabola

Si z=x+iy tenemos (3+4i)z=(3+4i)(x+iy)=(3x—-4y)+(3y +4x)i, que serd un nimero real si 3y +4x =0, es
decir, la respuesta correcta es C.
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3. Elvalorde (1+i)®° - (1-i)® es:

A 0 B. -1 C. —i D. i

(417 = (1= = (V2as ) ~(V2mis) =(2")

correcta es A.

—( 10) :(210) —(210) =0, es decir, la respuesta
900° 6300° 180° 180°

Sefala, en cada caso, las respuestas correctas
4. Si z; es unasolucién de la ecuacién z? —(1+i) = 0, entonces:
A |z =2 C. (Rez))*-(Imz)* =1

2 - ” ” . i g
B. || = 2 D. Zz, también es solucion de dicha ecuacion.

Como z, es unaraiz cuadrada de 1+i = x/§45o , tenemos que z, = 1‘/542" 0 z,= Q/quaoe .

2 . A 45° 45°
En ambos casos, |zo| = \/E , es decir, A es falsa y B verdadera. Ademas, al ser cos 5 =-Ccos 5 +180° | y

45° 45° 5 2 2 .
sen =sen| = +180° |, en los dos casos el valor de (Rez,)"—(Imz,)" es el mismo, en concreto

02 02 o o
(Rez, )’ —(Imz,)* = [%cos%} —(i‘/fsen 4; j = \/E(COSZ%—SGHZ %j =2cos45°=1, por lo que C
también es cierta.

Finalmente, D es falsa, ya que las dos soluciones de la ecuacion, ‘\‘/EE y ‘\‘/§£+1800 no son conjugadas.
2 2

5. Para cada entero positivo n consideremos el nimero complejo z, = (1+i\/§)" —(1—ix/§)". Entonces, para
cualquier valor de n podemos asegurar que:

A. Zz, esunndmero real. C. z,=2"

B. z, es un numero imaginario puro. D. z,=-z,

Como 1+i\/§ y 1-iv3 son conjugados, también lo son (1+i«/§)" y (1—ix/§)” y, por tanto, z, es un numero
imaginario puro, es decir, Ay C son falsas y B verdadera.

Por otro lado, z, = (1+iv/3)" ~(1-i/3)" = (1+iJ§)n —(1—i«/§)n =(1-i3)" ~(1+¥3)" =z, es decir, D también

es verdadera.
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Elige la relacion correcta entre las dos afirmaciones dadas

6.

Considera la ecuaciéon P(z) =0, donde P(z) es un polinomio de grado tres con coeficientes reales y las

dos afirmaciones siguientes:

1.
2,

2 -3i es solucion de dicha ecuacion.

-2+ 3i es solucién de dicha ecuacion.

Entonces:

A.
B.

Si se verifica 1, entonces 2+ 3/ también sera solucion de la ecuacion y la tercera soluciéon sera un nimero real,

1= 2 pero 2 =1
2=1pero1=2

por lo que no se cumple 2.

Anélogamente, si se verifica 2, entonces —2 —3i también sera solucion de la ecuacioén y la tercera solucién sera un

numero real, por lo que no se cumple 1.

Es decir, la relacion correcta es D.

Senala el dato innecesario para contestar

7.

Sea P(z) = z® + az*> + bz + ¢ un polinomio con coeficientes reales. Para determinar los niimeros a, by ¢ nos

dan los siguientes datos:

1.

2,

m > A W

El dato 2 se deduce del dato 1, por lo que puede eliminarse. En efecto, si z, =2+ es unaraiz de P(z) tenemos:

P(z1):0:>(2+i)3+a(2+i)2+b(2+i)+c:0:>(2+Sa+2b+c)+(11+4a+b)i:0:{

z,=2+i es unaraizde P(z).

c=5a+20.

Si z,, z, y z, son las raices de P(z) entonces (z,z,z,)" =100.

Una de las raices es un nimero positivo.
Puede eliminarse el dato 1.

Puede eliminarse el dato 2.

C.

1< 2

D. 1y 2 se excluyen entre si.

C. Puede eliminarse el dato 3.

D. Puede eliminarse el dato 4.

2+3a+2b+c=0
11+4a+b=0

Multiplicando la segunda ecuacion por 2 y restandole la primera ecuacion obtenemos ¢ =5a + 20 .

Veamos que los datos 1, 3 y 4 permiten calcular a, b y c. En efecto:

Como los coeficientes de P(z) son reales, por el dato 1 las soluciones seran 2+i, 2—i y r real. Del dato 3

deducimos que [(2+i)(2—i)r]2 =100 = 25r? =100 = r®> =4, con lo que, segun el dato 4, r =2.

Por tanto, P(z)=(z-2-i)(z-2+i)(z-2)=2°-62°+13z-10, es decir, a=-6, b=13 y c=-10.
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