NUMEROS COMPLEJOS

L os algebristas de los siglos xv y xvi, al resolver ecuaciones de se-
gundo grado del tipo x? — 4x + 13 = 0 y llegar a la expresion

4 +-36
X=T

decian: No es posible extraer la raiz cuadrada de un

nimero negativo. Por tanto, la ecuacion no tiene solucion.

Pero en algin momento los algebristas se decidieron a operar con
estas expresiones como si se tratara de nimeros reales:

—36 + Y36 V- +6 V=
436 _4 \[?\[—1=4+62ﬁ=213-\[—_1

2

Y seguian operando con V-1 como si se tratara de un ndmero real.

Leibnitz, en el siglo xvii, decia que V-1 es una especie de anfibio en-
tre el sery la nada.

Fue en el afio 1777 cuando Euler le dio a V=1 el nombre de i (por
imaginario).

El nimero imaginario 7, operado elementalmente con los reales,
dio lugar a los nimeros complejos. Su representacion grafica, pasan-
do de la recta real al plano complejo (Gauss, finales del siglo xvin),
acab6 de darles la entidad necesaria para que fueran plenamente
aceptados.

Leonbard Euler (1707-1783)

o
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REFLEXIONA Y RESUELVE

En la pagina anterior decimos que “los algebristas del
siglo xv1 decidieron operar con V-1 como si se trata-
ra de un nimero real”.

Vamos a hacer como ellos: operar este “extrafio per-
sonaje” consigo mismo y con los nimeros reales si-
guiendo las reglas de las operaciones entre nimeros
reales.

xtraer fuera de la raiz

Observa cémo se extraen nimeros de la raiz:
V=9 =Vo . 1D =91 =31
B Saca fuera de la raiz:  a) V=16 b) V=100

Por la definicion de raiz cuadrada, es légico que:

(WV=1)r=2
® Calcula las sucesivas potencias de V-1:
a) (1) = (-1 )GA) =
by (V-1)*
o (1)

:Como se man

La expresién 3 - V-1 no se puede simplificar. Sin em-
bargo, si se puede simplificar esta suma:

3-v-1+5 V1 -6-v-1+V1

Parece razonable proceder asi:

391 + V-1 - 6V-1 + 401 =
=G +5-6+DV-1=3V1

m Simplifica.
) —2N-1 + 11V=1 - 8v-1 — V-1
b) 5V=1 + 2v=1 — 10N=1 + 3v-1
) 8\/—_1+%\/—_1f%ff%ﬁ

Expresiones del tipo a+ b - V-1

6

Las expresiones del tipo 5 — 2¥-1 no se pueden

simplificar. Pero si se pueden operar entre si:
(5-2V-1) +(4+7V-1)-3V-1 =
=G+H+(2+7-3V-1=9+2v1

m Simplifica las siguientes sumas:
D) (3 +5V-1) + (2-4v-1) - (6v-1)
V-1 - (3 + 4V=1) + 241
B Efectia las siguientes operaciones combinadas:
2)3(2-4\-1) - 6(4 +7v1)
D) 8(5 ~ 3V-1) + 4(-3 + 24-1)

RA..lsd
Mu | 1

Observa cémo se realiza la siguiente multiplicacion:

(3-2v-1) - (5+6\-1) =
=3-5+3-6vY-1-2V-1-5-2v1 -6V1 =
=15+ 18V-1 —10V-1 —12(N=1 )? =
=15+8V-1 12 (1) =15+8V_1 + 12 =
=27+ 8V-1
B Efectia las siguientes multiplicaciones:

2 (4-3V-1) V1

b (5 +2v-1) - V-1

o (5+2v1)(7 -3v-1)

d(s+2V-1)(5-2v-1)

.
2gUNAO girad

Observa como se ha resuelto en la pagina anterior la

ecuacion x? —4x + 13 = 0. Se llega a la conclusion

de que sus soluciones son:

2+3V1 vy 2-3V1

B Resuelve:
) x2+ 10x+29=0
b)x?+9=0
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6.1 EN QUE CONSISTEN LOS NUMEROS COMPLEJOS

EL CONJUNTO C

[COMPLEJOS, C (a + bi) |
I

GEALES, R (b=0) \
3

_2
. 3
\2
IMAGINARIOS (b # 0)
3420 NP
3
,/{A-“‘\-\
—— \"‘\
IMAGINARIOS PUROS
([a=0,b=0)
3 —%i
V3i
NOMENCLATURA

Observa que estamos utilizando la letra z
para designar un nimero complejo.

Es costumbre de los matemdticos darles
este nombre.

Al resolver x%—6x + 13 =0, obtenemos 3 +2N-1 v 3 —2V-1, solu-
ciones que carecen de sentido porque V-1 no es un nimero real.

Los mimeros complejos nacen del deseo de dar validez a estas expresio-
nes. Para ello es necesario admitir como ntimeros validos a V=1 y a todos
los que se obtengan al operar con €l como si se tratara de un nimero mas.

» Unidad imaginaria. Se llama asi al nuevo nimero V1. se designa

por la letra 4.
i=v-1; i2=-1 (El nombre i viene de imaginario).

* Numeros complejos. Son las expresiones a + bi, donde a y b
son nimeros reales.

e Componentes. La expresion a + bi se llama forma binémica de
un nimero complejo porque tiene dos componentes:
a — componente real b — componente imaginaria
También se llaman parte real y parte imaginaria,

e Igualdad. Dos nidmeros complejos son iguales cuando tienen la
misma componente real y la misma componente imaginaria.

= El conjunto de todos los niimeros complejos se designa por C:
C={a+bi/a be R)
» Los nuimeros reales son complejos, R © C. Los reales son nd-
meros complejos cuya componente imaginaria es cero: a + 0i = a

» Nuimeros imaginarios son los nimeros complejos cuya compo-
nente imaginaria no es cero.
Por tanto, un nimero complejo o es real o es imaginario.

e Niimeros imaginarios puros son los imaginarios cuya compo-
nente real es cero.

e Los nimeros complejos a + bi v —a— bi se llaman opuestos.

» Los complejos z=a+bi y z=a— bi sellaman conjugados.

Por ejemplo, 3 + 2, 3 +5i, 0+ 2i=2i, 7+ 0i=7 son nimeros
complejos. Sus componentes son:

| | 3+2i || V345 20 || 7

] COMPONENTE REAL | 3 Az 0 7

1
l COMPONENTE IMAGINARIA | 2 5 2 0

2
3

Los complejos: 3 + 04, \5 + 04, + 0i son reales,

3+5i, -2+ %i, \/gi, 1 son imaginarios.

2

=i, i, —i son imaginarios puros.

3

El opuesto de z=2-5i es —z=-2+5i. Su conjugado es z =2+ 5i.

51,



i 4 6f E]
IMAGINARIO
6+ Bi
i L]
= [~
P 3 IR
- EAL
—H = 3 =3
—4]

'EJERCICIOS RESUELTOS ]

1. Hallar el valor que ban de tener
X e y para que se cumplei:

3+txi=y—4i

2. Obtener la solucion de la
siguiente ecuacion 'y
representarla en el plano
complejo:

Z?—4z+13=0

EJERCICIOS PROPUESTOS

UNIDAD | 6

Las sucesivas categorfas de nlimeros (naturales, enteros, racionales...) se
pueden representar sobre la recta. Los reales la llenan por completo, de
modo que a cada nimero real le corresponde un punto en la recta y a
cada punto, un niimero real. Por eso hablamos de recta real.

Para representar los nimeros complejos tenemos que salir de la recta y
llenar el plano, pasando asi de la recta real al plano complejo.

Los niimeros complejos se representan en unos ejes cartesianos. El eje
X se llama eje real, y el ¥, eje imaginario. El nimero complejo
a+ bi se representa mediante el punto (¢, b), que se llama su afijo, o
mediante un vector (flecha) de origen (0, 0) y extremo (a, b).

Los afijos de los nimeros reales se sitdan sobre el eje real, y los imagi-
narios puros, sobre el eje imaginario.

Para que dos complejos sean iguales, sus componentes han de ser res-
pectivamente iguales:

=y } Es decir, x=—-4, y=3
X o=
Lo A*V16-4-13  42N36 _ 423641 L
= = S — i
2 2 2 )
La ecuacion tiene dos raices imaginarias: N\
2+ 3, 2-3i 230

Al igual que en este dltimo ejercicio, se cumple, en general, que:

Cualquier ecuacion de segundo grado con coeficientes reales que no
tenga solucién real tiene dos soluciones imaginarias que son nimeros
complejos conjugados.

’J;‘. Representa grificamente los siguientes nimeros 3. Representa graficamente el opuesto y el conjuga-
complejos y di cudles son reales, cudles imagina- do de:
rios y, de estos, cudles son imaginarios puros: 2) 35 b) 5 + 2i
5-3i — + 2 5i 7, N3i 0; -1— 7; 4 ) -1-2i & -2 + 3i

4 4 OF; Do
2. Obtén las soluciones de las siguientes ecuacio- g 2i h) —5¢
nes y represéntalas:
VIep 4, Sabemos que i = —1. Calcula 3, i1 5 i

D2*+4=0 b) 2% + 62+ 10 =0 20, 421 22§25 Da un criterio para simplificar

€)322+27=0 d) 3z2-27=0 potencias de i de exponente natural.
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6.2 OPERACIONES CON NUMEROS COMPLEJOS

La suma, la resta y la multiplicacién de nimeros complejos se realizan
siguiendo las reglas de las operaciones de los nimeros reales y teniendo
en cuenta que i%=-1.

REPRESENTACION GRAFICA

G+ c) hHd)i

clrdil _1-4-1-7,

7

J
// / M
17T
/! G

|| =T o |- bi

El nimero complejo resultante de sumar
ofros dos es la diagonal del

parc:|e[ogrc1mo formcdo por IOS SUmGﬂdOS.

La diferencia de dos complejos es la suma
del minuendo con el opuesto del
sustraendo.

Mas adelante se qprenderé a interpretar
gréficamente el producto y el cociente de
complejos.

P

or ejemplo:
B+2D)+(5+6i)=3+5+2 +6i=8+8i
(6-5)-(4-7)=6-4-5+7i=2+2i
(B+4i) - 2-5)=3-@—-5i)+4i - (2—5i)=6—15i + 8 — 20i% =
=6-15{ +8i +20=6+20—15i + 8 = 26 - 7i

(4-3i) - (V2 — 1) = 4\2 — 4i —3\2i + 342 =

= 4\2 —4i —6i -3 =

= (42 —3) + (—4-o6)i

(5+3i)-(5-30)=25-15i +15i —9i2=25+9 =34

En el dltimo ejemplo podemos ver como multiplicando un mimero
complejo por su conjugado se obtiene un nimero real. Este resul-
tado va a ser muy atil para dividir complejos: multiplicaremos numera-
dor y denominador por el conjugado de este tltimo, consiguiendo asi
que en el denominador quede un nimero real.

P

or ejemplo:
5-3i _ (5-3)(4—-20) _ 20-10i—12i + 6i* _
4+2i  (4+2D)(4—-20) 16 — 8i + 81 — 442
_20-6-10i—12i _ 14 22

_ ot — 114
16 + 4 20 200 = 07— LI

El resultado de sumar, restar, multiplicar o dividir dos nimeros com-
plejos es otro nimero complejo, que se obtiene del siguiente modo:

Suma: (a+ b))+ (c+di)=(a+c)+ b+ d
Resta: (a+ bi)—(c+di)=(a—c)+(b-d)i

Multiplicacion: (a + bi) - (¢ + di) = (ac — bd) + (ad + bc)i

El producto de un niimero complejo, ¢ + di, por su
conjugado, ¢—di, es siempre un nimero real:

(c+di) (c—di) =c?—cdi+cdi+d?=c?+d?

a+bi 0 (a+tb)(c—di) ac+bd N bc—ad .

DEiSion: ~ i e~ it Al

© Se multiplica y se divide por el conjugado del denominador y
se opera.

No se puede dividir por 0.
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¢ El 0 es el elemento neutro de la suma.
4 Todo nimero complejo, a + bi, tiene un opuesto. —a — bi.
# El 1 es el elemento neutro del producto.

INVERSO DE UN COMPLEJO
¢ Todos los nimeros complejos, @ + bi, salvo el 0, tienen un inverso:

1 _ 1-(3-4i) _ 3-4i _ 1 a— bi a— bi a b )
3+4i [3+4f)'(3—4” 2+ 16 a + bi = (a+bi)(a—b£) = az+bz i 612+b2 - a2+b21
3-4i 3 4

= =—-— En la practica, las propiedades de estas operaciones permiten operar
25 25 25 con los complejos de la misma forma que con los reales.

'EJERCICIOS RESUELTOS

1. Obtener un polinomio de Procedemos ast:
segundo grado cuyas raices sean [x— (5 —20)] x5+ 20)] = [e—5) + 2i] [x—5) — 2i]=
5-2iy 5+2i

=(x—52-2D2=x2-10x+25+4 =x2—10x + 29

Una solucién es, por tanto, x2— 10x + 29.

2. jCudnto ba de valer x, real, Empezamos desarrollando la expresién dada:
para que (2 + xi)? sea @+ xD)? = 4+ doci — x2 = (4 — x2) + 4xci
imaginario puro?

Para que este complejo sea imaginario puro, su parte real debe ser cero:

4-x2=0 5 x%2=4 > x=4+2

A _ Hadeser x =2 o x=-2.

EJERCICIOS PROPUESTOS
o

1. Efecttua las siguientes operaciones y simplifica el 2. Obtén polinomios cuyas raices sean:

resultado:
‘ D2+\3i y 2-3i
a) (650 + (2 -1 — 2(=5 + 6i)

b) (2-3D)—(5+ 4D + %(6 — 4) b)-3i y 3i

1+ 2§ — 4
Q) (3+ 20 (4—20) A1+2i y 3—4i

d) 2+ 3D (5 - 6i)
e)H+1DB-2) 1 +39)

(Observa que solo cuando las dos raices son con-
jugadas, el polinomio tiene coeficientes reales).

[ 2* 4i 144 h 4+ 3. ;Cuanto debe valer x, real, para que (25 — xi)?
) i_2 ) : ) ;

—2i 3+1 —3+5i sea imaginario puro?
. ; ~ 1+5i 4 — 2§
0 52+ i 0 - 21 ) +—=t

—24—1 i ¢ 4. Representa graficamente z, =3+ 24, z,=2+5i,
b6 2 =302 -2) z, + 2, Comprucba que z, +z, es una diago-
)i6—313 * 5! m) 2+ 2i nal del paralelogramo de lados z, vy z,.

—
|
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6.3 NUMEROS COMPLEJOS EN FORMA POLAR

arg (2) = o

EJERCICIOS RESUELTOS

L. Pasar a forma polar los

7, ==2+23i
Z,=i
zy==2

Representamos z, para visualizar su situacion.

siguientes nimeros complejos:

El nimero complejo 4 + 3i se representa mediante un vector de longi-
tud 5 unidades y que forma un dngulo de 36° 52' con el eje real. Dire-
mos que su médulo es 5 y su argumento es 30° 52,

Vamos a estudiar la relacion que hay entre las componentes, @ v b, de
un nimero complejo, con su médulo y su argumento.

e Modulo de un nimero complejo z es la longitud del vector me-
diante el que dicho niimero se representa. Se designa por |z].

e Argumento de un complejo z, z # 0, es el dngulo que forma el
vector con el eje real. Se designa por arg (2).

*Si |z| =r yarg (2) = , el nimero complejo se puede designar asi:
BT

Esta es la forma médulo-argumental o polar de describir un niime-

ro complejo.

Observa que un niimero complejo admite infinitos argumentos:
Po= Mg +0 = T7200+ 0~ T1080° + 00 = o
De entre todos, solo uno de ellos estd entre 0° y 360°,

No tiene sentido poner el nimero complejo 0 en forma polar.

Si conocemos un niimero complejo z = a + bi en forma bindmica, las
siguientes relaciones, que son muy claras, permiten pasarlo a la forma
polar, r:

7"=|z|=\fm tga=%

&

Médulo: |z,| = N(=2)? + (2V3) =V4+12-4

2
Argumento: g o = 23 =3 — o=120°

W

Por tanto: z; =4,,,. © bien ;= 4(2::/3) i

(3 esla rangente de 120° y de 300°, pero observando la representacidn grifica de z; ve-
mos que su argumento estd entre 90° y 180° y que, por tanto, es 120°). z
La expresion polar de los otros dos es inmedia-

ta y no requiere cilculos:

R LT A T z3 I



'EJERCICIOS RESUELTOS

1. Pasar a forma binémice los
siguientes niimeros complejos:

a) Z; =5 5550
bl z,=4%40
3] Z3= 3 2700

EJERCICIOS PROPUESTOS

]
UNIDAD | 6

Si conocemos un ndmero complejo z = r, en forma polar, las si-
guientes relaciones permiten pasarlo a forma bindmica:
a=rcosa b = rsen o
Segun estas igualdades, el nimero complejo puede ponerse asi:
z=rcoso+ (rseno) i=r(cos o+ isen o)

Esta expresion, z = r(cos o + i sen o), se llama forma trigonomé-
trica y sirve para pasar de forma polar a forma binémica.

a = Scos 225° = 5(—3"—5) = —(ﬂ]

i 2 2
i3 b = Ssen 225° = 5(—ﬁ) = —(—S\E)
:\ 2 2
. S s\V2 52

k4l 2= 0m5 =T, T4

b) y ¢ La expresion bindmica de los otros dos es inmediata y no requiere
cileulos:
£ 2y =4 % 0i=4

By =10~ B0=-51

Z3

=y

complejos:
) 1+V3i V3 +i
d)5-12i e) 31

ros complejos:

4 5 /6) rad b) 255
A 32400 €) 5 1500

1. Escribe en forma polar los siguientes nidmeros

complejo:

c)-1+i z = 8(cos 30° + i sen 30°)

B -5 5. Sean los nameros complejos z; = 4gu Y
Z3 = 35100

2. Escribe en forma bindmica los siguientes nime-

©) 2 4950 b) Halla z, -z, y 2,/z,, vy pasa los resultados

D 4gg0

3. Expresa en forma polar el opuesto y el conjuga-
do del nimero complejo z =7, .

4. Escribe en forma bindmica y en forma polar el

a) Expresa z; y z, en forma bindmica.

a forma polar.

¢) Compara los médulos y los argumentos de
z,' 2, ¥ Z,/z; conlosde z, v =z, ein-
tenta encontrar relaciones entre ellos.
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6.4 OPERACIONES CON COMPLEJOS EN FORMA POLAR

El médulo y el argumento de la suma de dos niimeros complejos poco
tiene que ver con los médulos y los argumentos de los sumandos. Es
decir, la relacién entre ellos es tan complicada que no sirve de mucho.

Sin embargo, como pudiste ver en el dltimo ejercicio del apartado ante-
rior, hay unas relaciones muy sencillas y dtiles entre la forma polar de
dos nimeros complejos y la de su producto o su cociente, Veamoslas.

El producto de dos nimeros complejos es otro nimero complejo tal
que:

e Su médulo es el producto de los médulos de los factores.
e Su argumento es la suma de los argumentos de los factores.

;,,a . rrﬁ — (?e 5 r1)a+]3

Demostraciéon
Expresamos los dos factores en forma trigonométrica:
o " Pl = (coso+isena)-r'(cosP+isenf) =
= r - #'[(cos o cos B — sen o, sen B) + i (sen o cos P + cos o sen B =
(aplicando las férmulas L1 y L2 de la unidad 5, pigina 132)

=7 r'[cos (o + B) + isen (o + )] = (r - s B

Ta B Al multiplicar un nimero complejo z = r, por lg, se gira z un
angulo B alrededor del origen.
o " ly=7
21 < o B To+p

(ro)? = (™)., DUES:
5 - . . o it e yaciaaiie , = [yt
(’ot)nﬁrot Fo = oo ‘rot_(" T e r)a+(x+...+(1 @ )na

Al elevar r, a un nimero natural, 7, su médulo se elevaa n (")
y su argumento se multiplica por # (n0).

r o, | BT | L =y
'f"ﬁ_ = )a—B’ pues (r’ )flﬁ =l r)nc—B+B 2

Para dividir dos nimeros complejos, se dividen sus médulos y se res-
tan sus argumentos,
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Aplicando las propiedades de la potencia de un nimero complejo, se
obtiene la siguiente férmula, llamada férmula de Moivre:

(cos o + i sen @) = cos no. + i sen 1oL
que es util en trigonometria, pues permite hallar cos no. y sen no

en funcién de coso y sen o.

Demostracion

(cos o + isen o) = (la)” =1, = cosno+isen no.

EJERCICIOS RESUELTOS

1. Dados los complejos Basandonos en las propiedades anteriores, podemos efectuar las opera-

_ _ ciones sin pasar, previamente, a la forma binémica:
| = 4600 ¥V Z2= 32100, ' '

. = . = 5 oo 5 _ A5 _
hallar: Zy 2y =4 3y = 12570 z) =g’ = ()5 gpo = 1024 50
z
4 2 Z. [N
2T 2y % P q_ 4_ ok _ _ 2 20 _[3
1 2 b 2 y Zi’ ZZ - (32]00) - (3 )"i - 210° - 818405 - 81 1200 Z’l - 4606 - ( 4 )]Soﬂ

| Ahora, si se desed, se pueden pasar los resultados a la forma bindmica.

2. Calcular cos 20, y sen 20 | Si desarrollamos:
medidante la formula de Moivre. | (cos o + i sen )2 = cos? o, + (2 sen 0, cos 0)i + (i sen o)? =
= (cos® o — sen® o) + i (2 sen o cos o)
Si aplicamos la f6rmula de Moivre: (cos oL + i sen 0)? = cos 20 + i sen 20,
Como ambas expresiones tienen que ser iguales:
cos 20, + i sen 20, = (cos? o, — sen? o) + i (2 sen oL cos Q)
Igualando la parte real y la imaginaria, obtenemos:
| cos 20, = cos? o — sen’ o

sen 200 = 2 sen O, cos o

EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Efectda estas operaciones y da el resultado en 3. Dados los complejos z = 5,q., W =25, t=4i,
forma polar y en forma bindmica: obtén en forma polar:
Fs . . . Z
a) 11509 550u b) 6450 : 315u a)z |l b)) ;
A 2y Lige * 3500 e
5 ) z? ) 2 w?
&) (1-v34) ) G+2)+(=3+2) w- 12 t
2. Compara los resultados en cada caso: 4. Expresa cos 30t y sen 30 en funcién de sen o
3 5 5 y cos o utilizando la férmula de Moivre. Ten en
) (Z3ge)s (Zy500)”s Zyppe) cuenta que:
4 4 4 4 y
D) (2gge)", 245000y (2700)%, (23300 (a+ b3 =a’+3a’b + 3ab? + b3
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6.5 RADICACION DE NUMEROS COMPLEJOS

ECUACIONES EN C

Cuando nos movemos dentro de los
numeros noiura|es, o de los enteros, se
suele tomar como variable la letra n

y cuando lo hacemos dentro de los reales,
la x.

Pues bien, la variable que se suele utilizar
en el campo complejo es la z. No
obstante, se puede utilizar cuofquier otra
variable como, en concreto, la x.

¢Ecuaciones sin solucién?

“la ecuacién x2+ 2x+ 5=0 no tiene
solucién”, deciamos cuando nos moviamos
en el campo real. Sin embargo, si nos
movemos en los nimeros complejos
diremos

“la ecuacion z2 + 2z+ 5 =0 tiene dos
soluciones: zy==1+2i, zZ,=-1-2i".

En tu CD se te explica cémo trabajar:
con DERIVE (1) y

con CALCULADORA GRAFICA (2)
algunos aspectos de esta unidad.

Los nimeros reales positivos tienen dos raices cuadradas. Por ejemplo,
2 y =2 son las raices de 4. Los nimeros reales negativos tienen dos rai-
ces cuadradas imaginarias. Puedes comprobar, elevindolos al cuadrado,
que 2i y —2i son las raices cuadradas de —4,

Vamos a probar ahora que cualquier niimero complejo, salvo el 0, tiene
71 raices n-ésimas.

NCIOI ae las ra 13 =&< 1Ml J numerd

plej;
Estudiemos la relacion que hay entre el mddulo y el argumento de un
ndmero complejo, Ry, y los de su raiz n-ésima r

A Rﬁ =F, = FE)F=R R=r" = y=4R
RB = (%) no.

F )™ =0 s B=no — o= Jz—

La raiz m-ésima de un nimero complejo RB tiene un modulo

r= {1\]}? Y un argumento o = E
n

Sin embargo, aunque e] argumento de un complejo lo mismo puede ser
B que P+ 360° que B+ 720° etc., los resultados al dividir por 7 estos
dngulos no son iguales. Estudiemos cudntos resultados distintos hay:

B+360° k=na — o= + 360 - k
n

el

o
I

jan]
l
R
I

Al dividir [§ + 360° - & por
n hay n posibles valores.

Por tanto, N Rﬁ tiene #

) posibles argumentos.
B, 360° (n-1)

Sik=n-1 — o, =
T n 1

Observa que si k= n, B+ 360° n - B + 360° = -E Se obtiene o.;.

n n

Y para valores superiores de % se obtienen argumentos que ya tenemos.

Un nimero complejo, RB, tiene n raices n-ésimas. Todas ellas tie-
| = n S
nen el mismo moédulo = VR, Sus argumentos son:

LB _B, 360 B 30
1 n’ 2 n n ' 3 n '
e B

n 7]

Para n > 2, los afijos de estas 7 raices son los vértices de un
n-agono regular con centro en el origen.
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= T it ; ; 2 S ; z 3
1. Hallar las raices ciibicas de 8i, 8i = 84. Sus raices cibicas tienen médulo Vg = 2.
) representarlas.
Sus argumentos Som:

0° 360° -
o, = 9% = 30° o, =300+ 2 3 =307+ 120° = 150°
| o5 = 30° + 2 - 120 = 270°
; 3 5 . i S P 2300

Asi pues, las tres raices ciibicas de 8 son: . %
230 2150 270

Es interesante observar que sus afijos ocupan

los vértices de un tridngulo equildtero. ¥ 22700

2. Hallar las raices cuartas de En primer lugar, expresaremos z en forma polar:

¥ representarlas.

Este enunciado es equivelente

1 = = 240°

a este otro: 2P 1/2 B

Resolver la ecuacion Por tanto: z = 1,40

O N I I \[3_1) -0 Las raices cuartas de 1,,.. tienen médulo 1. Sus argumentos son:
i

240° + k - 360°

4 =060°+ k- 90° siendo k=0,1, 2, 3.

Los afijos de las cuatro raices cuartas, 145, 1500,
1,400 13300, Ocupan los vértices de un cuadrado
centrado en el origen.

EJERCICIOS PROPUESTOS

5

1. Halla las seis raices sextas de 1. Represéntalas y 5. Comprueba que si z y w son dos raices sextas
exprésalas en forma bindmica. de 1, entonces también lo son los resultados de
las siguientes operaciones:
2. Resuelve la ecuaciéon z>® + 27 = 0. Representa
sus soluciones.

2

z w, Zw, =z z°

6. Fl nimero 4 + 37 es la raiz cuarta de un cierto
3. Calcula: nimero complejo, z. Halla las otras tres raices

: 4 cuartas de z.
) A b) V-8 + 834
7. Calcula las siguientes raices v representa grafica-

2+ 2§ mente sus soluciones:
) N-25 <)) T 0 & ;
1+V3i ) V-9 by 27 V2~ 2

4. Resuelve las ecuaciones: 3014 532 e
d ‘\f '\/— £) N8i
Azt+1=0 b) 20 + 64 = 0 ) 1+ © i )
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| ;
| LENGUAJE MATEMATICO

» NUME

En el siglo xvit v buena parte del xvm, a pesar de los buenos resultados que algebraica-
mente producian los nimeros complejos, gran parte de los matemiticos se mostraban
recelosos ante esos extranos seres. Solo cuando se les supo dar una representacion geo-
mélrica adecuada (Gauss, finales del xvim) fueron plenamente aceptados por la comuni-
dad matematica.

Mediante esta representacion sobre el plano se identifican familias de niimeros comple-
Jos con curvas o con recintos planos. Las familias quedan caracterizadas mediante ecua-
ciones o inecuaciones en las que las incdgnitas son la parte real de la variable z (Re 2),
la parte imaginaria (Im z), su moédulo (|z|) o su argumento (Arg z).

Por ejemplo: gdonde estéin siluados todos los niimeros
complejos cuya parte real vale 47 Esta familia queda ca-

Rez=4

racterizada por la ecuacion Re z = 4 v se representa,
obviamente, como vemos en la figura adjunta.

Andlogamente:

3+ 5 Bl 2

Imz<?2

-1 - 2§

Imz=-2 Rez=1Imz
-1<Rez<3

4 E 3f o .

A

Arg z = 30°

. Pon la ecuacion o inecuacion que caracteriza los siguientes recintos o lineas:

a) h) o) )

e)

v da un representante de cada una de ellas.

". Representa:

A Rez=-3 b)) Imz=20 c)3<Rez<5 d |z]|= 4

Describe con palabras cada una de las familias (“son los nimeros complejos cuya parte real vale ...")

e) Arg z = 180°




JI EJERCICIOS Y PROBLEMAS RESUELTOS

1 Operaciones con nUmeros complejos

Calcula en forma binémica:

@+d?+U - D?
1- 3i

2 Parte real y parte imaginaria

Halla el valor que debe tener x
para que el cociente

1+ 3xi

— sea:
3— 4
a) Un nmitmero real.

b) Un niimero imaginario puro.

3 Ecuaciones en C

Resuelve en C las siguientes
ecuaciones:

a)z? —d4z+13=0
b)z3+1=0

@+D2+A-D* _(4+4i+iH+A-2i+7> _

1~ 34 1-3i
_ 4+ 4i—-1+1-2i-1 _ 3+2i _
1-3i 1-3i
_B+20 A +30) _ 3+9i +2i+6i% _
I-3D A+ 3D 12— (31)?
_3+11i-6 _B+114 _ 3 . M
1+9 10 10 10

Hallamos el cociente en forma bindémica:

1+3xi _ (+3x) B +4D) _ 3+ 4i+ 9 + 12xi>

4

341 (3 -4 (3 + 41) 3 — P
3+4i+9xi—12x _ (3—12x) + (4 + 9x)i
9+ 16 25
_G-1209 (9,
25 25
a) Para obtener un niimero real, su parte imaginaria ha de ser igual a cero:;
4;% =0 = 4+9x=0 - 9x=-4 - |x=——

9

b) Para obtener un ndmero imaginario puro, su parte real ha de ser

igual a cero:

312 0 5 5_T25=0 = 12%-5 —s
25
%.’X,‘=i:—1‘ — x=i
12 4 4

a) Despejumos z

2 2 T

2
) ya que V=36 = V36 V-1 = 6i

4+V16-52 42V36 0 4+ 6 /{z1=2+5r'
z = = - = ==

Z, =2 =31

b) z= A1 Pasamos —1 a forma polar (1180,,) y calculamos las raices ci-

bicas:

3 3
2 =N1gp = V1 1800 + 360°%
3

Si k=0, z = 1g0 = cos 60° + isen 60° = 1/2 + (\@/Z)IT
= 1(cos 180° + isen 180°) = —1

= 18 k=1, =z, =14

Si k=2, z; = 1y = 1(cos 300° + isen 300°) = 1/2 — (V3/2)i
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ol EJERCICIOS Y PROBLEMAS RESUELTOS

4 Operaciones con numeros complejos en forma polar

Sean: Pasamos A, B y C a forma polar para efectuar las operaciones:
(_1+iV3 ) ]
A=-g18) o |1+ V3| = N2+ (V3) -
;G B 1 +4V3 = 25
B= 2 2° tg(x=j1— =—\/§ — o =120° (22 cuadrante)
3
e=[-L-3i] | 2B AT ) -
2 2 2 2 1 3
272 Lo
Prueba que: 3/2
tgo = =3 — a=300° (4 cuadrante)
A-B-C=8- 8V3i 1/2
1 3
1R L 3,
2 2 lw

go=+3 — o =240° (3% cuadrante)

Operamos:

4 3 3 , , = "
(21500 (gg” * (g™ = 16,4500 * Logge * Loage = 1621000 = 103000

Pasamos el resultado a forma bindmica:

R
163000 = 16 (cos 300° + i sen 300°) = 16 (— = 5;'] 8- 8V3i
5 Radicacién de nomeros complejos
Calcula esta raiz ciibica: o Representamos z, = V3 44 y
3 (x]} £ 4\2 z,=-1+1 y pasamos a forma polar:
1)

|z, ]=V(3)* +12 =2
|z2|=m=@

go, =—F =30% iga, =

\/_

(== \f [ )

135°

_—1=—] — 0.2:1350

), I -2 -

e De los infinitos argumentos que admite un nimero complejo, to-
mamos el que estd entre 0° y 360°. Por ello pasamos de —105° a
—105° + 360° = 255° v de 510° a 510° — 360° = 150°.

-105°

e Hallamos las raices cibicas: 32 -2

21500 1500 + 3600 > K= 0152
3 3 3
Son: ‘\ESO.:; \Elmo; \52900

3
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6 Radicacion de numeros complejos

Halla las coordenadas de los * Expresamos —064 en forma polar para hallar las raices cubicas:
vértices del tridngulo ABC, sa- . , \

biendo que son los afijos de V64 = V64 o = \/6_4180°+360°-k =¥ depy Aiapr Lygpe

las raices ciibicas de —64. Cal- 3

cula su drea. ¢ las pasamos a forma binémica:

4 = 4(c0s 60° + i sen 60°) = 2 + 23
T— by = 2—2V3i

Los vértices del tridngulo son:

A2, 2V3); B4, 00 ¢z, —2v3)

e Para hallar el 4rea, calculamos el lado aplicando el teorema del cose-
no en el tridngulo AOB:

AB? =42+ 422 .4 4 cos120° = 48 — AB = 4V3

Como el tridngulo es equildtero, su altura es:

h2=(4V3)*-(2V3)*=36 = h =6

A’rea=—;—4\/§ . 6=1243

7 Razones trigonométricas de un angulo

Determina el valor de cos 15° Al hacer la divisién obtenemos:
Yy sen 15° a pariir de la divi-

sion 1,:1 Tt Lyse = Ligo =1 - (cos 15° + i sen 15°) = cos 15° + i sen 15°

45°°
Efectuamos el cociente en forma bindémica:
1 V3
—
2 1+V31

— 4+ [
Yoo  cos 60° + i sen 60° _ 2 B _
1450 cos 45° + i sen 45° N2 A2 N2 + 2
—_t— 9
2 2

(@ +V3)(2—+29) ) V2 —v2i +V6i + V6 -
C(VzeNz) 2=z (W2)P-(z2)?

VIR GE D Ve VE N6
4 - 4 % 4 i

Tgualando ambos resultados, tenemos que:

V2+vV6  Vo-2 |
s 4
\2 + 6 V6 -2

7 ,  sen 15° = 4

cos 15° + i sen 15° =

Por tanto: cos 15° =
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Bal EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS

8

9

—

PARA PRACTICAR

Numeros complejos en forma
binémica

Calcula:

DG+20Q2-D-U0 -9 2-3D)
b)3 + 2i(—1 + 1) — (5 — 41

c) —2i — (4 — D51

d) (4 - 31 (4 + 3 — (4 - 3D?

Calcula en forma bindmica:

(3 + 35 (4 -2 -2+ 3%
D D Grmai+p
2+ 5 g 1+ —3-2i
o 32 a-9 D 2—1 1+ 3i

Dados los numeros complejos z = 1 — 3i,

w = -3+ 2i, t=-2i calcula:

a) zwt bzt —w@+2) © %r
- ' 2% — wi?
d) 22 —3t e) 3z + it 56 D
w . —
Calcula: 2) i¥7 b) {126 &) i d) i% ) ;216
3
Dado el nimero complejo z = f% + 73;‘:

prueba que:

Al+z+z2=0 [5))

Igualdad de nomeros complejos

Calcula m y n para que se verifique la igual-
dad (2 + mi) + (n+ 50) =7 - 21,

Determina k para que el cociente
ligual a 2 —i.
|

Calcula a y b de modo que se verifique:

\ (a+ bD2=3+4i

& Desarrolia el cuadrado; iguala la parte real a 3, y
i la parte imaginarica a 4.

Dados los complejos 2 —ai v 3 — bi, halla a
|y b para que su producto sea igual a 8 + 4i.

10

11

12

13

15

16

17

18

Calcula el valor de @ y b para que se verifique:

2+ bi
5—3i

a—3i=

Halla el valor de b para que el producto
(3 — 6i) (4 + bi) sea un namero:

a) Imaginario puro. b) Real.

Determina @ para que (a— 2i)? sea un nime-
ro imaginario puro.

Calcula x para que el resultado del producto
(x+ 2+ ix) (x — 10 sea un nimero real.

NGmeros complejos en forma polar

Representa estos nimeros complejos, sus opues-
tos v sus conjugados. Exprésalos en forma polar.

D1-i b-1+i OVB+i 3
-4 )2 g)—%i h)2 +2V3i

Escribe en forma binémica los siguientes nime-
ros complejos:

) 2,450 D3 O Ve D17
€) Ly D 55700 2 15 h) 44900
Dados los nimeros complejos:  z; = 259,
Z, = 4150 23 = 33150 Ccalcula:
a) z, 2, b) z, " 2y )z " 2y

o z Z oz
d) = Oy f L=

“y Zq %
g) zl2 h) z23 i) z;

Expresa en forma polar y calcula:

b V1 -3
e) (72\6 + 21’)6

c) Vo4
£) (3 — 4i)3

a) (-1 - 1>
& Vsi

Calcula y representa grificamente el resultado:
1-4¢ 2 3

V3 + i

a)

Calcula y representa las soluciones:

2 V4 — 43

3

b) =6 c) N8i



20

21

22

23

24

25

26

27

Calcula pasando a forma polar:

»(1+iV3) b (1 -iV3)" (V3 - 1)
4

o) V=2 + 2v3i o —2

(1-93
&) V64 N1 — i
g) =i

2—2i
h A2
=3+ 3i
Expresa en forma polar z, su opuesto —z, y su
conjugado z en cada uno de estos casos:
D z=1-3
b)z=-2-2i
O z=-23 + 2i

Representa los poligonos regulares que tienen
por vértices los afijos de las siguientes raices:

a Vi b 1 O \N2v3 + 21

Ecuaciones y sistemas en C

Resuelve las siguientes ecuaciones y expresa las
soluciones en forma binémica:

Az +4=0 z2+z+4=0

AQz2+3z+7=0 dDz2—z+1=0

Resuelve las ecuaciones:
a)z’>+32=0

) z3+ 8 =0

P iz3—27 =0
dizt+4=0

Resuelve las siguientes ecuaciones en C :
A z2+4i=0 hzt-2z+5=0
9222+10=0 d)z*+ 1322 +36=0

Obtén las cuatro soluciones de las siguientes
ecuaciones:

D2zt-1=0 hzt+r16=0 oz -8=0

Halla los nimeros complejos z y w que veri-
fican cada uno de estos sistemas de ecuaciones:

) zH+w=-1+2i

a

Z—w=-3+4i
Z+2w=2+1i
iz+w=5+5(

28

29

30

31

32

33

34

35

36

37

PARA RESOLVER

Calcula m para que el nimero complejo 3 — mi

tenga el mismo médulo que 25 + 534

Halla dos nidmeros complejos tales que su co-
ciente sea 3, la suma de sus argumentos /3, y la
suma de sus médulos 8.

& Lidmalos r, y sg y escribe las ecuaciones que los
relacionan:

7
T; = 3,0 (0°es el argumenio del cociente, o.—p = 0%;

r+s=8 y OL+B=%-

El producto de dos nimeros complejos es 2
v el cubo del primero dividido por el otro es
(1/2),.. Hallalos.

El producto de dos nimeros complejos es —8 y
el primero es igual al cuadrado del segundo.
Caletlalos.

De dos nameros complejos sabemos que:

e Tienen el mismo madulo, igual a 2.

» Sus argumentos suman 177/6.

® El primero es opuesto del segundo.

;Cudles son esos ndmeros?

Calcula cos 75° y sen 75° mediante el pro-
ducto 15 - 1

Halla las razones trigonométricas de 15° cono-
ciendo las de 45° y las de 30° mediante el
cociente 10 1 10

Para qué valores de x es imaginario puro el

. x—4i
cociente —— ¢
xtd
. . 1+ xi
Halla, en funcién de x, el modulo de z = EpL

Demuestra que |z| = 1 para cualquier valor de x.

Calcula x para que el ndmero complejo que
X + 2i
4 — 3

la bisectriz del primer cuadrante.

obtenemos al dividir esté representado en

& Para que a + bi eslé en la bisectriz del primer
cuddrante, debe ser a = b,
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38

39

40

a1

42

43

AL

45

46

164

Halla dos nimeros complejos conjugados cuya
suma es 8 y la suma de sus moédulos es 10.

La suma de dos nimeros complejos es 3 +i. La
parte real del primero es 2, y el producto de
ambos es un nimero real. Hillalos.

Representa grificamente los resultados que
obtengas al hallar =2 - 2 y calcula el lado
del tridngulo que se forma al unir esos tres pun-
tos.

Los afijos de las raices cibicas de 8i son los vér-
tices de un tridngulo equilitero. Compruébalo.

¢Determinan el mismo tridngulo los afijos de
"3 3o s

—31, Vs o 87 Representa grificamente esos
cuatro tridngulos que has obtenido.

Puedenser z, =2+14, z,=-2+1, z;=-1-2i
y z4;=1- 2i, las raices de un nimero com-
plejo? Justifica tu respuesta.

Halla los niimeros complejos que corresponden
a los vértices de estos hexdgonos:

-
\_

;Pueden ser las raices de un nimero complejo, z,

5 ?
los nimeros 2,00, 2000, 29750 23440 ¥ 23167 ER
caso afirmativo, halla =z

@& Comprueba si el dngulo que forman cadea dos de
ellas es el de un pentdgono regular.

El nimero complejo 3 ,,. es vértice de un pen-
tdgono regular. Halla los otros vértices y el
ndmero complejo cuyas raices quintas son esos
vértices.

& Pgra obtener los otros vértices puedes multiplicar

cadea uno por 1. .

Una de las raices cibicas de un nimero com-
plejo z es 1+ 4 Halla z vy las otras raices
cubicas.

& Ten en cuentd gie si ﬁ; =I1+i o z=(1+i)3

47

48

49

50

31

52

53

Escribe una ecuacién de segundo grado que
tenga por soluciones 1+ i y 1 -1

= Mira el efercicio resuelto 1 de la pdgina 151,

Escribe una ecuacion de segundo grado cuyas
soluciones sean:

a)Si y -Si b)2-3i y 2+ 3i

Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones:
zH+w=-1+2i
iz+ (A -Dw=1+ 3i

w{z_?zsfy |
Q2+ i)z +iw=3— 31

Interpretaciéon gréfica de igualdades
y desigualdades entre complejos

Representa.

a)Rez =2 b)imz=1

Q) Rez<0 dDH-1<mz<3
e)—2<Rez<5 D |z] <3

g) Arg = = 45° h)0° £ Arg z < 90°
Representa los nimeros complejos z tales que
z+z=-3

@ FEscribe z en forma bindmica, siimale su conju-
gado y representa la condicion gue obtienes.

Representa los nimeros complejos que verifican:

aAz=-z b |z+z| =3 o |lz—z| =4
Escribe las condiciones que deben cumplir los
nimeros complejos cuya representaciéon grifica

es la siguiente:

a) [ b)
1
-3 1
d 3 e)
WY
L

@ En a), b) y [) esunaigualdad. En ¢) y d), una
desigualdad. En e), dos desigualdacdies.



34

55

56

57

58

59

60

61

CUESTIONES TEORICAS

¢Se puede decir que un ndmero complejo es real
si su argumento es 07

Si z=r,, iqué relacion tienen con z los nlime-
- ?
TOS T+ 1800 ¥V 73600 - of

Comprueba que: &) z+w=z+ w

bz - w=zw kz=kz con keR

Demuestra que ’i‘ =1

zl 7|
El producto de dos niimeros complejos imagi-
narios, ;puede ser real? Acliralo con un ejemplo,

Representa el nimero complejo z = 4 — 3i.
Multiplicalo por ¢ y comprueba que el resulta-
do que obtienes es el mismo que si aplicas a z
un giro de 90°.

¢Qué relacion existe entre el argumento de un
complejo y el de su opuesto?

¢Qué condicién debe cumplir un ndmero com-
. : = 1
plejo z=a + bi para que z = —7?
z

& Halla i, e jguala a o— bi.
z

62

63

64

65

66

PARA PROFUNDIZAR

Un pentigono regular con centro en el origen
de coordenadas tiene uno de sus vértices en el

punto (\E, \E)

Halla los otros vértices y la longitud de su lado.

Si el producto de dos ndmeros complejos es
-8 vy dividiendo el cubo de uno de ellos entre
el otro obtenemos de resultado 2, ;cudnto valen
el médulo y el argumento de cada uno?

Calcula el inverso de los nimeros complejos
siguientes y representa grificamente el resultado
que obtengas:

a) 303 b) 2i c)—1+i

¢Qué relacién existe entre el modulo y el argu-
mento de un nimero complejo y de su inverso?
Representa graficamente las igualdades siguien-
tes. ;Qué figura se determina en cada caso?
a|lz-QAQ+D| =5

b |z-(G+2)| =3

Escribe la condicién que verifican todos los
nimeros complejos cuyos afijos estén en la cir-
cunferencia de centro (1, 1) v radio 3.

. AUTOEVALUACION

modulo de

1. Efectia.

G-22-A+D2-1)
_3+;'

2. Calcula z v expresa los resultados en forma bi-
némica.

el
A
V21

4. Halla @ v b para que se verifique la igualdad:

5(a—2i) =@ +Db-1)

4, Resuelve la ecuacién: z2—10z+ 29 =0

5. Calcula el valor que debe tomar x para que el

sea igual a 2.

6.

7.

8.

Q.
10.

11.

3. En tu CD puedes encontrar las resoluciones

Halla el lado del tridngulo cuyos vértices son
los afijos de las raices cibicas de 43 — 44,
Representa grificamente.

A)1<mz<5 b |z|=3 oQz+z=-4

Halla dos nimeros complejos tales que su co-
ciente sea 2,55, y su producto 18.

Demuestra que |z - z| = |z|2

Calcula cos 120° y ser 120° a partir del pro-
ducto 1gp. * 1a4.

Halla el ndmero complejo z que se obtiene al
transformar el complejo 2 + 3¢ mediante un gi-
ro de 30° con centro en el origen.

de todos estos ejercicios.
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Autoevaluacion

BLOQUE II: Trigonometria y nUmeros complejos

1. En el triangulo ABC, rectdngulo en 4, conoce-
mos gB=15y b=0cm.

Halla los lados y los dngulos del tridngulo.

2. Halla el perimetro del cuadrilitero ABCD  inscrito
en una circunferencia de 6 cm de radio.

3. Hemos colocado un cable sobre un mistil que lo
sujeta como muestra la figura.

;Cudnto miden el mistil y el cable?

2
4, Justifica si existe algin angulo o tal que g o = o

1
0 ==
y sen 2

5. Las diagonales de un paralelogramo miden 16 cm y
28 cm y forman un ingulo de 48°. Calcula el peri-
metro v el drea de dicho paralelogramo.

6. Busca, en cada caso, un angulo del primer cua-
drante que tenga una razon trigonométrica igual
que el dngulo dado y di cudl es esa razén.

a) 297° b) 1252°
137
c) —100° d 5

7.8 tgo=2 vy cosa >0, halla:

a) cos 20 b) sen

b
——o
2

& g %#a

o
c) sen —
2

—

8. Asocia a cada grafica una de estas férmulas:

ay=tgx b) y = sen 2x

c)y=cos(%ux) d)y=sen(g+x
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9. Demuestra que:

4 4

costx—senix=2cos?2x—-1

10. Resuelve:

a) 2sen x + cos x =1

po | o

sen 3x + seny
b)

cos ¥

2

P

11. Dado el nlimero complejo z = 345, expresa en
forma polar el conjugado, el opuesto y el inverso.

§10 _ 247

12. Simplifica: ST

13. Bscribe una ecuacién de segundo grado cuyas
soluciones sean —1 + V31 y —-1- V31,

14. Encuentra dos nimeros complejos cuya suma sea
10 y cuyo producto sea 40.

15. Un cuadrado cuyo centro es el origen de coorde-
nadas tiene un vértice en el afijo del nimero com-
plejo 1 + V3i. Determina los otros véttices y la
medida del lado del cuadrado.

En tu CD tienes las resoluciones de estos ejercicios.





