1.

La derivada

Piensa y calcula

La grafica y = f(x) representa el espacio que recorre un coche en funcién del tiempo.

»
=

Calcula mentalmente:

a) la pendiente de la recta secante, r, que pasa por Py Q

Espacio (m)

b) la distancia media recorrida entre 3sy 6 s

c) la pendiente de la recta tangente t en el punto P

/ Tiempo.(s)
Solucién:
a) 2
-2_6
TVM[3,6] =——==—==2
b) TVM[3, 6] e-3 3 m
c) 12
® Aplica la teoria
I. Calcula la tasa de variacién media de las siguientes fun- Solucién:
ciones en el intervalo que se indica: W) 5-C1) 6
2) f(x) = 2x— 3 en [1,4] VML A== =% ~ 372
f4)-f2)  2-(-2) 4
= 2_ = = ==
b) f(x) = x*—4x + 2 en [2,4] b) TVMI[2, 4] 4 ) > 2
 2x—4 _ @) =f(l) _ 0-(-112)_ |
c)f(x)—men[l,Z] c)TVM[I,2] = o ] 5
f(2) —f(-1 21 I
d) f(x) = Vx +2 en [-1,2] d) TVM[-1, 2] = @-fCD_ =
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2. Aplica la definicién de derivada y calcula la derivada de las siguientes funciones en los puntos que se indican:

a)f(x) =3x—-2enx=1 b)f(x)=-2x+lenx=-3

Solucion:

Q) f(x) =x2—4enx=-2

d)f(x) =—x2+5x—-3enx=1|

oy =i - 30+ -2-3-2) _  F+3h-2Z-F+7 _ . 3 _
MO =y === — I el
b) fi(-3) = Jim (2N =Dy, 2E3 TN ERED Ty, S e MoB ok 22
h—0 h h—0 h h—0 h h—0
oy =g fC2+h)—f(2)  (2+h)2-4-[(-2)*—4] _  A—4h+h2-A—-0 _ —4h+h? _
9D =iy ——— —— =i, " g e
=Iimw=lim (-4+h)=-4
h—0 h—0
— - 2 _3_(—]2 .
d) £(1) = lim f(I +h) f(I)=Iim (I +h)y*+5( +h)-3-(-1+5"1 3)=
h—0 h h—0 h
= fim A =2h=h2+ B+ Sh-F+f-B+F o 2430 HERTI) o pigyog
h—0 h h—0 h—0 H h—0
3. Aplica la definicién de derivada y calcula: Solucién:

a) la derivada de la funcién f(x) = x“ en x = |

b) las ecuaciones de las rectas tangente y normal en el
punto de abscisa x = |

c) Representa la funcién f(x) y las rectas.

Solucion:

f(l1 +h) —f(l | +h)2—|
a)f'(l)=I|’m( ) ()=Iim( ) =
h—0 h h—0 h
2_ 2+h
A2 p o KRR ey =2
h—0 h h—0 h—0
b)Six=1=f(l)=1=P(,1)
La recta tangente:m = f'(l) = 2
y—1=2(x-1)
y=2x-1I
La recta normal:
y=1=-2(x=1)
] 3
= —x+=2
YT
<) y=x &Y
s
|
y=2x—1 yETpXty

4. Aplica la definicion de derivada y calcula:
a) la derivada de la funcion f(x) = x2 - 2x + | en x =3

b) las ecuaciones de las rectas tangente y normal en el
punto de abscisa x = 3

c) Representa la funcion f(x) y las rectas.

w3y = i (3 +h) —f3) _
e -

B+h2-2@+h)+1-(32-2-3+1) _

lim

h—0 h
i At 6h+th?-g-2h+ N F+E- ) _
h—0 h
2 4+ h
:"mmznmuznm (4+h)=4
h—0 h h—0 I8 h—0

b) Six=3=1(3) =4 =P@3,4)
La recta tangente:m = f'(3) = 4
y—4=4(x-3)
y=4x-8
La recta normal:

_
y—4=—(x=3)

y=4x—-8

5. El nimero de bacterias que hay en un cultivo se expre-

sa mediante la formula f(x) = 2%, donde x representa el
numero de horas. Calcula el crecimiento medio por ho-
ra de las bacterias entre las 3 y las 5 horas.

Solucion:
f5)-f(3) _ 32-8 24

T 3 T3 3 = |2 bacterias/h

TVM[3,5] =

TEMA 10. CALCULO DE DERIVADAS
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2. La funcion derivada

B Piensa y calcula

Solucién:
aym. =—lym,=1I
b) No.

hY

a) Observa la grafica de la funcién de f(x) = [x%/4 — 1| y calcula las pendientes de las rectas tangentes r y s
b) ;Se puede dibujar una unica recta tangente a la grafica de la funcion f(x) en x = 2?

® Aplica la teoria

6. Analiza si las funciones representadas admiten derivada
enx =2

AY AY

v
A A'%S
A%

Solucion:
a) No, porque la funcién no es continua.

b) No. Hay dos rectas tangentes diferentes.

7. Aplica la definicion de derivada y calcula la funcién deri-
vada de las siguientes funciones:

a) f(x) =5

b) f(x) = 4x -3

o) f(x) =x*—x+ 1
9169 =~

Solucion:
Vo) = [ D =D
a) f'(x) = l!m e 0

4x+h)—3-(4x=3) _
h

b) f'(x) = lim

= ljm Xt 4h =3 -4*3 _ o
h—0 h

316

(x+h2—(x+h)+1-p2-x+1) =

o) f'(x) = lim

h
—jim 2 2xh + h2— X~ h + KT+ XK
h—0 h
e Xt - _
—mT—m(zwh—l)-zx—l
1 X=X~ h
, . x+h i X + h)x
0 ) =iy 2 =y L =

= |im —— = im —=
h—0 (x + h))gh/ h—0 x(x + h)

i
x2

8. Calcula el valor de la derivada de la funcion f(x) = x2 + |

en los puntos de abscisa:
a)x=12
c)x=0

b) x =1
d)yx=I

Solucién:

, _(x+h2+ = (x2+ ]
fo =iy LV L6 D
i 22t 2xh +h2 A A
h—0 h

=r|1if>10 2xh’h+r{7
f'(x) = 2x

) f'2)=2-2=4
b)fi(=1)=2-(-1)=-2
c)f'(0)=2-0=0
df'(l)y=2-1=2

= lim (2x + h) = 2x
h—0
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TEMA 10. CALCULO DE DERIVADAS

9. Calcula el valor de la abscisa en el que la derivada de Solucién:
la funcién f(x) = x2 + x vale 4 )
) 1 = fim ST TX o 2% D + il
Solucién: h—0 h h—0 h
x +h)2+x+h—(x2+x 7
Fi(x) = lim 20 6T = lim 2+ _ iy (2% + h) = 2x
h—0 h h—0 h—0
i 25 2xh +h2+ X+ h - —x
= lim = b
h—0 h ) AY
T (d \h _ )
—}l\m—k I!ﬂ})(Zx+h+|) 2x + | y =X
2x+1=4=2x=3 = x=3/2 X
10. Dibuja la grafica de la funcién cuadratica y = x? y = 2x
a) Calcula su funcién derivada.
b) Representa la funcién derivada en los mismos ejes
coordenados. Jx=1/2,x=l,x=-1/2,x==1,x=0
c) Observando el dibujo, calcula los puntos en los que
la derivada toma estos valores: 1,2,—1,-2,0
3. Reglas de derivacion
W Piensa y calcula
Clasifica las siguientes funciones como polindmicas, irracionales, exponenciales, logaritmicas y trigono-
métricas:
a)y =2 b) y = x° c)y =senx d)y=\/; e)y=Lx
Solucién:
a) Exponencial. b) Polinémica. c) Trigonométrica. d) Irracional. e) Logaritmica.
@ Aplica la teoria
Calcula la funcién derivada aplicando las reglas de derivaciéon: 14. a) y = (x2 + 4)2 byy=x*-1)3
Il.a)y=8 b)y=-3x+1 Solucién:
Solucién: a) y' = 4x(x* + 4) b) y' = 123(x* - 1)
a)y'=0 byy'= -3
)Y )y 15. a)y = Vx?-3 b)y=4\lx3—2x
12. a)y=x2+4x-5 by =x*-3x2+ 1 Solucién:
Solucién: )y =X b)y = _3x2-2
._ a3 x2 -3 A3 - 203
a)y' =2x+4 b) y' = 4x° — 6x
13. a)y = (x—8)2 b)y=(3x2+ 1) 16. a)y = e3x~2 b)y=2<*5
Solucién: Solucion:
a)y' =2(x-8) b) y' = 18x(3x2 + 1)2 a)y' = 3e¥-2 b)y' = 3x22¢ *5L2
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17. a)y=L (3x-2)

Solucién:
3

a)y'=

18. a) y =sen (3x-7)

Solucién:
a) y' = 3cos(3x — 7)
b) y' = —(2x + 4) sen (x* + 4x)

19. a)y =x2 +tgx b)y =xLx
Solucioén:
a)y' = 2x + sec? x
b)y'=1+Lx

_ o x=1 _ e
20.a)y—x2+| b)Y = os x

Solucion:

b) y = log (2x3 + x)

3x—-2 2x3 + x

b) y = cos (x2 + 4x)

21. Calculalas tres primeras derivadas de las siguientes fun-
ciones y simplifica los resultados.

a)y =x3 — 6x% + 9x b)y=X2:I

Solucion:

a)y' =3x2-12x+9
y'=6x—12
y"=6

2

b)y' = X - |

oo 2

&
e
x4

22. Halla las ecuaciones de las rectas tangente y normal a
la curva y = x3 — 3x2 en el punto de abscisa x = |

Solucion:
f(l)=-2=P(l,-2)
f'(x) = 3x% — 6x
Recta tangente:

f(l)y=-3

2y = =X ¥ 2x * | y+2=-3x—1)>y=—3x+I
(x> +1)? Recta normal:
, _ €*(sen x + cos x) ] ] 7
b)y' = ol yr2=gk-)=y=gx-=
4. Maximos, minimos relativos y monotonia
N Piensa y calcula
X2+ AY
Observa la grafica de la funcién racional f(x) = L

a) los maximos y minimos relativos.
b) la monotonia, es decir:
* intervalos donde es creciente ()

* intervalos donde es decreciente (\)

Solucién:

a) Maximo relativo:A(- |,— 2)
Minimo relativo: B(I, 2)

b) Creciente (7): (—oo,— 1) U (I, + )
Decreciente (\): (= 1,0) U (0, I)

X
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@ Aplica la teoria

23. Calcula los maximos y los minimos relativos y deter-
mina la monotonia de la funcién:

y =3 — 6x% + 9x

Solucioén:

y =3x2—12x+9

y=0=x=1,x=3
x=1=y=4=A(l,4)
x=3=y=0=B(3,0)

y'=6x—12

y"(1) =—=6 <0 (-) = A(l, 4) maximo relativo.
y"(3) = 6 > 0 (+) = B(3, 0) minimo relativo.

f'(x) + - +
X 0o | 3

Creciente (/): (— oo, 1) U (3, + )
Decreciente (\): (I, 3)

24. Calcula los maximos y los minimos relativos y deter-
mina la monotonia de la funcién:

y=x3—3x2

Solucién:

y = 3x2— 6x

y=0=>x=0,x=2
x=0=>y=0=0(0,0)
x=2=y=-4=A((2,-4)

y'=6x-—6

y"(0) = -6 <0 (-) = O(0, 0) maximo relativo.
y"'(2) = 6 > 0 (+) = A(2,—4) minimo relativo.

fl(x.)....+.|T|.+...
T T

X 0 2

Creciente (,7): (= o0, 0) U (2, + o)
Decreciente (\): (0, 2)

25. Calcula los maximos y los minimos relativos y deter-
mina la monotonia de la funcién:

y =33 —3x2 + 4x + |

Solucion:

y =3x2—6x+4

y' # 0 = No tiene ni maximos ni minimos relativos.
f'(x) +

X 0

Creciente (/):R = (— oo, + o)
Decreciente (\): &

TEMA 10. CALCULO DE DERIVADAS

26. Calcula los méximos y los minimos relativos y deter-
mina la monotonia de la funcién:

4
X
y—T—x3+x2

Solucién:

y =3 —3x2 + 2x

y=0=>x=0,x=1,x=2

x=0=y=0= O(0,0)
x=1=y=1/4=A(, 1/4)
x=2=y=0=B(20)

y" = 3x% —bx +2

y"(0) =2 > 0 (+) = O(0, 0) minimo relativo.
y'(I)==1<0 (-) = A(l, 1/4) maximo relativo.
y"(2) =2 > 0 (+) = B(2, 0) minimo relativo.

£'(x) - + - +

X o 1 2

Creciente (): (0, 1) U (2, + =)
Decreciente (\): (— e, 0) U (1,2)

27. Calcula los méximos y los minimos relativos y deter-
mina la monotonia de la funcién:

X2+
Y X
Solucion:
Y':ﬁ
2
y=0=>x=-I,x=1

x=—-l=y=-2=A-1,-2)
x=1=y=2=B(l,2)
y =%

X
y'(=1)=-2<0 (-) = A(=|,-2) maximo relativo.
y"(l) =2 >0 (+) = B(l, 2) minimo relativo.

£'(x) + - = +

————1—

X -1 0 |
Creciente (): (— oo, — 1) U (I, + o)
Decreciente (\i): (— 1,0) U (0, I)

28. Calcula los méximos y los minimos relativos y deter-
mina la monotonia de la funcién:

x2—x+ |
x— |

y_
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Solucion: 30. ApI[ce}ndo el ca!culo de derlv'adas, calcula Io§ maximos
y minimos relativos y determina la monotonia de la pa-

2 _
1= X2 2X rabola:

Cx-1)2
y=0=>x=0,x=2
x=0=>y=-1=A(0,-1)

y=x2-2x-3

Haz la representacion grafica de la parabola e interpreta

el resultado.

x=2=y=3=B(2,3)

2 Solucion:
k) y' =2x-2
y"(0) = -2 <0 (-) = A(0,— |) maximo relativo. y=0=x=1
y"(2) = 2> 0 (+) = B(2, 3) minimo relativo. x=l=y=-4=A(,-4)

y" = 2
A el Sl T y'(1) =2> 0 (+) = A(l,—4) minimo relativo.
— 1T+

x o I 2 09 _ | .
Creciente (7): (= e, 0) U (2, + ) y t t t t t t (-) : t t t } }

Decreciente (\): (0, 1) U (1,2)
Creciente (): (I, + o)

D ient (=0, |
29. Aplicando el cilculo de derivadas, estudia la monoto- ecreciente (): ( )

nia de la rectay = -2x + 3 AY
Haz la representacion grifica de la recta e interpreta el
resultado.
Solucién: )><
y' =—2 < 0 = Es siempre decreciente.
La grafica de la funcion es una recta de pendiente
m = -2, que es la derivada.
AY Tiene un minimo relativo; antes del eje es decreciente,
y después, creciente.
L
5. Puntos de inflexion y curvatura
N Piensa y calcula
Observa la grifica de la funcién racional f(x) = ZX I y halla visualmente el punto de AY
Xt = X
inflexion y los intervalos donde es convexa (U), y cdncava (M) YR
Solucién: L\ X
Punto de inflexién: O(0, 0) "
Convexa (U): (= 1,0) U (I, + )
Coéncava (N): (—o,— 1)U (0, I)
320
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@ Aplica la teoria

31. Calcula los puntos de inflexién y determina la curvatu-
ra de la funcién:

y=x3—6x%+9x+ |

Solucién:
y =3x2—12x+9
y'=6x—12
y'=0=>x=2=y=3=A(2,3)
ylll = 6 i 0
Punto de inflexién: A(2, 3)
£(x) - Lo
t t t t t t t t 1 t t t t
X 0 2

Convexa (V): (2, + =)

Céncava (N): (= o=, 2)

32. Calcula los puntos de inflexién y determina la curvatu-
ra de la funcién:

y=x3—3x2+4x

Solucién:

y =3x2—6x+4
y'=6x—-6
y'=0=x=1=y=2=A(l,2)
y"=6+0
Punto de inflexién: A(l,2)
f"(x) — | +
t t t t t t t 1 t t t t t
X 0 |1

Convexa (U): (1, + o)
Céncava (N): (= oo, )

33. Calcula los puntos de inflexién y determina la curvatu-
ra de la funcion:

y= =1y + |
Solucioén:
y = 3(x— 1)?
y'=6(x—1)
y'=0=x=1=y=1=A(,1)
y'=6=#0
Punto de inflexién: A(l, 1)
fll(x) — I +
X (|

Convexa (W): (I, + o)
Céncava (N): (— oo, |)

TEMA 10. CALCULO DE DERIVADAS

34. Calcula los puntos de inflexién y determina la curvatu-
ra de la funcion:

y=x4—6x2
Solucion:
y' = 4x3 — |2x
y'= 122 - 12
y'=0=>x=-1,x=1|

x=—|l=y=-5=A-1,-5)
x=1=y=-5=B(l,-5)
y" = 24x

y"(1)=24+#0
y'"1)=-24%0

Punto de inflexién: A(—I,—5), B(l,—5)
6 +

T T T v | T

X -1 0 |
Convexa (L): (= eo,—1) U (I, + =)
Céncava (N): (=1, I)

35. Calcula los puntos de inflexion y determina la curvatu-
ra de la funcién:

y=xt+43+2

Solucion:
y' = 43 + 12x2
y" = 12x% + 24x

y'=0=>x=0,x=-2
x=0=>y=2=A(0,2)
x=-2=y=-14=B(-2,-14)

y" = 24x + 24

y"(0)=24%0

y"(-2)=-24%0

Puntos de inflexion: A(0, 2), B(— 2,— 14)
() + - +

X -2 0

Convexa (U): (— o,— 2) U (0, + )
Cébncava (N): (- 2,0)

36. Calcula los puntos de inflexién y determina la curvatu-
ra de la funcién:
y= x— |
%2

Solucion:

- 2-X
3

X



- 2(x—3)

x4
y'=0=x=3=y=2/9=A(3,2/9)
"o 6(4 - X)
x°
y"(3)=2/81 #0
Punto de inflexién: A(3, 2/9)
o T TR
—t 1+
X 0 3

Convexa (W): (3, + =)
Cdncava (N): (— ==, 0) U (0, 3)

37. Calcula los puntos de inflexién y determina la curvatu-
ra de la funcién:

y=—
x2— |

Solucion:
I x2 + |
(= 1)?
_ 2x(x2 + 3)
T a1
y'=0=x=0=y=0=0(0,0)
6(x* +6x2 + 1)
DR
y"(0)=—-6%0
Punto de inflexién: O(0, 0)

|
1
X -1 0 |1

Convexa (U): (= 1,0) U (I, + <o)
Cdncava (N): (—oo,— 1)U (0, I)

a)y=x5
b)y=x6

Solucion:

a) y' = 5x*
y=0=>x=0=y=0= 0O(0,0)
y"' =203

y" = 60x2
y'V' = 120x
yY =120

Punto de inflexién en O(0, 0)

b) y' = 6x°
y=0=x=0=y=0= 0O(0,0)
y' = 30x*

y" = 12053
y"Y = 360x2
yY = 720x
yV' =720

Minimo en O(0, 0)

8. Calcula los puntos criticos de las siguientes funciones:
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Ejercicios y problemas

1. La derivada Solucién:

39. Calcula la tasa de variacion media de las siguientes fun- a) TVM[=1,2] = f(2) —f(=1) - —1-8 :ﬁ:_3
ciones en el intervalo que se indica: ' 2-(-1) 2—-(-1) 3
a)f(x) =-3x+5en[-1,2] b) TVMII, 3] = 1G) (1) _ ~13-(9) ==4-_5

' 3-1 3-1 2
b) f(x) = x> —6x —4 en [I,3] (3) i | 0 4
“_3 OTVWML1,3) =0 =fCD) _0-C4 _4_,
c) f(x) = <+ " [=1,3] f((3))—(f—(|)3) 3-(-1) 4
— 1= 2-1 I
d) TVM[- s = = =
d) f(x) = Vx + 4 en [-3,0] ) TVM[=3,0] 0-(-3) 0-(-3) 3
40. Aplica la definicion de derivada y calcula la derivada de las siguientes funciones en los puntos que se indican:
a)f(x) =5x-3enx=-4 b)f(x)=—x+2enx=3 ) f(x)=-x*+5enx=—-1 d)f(x)=3x2+5x—-4enx=|
Solucion:
f(—4 + h) —f(—4 5-4+h)-3-[5-(-4)-3 - -
a)f'(—4)=|im( ) =t )=Iim ( ) -4 -3 = lim 20 + 5h Z+26+3=Iim%=5
h—0 h h—0 h h—0 h h—0 W
f3+h)—f —-(3+h)+2-(-3+2 —3- - -
by £3) = lim —C W =f®) _ o ZG*N*2-E3%D o —F-h 2 F-T K
h—0 h h—0 h h—0 h h—0 J
—| +h) - f(— —(=1 +h2+5-[-(-1)2+ 2
P ) el ) Bl )l ) ) RN 2 VST T 0SS
h—0 h h—0 h h—0 h
e 2h=h2 _ . H2-h) -
= iy 2 = oy S i -1 =2
f(l +h) —f(l | +h)2+5( +h)—4-(3-12+5-1-4
&£l = i T A 30+ RS0 +R) 4= (1245 )
h—0 h h—0 h
2 —A-3 - 2 3hi+ 11
i Bt 6h+3n2+E+5h—A-F-B+A _ . 3h2+1lh _ M )=Iim(3h+ll)=II
h—0 h h—0 h h—0 h—0

41. Aplica la definicién de derivada y calcula:
a) la derivada de la funcion f(x) = x2 + 4x — | en x = |
b) las ecuaciones de las rectas tangente y normal en el punto de abscisa x = |

c) Representa la funcién f(x) y las rectas.

Solucion:

a) f'(1) = lim

6h+h2_ . H6é6+h
= |im

f(I +h) —f(1) -1 (1+h)2+4(1 +h) -1 —(12+4- |—|)_|, K+2h+h2+A+4h N —X—A+ )X _
h T h e h -

= i S = i (64 =
b)Six=1=1(1)=4=P(l,4) c)
La recta tangente:

m=f(l)=6

y—4=6(x-1)

y=6x-2

La recta normal:

_
y— 4=-2x=1)

| .25
=y +Z2
YT e

TEMA 10. CALCULO DE DERIVADAS



Ejercicios y problemas

x2

42. El nimero de llamadas que se reciben en una centralita es: f(x) = 4x — 2

llamadas.

,donde x se expresa en horas, y f(x), en miles de

Calcula el nimero medio de llamadas que se reciben entre las 2 y las 4 horas;y entre las 4 y las 6 horas. ;Cémo interpre-
tas los resultados?

Solucioén:

f4)-f2) _8-6
4-2 42

2 f6)-f(4) _6-8_-2
=== T M4’ = = B—=8=]
2 b) VM4, 6] 6-4 6-4 2

2) TVM[2,4] =

Entre 2 y 4 la funcién es creciente y entre 4 y 6 es decreciente. Debe presentar un maximo en x = 4

2. La funcion derivada

43. Analiza si las funciones representadas admiten derivada en x = | AY AY

Solucion:

a) No, porque es discontinua.

Y%
™~
A 44

b) No, porque se pueden dibujar dos rectas tangentes de
pendientes distintas en x = |

44. Aplicando la definicion de derivada, calcula la funcién derivada de las siguientes funciones:

3
a) f(x) =2x2 —4x + 3 b) f(x)=m
Solucion:
2(x +h)2—4(x +h) +3 — (2 —4x + 3 2(x? + 2xh + h2) —4x —4h + 3 — 2x? + 4x - 3
2) Fix) = fim XA ) H3 7 DoAY 200+ ah v - A x T .
h—0 h h—0 h
2 2 2 V4
= fim DXt Bh + 207 A dh + F B AR e, AN 4+ 2h— 4y = dx— 4
h—0 h h—0 n h—0
3 3 3x+6—-3x—3h—-4
+h+2 +2 +h+2)(x+2 _
b) '(x) = lim = X*2 o iy Xt i I =3
h—0 h h—0 h h—=0 (x +h + 2)(x + 2)l¥ (x+2)

45. Aplicando la definicion de derivada, halla la funcion derivada de f(x) = Vx
Calcula:
a) el valor de la derivada en el punto de abscisa x = 2

b) el valor de la abscisa en el que la derivada vale 1/4

Solucion:
f,(x)_lm\lx+h—\/; [2]—I| (Vx +h = Vx)([x +h +Vx) i Xth=X _
h—0 h 0 h—0 h(x+h+\/;) haoh(wl_x_'_h_'_\/;)
= lim 'h/ = I = I
HOR(VX R+ Vx)  Vx+x 20X
w2
) Q)= ==7"
| _ _ _
b)2&_4:>2\/; 4= x=2=x=4

324 SOLUCIONARIO
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3. Reglas de derivacion

Calcula la funcién derivada aplicando las reglas de derivacion:

46. a)y=3x2+x-7 b) y = —x* + x2 — 6x
Solucion:

a)y' =6x+ |

b)y' =—4x3+2x -6

47. a)y=23+x2-5 b)y = 3x*+ 5x + |
Solucién:
a)y' = 6x2 + 2x
b)y' =123 +5

48. a)y = (- I)2 b)y = (3 + 1)*
Solucion:

a)y' = 6x2(3 — 1)

b) y' = 122(x3 + 1)3

49. a)y = (23 +x%)3 by = (2x*-1)°

Solucioén:
a) y' = 3(6x% + 2x) (2% + x?)?
b) y' = 403 (2x* — 1)*

50. a)y=1V3x2-2 b)y = Vx3 —x
Solucion:
a) YI - 3X
V3x2 -2
2 _
b) YI = 3X I

2Vx3 — x

51. a)y=x3 —x b)y = Vx? + 4x
Solucion:
o 3x2—|
)y = ——
53 (3 - x)*
b)y' = 2x +4

Vo s 407

52. a)y= e b)y = e’

Solucioén:
a) y' = 6x2e?¥
b) y' = 7e™

TEMA 10. CALCULO DE DERIVADAS

53. a)y=7%*3 b)y=e‘x2+2
Solucion:
a)y' =2-7%*3.L7
b) y' = —2x e***2

54. a)y =L (5 -3x) b)y =L (x*-x2)
Solucién:
a)y = 15x2—3
5x3 — 3x
o 3 -2x _ 4x2-2
b = =
)y x4 —x2 x3 —x
55. a)y =log (2x3 + 5) b) y = log (x* + 4x + 1)
Solucién:
i 6X2
)y = et log e
' 2x + 4
b)y' = log e
)y X2+ 4x + | &
56. a)y =sen (3x?—4x) b) y = cos (4x3 + x)
Solucién:

a) y' = (6x — 4) cos (3x2 — 4x)
b) y' = — (12x% + 1) sen (4 + x)

57. a)y=sen (X} +2) byy=tg (x*- 1)

Solucion:
a) y' = 3x2 cos (G + 2)
b) y' = 2x sec? (x% — 1)

58. a)y =eX+ cosx b)y =x e*

Solucion:

' — X
a) y' = e*—sen x

b)y' = (x + 1)e*

_ 2x+3 _ Lx
59. a)y—xz_2 b)y= son x
Solucioén:
a)y.=—2x2—6x—4

(x*-2)?
,_ (I/x)sen x =L x cos x _ sen x—x L x cos x
b))’— ) - )
sen” x X sen” X

325
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60. Calcula las tres primeras derivadas de las siguientes fun-
ciones y simplifica los resultados.

a)y = —x* + 2x2
3

=X _
byy= 6 2x
x|
9y= %
X2+ 4
d))’— 2%
Solucién:
a) y' = — 43 + 4x
y'=—12x2 + 4
ylll=_24x
2
by =% -2
)Y =5
yll=x
yl|l=l
X2+
c _— e—
)y )
"=_l
Y )
ylll=_6
x4
2_4
d I=X
)Y =54
y":i
x3
l|l=_£
x4

61. Calcula las tres primeras derivadas de las siguientes fun-
ciones y simplifica los resultados.
a)y =—x3 + 3x
b) y = x* — 4x2

_6

x2+3

x2—x-2

I —x

Qy=

dy=

Solucién:

a)y'=—3x%+3
y"' =—6x
y"'=-6

b) y' = 4x3 — 8x
y'=12x2-8
y" = 24x

326

_I44x(3—x2)
- (X2+3)4
=2+ 2x -3
V=)
w_ 4
T )
w_ 12
Cx-1)?

Y

4. Maximos, minimos relativos
y monotonia

62. Calcula los maximos y los minimos relativos y determi-
na la monotonia de la funcién:

y =x3 = 3x
Solucion:
y' =3x*-3
y=0=>x=-1,x=1

x=-1=2y=2=A-1,2)
x=1=y=-2=B(l,-2)

y" = 6x

y'(=1)=-6 <0 (-) = A(=|,2) maximo relativo.
y"(I) =6 >0 (+) = B(l,—2) minimo relativo.

T | T T T ' !
X -1 0 |
Creciente (): (—eo,— 1) U (I, + o)
Decreciente (N): (- I, 1)

63. Calcula los méaximos y los minimos relativos y determi-
na la monotonia de la funcién:

y= XT3 — 4x
Solucién:
y =x2-4
y=0=>x=-2,x=2
x=-2=y=16/3=A(-2,16/3)
x=2=y=-16/3=B(2,-16/3)
y"' = 2x
y'(=2) =-4 <0 (-) = A(-2, 16/3) maximo relativo.
y"(2) =4 >0 (+) = B(2,— 16/3) minimo relativo.

SOLUCIONARIO
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X
[
N
o 11
N

Creciente (): (—o0,—2) U (2, + =)
Decreciente (\v): (=2,2)

64. Calcula los maximos y los minimos relativos y determi-
na la monotonia de la funcién:

y=23—6x+ |
Solucion:
y'=6x2—6
y=0=x=-I,x=1

x=—-1=y=5=A(-1,5)

x=1=y=-3=B(l,-3)
y" = 12x
y'(=1)=-12<0 (-) = A(- |, 5) maximo relativo.

y"(I) = 12> 0 (+) = B(l,—3) minimo relativo.

Creciente (): (—oo,— 1) U (I, + )
Decreciente (\J): (I, 1)

65. Calcula los méaximos y los minimos relativos y determi-
na la monotonia de la funcion:

y=—x3+6x2+ I15x — |

Solucién:
y ==32+ 12x+ 15
y=0=>x=-1I,x=5

x=—l=y=-9=A-1,-9)

x=5=y=99 =B(5,99)

y'=—6x+ 12

y'(=1)=18>0 (+) = A(- I,—9) minimo relativo.
y"(5) =—18 <0 (-) = B(5, 99) méaximo relativo.

Creciente (,7): (—1,5)
Decreciente (\): (=0, — ) U (5, + =)

66. Calcula los maximos y los minimos relativos y determi-
na la monotonia de la funcién:
2x
X%+ |

y:

TEMA 10. CALCULO DE DERIVADAS

Solucion:

yo 232

02+ 172
y=0=>x=-1,x=1
x=—l=y=—1 A1)
x=1=y=1=B(,1I)
w43 = 12x

o2+ 1)
y'1)=1>0 (+) = A(=I,— ) minimo relativo.
y'(l1) =-1<0 (-) = B(l, I) maximo relativo.
f'(X:):::_:}J:r}:T:::
X -1 0 |

Creciente (7): (=1, 1)
Decreciente (\,): (=o,— 1) U (I, + )

67. Calcula los maximos y los minimos relativos y determi-
na la monotonia de la funcién:

X2
Y= x2+3
Solucion:
y = 6x
(2 +3)?
y=0=x=0
x=0=y=0= 0O(0,0)
(2 +3)

y"(0) = 2/3 > 0 (+) = O(0, 0) minimo relativo.

f'(x) - +

X 0

Creciente (): (0, + )
Decreciente (\,): (—=, 0)

68. Calcula los maximos y los minimos relativos y determi-
na la monotonia de la funcion:

_ x2—2x + |
x—2

Solucién:

" x2—4x +3
(x-2)?

y=0=>x=1,x=3

x=1=y=0=A(l,0)

x=3=y=4=B(@3,4)

)4
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o 2

(x-2)°
y"(I) ==2 <0 (-) = A(l, 0) maximo relativo.
y"(3) =2 >0 (+) = B(3,4) minimo relativo.

Y

Creciente (/): (=0, 1) U (3, +o0)
Decreciente (N): (1,2) U (2, 3)

69. Aplicando el cilculo de derivadas, estudia la monotonia

de la recta:
y=4x-5
Haz la representacion grafica de la recta e interpreta el
resultado.
Solucién:

y' =4 > 0 = La funcion es siempre creciente.

AY

L A%

Es una recta de pendiente 4, que es el valor de la derivada.

70. Aplicando el calculo de derivadas, calcula los maximos y
minimos relativos y determina la monotonia de la para-
bola:

y=-2x2—8x-3

Haz la representacion grafica de la parabola e interpreta

el resultado.
Solucion:
y=—4x-8

y=0=>x=-2

x=-2=y=5=A(-25)

y'=-4

y'(=2) =-4 <0 (-) = A(-2,5) maximo relativo.

Creciente (/): (—0,—2)
Decreciente (\): (-2, + o)

328

A(-2,5)

X

Es una parabola con eje de simetria en x = -2y con el
vértice en A(- 2, 5)

5. Puntos de inflexion y curvatura

71. Calcula los puntos de inflexién y determina la curvatura
de la funcion:

y=x3-3x+4
Solucion:
y' =3x*-3
y" = 6x
y'=0=>x=0=>y=4=A(0,4)
y"=6%#0
Punto de inflexion: A(0, 4)
A TN
X 0

Convexa (U): (0, + o)
Céncava (N): (— o, 0)

72. Calcula los puntos de inflexién y determina la curvatura
de la funcion:

y=—x3+3x2+ |

Solucién:

y' = —3x% + 6x

y'=—6x+6
y'=0=>x=1=y=3=A(,3)
y"'=-6%0

Punto de inflexion: A(l, 3)

£'(x) + : -
X 0o |

Convexa (U): (oo, )
Coéncava (N): (I, + =)

73. Calcula los puntos de inflexién y determina la curvatura
de la funcioén:

y=2x3—3x+4

SOLUCIONARIO
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Solucion:

y = 6x*—3

y" = 12x
y'=0=>x=0=>y=4=A(0,4)
y"=12#0

Punto de inflexion: A(0, 4)

e @@
L

X 0

Convexa (W): (0, + =)

Céncava (N): (- ==, 0)

74. Calcula los puntos de inflexién y determina la curvatura
de la funcion y = 4x3 — 3x*

Solucién:
y = 122 — 123
y' = 24x — 36x?

y'=0=>x=0,x=2/3
x=0=y=0= 0O(0,0)
x =2/3 =y =16/27 = B(2/3, 16/27)
y" =24 -72x
y"'(0) = 24 # 0 = Punto de inflexién: O(0, 0)
y"(2/3)=-2420
Punto de inflexion: A(2/3, 16/27)
f"(x) - + -

|
|
X 0273
Convexa (V): (0, 2/3)
Codncava (N): (— o2, 0) U (2/3, + =)

75. Calcula los puntos de inflexién y determina la curvatura
de la funcién y = x* — 6x2 — 6x + |

Solucion:

y =43 - 12x-6
y'=12x2 — 12
y'=0=>x=-1I,x=1

x=-1=y=2=A(-1,2)
x=1=y=-10=B(l,-10)

y" = 24x

y" (= 1) =—24 # 0 = Punto de inflexion: A(- 1, 2)

y" (I) = 24 # 0 = Punto de inflexién: B(l,— 10)
£'(x) + :

o+

P =1

Convexa (U): (—oo,— 1) U (I, + o)
Coéncava (N): (- 1, 1)

TEMA 10. CALCULO DE DERIVADAS

76. Calcula los puntos de inflexion y determina la curvatura
de la funcion:

__6
Y x2+3
Solucion:
y'=— 12x
(2 + 3)2
W 36(<2-1)
y'=0=>x=-1I,x=1

x=—1=y=32=A(-1,3/2)
x=1=y=3/2=B(l,3/2)

_ 144x(3 - x?)

- (X2 + 3)4

y"(=1)=-9/8=0

Punto de inflexion: A(—1, 3/2)

y" (1) = 9/8 # 0 = Punto de inflexion: B(l, 3/2)

£'(x) +

T T T T U | T

X -1 0 |
Convexa (L): (=0, — 1) U (I, + )
Céncava (N): (- I, 1)

77. Calcula los puntos de inflexién y determina la curvatura
de la funcion:

_ X
y= x2—4
Solucion:
y' = _)(274-4
(247
W 2x3 + 24x
TR

y'=0=x=0=y=0= 0O(0,0)
6(x* + 24x2 + 16)
(24
y"'(0) = — 3/8 # 0 = Punto de inflexién: O(0, 0)

Convexa (U): (= 2,0) U (2, + )
Céncava (N): (— «,—2) U (0,2)

78. Calcula los puntos criticos de la funcién y = x3

Solucion:
y' = 3x?
y=0=x=0= O(0,0)
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y" = 6x
y'(0)=0
y" =6 #0 = O(0,0) Punto de inflexién.

79. Calcula los puntos criticos de la funcién y = x*

Solucién:
y' = 43
y'=0=x=0= O(0,0)

Para ampliar

y' = 12x2
y'(0)=0
y" = 24x
y"(0) =0

yV =24 >0 (+) = O(0,0) minimo relativo.

80. Calcula la tasa de variacion media de las siguientes fun-
ciones en el intervalo que se indica:

a)f(x) =—x+ len[-1,2]
b) f(x) = —x? + 4x — 2 en [2,4]

Solucion:
fQ—-f-1)_ _1-2

a) TVM[-1,2] = (2)_(_(|))=2_'(_f)=73:—|
f(4)-f2)  _2-2 -

b) TVM[2,4] = (3_2()= 42_22=74=_2

81. Calcula la tasa de variacion media de las siguientes fun-
ciones en el intervalo que se indica:

x+ |

x—2

b) f(x) = Vx + 6 en [-2,3]

a) f(x) =

en [3,5]

Solucion:
f5)—f3)  2_4 _
a)TVM[3,5]=%=%=TZ=_|
f3) — (-2 _
b) TVM[-2,3] = (3)_ (_(2)) = 33_ (_22) =%

82. Aplica la definicién de derivada y calcula:
a) la derivada de la funcién f(x) = % enx = |

b) las ecuaciones de las rectas tangente y normal en el
punto de abscisa x = |

c) Representa la funcién f(x) y las rectas.

Solucion:

3 3 3—-3—-3h
i " I+h
DO — = -
= lim — = li 3 -
h=0 (I +h)f h=01 +h

330

b) Six=1=f(l)=3=P(l,3)
La recta tangente:

m=f'(l)=-3
y—-3==-3(x-1)
y=-3x+6

La recta normal:
y=3=2(x—1)

| 8

=y + =
T3N3
c) AY

x 8
Y=3%3

A(1,3)

Y X

y=-3x+6

83. El espacio que recorre una motocicleta viene dado por
f(t) = t2 + t, donde t se expresa en segundos, y f(t), en
metros. Calcula la velocidad media en las dos primeras
horas de movimiento.

Solucion:

84. Analiza en qué puntos la funcion del grafico no es deri-
vable.

AY

L 2

y =[x =4

SOLUCIONARIO
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Solucion:

En x = -2y en x = 2 la gréfica de la funcién tiene picos, y
se pueden dibujar, en cada uno de ellos, dos rectas tan-
gentes con distinta pendiente. Es decir, la funcién no es
derivable.

85. Analiza si en x = 3 la funcién del grafico es derivable. Di-
buja la recta tangente en dicho punto.

AY

y=(x=3)+ 1

X

Solucion:

X

La funcion es derivable en x = 3. La tangente en dicho
punto es larectay = |

86. Aplicando la definicion de derivada, calcula la funcién de-
rivada de las siguientes funciones:

a) f(x) =x3
b) x) =
Solucioén:
(x +h)3—x3 _

a) f'(x) = lim .

i X3 + 3xh2 +h3 -

h—0 h
3x2 + 3xh + h?2
= jim I R (32 + 3xh + 1) = 32
h—0 M h—0
_2 2
x+h-1 x-1

b) f'(x) = lim X — X~ =

h
X —2-2%-2h+2
i X D= —20 _
h—0 h h—>0(x+h—|)(x—|)]7{
=__2
(x—1)?

TEMA 10. CALCULO DE DERIVADAS

87. Aplicando la definicién de derivada, halla la funcién deri-
vada de:

Calcula:
a) el valor de la derivada en el punto de abscisa x = 3

b) el valor de la abscisa en el que la derivada es — /3

Solucion:
3 3

f'(x):,!'l%”h_zh x—2 _

3X-6-3%-3h+§
_ (x+h-2)(x-2) _ -3 _
~ b h TR x+h-2)(x— 20
=__3
C(x-2p
a) f'(3) = -3

3 _ _ _
b)—(x_z)z——ll3=>x——l,x—5

Calcula la funcién derivada aplicando las reglas de derivacion:
88. a)y=(x2+4)3

b) y = (x* + 4)? sen x

Solucién:
a)y' = 6x(x2 + 4)2
b) y' = 6x3(x3 + 4) sen x + (>3 + 4)2 cos x

89. a)y=\&+%

x2+ 2x — |

b =
)Y 22

Solucion:

Solucion:

)y e*sen x —e*cosx _ €*(sen X — cos X)
a y = =
sen? x sen? x

b)y' = ——

X4 —
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91. a)y=T b) y = VL (3x - 5)
Solucién:
- |
)y =-
3x Vx

b)y' = 3
2(3x - SVL(3x - 5)

92, a)y=esenx

Solucién:
a) y' = cos x eenx
X

«
b .=e—e
)Y —

93. a)y=ex*2 b)y =e*Lx

Solucion:
] I

)y =———e
)Y 2Vx +2

Vx + 2

C— o 1
by =e (Lx+x)

94. a)y=eX cos x b) y = 2x + 3¢~ (x*2)

Solucién:
a) y' = e®(2cos x — sen x)
by =2-3e *x*2

95. a)y=Ltgx b)y =L 5x + e™
Solucién:
\_ sectx _ I _
a)y' = = = sec X cosec X
tg x sen X cos X

'=_I l Vx
b) ¥ X+2\/;e

96. a)y=tgV3x+2 b) y = sen V2x
Solucién:
e 3 2_\/—
a)y' = ———=sec“V3x +2
)Y 2V3x +2
I
b)y'= cos \2x
V2x
332

97. a)y=cos?x b) y = tg? x + 2senx

Solucién:
a) y' = —2cos x sen x
b) y' = 2 tg x sec? x + cos x 2°" X L 2

2x + |
98. a)y= cos x b) y = x sen x
Solucion:
,_ 2cosx+(2x + |) senx
)y = 3
cos* X

b) y' = sen x + x cos x

99. Calcula las tres primeras derivadas de las siguientes fun-
ciones y simplifica los resultados.

a)y=x3—-6x2+12x—-7 byy=—x}+3x?—4x+4

4 2x — |
c = d ===
)Y 2| )y )
Solucion:
a)y' =3x2— 12x + 12
y'=6x—12
ylll=6
b) y' = —3x2 + 6x — 4
y'=—6x+6
y|||:_6
gy =- 8x
(62— 1)2
) 262 +8
(62— 1)?
m_ —96X3—96X
02— 1)*
dy = 2 —2x
X3
"=4X—_6
Y v
y...=—l2x+24
X5

100. Calcula las tres primeras derivadas de las siguientes fun-
ciones y simplifica los resultados.
a)y =x*+2x2

4 3

b)y =x*-x
Qy= X2
y x2+3
x2— |

d =
)Y = o

SOLUCIONARIO
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Solucioén:
a) y' = 43 + 4x
y'= 122+ 4
y" = 24x
b) y' = 4x3 — 3x2
y' = 12x2 - 6x
y" =24x -6
9y =—>—
(<2 +3)2
n_—18x2+18
02 + 3
" 72x3 — 216x
(X2 + 3)4
v 4x
T 12x2 + 4
62+ 1)}
o 48x3 — 48x
(X2 + |)4

101. Calcula los méximos y los minimos relativos y determi-
na la monotonia de la funcion:

y =33 —2x% +x

Solucién:

y =3x2—4x + |

y=0=>x=1,x=1/3

| =>y=0=A(l,0)

x =113 =y =4/27 = B(1/3,4/27)

y'=6x-4

y"(I) =2 >0 (+) = A(l, 0) minimo relativo.

y"(1/3) = =2 <0 (-) = B(1/3,4/27) maximo relativo.

X

= +
| - L L L L L
|

X 0 |
1/3
Creciente (): (= oo, 1/3) U (I, + o)
Decreciente (\): (1/3, 1)

102. Calcula los méximos y los minimos relativos y determi-
na la monotonia de la funcién:

_ 4
Y- x2—2x+5
Solucion:
y' = —8x +8
(x2—2x + 5)2
y=0=>x=1

x=1l=y=1=A(,1)

TEMA 10. CALCULO DE DERIVADAS

_ 8(3x2-6x—1)

- (2 -2x +5)3
y'(I)==1/2<0 (=) = A(l, I) maximo relativo.
f'(x) + -
X 0 |

Creciente (): (— <o, I)
Decreciente (\): (I, + o0)

103. Calcula los méximos y los minimos relativos y determi-
na la monotonia de la funcién:

_ x2—4x + 4
Y x— |
Solucion:
y= X=X
(x—1)?

y=0=>x=0,x=2
x=0=>y=-4=A(0,-4)
x=2=y=0=B(2,0)

w2
ORI
y"(0) = -2 <0 (-) = A(0,— 4) maximo relativo.
y"(2) =2 > 0 (+) = B(2, 0) minimo relativo.

X o I 2

Creciente ( 7): (— o0, 0) U (2, + =)
Decreciente (\,): (0, 1) U (1,2)

f'(x) 3 _ - o

104. Calcula los maximos y los minimos relativos y determi-
na la monotonia de la funcion:

__5
4 x2+ |
Solucion:
y'=— 10x
062+ 1)?
y=0=>x=0
x=0=y=5=A(0,5)
n_30x2-10
(X2+|)3

y"(0) =—10 < 0 (-) = A(0, 5) maximo relativo.

Creciente (/): (- oo, 0)
Decreciente (\): (0, + o)
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105. Aplicando el célculo de derivadas, estudia la monotonia

X
delarectay == +3
Haz la representacion grafica de la recta e interpreta el re-
sultado.

Solucién:

y=-12<0

La derivada es menor que cero para todo valor de x; lue-
go la funcién es siempre decreciente.

La grafica de la funcién es una recta de pendiente —1/2,
que es su derivada.

A 3

106. Aplicando el calculo de derivadas, calcula los maximos y
minimos relativos y determina la monotonia de la para-

bolay=x7—x—3

Haz la representacion grafica de la parabola e interpreta

el resultado.
Solucién:
y' =x-—1
y=0=x=I|
x=1=y=-7/2= A(l,-7/2)
y'l = I
y'(I)=1>0 (+) = A(l,— 7/2) minimo relativo.
) - , +
X 0 |

Creciente (): (I, + =)
Decreciente (\): (= oo, I)

VX

'
A(1,-712)

El vértice de la pardbola coincide con el minimo calculado.

Antes del vértice, la pardbola es decreciente, y después,
creciente.
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107. Calcula los puntos de inflexion y determina la curvatura
de la funcion:

a)y=x3-3x2+2

b) y = x* — 6x2 + 5x

Solucion:

a) y' = 3x2 — 6x

y'=6x-6

y'=0=>x=1=>y=0=A(,0)

y"=6

y"(1) = 6 # 0 = Punto de inflexion: A(l,0)

e @y
x o |

Convexa (V): (I, + )
Céncava (N): (— oo, )
b)y' =4x3— I2x + 5

y'= 122 - 12
y'=0=>x=-1I,x=1
x=—|l=y=-10=A(-1,-10)
x=1=y=0=B(l,0)
y" = 24x

y"(=1) =—-24 # 0 = Punto de inflexion: A(-1,—10)
y"(I) = 24 # 0 = Punto de inflexién: B(1, 0)

Convexa (U): (—oo,— 1) U (I, + )
Céncava (N): (= I, 1)

108. Calcula los puntos de inflexion y determina la curvatura
de la funcién:

2x
x2 + |

2x

a)y=

Solucion:

- —2x2+2
O+ 1)2

":M
o1y

y'=0=>x=-V3,x=0,x=V3
x=-\V3=y=-V32=AV3,-V3/2)
x=0=y=0=0(0,0)
x=V3=y=v3/2=B(\3,V31)

a) y

SOLUCIONARIO
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wo = 12X +72x2 - 12
(X2+ |)4

y"(-V3)=3820=

= Punto de inflexion: A(—\E,—\E/Z)

y"'(0) = —12 # 0 = Punto de inflexion: O(0, 0)
y"'(\/?) = 3/8 # 0 = Punto de inflexidn: B(\'3,V3/2)

Convexa (U): (-V3,0) U (\3, + o)
Céncava (N): (- ,—3) U (0,V3)

C_ =2x2-2

) pp——

62— 1)2
vo A3+ 12
(217
y'=0=x=0=y=0= 0O(0,0)
y||| == |2X4 +72X2— 12
o2 = 1y*
y"'(0) = =12 # 0 = Punto de inflexion: O(0, 0)
T T Tl TR
—tttt—T—1T1T——+—+—+—
X -1 0 |

Convexa (U): (= 1,0) U (I, + <o)
Coéncava (N): (—eo,— 1)U (0, 1)

Problemas

109. Aplicando la definicion de derivada, calcula la ecuacién
de la recta tangente a la curva:

f(x) =

x+3

en el punto de abscisa x = -2

Solucién:
I |
, . —2+h+ -2+
f(_2)=,!fb 2+h 3h 2+3 _
—I—I A=A —-h

= lim 1+ =lim—Fh gy M-
h—0 h h—0 h h—0 (I +h)b{
= lim |- _

h—0 | +h
Six=-2=f(-2)=1=P=21)
m=f(-2)=-1
y-1==(x+2)
y=-x—1

110. Halla los puntos en los que la funcién derivada de las si-
guientes funciones es igual a cero:

a)y=23+32-12x b)y=x3-3x2+3x+2

Solucion:

a) y' = 6x2+ 6x— 12
6x2+6x—12=0
XX+x-2=0=>x=1,x=-2
x=l=y=-7=P(,-7)
x=-2=y=20= P(-2,20)

TEMA 10. CALCULO DE DERIVADAS

b) y' = 3x2— 6x + 3
3x2-6x+3=0
x2—2x+1=0=>x=1|
x=1=y=3=P(l,3)

111. Halla las ecuaciones de las rectas tangente y normal a la
curvay = x2—4x + 5 en el punto de abscisa x = 3

Solucion:
x=3=y=2=P@3,2)
y'=2x—-4

Recta tangente:
m=y'(3) =2
y—2=2(x-3)
y=2x—-4

Recta normal:
|
- 2=—(x-3
y 7 —3)

| .7
=_Yv 4+ L
VST

112. Halla las ecuaciones de las rectas tangente y normal a la
curvay = x3 — 5x + 4 en el punto de abscisa x = —2

Solucion:
X=—2=y=6=P(-26)
y =3x2-5
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Recta tangente:

m=y(-2)=7
y—6=7(x+2)
y=7x+20

Recta normal:

Y= 6=-2(x+2)

| .40
=y + =
Y=oty

113. Halla las ecuaciones de las rectas tangente y normal a la

I .
curvay = —-en el punto de abscisa x = |

Solucion:
x=1=y=1=P(1,1)

y =— 1/x?

Recta tangente:
m=y'(l)=-1
y—I==1x-1)
y=—-x+2
Recta normal:
y—1=x-1)

y =X

114. Calcula la ecuacién de la recta tangente a la curva
y =x*+ | cuya pendiente sea 4

Solucion:

y = 43
43=4=x3=|=x=1|
x=1=y=2=P(l,2)

m =4
y—2=4(x-1)
y=4x-2

115. Calcula la ecuacién de la recta tangente a la curva
y =x3 —9x + | cuya pendiente sea 3. ;Cuéntas solucio-

nes hay?
Solucién:
y =3x2-9

x2-9=3=232=12=x2=4=x=2,x=-2
a) x=2=y=-9=P(2,-9)

m=3

y+9=3(x-2)

y=3x-15
336

byx=-2=y=11=P-21l)

m=3
y—11=3(x+2)
y=3x+17

Hay dos soluciones.

116. Escribe las ecuaciones de las rectas tangentes a la curva
y =—=x3 + 26x que sean paralelas a la rectay = —x

Solucion:

La recta tiene de pendiente:

y==l,m=-1
y' =—-3x2+26
-3x2+26=-1=x2=9=x=3,x=-3
a) x=3=y=5l =P(3,5I)
m=—1
y—-51=-1(x-3)
y=—-x+54
b) x=-3=y=-5] = P(-3,-51)
m=—1
y+51 =—I(x+3)
y =—-x—54

117. Halla las ecuaciones de las rectas tangentes a la curva
3

y = x3 — x2 que tengan una pendiente de 45°
Solucion:
m =tg 45° = |
y' = 3x% - 2x
3x2-2x=1=3x2-2x-1=0=x=1,x=-1/3
a) x=1=y=0=P(l,0)

m= |

y =x—1
b) x=-1/3 = y=-4/27 = P(—1/3,-4/27)

m = |

y+4/27 =x+ /3

y =x + 5/27

118. Calcula las ecuaciones de las rectas tangentes a la curva
y =x2—4 en los puntos de corte con el eje X

Solucion:
x2—4=0=>x=2,x=-2
y' =2x
a) P(2,0)

m=y'(2) =4

y =4(x-2)

y=4x—-8

SOLUCIONARIO
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b) P(-2,0)

m=y'(-2)=-4
y =—4(x+2)
y=—4x-8

119. Calcula los maximos y los minimos relativos y determi-
na la monotonia de la funcién:

y = sen X

Solucion:

Como es una funcién periddica de periodo 2, solo se
estudia en el primer periodo positivo [0, 27]

y' = cos x

cos x = 0= x=m/2,x = 3n/2

x=n2=y=1=A®21)

x=3n/2=y=-1= BG3n/2,—-1)

y" = —sen x

y'(m/2) = -1 <0 (=) = A(1t/2, |) maximo relativo.

y"(3n/2) = | > 0 (+) = B(3m/2,— |) minimo relativo.
f'(x) : + :

- +
X 0 /2 T

3n/2 2n

Creciente (): (0, /2) U (37/2, 21)
Decreciente (\): (/2, 31t/2)

120. Calcula los méximos y los minimos relativos y determi-
na la monotonia de la funcién:

y = cos X

Solucion:

Como es una funcién periédica de periodo 2w, solo se
estudia en el primer periodo positivo [0, 27]

y' =—senx

senx=0=x=0,x=7
x=0=y=1=A(0I)
x=n=>y=—|=B(m-1I)

y" = —cos x

y"'(0) =—1 <0 (-) = A(0, I) maximo relativo.
y'(m) = 1 >0 (+) = B(r,— |) minimo relativo.

Fe9 | n | N |
I ! I ! I
X 0 /2 T 3n/2 2

Creciente (7): (T, 21)
Decreciente (\): (0, )

121. Calcula los méximos y los minimos relativos y determi-
na la monotonia de la funcion:

Yy = X —senx

TEMA 10. CALCULO DE DERIVADAS

Solucion:

y' = | — cos x

| —cosx=0=x=2km, ke Z

x=0=y=0=A(0,0)

y" = sen x

y'(0) =0

y" = cos x

y"(©0)=1=0

A(0, 0) es un punto de inflexién y lo mismo sucede con
todos los x = 2km, k € Z

Como y' = | — cos X, se tiene que y' nunca puede ser
negativa; por tanto, es siempre creciente.

Creciente (): R = (= oo, + o)
Decreciente (\): &

122. Calcula los méximos y los minimos relativos y determi-

na la monotonia de la funcién y = x + cos x

Solucion:

y'= | —senx

| —senx=0=x=n/2 +2kn, ke Z
x=m2=y=1=A(?2nr/2)

y" = —cos x

y'(m/2) =0

y" = sen x

y"(m/2) =1#0

A(m/2, t/2) es un punto de inflexién, y lo mismo sucede
con todos los x = /2 + 2km, k € Z

Como y' = | — sen x, se tiene que y' nunca puede ser
negativa; por tanto, es siempre creciente.

Creciente (1):= R = (= oo, + o0)
Decreciente (\\): = &

123. Aplicando el célculo de derivadas, estudia la monotonia

X e
de la recta y = o — 2. Haz la representacion grafica de

3

la recta e interpreta el resultado.

Solucién:

y' = 1/3 > 0 = La funcién es siempre creciente.

La grafica de la funcién es una recta de pendiente m = 1/3,
que es la derivada.

AY

¥
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124. Aplicando el calculo de derivadas, calcula los maximos y
minimos relativos y determina la monotonia de la para-
bolay = —3x2 + 6x + 2. Haz la representacién grifica de
la parabola e interpreta el resultado.

Solucidn:

y'=—6x+6

y=0=x=1|

x=1=y=5=A(,5)

y"'=-6 <0 (-) = A(l,5) maximo relativo.
f'(x) + LT

X 0 |

Creciente (): (— oo, I)
Decreciente (\y): (I, + o)

o A(l,5)

A%

Tiene un maximo relativo, antes del eje es creciente, y
después, decreciente.

125. Calcula los puntos de inflexion y determina la curvatura
de la funcién:y = sen x

Solucion:

Como es una funcién periddica de periodo 2, solo se
estudia en el primer periodo positivo [0, 27]

y' = cos x

y" = —sen x

—-senx=0=x=0,x=7

x=0=y=0=A(0,0)

x=n=y=0= B(r,0)

y" = —cos x

y"(0) =—1 # 0 = A(0, 0) punto de inflexion.

y"() = | # 0 = B(m, 0) punto de inflexion.

) | N | N |
I u I u I
X 0 /2 b1 3n/2 2

Convexa (V): (T, 21)
Céncava (N): (0, )

126. Calcula los puntos de inflexion y determina la curvatura
de la funcién:y = cos x

338

Solucion:

Como es una funcion periddica de periodo 2m, solo se
estudia en el primer periodo positivo [0, 27]

y' = —senx

y" = — cos x

—cosx=0= x=m/2,x = 3n/2

x=m/2=y=0= A(r/2,0)

x = 3n/2 =y = 0= B(3n/2,0)

y" = sen x

y"(m/2) = | #0 = A(n/2,0) punto de inflexion.
y"(3n/2) = -1 # 0 = B(3n/2, 0) punto de inflexion.

B

: ]
X 0 /2 T 3m/2 2n

Convexa (V): (n/2, 31t/2)
Céncava (M): (0, /2) U (31t/2, 27)

127. Calcula los puntos de inflexion y determina la curvatura
de la funcién:y = x + sen x

Solucién:
y' = | + cos x
y" = —sen x

—senx=0=x= km, ke Z

x=0=y=0=A(0,0)

y" = —cos x

y"(0)=-1=0

A(0, 0) es un punto de inflexién y lo mismo sucede con
todos los x = km,k € Z

i) l T l i l

I
X 0 /2 T 3m/2 2n

Convexa (V): (m, 21)
Céncava (N): (0, )
La convexidad es periédica de periodo 21

128. Calcula los puntos de inflexion y determina la curvatura
de la funcién:y = x — cos x

Solucion:
y' = | +sen x
y" = cos x

cosx=0=x=7/2+2kn, ke Z

X =12 =y =n/2 = A(r/2, t/2)

y" =—senx

y"'(m/2)=-1%0

A(m/2, t/2) es un punto de inflexién, y lo mismo sucede
con todos los x = /2 + km, k € Z

SOLUCIONARIO
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f"(x) g + :
I I
2 0 /2

3n/2 2n

a T+ |

Convexa (V): (0, /2) U (3w/2, 2m)
Céncava (N): (n/2, 31/2)
La convexidad es periddica de periodo 27

Para profundizar

129. Calcula la ecuacién de la recta tangente y de la recta nor-
mal a la curva

y =x2+ 6bx + 4
en el punto de abscisa x = —2.Haz la representacién gra-

fica.

Solucién:
xX=-2=y=-4=P(-2,-4)
y=2x+6

m=y'(-2)=2

Recta tangente:
y+t4=2(x+2)=y=2x

Recta normal:

y+4=——£(x+2):>y=——£x—5

TY

¥

130. La ecuacién de la recta tangente a una curva y = f(x) en
el punto de abscisa x = 3 es:

y—4x+11=0
Calcula cuanto valen f(3) y f'(3)

Solucion:
La recta tangente es:

y=4x—-11
f3)=4-3-11=1
f(3)=4

TEMA 10. CALCULO DE DERIVADAS

131. Halla los puntos en los que las rectas tangentes a las cur-
vasy = x2 + 3x — 2,y = 2x2 + x — 3 son paralelas.

Solucion:
y'=2x+3
y' =4x+ |

2x+3=4x+ | = x=1
x=1=y=2= A(l,2) en la I* pardbola.
x=1=y=0= A(l,0) en la 2% pardbola.

132. Demuestra que la funcién y = L x es estrictamente cre-
ciente en todo su dominio.

Solucion:

y' = l/x

Dom(f) = (0, + =)

y' > 0 en todos los puntos del dominio; por lo tanto, es
creciente siempre.

133. Determina los méaximos, los minimos relativos y la mo-
notonia de la funciény = x2 — 8 L x

Solucién:

y' = 2x — 8/x

2x-8/x=0=>x=2,x=-2

X = —2 no se estudia, por no estar en el dominio.
x=2=y=4-8L2= A(2,4-8L2)

y' =2 + 8/x?

y'(2) =4>0(+) = A(2,4- 8L 2) minimo relativo.
Monotonia:

Creciente (): (2, + =)
Decreciente (\): (0, 2)

134. Calcula la amplitud del dngulo con el que la recta tangente
a la gréfica de la funcién y = sen x corta al eje X en el
punto de abscisa x =0

Solucién:

y' = cos x

m =tg o = cos 0° = |
o = 45°
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Paso a paso

135. Calcula la derivada de la funcién:
x2+1
x—1

Solucién:

Resuelto en el libro del alumnado.

136. Halla las rectas tangente y normal a la curva:
y=x>—6x+11 parax=4

Representa la curva y las rectas.

Solucién:

Resuelto en el libro del alumnado.

137. Calcula los méximos y minimos relativos y la mo-
notonia de:

y =% —3x

Solucién:

Resuelto en el libro del alumnado.

138. Determina los puntos de inflexién y la curvatura de
la funcién: y = x> = 3x* —x + 5

Solucién:

Resuelto en el libro del alumnado.

139. Internet. Abre: www.editorial-bruno.es, clige
Matemadticas, curso y tema.

Practica

140. Calcula la 1* derivada de las siguientes funciones:

a)y= ¢’ b)y=V3x*-5

sen x
Solucién:
1 COS X
)y - |—=-==
sen xX sen“ x
3x

by - V3x2 -5

141. Calcula la 1* derivada de las siguientes funciones:

a)y=ec8* b)y=e*Lx

Solucién:

a)y' = (tg’x + 1)e'8*

Al X 1
by =e (Lx+;)

142. Calcula la 1* derivada de las siguientes funciones:

a) y = < cos x b) y = L cos® x

Solucién:
a)y = eXz(Zx COS X — sen X)

b) y' = -3tg x

340

143. Calcula los mdximos y los minimos relativos y de-
termina la monotonia de la siguiente funcidn:

4
y:X——X3+x2

4

Dibuja la grdfica para comprobarlo.

Solucién:

y' =x3 - 3x% + 2x
¥-3x2+2x=0=>x=0,x=1,x=2
x=0=y=0= A0, 0)
x=1=y=1/4=B(1, 1/4)
x=2=y=0=C(2,0)
y'=3x2—6x+2
y'(0)=2>0(+) = A(0,0)
minimo relativo.
y'(1)=-1<0(-) = B(1, 1/4)
mdximo relativo.
y'(2)=2>0(+) = C(2,0)
minimo relativo.

Creciente (): (0, 1) U (2, + o)
Decreciente (\): (=0, 0) U (1, 2)

SOLUCIONARIO
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144. Calcula los mdximos y los minimo

s relativos y de-

termina la monotonia de la siguiente funcidn:

2 +4
X

Dibuja la grifica para comprobarlo.

Solucién:

. xX2—4

X2

y=0=x=-2,x=2
Midximo relativo: A(— 2, — 4)
Minimo relativo: B(2, 4)
Creciente (): (— o0, —2) U (2, + o)
Decreciente (\y): (=2, 0) U (0, 2)

- =
LN BT ST+

145. Calcula los puntos de inflexién y determina la cur-

vatura de la siguiente funcién:
y =% —6x% + 9x

Dibuja la grifica para comprobarlo.

Solucidén:

y' =3x>—12x+9
y'=06x—12
y'=0=>x=2

x=2=y=2=A(2,2)

y'" =6#0= A(2, 2) punto de inflexién.

Convexa (U): (2, + =)
Coéncava (N): (- oo, 2)

TEMA 10. CALCULO DE DERIVADAS

Windows Derive (@

146. Calcula los puntos de inflexién y determina la cur-

vatura de la siguiente funcién:

6
2 +3

Dibuja la grifica para comprobarlo.

Solucién:
o 12x
A (x2 + 3)2

B (x2 + 3)3

y'=0=>x=1,x=-1
x=1=y=3/2=A(, 3/2)
x=-1=y=3/2= B(-1, 3/2)

w 144x(3 — x2)

2+ 3)

y"(1)=9/8#0= A(1, 3/2)
punto de inflexién.
y'"'(=1)=-9/8#0= B(-1, 3/2)
punto de inflexién.
Convexa (U): (—o0, — 1) U (1, + =0)
Céncava (M) : (-1, 1)
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147. Calcula y clasifica los puntos criticos de las siguien-
tes funciones:

A)y=x—6x+12x—7
b)y=—x*+4x3 - 6x2 + 4x + 2

Representa la gréfica para comprobarlo.

Solucién:

a)y =3x%—12x+ 12
y=0=>x=2
x=2=y=1=A2,1)
y'=6x-12
y'2) =0

v =6£0= A2, 1)

punto de inflexidn.
=% =
|1_I e l-'l__‘?_EI_-;_ﬂ_-_l-i-_ﬂ_-‘-:_‘-_l

b)y'=—4x3+ 12x2—12x + 4
y=0=>x=1
x=1=y=3=A(,3)
y'=—12x% + 24x - 12

y'(1)=0
y'"'=-24x + 24
yln(l) -0

yV=-24<0()=A(,3)

madximo relativo.

== = ==l
|1_I= ﬂ:-__p PN | *?E;I_-.. E u-ﬂ."_u‘._
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Con ayuda deWiris o Derive, resuelve los siguientes problemas:

148. Halla la ecuacidn de la recta tangente y la recta normal
a la siguiente funcién en el punto que se indica:

y=x4—2x3enx= 1
Representa la funcidn, la recta tangente y la recta
normal para comprobarlo.

Solucién:

Recta tangente:

y=—2x+1

Recta normal:

yol,.3
2 2

149. Calcula los méximos y minimos relativos, puntos
de inflexién y determina la monotonia y la curva-
tura de la siguiente funcién:

3x
x* -1

Dibuja la grdfica para comprobarlo.

y:

Solucién:

Miximos relativos: no tiene.
Minimos relativos: no tiene.
Puntos de inflexién: O(0, 0)
Creciente (): &
Decreciente (\): (=00, — 1)U (=1, 1) U (1, + o)
Convexa (U): (=1, 0) U (1, + =)

Céncava (N): (=, — 1)U (0, 1)
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