INTEGRAL INDEFINIDA E INTEGRAL DEFINIDA. APLICACIONES

1. a) Explicar el concepto de funcion primitiva.
b) Sea f(x) = ™ — 2x* + 8, justificar si es primitiva de alguna de las siguientes funciones:
g(x)=e"—4x+8 B (x) = 2™ — 4x

c¢) Enunciar la regla de Barrow y aplicarla para calcular: Iol (2e™ —4x)dx

Solucion:
a) Sean f (x) y F (x) dos funciones reales definidas en un mismo dominio. La funcién F (x) es una
funcién primitiva de f'(x), si F (x) tiene por derivada a f(x). Es decir:

F (x)esprimitivade f(x) < F‘x)=f()

b) Para que f'(x) sea primitiva de g (x) es necesario que: f ‘(x) = g (x). Veamos si es asi:
Fix)=2e"—4x £ g (x)

Por tanto, f(x) no es una primitiva de g (x).

Para que f'(x) sea primitiva de 4 (x) es necesario que: f“(x) = & (x). Veamos si es asi:
f(x)=2e"—4x=h (x)

Por tanto, f(x) es una primitiva de 4 (x).

c) La regla de Barrow nos dice que si f'(x) es una funcioén continua en el intervalo cerrado [a, b] y F (x)
es una primitiva de f'(x), se verifica que:

[* r@ax = [F)]" = F ()~ F (a)

Es decir, “la integral definida de una funcién f(x) en el intervalo [a, b] es igual al valor que toma una
primitiva F (x) en el punto b, menos el que toma dicha primitiva en el punto a”.
Asi:

Jol (2™ —4x)dx = [ez“‘ —2x2}; =*-2)-("-0)=¢"-3

2. Seaf(x)=3x>—6x.
a) Justificar cual de las siguientes funciones es primitiva de la anterior:
U (x) =3x> + 3x° V(x)=x"—3x*

b) Calcular [ (3x* - 6x)dx

Solucion:
a) La funcién F (x) es una funcion primitiva de f'(x), si F' (x) tiene por derivada a f'(x). Es decir:
F (x)esprimitivade f(x) < F‘(x)=f(x)
Como:
U‘(x)=9x2+6x¢f(x) y Ve(x)=3x"—6x=[(x)
Se tiene que V (x) es la primitiva de f'(x).
Otra forma de hacer este apartado es:
F @)= [ f()dr = [(3x" —6x)dx =x*=3x" + C

Como dos funciones primitivas de una funcion dada Unicamente pueden diferir en una constante,
encontramos que solo ¥ (x) =x° — 3x* puede ser primitiva de £ (x).



b) Aplicando la regla de Barrow, tendremos que:
["(3x* ~6x)dx = [ =3x*]' =(64-48)-0=16

3. Seala funcién F (x) =x* + ax’ + bx. Calcular a y b, sabiendo que:
a) El punto (1, 2) pertenece a la grafica de F (x).
b) F (x) es funcidn primitiva de cierta funcion f (x) cuya integral en el intervalo [1, 2] es igual a
10.

Solucion:
Como el punto (1, 2) pertenece a la funcion F (x) = x* + ax® + bx, se tiene que:
F()=2 = 2=1+4+a+b = a+b=1

Como Lz f(x)dx =10, tenemos que:

sz(x)dx = [F(0] =F@2)-F(1)=10

Entonces:
10=FQ2)-F(1)=(16+8a+2b)-(1+a+b)y=Ta+b+15 = Ta+b=-5
Resolviendo el sistema formado por las ecuaciones:
atb=1
Ta+b=-5
tendremos a=-1y b =2.

4. Dada la funcién: f(x) =(x + 1) 3x —2):
a) Calcular una primitiva de f'(x).
b) Justificar que la funcién F (x) = x* + 2x* + 2 no es primitiva de f (x).
¢) Caleular [ (x+1)(3x-2)dx.

Solucion:

a) Una primitiva de la funcion puede de ser:
2

I(x+1)(3x—2)dx = “-(3x2 +x—2)dx=x +x7—2x+C
b) La funcién F (x) = x* + 2x* + 2 no puede ser una primitiva de f(x) puesto que:

F(x)=3x+4x = £ (x)

c)
I;(x+1)(3x—2)dx = [x3+x72—2x} :(1%—2}—(0):—%

0



5. a) Sea f (x) = 2x* — x’ + 2. Deducir razonadamente si es primitiva de alguna de las siguientes
funciones:
g (x) =8x* = 3x7 h(x)=4x+3x*+2

2
b) Calcular: j (8 =3x7)dx.

Solucion:

a) Para que f'(x) sea primitiva de g (x) es necesario que: f‘(x) = g (x). Veamos si es asi:
fx) = 8x° —3x’ = g (x)

Por tanto, f(x) es una primitiva de g (x).

Para que f'(x) sea primitiva de / (x) es necesario que: f/ “(x) = & (x). Veamos si es asi:
Fix)=8x"=3x"#h (x)

Por tanto, f(x) no es una primitiva de 4 (x).

b)
[F8x -30%)dx = [2x' -] = (32-8) - (0) = 24

6. Dada la funcion f(x) = ax’ + bx + ¢, calcular los valores de a, b y ¢, sabiendo que:
a) F(x)=x"—2x"+ cx es una primitiva de 1 (x).
b) La integral de f(x) en el intervalo [0, 1] es igual a 1.

Solucion:

Como F (x) =x"* — 2x” + ¢x es una primitiva de /' (x), tendremos que F ’(x) = f(x), es decir:
F')=fx) = 4 —dx+ce=ax’+bx+tc = a=4 'y b=-4

Por otra parte, como la integral de f(x) en el intervalo [0,1] es igual a 1, tendremos que:

Iolf(x)dxz[F(x)]L =F(1)-F(0)=1

Entonces:
F(H-F@0)=1*"-2-1*+¢)-(0*"-2-0*+¢c-0)=1 = -l+c=1 = c¢=2

., a :
7. Dada la funcién f'(x) = x + —-, donde a es una constante, se pide:
X

a) Encontrar una primitiva de 1.
b) Si F es una primitiva de f, ;puede serlo también G (x) = F (x) + 2x?

c) Encontrar a sabiendo que Lz f(x)dx=1,5.

Solucion:
a) Para encontrar una primitiva de f'(x), determinaremos:

J.f(x)dx=j(x+%jdx:x?2— 2 1c

2x

Cualquier funcidén de la forma anterior, siendo C una constante, serd una primitiva de f'(x).

b) Si Fes una primitiva de f, entonces G (x) = F (x) + 2x no puede serlo. Dos primitivas de una funcion
dada, inicamente pueden diferir en una constante. Si seria una primitiva de f'(x) la funcion:



Hx)=F((x)+2

¢) Sabemos que J-lz f(x)dx=1,5, es decir:

jff(x)dx:[F(x)]sz(z)F(1)=(z— - J—(ﬁ— - ]:3—3—“=1,5 = a=0

X

8. Dada la funcion f(x) = a e’ + — (x # 0), donde a es una constante:
X
a) Calcular IIZ f(x)dx en funcién de a.

b) Se sabe que F'es una primitiva de f. Calcularasi F(1)=0y F(2) =

N |~

Solucion:

a)
jzf(x)dx - .[2 aei_i dx = 3ae§—l 2 = 3ae§—l - 3aeé—1 =3a eg—eé +l
1 1 )C2 X l 2 2
b) Por ser F (x) una primitiva de f'(x), tendremos que:

Fx)= 3ae'§—l +C
X
Como F(1)=0y F(2)= %, entonces:

1
F(1)=0 = 3ae’-1+C=0
2
F(2)=l = 3ae3—l+C=l
2 2 2

Resolviendo el sistema de dos ecuaciones con dos incognitas que hemos obtenido se llega a que:
a=0 y C=1

X

9. Dada la funcién f'(x) = xeé

a) Calcular una primitiva de f.

b) Caleular [ f(x)dx.

¢) SiFy G son primitivas de f, y H=F — G, {es posible que la derivada de H sea la funcién x*?

Solucion:

a) Calcular una primitiva de f (x) significa calcular J. f(x)dx = J.xegdx . Para resolver dicha integral es

necesario recurrir al método de integracion por partes:
Judv :u-v—J‘vdu
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u=x = du=dx
x x
dv=e*dx = v=2e?
Entonces:

x)dx = xe;x=xe;— eldx =2xe? —4e? =2e2 (x—2)+
d. Zdx =2xe? 2eldx =2xe? —4e? =2e? 2)+C

b)

2

[*roax = {25@—2)} —(0)—(4)=4

¢) Si F'y G son dos primitivas de f, entonces unicamente difieren en una constante. Por tanto, la funcion
H = F — G ha de ser una constante. Como la derivada de una funciéon constante es cero, resulta
. . . I 2
imposible que la derivada de H sea la funcion x”.

10. Calcula la integral definida de la funcion f'(x) = ¢* (x + 1) en el intervalo [0, 1].

Solucion:
1

Debemos calcular J-O e"(x+1)dx. Para resolver la integral indefinida, es necesario recurrir al método de
integracion por partes:

u=x+1 = du=dx

dv=e'dx = v=¢
Entonces:

J-ex(x+1)dx =(x+1e - J-exdx =x+tDe-e=xe'+C
Asi:
1 ¥ ¥ 1 .
_[Oe (x+1)dx=[xe }0 =e

11. Determina el area bajo la curva de la funcién f(x) = Ln x, en el intervalo [1, e].

Solucion:
Como que la funcién logaritmo neperiano no adopta valores negativos en intervalo [1, e], para
determinar el area pedida bastara con calcular:

4 e
Area = L Ln xdx
Para resolver la integral indefinida es necesario recurrir al método de integracion por partes:

u=Lnx = du=ldx
X

dv=dx = v=x
Entonces:

.[Lnxdx:Lnx-x—J.x-ldx =Lnx-x—x=x(Lnx-1)+C
X
Asi:
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Area = j]eLn(x)dx = [x(Lnx-1)] =e(Lne-1)~1(Lnl-1)=0-(-1)=1v

12. Sea f(x) = x> + bx, donde b es una constante.
a) Encuentra b, sabiendo que hay una primitiva, F, de f, con F (0) = 2 y F (3) = 20. Encuentra
también la expresion de F.
b) Dibuja la curva f (x) cuando b = —1 y halla el area delimitada por dicha curva y el eje de
abscisas entre los puntos de abscisax =0y x = 2.

Solucion:
a) Determinamos una primitiva de f'(x):
3 bx2
F(x)= de=[(F +bx)dx="—+"— +C
(@)= [ fde= [ +bx)ydv=—+=
Como F (0)=2y F (3) =20, tenemos que:
F0)=2 = 0+0+C=2
F(3)=20 = 9+ % 1 C=20

Resolviendo el sistema de dos ecuaciones con dos incognitas que hemos obtenido se llega a que:
b=2 'y C=2
Por tanto, la expresion de F es:

3
F(x)=%+x2+2

b) Si b =—1, tendremos que f (x) = x* — x. Se trata de una parabola con las ramas dirigidas hacia arriba.

Su vértice tendra como coordenadas al punto V' = (;—b, f (;—bD . Por tanto, sera:
a a

b1 = AT ER U N W
"4 2 Mo 0e) T\2) 2T 2T,

Los puntos de corte de esta parabola con el eje OX seran:
¥-x=0 = x@x-D=0 = x=0y x=1 = (0,0) y (1,0)

Su grafica, en la que ademas hemos marcado el area pedida, es:
‘ly

Z
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Por tanto, para calcular el area pedida habra que descomponerla en la suma de los valores absolutos de
dos integrales definidas:
{f ]
—— |+
302,

sl s A

i
13. Sea la funcion f(x) = (x + a) e?> , donde a es una constante.
a) Encuentra una primitiva de f.

b) Calcula a, sabiendo que [~ /(x)dx =8.

Area = U; (x> —x)dx|+ LZ (x> —x)dx =

Solucion:
a) Se trata de resolver la siguiente integral indefinida:

If(X)dx = J-(X+a)€5+] dx = J.xeE+l achFaJ.eE+l dx
La segunda integral es inmediata:
J‘ef1 dx = 2eE+l

Para resolver la primera integral es necesario recurrir al método de integracion por partes:
u=x = du=dx
X X
i | —+1
dv=e* dx = v=2e¢?
Por tanto:
Xh R} Xh X i
Ier dx =2x e? —2_[62 dx =2x e* —4e¢?
Entonces:

J.(x+a)eE+1 dx =2x eE+1 -4 eE+1 +2a eT1 +C=2 eT1 x-2+a)+C

b) Como sabemos que '[_22 f(x)dx =8, entonces:

2
j_zzf(x)dx = [2@“ (x—2+a)} —2aé*~2a-4) =2a -2 (a-4)=2a—2a+8
-2

2a¢°~2a+8=8 = 2a¢-2a=0 = 2a@E-1)=0 = a=0
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14. Sea la funcion f(x) = 3ax* + 2—? + 5 (x> 0), donde a es una constante.
X

a) Encuentra el valor de a sabiendo que cierta funcién F es una primitiva de /'y verifica que
F()=6yF((2)=42.

b) Para el valor de a obtenido en el apartado anterior, encuentra el area limitada por la curva y el
eje OXentrex=1yx=2.

Solucion:
a) Encontremos una primitiva de £ (x):
Fe)= [ f@dr = [Gax +22+5)dx = ax’ =L+ 50+ C
X X

Aplicando las condiciones que debe cumplir la primitiva buscada, tenemos que:
F()=6 = a-a+5+C=6 = C(C=1

FQ) =4 = 8a—%+10+C=42 = 8a—%=31 = 3la=124 = a

4
Entonces:

F(x)= 4x3—iz+5x+1
X

. 8 : .
b) Cuando a = 4 la funcion serd f (x) = 12x* + — + 5. Como esta funcion esta definida para valores
X

positivos de x, en el intervalo de integracion la funcidon no se anula, es decir, no corta al eje OX, y por

tanto, el area pedida viene dada por:
2

Area = jf(lzxz —%+5)dx=[4x3 +%+5x} —(32+1+10)-(4+4+5)=43-13=301>

1

15. Sea la funcion f(x) =x° — 27 + ax ¢* , donde a es una constante.
a) Encuentra una primitiva de f.
b) Sia =0, dibujala funciéon f y encuentra el area limitada por la curvay el eje OXentre x =2 y
x=4.

Solucion:
a) Se trata de determinar .[ f(x)dx:

4

[f(x)dx = J‘(x3 —27+a)ce)‘2)a’x=)67—27x—i-%exz +C

b) Si a =0, tenemos que f(x) =x° — 27. Representémosla:

e Domf=1R.
e Cortes con los ejes:
Eje OX (y =0):
¥-27=0 = x=3 = (3,0
Eje OY (x=0):

y==27 = (0,-27)
e Simetrias


yoquieroaprobar
Rectángulo


[0 =()-27=x"-27 = f0)#/(0) y [(0)#S ()
Por tanto no hay simetrias ni par ni impar.
e Monotonia y extremos:
Para estudiar la monotonia, calculemos 1 *(x):
4(x) =3x*
Los puntos singulares son las soluciones de la ecuacion f “(x) = 0:
fx)=0 = 3x*=0 = x=0(doble)
Si estudiamos el signo de la derivada, observamos que siempre es positiva (3x* > 0), salvo en
dicho punto singular. Por tanto, la funcion sera creciente en todo su dominio. El punto x = 0 no
es un extremos, ya que en ¢l no cambia la monotonia.
e Curvatura y puntos de inflexion:
Para estudiar la curvatura, calculemos f“’(x):
f(x)=06x
Los puntos de inflexion son las soluciones de la ecuacion f“’(x) = 0:
f°x)=0 = 6=0 = x=0
Si estudiamos el signo de la derivada segunda, observamos que siempre es positiva para valores
positivos de x, y que es negativa para valores negativos de x. Por tanto, es concava en (-0, 0) y
convexa en (0, +o0). El punto x = 0 es un punto de inflexion.
e Asintotas:
No tiene (es una funcidén polindmica).
Resumiendo todos los datos anteriores, podemos representar la funcion:
2
60

40

20

-15 -10 -5 0 5 10 15
-z0

w

Para determinar el 4rea pedida (parte rayada en la figura anterior), tengamos en cuenta que la funcion

corta al eje OX en el punto x = 3, con lo cual:
4 3 4 4
X o7x| [+ 227k | =
4 2 4 3

‘{(64—108)—(%_81H:‘_£+67 110 55 ,

U; (¥ —27)dx

(8L gy )4z
—‘[4 81) (4-54)

4
+L (x* —27)dx =
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16. a) Dada la funcién f'(x) = L , encuentra a para que f‘(-1)=-10.
X

b) Encuentra el 4rea limitada por la curva £ (x) = 3x* — x° y el eje OX, entre x =—1 y x = 2.

Solucion:
a) Calculemos f“(x):

fx) = —iz + 6x — 3x°
x

Como f‘(—1) =-10, se tiene que:
f‘-H=-10 = —a-6-3=-10 = a=1

b) Para calcular el area pedida, estudiemos los puntos en los que la funcidn f corta al eje OX:

f)=0 = 3x*-x=0 = xXB-x=0 = x=0(doble) y x=3
Como la funcién se anula en x = 0, para calcular el area pedida vendra dada por (se ha de tener en
cuenta que tanto en el intervalo [-1, 0], como en el intervalo [0, 2] la funcién es positiva, es decir, su
grafica se mantiene por encima del eje OX):

470 472
Area = J.j(3x2—x3)dx+J.02(3x2—x3)dx:{x3_%}1+[x3_x_} =

4 0
- {0_[_1—%ﬂ+[(8—4)—0] = % u’

17. Calcula una funcion real f: R —— R que cumple las condiciones siguientes:

£90)=5 £o0)=1, f(0)=0 y ) =x+1

Solucion:

Como f“7’(x) = x + 1, integremos esta funcion para obtener f“’(x).
2

f"(x)=_[(x+l)dx=%+x+C

La constante C la podemos calcular teniendo en cuenta la condicion f’(0) = 1.

2
£0)=1 = %+o+c:1 = c=1

2
Asipues, f“’(x) = %+x+ 1.

Calculemos ahora f “(x), integrando f **(x).
2 3 2

f‘(x): I(%+x+l]dx:%+%+x+c’

Hallemos C’, teniendo en cuenta la condicidon de que £ “(0) = 5.

3 2
F0)=5 = %+%+O+C’=5 = C=5

3 2
Asi pues, f(x) = %+%+x+ 5.

Finalmente, integrando f “(x), encontraremos f'(x).
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3 2 4 3 2
f(x):.[ x—+x—+x+5 dx:x—+x_+x_+5x+cn_
6 2 24 6 2

Para conocer C’’, imponemos la condicién f(0) = 0.
0* 0° 0

f(0)=0 = —+—+—+50+C’=0 = C’=0
24 6 2
Por tanto, la funcion pedida es:
X4 x3 2
X)= —+—+—+5x
/@ 24 6 2

18. Se sabe que la grafica de una funcion fpasa por el punto (1, 1) y que £ ‘(1) = 2. Se conoce también
que su derivada segunda es la funcion g(x) = 2. Calcula razonadamente la funcion f.

Solucion:
Tengamos en cuenta que g (x) = f “’(x) = 2. La funcién f © es primitiva de la funcion f °. Se tiene
entonces:

f@=[fr(de=[2dv=2x+C

Pero como /(1) =2, se tiene que 2=2 -1 + C, con lo que C = 0.
Por otra parte, f'es una primitiva de la funcién /*“, con lo cual:

S =2x = jf'(x)dx=f2xdx=x2+K

Como la grafica de fpasa por (1, 1), se tiene que 1 = 1> + K, con lo que K = 0.
Por lo tanto, la funcién f buscada es f(x) = x.

19. Halla una primitiva de la funcién f'(x) = que se anule en x = 1.

1-x*

Solucion:
El conjunto de todas las primitivas de la funcion f'viene dado por la integral indefinida:

+C

-Xx 1 2x arcsen x”
F(x)=|——=dx=—- dx = —
.[ /1_x4 2]\/1_(x2)2 2
La primitiva que buscamos se anula en x = 1, luego:

2
F(1) = ~2EMY Lo = LTicop = C
2 22

NG

2
o . arcsenx~ T
Por tanto, la primitiva pedida es: F(x)= _T+ 1
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20. Calcular la integral j

s

Solucion:
Calculemos esta integral mediante un cambio de variable. Sea:

x=7 = dx =2t dt
Asi:

24 dt
[ ! =[S =] A Inlt+1)+C=2Ln (4 1) +C
x++/x 12+t t+1

4* +5-16%
L6dx

21.ResuelveJ‘ [116°
+

Solucion:
En primer lugar escribimos de otra forma la integral anterior, teniendo en cuenta que:
16)6 — (42)x — 42)6
4 +5-16" 4% +5-4*
I+— dx = j+— dx

1+16" 1+4*
Hagamos ahora el siguiente cambio de variable:
t=4" = dt=4x-Ln4-dx
I4"+5-42" 1 I(1+54)4* ‘Lnd-dx _ J-(1+5t)a’t:
1+4* " Ln4 1+(4%) CLn4? 147
1 2t dt 1 2
Ln4“1+t j1+t }— [arctg(t)+2Ln(1+t )}rC

Deshaciendo el cambio de variable realizado anteriormente, se llega a:
X . X 2x . 2x
j4 +5-16 arctg (4 )+5 Ln(1+4 )+C
1+16" Ln4 2-Ln4

1 5
dx = arctg () +=Ln(1+¢*) |+ C=
x Ln4[ g () 5 ( )}

22. Calcula la integral j e’ -cos2xdx .

Solucion:
Resolvemos esta integral por el método de integracion por partes: ju dv=u-v- I vdu

U= cos 2x = du =-2 sen 2x dx
3x

e
HFdx=dv = v=je3x dx =

Por tanto:
3x

e
Ie“ -cos2x dx =

-cost—i—%J‘e”“sen 2xdx

La integral que nos aparece ahora la podemos intentar resolver de nuevo mediante integracion por
partes.
u = sen 2x = du =2 cos 2x dx
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e3x

HFdx=dv = v=je3x dx =

3x
e
je” -sen 2x dx =

-sen2x—£je3x-cos2xdx
3

Esto es:
3x 2 3x 2
je“ .cos2xdx =S -cos2x+=| & ~sen2x——je3”~c052xdx =
31 3 3
3x 3x
—¢ cos2x+ -sen2x—ije3x-cos2xdx
3 9
Llamando a la integral original J, se tiene que:
3x 3x
J= *COS2x + 'sen2x—iJ
3 9
4 3x 3x
De aqui obtenemos que J+ 5] = COS 2X + -sen 2x
3x 3x
Esto es: % J="cos2x+ -sen 2x
3x 3x
De aqui se deduce que J = Ie“ ‘cos2xdx = *cos2x + -sen 2x

23. Calcula la integral J. x-Lnxdx.

Solucion:

Resolvemos esta integral por el método de integracion por partes: ju dv=u -v—Iv du

u=Lnx = du=la’x
X
2

xdx=dv = v=jxdx:x—
2

Por tanto:

24. Dada la funcién f(x) = x —4 +

2 calcula el area limitada por la grafica de la funcion, el eje OX
X+

y las rectas verticales x =0y x = 2.

Solucion:
Veamos en primer lugar cuales son las raices de esta funcion (f(x) = 0).

2
16 =0 = ﬂ:o =  x¥=0 =
x+4 x+4

=
Il
el

x—4+
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Por tanto, en el intervalo de integracion la
grafica de la funcion no va a cortar al eje OX.

Asi, el area pedida sera: 0 1 3
16
fx)=x—-4+ 2
P 2
/ 2 16 X
AreaZI x—4+ dx=|——-4x+16Ln|x+4|| =(-6+ 16 Ln6) — (16 Ln4) =
0 x+4 2 0

=16Ln % —6 ~0,4874 v°.

25. Calcula el area de la regién limitada por la curva f(x)=(x— 1)> (x + 1) y las rectas y =0, x =

x=1.

Solucion:

Calculemos en primer lugar si en el intervalo de integracion (2, 1) la funcién corta al eje OX.
0=@x-1*@x+1) =X Raices:x=-1 y x=1(doble)

Como la raiz x = —1 esté en el intervalo de integracion significa A@

que la funcidn tendra una parte positiva (por encima del eje OX)
y otra negativa (por debajo del eje OX). Asi pues, debemos
separa la integral en dos partes. Una ira desde x =—2 hasta x = -1
y la otra desde x = —1 hasta x = 1. S6lo nos falta ver en cual de
las dos partes la funcion es negativa y en cual positiva. Se
comprueba facilmente (sin mas que darle a la funcion valores)
que la parte en la cual la grafica de la funcion esta por debajo del
eje OX (negativa) es en el tramo entre x=-2 y x=-1. Enel
otro tramo, entre x =—1y x =1 la grafica de la funcion esta por 'E
encima del eje OX (positiva).

S =G-1yx+1)

Area= [ f)dx=—[ f@)dc+ ] f(x)dx

j_lzf(x)dx:—j__zl(x3 —x° —x+1)a’x+.|’_ll(x3 —x° —x+1)a’x=
- [x4 ¥ 2 }‘1 {x“ RER. }1 -
=—-|—-—=—-"—+x| +|—-—=-= +x| =
4 3 2 , 32 L
_ _K(—l)“ G G )j (( )t 2) e +(_2)ﬂ+
4 3 2
o o =D* _(—1)2 PRIE
(55 +<1>J (-5
&) GEAE) -{ Nl
12 12 )] 2] 12

-2,
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26. Calcular el area encerrada por la grafica de la funcion f'(x) = | x | - sen x y el eje OX, en el intervalo
[-m, 2 =].

Solucion:
En esta integral aparece un valor absoluto. Por ello, debemos dividir el intervalo de integracion en dos
partes. Una sera aquella en la que la funcion que aparece en el interior del valor absoluto es positiva y
otra en la que es negativa. Asi pues, como

—X Si x<0

|x|= { :
X Si x20

Pero a su vez, debemos tener en cuenta que en el intervalo (-, 0), el seno es negativo, y por tanto la
grafica de la funcion estard por debajo del eje OX. Para que sea positiva la integral, debemos cambiarle
el signo.
Por otra parte, en el intervalo (0, 2m), la funcién f(x) = x - sen x, toma valores positivos y negativos, y
por tanto debemos dividir a su vez este intervalo en otros dos: (0, @) y (7, 2 7).

2n 0 n 2n
I \x\~senxdx=_[ x~senxdx+'[0 x-senxdx—j x-sen xdx =(*)
—T -7 n

(*)=[—x-cosx+senx]: +[—x-cosx+senx]g —[—x-costrsenx]?I

= [0 (m] + [(m) - 0] - [(-2m) — (m)]= S .
(*) Realicemos esta integral por el método de integracion por partes:
u=x = du = dx
v =senx dx = V= jsenxdx:—cosx

.[x-senxdx=—x-cosx+_[cosxa’x=—x - CcOoS x +senx

27. Calcula el érea del recinto limitado por dos parabolas de ecuaciones y=x"—2x e y=—x+4x.

Solucion:
Calculemos los puntos de corte de las dos parabolas. Para ello resolvemos el sistema formado por

ambas ecuaciones.
y=x>—-2x
y=—x"+4x

F¥o2x=—-x'+t4x = 2 —6x=0 = Raices:x=0 y x=3

Estas dos pardbolas se cortan en los puntos del plano z
(0, 0) y (3, 3). Podemos hacer un esbozo de ambas
gréficas, resultando:

N

v = x*d - Ix

Asi pues, el area pedida sera:
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Area= J:[(— x* + 4x)— ()c2 — 2x) dx = I:(— 2x% + 6x)dx = [— §x3 + 3x2} 3 =
0

= (=18 +27)— (0 +0)=9 u’.

28. Calcula el valor de “a” (a > 0) sabiendo que el area comprendida entre la parabola y=x>+ax yla
recta y+x=0 es36.

Solucion:
Podemos plantear el problema teniendo en cuenta que el area comprendido entre las graficas de dos
curvas f(x) y g (x) es 36. Podemos calcular ese area mediante la integral:
Area = L [f(x)—g(x)]dx
siendo b y c los puntos de corte de ambas curvas. Apliquemos lo anterior a nuestro caso:
X)=—x x=0
S0 5 = —x=xtax = XH@a+)x=0 = Raices:
g(x)=x" +ax x=—(a+1)

Asi pues:

Area= [ [f(x)-g()]dx = _O(M)[—x ~(ran)]de=[" [-x—(a+D)x]de=

—(a+1)

:[_ﬁ_w}o :{0_(_—(%1)3 _(a+1)3H=(a+1)3 e

3 2 3 2 6
(a +1)3
6

—(a+1)

De aqui se deduce que

=36 y por tanto:

(a+ 1) =216 = a+t1=6 = a=5
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