ESTUDIO Y REPRESENTACION GRAFICA DE FUNCIONES

EJERCICIOS RESUELTOS

Determina a, b y ¢ para que la curva y = sea la siguiente:

x> +bx+c

k]

[

De la figura se observa que f(-2) =—1, y que las rectas x =—3 y x = 1 son asintotas verticales.
De f(-2) =—1, obtenemos:

a

= = a=-4+2b-c
4-2b+c

Como x = 1 es asintota vertical tenemos Lim
x>l x

= = +o0, de donde:
*+bhx+c l+b+c

1+b+c=0

. , . , a
Anélogamente como x = -3 es asintota vertical tenemos Lim =+o0, de

S5 X 4br+c 9-3b+tc

donde:
9-3b+c=0
a=—4+2b+c
Resolviendo el sistema <1+ b+c¢c=0
9-3b+c=0
3

se obtiene a =3, b =2y ¢ =-3, con la cual la funcion pedidaes y=————.
x“+2x-3

2 —
Considera la funcion f definida por f'(x) = x2xl+2 parax # 1.

a) Calcula las asintotas de la grafica de f.

b) Estudia la posicion de la grafica de f respecto de sus asintotas.
En primer lugar, tengamos en cuenta que Dom f(x) = R — {1}, pues para x = 1 no esté definida.
a) Como:

X =2x+2 1 X =2x+2 1
le—:—Jr:‘l‘OO y le—:T:_w
x—1* x—1 0 x—>1" x—1 0
entonces x = 1 es una asintota vertical de f.
Por otra parte, tenemos que:

Cx=2x+2
Lim———— =
X—>0 X — 1
y por tanto, no existen asintotas horizontales.
Veamos si tiene asintotas oblicuas. Para la funcidn racional dada, existe una asintota oblicua porque
el grado del numerador es una unidad mas que el grado del denominador. Dicha asintota es de la

forma y = mx + n. Calculemos m y n:



2
f(x):Limx 2x+2:1

m=Lim 5
X—>00 x X—>00 x _x
2 2 2
—2x+2 —2x+2- —x+2
n=Lim(f(x)—mx):Lim ﬁ—x = LimZ Xre-x +x:Lim s =-1
X—0 X—0 x—1 X—>0 x—1 I |

Luego la asintota oblicuaes y =x — 1.
Veamos la posicion relativa. Con respecto a la asintota vertical x = 1, tenemos que:

Xt =2x+2 1 X =2x+2 1
le—:—+=+oo y le—z__:_w
Xl x—1 0 xo1" x—1 0
Con respecto a la asintota oblicua, tenemos que:

XX =2x+2

Lim [f(x)—(x—l)]= Lim (—1—()6—1) = Lim[
+: X—>+00 X —

2 2
:Lim(x 2x+2—x"+2x-1 =Lim(Lj=0+

X—>+0 x—1 xoto\ x—1

X =2x+2-x*+2x-1 _
x—1

Luego f(x) esta por encima de la asintota oblicua cuando x — +oo.

2 2 5

Lim|f(x)—(x—-1)|= Lim ﬂ_ =1 |= Lim X' =2x+2-x"+2x-1 _
1
X—>=® X—>—00 X —

2 2
— Lim X =2x+2-x"+2x-1 _ Lim 1 —0-
X—>—00 x—l X—>=0 x—l

x—1

Luego f'(x) esta por debajo de la asintota oblicua cuando x — —o.

Aunque no la piden, la gréfica es:
k24

1+x°

a) Halla las asintotas de la grafica de la funcion definida para x > 0 por f(x) =

b) Halla las regiones de crecimiento y de decrecimiento de f indicando sus maximos y minimos

relativos y absolutos, si los hay.

¢) Esboza la grafica de f.

a) En primer lugar tengamos en cuenta que al esta la funcion definida para x > 0, su dominio es:
Dom f (x) = (0, +0)

Como el punto x = 0 es un punto frontera del dominio de la funcidén, veamos si en ¢l se presenta una

asintota vertical:



1+ x? 1 , )
Lim =— =40 = x =0 es una asintota vertical.
x—0" X O+

2

Como la funcién f(x) = I+

es un cociente de polinomios con el numerador de un grado mas que

el denominador tiene una asintota oblicuay =mx + n.
X 1+x :

m= Lim 5 1
X—>+© X X—>+ 0 X
1+x° 1+x* —x° 1 1
n= Lim[f(x)—mx]:Lim[ al —x}zLim{# =Lim—=—=
xX—>+00 X—>+00 X xX—>+00 X X+ x o0
La asintota oblicua es y = x (es la bisectriz del primer).
b) Para ver su monotonia estudiamos su derivada primera:
1+ x° . 2x-x—(1+x*)1 x*-1
S = = 0= ; =X
X X X
13 xz -1 2
ffx)=0 = —=0 = x-1=0 = x=4£I
X

El tnico punto que estudiaremos sera x = 1, pues la funcion tinicamente estd definida para x > 0.
Estudiemos el signo de la derivada primera en los distintos intervalos en que queda dividida la recta
real:

fr(x)<0 I fr(x)>0

>
0 1

De lo anterior se deduce que f decrece en (0, 1) y crece en (1, +o). Por tanto, en x = 1 hay un
minimo relativo. Minimo = (1, 2). Dicho minimo relativo es también un minimo absoluto, pues
como vimos anteriormente:
Clex? 1
Lim =— =40
x—0" X O+

y ademas:

2
Lim f(x)= Lim I+x = +00

X+ x40 X

La funcion no presenta maximos ni relativos ni absolutos.
b) Con los datos anteriores, la grafica de la funcion es:
+r




9x -3
Sea f'la funcion f (x) = 2x72 parax #0yx #2.
x —
a) Calcula las asintotas de la grafica de f.
b) Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f.
¢) Con los datos obtenidos esboza la grafica de f.
a) Asintotas verticales. Las rectas x = 0 y x = 2 son asuntotas verticales pues en dicho puntos f (x)

no esta definida.

. 9x-3 3 . 9x-3 -3 , )
Lim—; =—=+0 ; Lim———=—-=-0 = Larectax=0 es una asintota vertical.
=0t x> =2x 0 =0-x"=2x 0

9x-3 15 9x-3 15 .
Lim —= =400 ; Lim————=—=—w = Larectax =2 es una asintota vertical.

-2 x?=2x 0° -2 x2=2x 0~

Por otra parte, como:
. 9x-3
Lim———=
oo x° —2Xx

0

la recta y = 0 es una asintota horizontal en + oo de f'(x).
Como hay asintota horizontal, no hay asintota oblicua (son excluyentes).
b) Monotonia. Estudiemos de f*“ (x)
)= 9-(x* —2x)—(9x - 3)-(2x - 2) _—9x’ +6x-6
(x* —2x)* (x* —2x)°
ffx)=0 = —9x’+6x—6=0 = No tiene raices reales
Por tanto la funcion siempre es creciente o decreciente en su dominio. Para elegir entre ambas
opciones, sustituiremos un nimero cualquiera en la primera derivada. Si nos da positivo la funcion
es creciente y si nos da negativo la funcion es decreciente. Probamos, por ejemplo, el valor x = 1:
f(1)=—9<0 = luego la funcidn es decreciente en todo su dominio
c) La grafica de f'(x) es:

i

15

10

—X

Considera la funciéon f: R —— R definida por f(x)=(x+3) e
a) Halla las asintotas de la grafica de f.
b) Determina los extremos relativos de f'y los puntos de inflexion de su grafica.
¢) Esboza la grafica de f.
a) En primer lugar, tengamos en cuenta que Dom f(x) = R . Por tanto, no hay asintotas verticales.
Por otra parte, como:



: - . X+3 Hopi ox+3 1 1
Lim (x+3)e™ = Lim = LHopital o rim —Lim—=—=0
X—>+0 x40 ¥ 0 x40 oF x40 oF 00

Por tanto la recta y = 0 es una asintota horizontal de f* cuando x — +oo.
Ademas:
. x+3 —oo+3
Lim =

x—>—o ¥

=(—00)*(4+00)=—©

—00

Por tanto, no hay asintota horizontal cuando x — —oo.
Como para x — +oo hay una asintota horizontal, entonces ya no hay asintota oblicua.
Para x — —oo, si hay asintota oblicua, esta serd de la forma y = mx + n, siendo:

m= Lim& y n= Lim[ f(x)—mx]
X—>-0 X X —>—00
Ambos limites han de existir y ser finitos.

X—>-—0 X X—>—00 X

o0

Por tanto tampoco hay asintota oblicua cuando x — —oo.

b) Calculemos la derivada de f'(x) = x+3 :

X

l-e"—(x+3)e" —x-2

< x —
f ( ) (eX)Z ex
Los puntos singulares son las soluciones de la ecuacion £ (x) = 0:
F(x)=0 _xx_zzo = —x-2=0 = x=-2
e

Para estudiar si es maximo o minimo, calculemos la derivada segunda de f'(x):

R foE)= =<0
(e") e e

Por tanto, en x = -2 hay un maximo.

Ma4ximo en (-2, ¢°)

Para estudiar los puntos de inflexion debemos resolver la ecuaciéon /7 (x) = 0:
1
[P@=0 = =0 = x+1=0 = x=-I

e
Se observa facilmente que a la izquierda de x = —1, la derivada segunda es negativa (f <’ (-2) <0), y
por tanto f'(x) es concava ( N ) en (—oo, —1) y a la derecha de x = —1 la derivada segunda es positiva
(> (0) > 0), y por tanto f (x) es convexa (U ) en (—1, +o0). Como en x =—1 cambia la curvatura, se
deduce que en ¢l hay un punto de inflexion.

Punto de inflexion = (-1, 2¢)

c¢) Con los datos anteriores un esbozo de su gréfica es:

1o




Seaf: R —— R la funcion dada por f(x) =8 —x2|.
a) Esboza la grafica y halla los extremos relativos de f (donde se alcanzan y cuales son sus
respectivos valores)
b) Calcula los puntos de corte de la grafica de f con la recta tangente a la misma en el
punto de abscisa x =-2.
a) La grafica de la funcion £ (x) la podemos dibujar a partir de la de la funcién g (x) = 8 — x%, pero
reflejando sobre el eje de abscisas aquella parte de la grafica que quede por debajo del mismo. La
grafica de g (x) es una parabola con vértice en el punto (0, 8), que corta al eje OX en los puntos

(—Jg ,0y (Jg , 0), y que tiene sus ramas dirigidas hacia la parte negativa del eje OY. Entonces la
grafica de f'(x) la obtenemos a partir de esta como:

Como se puede ver en la grafica anterior, se presentan dos minimos en los puntos (—Jg ,0)y

(Jg , 0), y un méximo en (0, 8). Hagamos un estudio analitico de f para comprobar que es asi. Para
ello, escribamos la funcidn f'como una funcion definida a trozos:

x* -8 si x<—+/8
Fx)=|8-x*|={-(x*-8) si. —J8<x<+8
x’ -8 si x>+/8

(esto es asi ya que 8 — x> = 0 tiene como soluciones x = + \/8)
Estudiemos f** (x):

2x si x<—\/§
Fe@x)={-2x si ~J8<x<+8
2x si x>+/8

Se comprueba facilmente que fno es derivable en x = —8 yx= /8 . Por otra parte, igualando la

derivada a cero, vemos que sdlo tiene sentido estudiar el caso en que —8<x< 8, ya que es el
unico intervalo en el que estd comprendido el punto singular que obtenemos:

ffx=0 = -2x=0 = x=0
A la izquierda de x = 0, f © (x) es creciente y a la derecha decreciente. Por tanto se presenta un
maximo en el punto (0, 8).
Ademas debemos estudiar también los puntos x = —/8 yx = /8 en los que la funcién no es
derivable. Facilmente se observa que a la izquierda de x = —-/8 la funcion decrece y a la derecha
crece, luego hay un minimo en el punto (—«/g , 0). Por otra parte, a la izquierda de x = 8 1la

funcién decrece y a la derecha crece, luego hay otro minimo en el punto (/8 0).
b) La recta tangente en x =2 viene dada por:
y=f(2)=f(2) x+2)
S =—2x ; f(2)=8—(2)y=4 ; P 2)=(2)- (2)=4
y—4=4x+2) = y=4x+12



El corte de la tangente y = 4x + 12 con f'lo estudiamos del siguiente modo:
Xo8=4x+12 = X -4-20=0 = x=2++24
§-xX=dx+12 = X +4+4=0 = x=2
En definitiva, la tangente corta a la funcion f(x) = |8 —x*enx=-2yenx =2 =+ V14, como se
puede ver en la siguiente grafica:

Representa graficamente la funcion y = xt - 2x%

I) Dominio
Por tratarse de una funcidén polindmica, su dominio de definiciéon es R y ademds es continua en
todo el dominio.

Dom f(x)= R

IT) Cortes con los ejes
Corte con OX: Se hace y = 0 y calculamos los correspondientes valores de x.

0=x*'-2¢ = 0=x*(x’-2) —  Raices: x=0 (doble) yx=+-/2
Por tanto los puntos de corte son (0, 0), (ﬁ ,0)y (—ﬁ , 0).
Corte con OY: Se hace x = 0 y calculamos los correspondientes valores de y.
y=0"-2-0"=0 = Por tanto el punto de corte es (0, 0).

IIT) Simetrias

SED)= () =2 (x)' =x' -2 = f(x)

Por tanto, f(x) = f (—x), la funcién es par, esto es, simétrica respecto al eje OY.

IV) Periodicidad
La funcidén no es periddica. En la mayoria de los casos se estudiard la periodicidad solamente
cuando aparezcan funciones trigonométricas.

V) Monotonia
Calculemos la derivada primera: £ (x) = 4x” — 4x. Para calcular los puntos singulares se resuelve la
ecuacion f“ (x) = 0.
4y’ —4x=0 =  4x(x-1)=0 —  Rajces:x=0,x=1yx=-1
f°=0 f =0 fr=0 f*=1
Asi: - | | | -
-1 0 1

Por tanto, es creciente en (—1, 0) U (1, +o0).
Es decreciente en (—oo, —1) U (0, 1).

VI) Extremos relativos



Calculemos f*“* (x); 79 @) =12x*—4.

foEH=12- (-1 -4=12-4=8>0, y por tanto hay un minimeo en (-1, —1).
1< (0)=12-0*-4=-4<0,y por tanto hay un maximo en (0, 0).

o (1)=12-1"-4=12-4=8>0, y por tanto hay un minimo en (1, —1).

VII) Curvatura
Para estudiar la curvatura, resolvamos primero la ecuacién <’ (x) = 0.

12x* ~4=0 = Raices: x = =+ ;
Asi:

¥

Por tanto, es convexa en {— oo,—\g ] U [ :13, + oo].
Es concava en —\F,\F .
313

VIII) Puntos de inflexion
Como ya sabemos las raices de la derivada segunda, calculemos la derivada tercera: f **’(x) = 24x.

1 (— \EJ # 0, hay un punto de inflexion en (— ;, - ;J
[ 1 . o7 1 5
f 3 # 0, hay un punto de inflexion en 379"

IX) Asintotas
No existen asintotas de ningln tipo, pues se trata de una funcion polinémica.

Resumiendo todos los puntos anteriores, se puede trazar la grafica de la funcion:
‘ly

3

-2,5 -2 -1, -1 -0,5 0 0,5 1 1,5 2 2,5




3
X

Representa graficamente la funcion y = — o
x —

I) Dominio
Por tratarse de una funcidon racional, no pertenecerdn al dominio los puntos que anulen el

denominador. Por tanto: x> —~ 1 =0 = x==l.
Domf(x)=R - {-1, 1}

II) Cortes con los ejes

Corte con OX: Se hace y = 0 y calculamos los correspondientes valores de x.

3
X

x? =1

Por tanto el punto de corte es (0, 0).
Corte con OY: Se hace x = 0 y calculamos los correspondientes valores de y.

3
0" _ 0 = Por tanto el punto de corte es (0, 0).
0% -1

0= = 0=x" = Raiz: x = 0 (triple)

y:

IIT) Simetrias

S ) M S
fen= S T ®

Por tanto, f'(—x) = —f (x), la funcion es impar, esto es, simétrica respecto al origen de coordenadas.

IV) Periodicidad
La funcion no es periodica.

V) Monotonia
3x7 - (x* =) —x’2x B xt =3x°

@ -n* -
signo de f , pero podemos darnos cuenta que su signo coincidira con el signo del numerador dado
que el denominador siempre es positivo, por tratarse de un cuadrado. Estudiemos por tanto el signo
del numerador, calculando en primer lugar sus raices:

x=3x%=0 = X (x*=3)=0 = Raices: x =0 (doble) y x= =+ 3

Asi:

. Debemos estudiar el

Calculemos la derivada primera: f  (x) =

f*=0 f°=0 f*=n f*=0 f =0 f*=10
| | | | |
| 0 1 43
Por tanto, es creciente en (—w,—ﬁ ) (ﬁ , T00).
Es decreciente en (—~/3, -1) U (-1, 1) U (1, -/3).

¥

VI) Extremos relativos

Calculemos f“’ (x):

19 (@)= (4x® —6x) (x> =1)* = (x* =3x?)-2-(x* =1)-2x _ 2x° +6x

(x> -1* (x> -1’
-33

5|

£ (0)=0, y por tanto no se puede decidir todavia si hay maximo, minimo o punto de inflexion.

£ (=~/3)<0, y por tanto hay un maximo en (— 3,



fe (\3)>0, y por tanto hay un minimo en (\E, 3;5j .

VII) Curvatura
Para estudiar la curvatura, debemos estudiar el signo de f *’. Estudiemos por tanto el signo del
numerador, y el signo del denominador por separado, calculando en primer lugar sus raices:

22 +6x=0 = x=0(No tiene mas raices reales) - |:|| >
; —+ _ +
-1’=0 = Raices:x=-1 y x=1. - —|1 |1 >
Asi, resumiendo:
f =0 f =0 £ =0 =0
< I I I .

Por tanto, es convexa en (-1, 0) U (1, +o0).
Es concava en (—o, —1) U (0, 1).

VIII) Puntos de inflexion

Como ya sabemos las raices de la derivada segunda (son las raices del numerador), estudiemos
como varia la curvatura en ellas.

En x =0, la curvatura cambia de convexa a concava, esto es, hay un punto de inflexion en (0, 0).

IX) Asintotas

Se presentan dos asintotas verticales en aquellos puntos que no pertenecen al dominio, esto es, en
x=-lyenx=1.

Por otra parte, también se presentard una asintota oblicua (y = mx + n) por tratarse de una funcion
racional en la que el grado del numerador es mayor que el del denominador en una unidad.
Calculemos m y n.

L S

m= Lim
x—>tow X x>t 7 — yx
3 3 3
. . x L xT=x"+x , X
n= Lim [f(x) - mx]: Lim —x|=Lim|—————|= Lim =0
x—>to x—>tow xz -1 x—>to x2 -1 x>+ xz -1

Por tanto la asintota oblicua es y = x.
Resumiendo todos los puntos anteriores, se puede trazar la grafica de la funcion:
Ak})

8
6

4




2
-5x+6
Representa graficamente la funcion y = xz—x .
x°=3x+2

I) Dominio
Por tratarse de una funcidn racional, no perteneceran a su dominio de definicioén los valores que
anulen el denominador.
X =3x+2=0 = x=1y x=2
Domf(x)=R —{1,2}
Por tanto la funcion no serd continuani enx = 1 ni en x = 2.

IT) Cortes con los ejes
Corte con OX: Se hace y = 0 y calculamos los correspondientes valores de x.

_ x*—5x+6

x*=3x+2

El inico punto de corte con los ejes es (3, 0), ya que x = 2 no esta en el dominio de la funcion.
Corte con OY: Se hace x = 0 y calculamos los correspondientes valores de y.

0> -5-0+6 _
0% ~3-0+2

0=x"—5x+6 —  Raices:x=2yx=3

y= 3 = Por tanto el punto de corte es (0, 3).

[1T) Simetrias
—x)? =5(-=x)+6 x> +5x+6
xS E0+6 2
(—x)" -3 (—x)+2 x +3x+2
Por tanto, f'(—x) # f (x) y f (=x) # — f (x). La funcién no es par ni impar. Por tanto no presenta estas
simetrias.

IV) Periodicidad
La funcién no es periddica. En la mayoria de los casos se estudiard la periodicidad solamente
cuando aparezcan funciones trigonométricas.

V) Monotonia
Calculemos la derivada primera:

(2x=5)-(x* =3x+2)—(x* =5x+6)-(2x-3) B 2x° —8x+8

3 x —
S (x* =3x+2)° (x* =3x+2)°
Para calcular los puntos singulares se resuelve la ecuacion f“ (x) = 0.
2
M = 2x°—8x+8=0 = Raices: x =2 (doble)
(x"=3x+2)
fr=0 f =0 f =0
Asi: - | | >
1 2

Por tanto, es siempre creciente.

VI) Extremos relativos

Debemos darnos cuenta de que tnico punto singular que calculamos fue x = 2, pero este es un punto
que no pertenece al dominio de definicion de la funcién, y por tanto no tiene sentido estudiarlo. No
habra ni maximos ni minimos.



VII) Curvatura
Para estudiar la curvatura, calculemos f“* (x):

19 () = (4x —=8) (x> =3x+2)* —(2x* —=8x+8)-2-(x* =3x+2)-(2x —3) _

(x* =3x+2)*
_4x7 —20x” +32x—16—8x" +44x? —80x+48 —4x’ +24x> —48x+32
(x> =3x+2)° (x* =3x+2)°
Resolvamos la inecuacion £ (x) > 0.
Numerador:
—4x° +24x" —48x +32=0 =3 Raices: x =2 (triple)
+ + —
- | | >
1 2
Denominador:
(?-3x+2P=0 = xX-3x+2=0 = Raices: x=1y x=2
+ -~ +
- | | >
1 2
Asi:
£7=0 | £=0 | £ =0
-4 >
1 2

Por tanto, es convexa en (—oo, 1).
Es concava en (1, +o0).

VIII) Puntos de inflexion

Debemos darnos cuenta de que Unico punto en el que se anula la derivada segunda es x = 2, pero
este es un punto que no pertenece al dominio de definicion de la funcién, y por tanto no tiene
sentido estudiarlo. No habra puntos de inflexion.

[X) Asintotas

En principio se podria pensar que se presentan dos asintotas verticales en aquellos puntos que no
pertenecen al dominio, esto es, en x = 1 y en x = 2. Sin embargo, en x = 2 no se presenta asintota
vertical ya que, aunque el limite es indeterminado, si existe y es finito.

2
x°=5x+6 x=2)(x-3 x=3) -1
P N N O NP T S
=2 x° =3x+2 =2 (x-1)(x=2) ~2(x-1) 1
Veamos si existen asintotas horizontales:
2
. X =5x+6
Lim———=
xoo X7 =3x+2
Por tanto, la recta y =1 es una asintota horizontal cuando x — too.
Como hay asintotas horizontales, no hay asintotas oblicuas, pues estas dos son incompatibles.

1



Resumiendo todos los puntos anteriores, se puede trazar la grafica de la funcion:
Aky

3

4

R

h dal

X

Representa graficamente la funcion y=x-e "

I) Dominio
La funcion en cuestion se puede escribir como f (x) = —. No perteneceran al dominio los puntos
e

que anulen el denominador, pero en este caso €' no toma nunca el valor 0. Por tanto:
Domf(x)=R

IT) Cortes con los ejes
Corte con OX: Se hace y = 0 y calculamos los correspondientes valores de x.
X .
0=— = 0=x = Raiz: x=0

X

e
Por tanto el punto de corte es (0, 0).
Corte con OY: Se hace x = 0 y calculamos los correspondientes valores de y.

y= %: 0o = Por tanto el punto de corte es (0, 0)
e

IIT) Simetrias

flex)="—=

Por tanto, f'(—x) # f (x) y también f'(—x) # — f (x), con lo cual la funciéon no es par ni impar.

e

IV) Periodicidad
La funcién no es periddica.

V) Monotonia
Calculemos la derivada primera:

X X

1) = l-e 2xx e :l—xx
e
Debemos estudiar su signo, pero teniendo en cuenta que el denominador es siempre positivo, el
signo de la derivada coincide con el signo del numerador. Estudiémoslo:
1-x=0 = x=1 (Punto singular)
f*=10 =0
Asi: - | >




Por tanto, es creciente en (—o, —1).
Es decreciente en (1, +o).

VI) Extremos relativos
Calculemos f“’ (x):

- (-De"—(1-x)e" x-2

f (x) - er = x

e

)= -1 <0, y por tanto hay un maximo en (l,lj .
e e

VII) Curvatura
Para estudiar la curvatura, resolvamos primero la ecuacion f“* (x) = 0.
x—2

X

e

=0 = x—2=0 = Raiz: x=2

£ =0 £ =1

Asi: -

Por tanto, es convexa en (2, +o0).
Es concava en (—o, 2).

VIII) Puntos de inflexion
Como ya sabemos las raices de la derivada segunda, estudiemos como varia la curvatura en ellas. A
la izquierda de x = 2 la funcion es concava, mientras que a la derecha es convexa, esto es, cambia la

2
curvatura y por tanto habré un punto de inflexion en [2, Zj .
e

IX) Asintotas
No existen asintotas verticales, pues el dominio de la funcién es R .
Veamos si existen asintotas horizontales:

.X ) , )
Lim — = —o0, esto es, no existe asintota horizontal cuando x — —oo.
X—>—0 e

X Hopi, 11 o , .
Lim — = 212" [ ijm — = —= 0. Por tanto si existe asintota horizontal cuando x — +oo y esta
x>+ ¥ x>+ @’ 0

es larectay=0.

Como hay asintota horizontal, no existen asintotas oblicuas, puesto que estas son excluyentes.

Resumiendo todos los puntos anteriores, se puede trazar la grafica de la funcién:
kind




x+1

Ax?+1 .

Representa graficamente la funcion y =

I) Dominio
La funcién en estudio tiene un denominador y una raiz. Por tanto, no pertenecerdn al dominio los
valores que anulen el denominador, ni los que hagan el radicando negativo. Sin embargo, se puede

observar facilmente que el radicando siempre toma valores positivos y por tanto se deduce que:
Dom f(x)= R

IT ) Cortes con los ejes
Corte con OX: Se hace y = 0 y calculamos los correspondientes valores de x.
0= x+1

x?+1

Por tanto el punto de corte es (—1, 0).
Corte con OY: Se hace x = 0 y calculamos los correspondientes valores de y.

e 0+1 _, = Por tanto el punto de corte es (0, 1)

0% +1

O0=x+1 = Raiz: x =-1

IIT) Simetrias
-x+1 —x+1

\/(—x)2 +1 - \/x2 +1

Por tanto, f'(—x) # f (x) y también f (—x) # — f (x), con lo cual la funcion no es par ni impar.

f=x)=

IV) Periodicidad
La funcion no es periodica.

V) Monotonia
Calculemos la derivada primera:

1-+/ - 1
F Al 2+/x% +1 (x2+1)—(x2+x)_ I-x

2 3 - 30°
[ +1) (eet] ey
Debemos estudiar su signo, pero teniendo en cuenta que el denominador es siempre positivo, el
signo de la derivada coincide con el signo del numerador. Estudiémoslo:
1-x=0 = x=1 (Punto singular)
fe=10 fr=0
Asi: - | >
1

S )=

Por tanto, es creciente en (—o, —1).
Es decreciente en (1, +o0).

VI) Extremos relativos
Calculemos f“’ (x):

1

(- (x* +1)2 —(l—x);-(xz +1)2-2x

Nes +1)% Jen-G2 4y -a-x-3x]

[ x)= [RE - (x2+1)3
{(x2 +1)2}



—x? —1-3x+3x? _2x2 —3x-1
5 - 5

(x* +1)? (x2 +1)?

fo0)= -2 <0, y por tanto hay un maximo en (1,\/5).

32

VII) Curvatura
Para estudiar la curvatura, debemos estudiar el signo de / “* (x). Sin embargo, el denominador
siempre es positivo y por tanto el signo de la derivada segunda coincide con el signo del numerador.
Estudiemos su signo:

3+.17

2x*-3x-1=0 = Raices: x = p
Asi:
f* =0 f* =0 f=> =0
- | | -
3-A7 +-017
4 4

Por tanto, es convexa en ( ,

4
17 3+Jﬁ}
4

3—@] (3+Jﬁ ]
V) 1 , 400 |.

Es concava en (

VIII) Puntos de inflexion
Como ya sabemos las raices de la derivada segunda, estudiemos cémo varia la curvatura en ellas, ya

3-N17

que calcular la derivada tercera seria bastante laborioso. A la izquierda de x = . la funcion

es convexa, mientras que a la derecha es concava, esto es, cambia la curvatura y por tanto habrd un

3-17 . 34417

punto de inflexion en x ZT. De igual modo, en x = 1 la curvatura cambia de

3+\/ﬁ
T

concava a convexa y por tanto también habra otro punto de inflexion en x =

IX) Asintotas
No existen asintotas verticales, pues el dominio de la funcién es R .
Veamos si existen asintotas horizontales:

x+1 . , .
Lim ———=—1, esto es existe asintota horizontal cuando x >0 y estaes y =—1.
== x? 41

x+1

Lim ———==1, por tanto existe asintota horizontal cuando x —+o y esta es las recta y = 1.

e x? 4]

Como hay asintotas horizontales, no existen asintotas oblicuas, puesto que estas son excluyentes.



Resumiendo todos los puntos anteriores, se puede trazar la grafica de la funcion:
Aly

2

b dal

-15 -10 -5 [u] 5 10 15

Lnx

Representa graficamente la funcion y =
X

I) Dominio
En la funcion sometida a estudio aparece un logaritmo y un denominador. Por tanto no perteneceran
al dominio los puntos que hagan negativo o nulo el argumento del logaritmo, ni aquellos que anulen
el denominador. Por tanto:

Dom f(x) = (0, +o0)

IT) Cortes con los ejes
Corte con OX: Se hace y = 0 y calculamos los correspondientes valores de x.
0= Lnx

0=Lnx = Raiz:x=1
X

Por tanto el punto de corte es (1, 0).
Corte con OY: Se hace x = 0 y calculamos los correspondientes valores de y. Sin embargo, en este
caso x = 0 no pertenece al dominio, lo cual significa, que no cortard al eje OY.

IIT) Simetrias
Por ser Dom f (x) = (0, +o), no podré ser simétrica ni respecto al eje de ordenadas ni respecto al
origen de coordenadas. Por tanto la funcion no es ni par ni impar.

IV) Periodicidad
La funcién no es periddica.

V) Monotonia
Calculemos la derivada primera:
l~)c—Lnx-1 1—Lnx
f‘ (x) =< 2 = 2
X X
Debemos estudiar su signo, pero teniendo en cuenta que el denominador es siempre positivo, el
signo de la derivada coincide con el signo del numerador. Estudiémoslo:
l-Lnx=0 = Lnx=1 = x = e (Punto singular)
fr=10 fr=0
| >

Asi:

Las]



Por tanto, es creciente en (0, e).
Es decreciente en (e, +o0).

VI) Extremos relativos
Calculemos f“’ (x):

—lj-xz—(l—Lnx)Qx
X

_ —x—-2x+2x-Inx -3x+2x-Lnx 2Lnx-3

4 4 4
X X X3

AICE (

-1 L. 1
S (e)= — <0,y por tanto hay un maximo en (e, j
e e
VII ) Curvatura
Para estudiar la curvatura, debemos estudiar el signo de f “* (x). Sin embargo, el denominador
siempre es positivo (puesto que x unicamente puede tomar valores positivos) y por tanto el signo de

la derivada segunda coincide con el signo del numerador. Estudiemos su signo:
3

2Lnx-3=0 = Lnxzz = Raiz: x = e?

Asi:

-
L=

T

1] 2

3
Por tanto, es convexa en [ez ,+ ooJ .
3
Es concavaen | 0, e? |.

VIII) Puntos de inflexion

De momento ya sabemos las raices de la derivada segunda.
2 x*—(2Lnx-3)-3x’ 5 5 5 5 5
X 2x"—6x"-Lnx+9x" 11x"—-6x"-Lnx 11-6Lnx

fc?’ (x): x6 = P 3 2

X X X

o2
f"’(e2)=67>0

3
Por tanto habra un punto de inflexién en | e2,

3
2e?

IX) Asintotas
Estudiemos lo que ocurre en x = 0 que es el “punto frontera” del dominio de definicion de la
funcion.

Lim Lnx =Lim (l-Ln xj = (Lim lj-(Lim Ln xj = (+0) - (—0) = (—»)

-0 X x>0\ x x—>0" x x—>0"

Por tanto, la recta x = 0 es una asintota vertical de la funcion.
Veamos si existen asintotas horizontales:



Lnx

Lim = 2, que es un limite indeterminado. Aplicamos la regla de L"Hopital para resolverlo:
x>+ X 00
1
L ¥ I 1
Lim 2% = Lim X = Lim—=—=0
x>+ x x>+ | x>+% x 00

Por tanto existe asintota horizontal cuando x — +oo y esta es las recta y = 0.
Como hay asintotas horizontales, no existen asintotas oblicuas, puesto que estas son excluyentes.

Resumiendo todos los puntos anteriores, se puede trazar la grafica de la funcion:

0,4

Representa grificamente la funcién y = x +3/x° .

I) Dominio
Se trata de una funcidn en la que aparece una raiz ctbica. Por tratarse de una raiz de indice impar no
habré ningun problema al calcularla y por tanto su dominio es todo R .

Dom f(x)=R

I1) Cortes con los ejes
Corte con OX: Se hace y = 0 y calculamos los correspondientes valores de x.

/ 3
0=x+ix* = —x=3x/x72 = (—x)3=(3x/x72) = —x=x =
=  xXH+xX=0 =  x-@+)=0 = Raices: x =0 (doble) y x =1

Por tanto los puntos de corte son (-1, 0) y (0, 0).
Corte con OY: Se hace x = 0 y calculamos los correspondientes valores de y.

y=0+130*=0 = Por tanto el punto de corte es (0, 0).

IIT) Simetrias
SEN= (04307 =—x+ Y

Como se observa f'(x) # f(—x) y ademas f'(—x) # — f (x), y por tanto la funcidén no es ni par ni impar.

IV) Periodicidad
La funcidén no es periddica.



V) Monotonia

. . 2 .
Calculemos la derivada primera: f*“ (x) = 1+ ;- Para calcular los puntos singulares se resuelve

33/x

la ecuacion f ¢ (x) = 0.

2 2 2 8
I+ =0 = =-1 = ~Z=13/x = Raiz: x=——
33/x 33/x 3 27
Pero ademés debemos tener en cuenta el punto x = 0, pues en ¢l la funcidén no es derivable.
Asi:

f5 =10 fe= fe=0

8
Por tanto, es creciente en [— 00, — 27j U (0, +o0).

Es decreciente en | — i ,01.
27

VI) Extremos relativos
Calculemos f“” (x):

¢ — 2
1 w=-
e _i <0 or tanto hay un maximo en —i i
27) P Y 27 27)

Por otra parte, como se dijo anteriormente, también debemos estudiar el punto x = 0. En este caso,

. . ] . 8
el estudio lo haremos a través de la monotonia. Como se puede observar, en el intervalo [— 57 Oj

la funcién es decreciente, mientras que en el intervalo (0, +oo) es creciente. Por tanto hay un
minimo en el punto (0, 0).

VII) Curvatura
Para estudiar la curvatura, resolvamos primero la ecuacion f“* (x) = 0. Esta no tiene raices, pero se
puede observar facilmente que no existe para x = 0, y por tanto debemos tener en cuenta dicho
punto. Asi:
f*>=0 f*> =0
- | »

Por tanto, es concava en todo R .

VIII) Puntos de inflexion
Como ya sabemos la funcion es siempre concava, esto es, no cambia su curvatura y por tanto no
tiene puntos de inflexion.

IX) Asintotas
Por ser Dom f(x) = R, no tiene asintotas verticales.
Veamos si tiene asintotas horizontales:

Li /()= Linle+ 7)<

Por tanto no hay asintotas horizontales.



Veamos por ultimo si hay asintotas oblicuas (y = mx + n):

3 2
m= Lim&:Lim XrNX = Lim 1+L =1
X x—>tow %

x—>too X x—>to
n= Lim[f(x)—mx]: Lim[(x+%/x_2)—x}: Lim|:3 xﬂ:oo

x—>*oo

Como el limite que determina 7 es infinito, no existe la asintota oblicua.”

Resumiendo todos los puntos anteriores, se puede trazar la grafica de la funcion:
o

3
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