TEOREMA DE ROLLE:

Si una funcién es:

e Continua en [a, b]
e Derivable en (a, b)
e Ysif(a) =f(b)

Entonces, existe algun punto ¢ € (a, b) en el que f'(c) = 0.

La interpretacion grafica del teorema de Rolle nos dice que hay un punto en el que la tangente es
paralela al eje de abscisas.
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Ejemplos

1. Estudiar si se verifica el teorema de Rolle en el intervalo [0, 3] de la funcidn:

2 sl 0 Lx <1
() = .
-x+3 sldix <3

En primer lugar comprobamos que la funcién es continua en x = 1.

f(1)=2
fima2x=2 fir [—x+3) =2
=1 =1t

En segundo lugar comprobamos si la funcion es derivable en x = 1.
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F () = 2 SJI[:]{X_l
-1 st l<x <3

1) =f(37)

Como las derivadas laterales no coinciden, la funcién no es derivable en el intervalo (0, 3) y por tanto
no se cumple el teorema de Rolle.

2.¢Es aplicable el teorema de Rolle a la funcién f(x) = In (5 — x?) en el intervalo [-2, 2]?

5-xZ=0 D:(-ﬁ,ﬁ)

En primer lugar calculamos el dominio de la funcion.

La funcién es continua en el intervalo [-2, 2] y derivable en (-2, 2), porque los intervalos estan

455

contenidos en )

Ademas se cumple que f(-2) = f(2), por tanto es aplicable el teorema de Rolle.

-2C

5_C2=D c=10

3.Comprobar que la ecuacion x’ + 3x + 3 = 0 tiene una unica solucion real.

La funcién f(x) = x” + 3x + 3 es continua y derivable en RE-

Teorema de Bolzano.

Por tanto la ecuacién tiene al menos una solucién en el intervalo (-1, 0).

Teorema de Rolle.

ff'(x)=7x"+3



Como la derivada no se anula en ningun valor esta en contradiccion con el teorema de Rolle, por
tanto sélo tiene una raiz real.

TEOREMA DEL VALOR MEDIO O DE LAGRANGE:

Si una funcién es:

e Continua en [a, b]

e Derivable en (a, b)

Entonces, existe algun punto ¢ € (a, b) tal que:

tb) =1 (a)

La interpretacién geométrica del teorema de Lagrange nos dice que hay un punto en el que la
tangente es paralela a la secante.

El teorema de Rolle es un caso particular del teorema de Lagrange, en el que f(a) = f(b).

Ejemplo

¢, Se puede aplicar el teorema de Lagrange a f(x) = x* en [-1, 2]?



f(x) es continua en [-1, 2] y derivable en (-1, 2) por tanto se puede aplicar el teorema del valor
medio:

8-(-1) 2

_F Flc)=3 3¢% = 3
2_[_1) (C) (le C
c=1e(-1,2) c=-1e(-1,2]
TEOREMA DE CAUCHY:

Si fy g son funciones continuas en [a, b] y derivables en (a, b), entonces existe un punto ¢ € (a, b)
tal que:

La interpretacién geométrica del teorema de Cauchy nos dice que existen dos puntos (c, f(c)) y (c,
g(c)) de las curvas f(x) y g(x), tales que la pendiente de la tangente a la curva f(x) en el primer punto
es k veces la pendiente de la tangente a la curva g(x) en el segundo punto.

Al teorema de Cauchy también se le suele denominar teorema del valor medio generalizado.
Ejemplos

12- Analizar si el teorema de Cauchy es aplicable en el intervalo [1, 4] a las funciones:

f(x) = x? = 2x + 3y g(x) = x* - 7x* + 20x - 5.
En caso afirmativo, aplicarlo.

Las funciones f(x) y g(x) son continuas y derivables en R por ser polindbmincas, luego, en particular,
son continuas en [1, 4] y derivables en (1, 4) .



Ademas se cumple que g(1) # g(4).

Por lo tanto se verifica el teorema de Cauchy:

Fl4-f(y) _fle) 11-2 _ 2c-2

gl4)-g(1) g'c) 27 -9 3¢® -14c+20

3 -1dc +20=4dc- 4 JcF-18c+24=0 ct-Bc+8=0
c=25[1f4) c=4e[1i4)

g'(c)=0 3.22-14-2+20=0

2°-Analizar si el el teorema de Cauchy es aplicable a las funciones f(x) = sen x y g(x) =
cos x en el intervalo [0, 11/2].

Las funciones f(x) = sen x y g(x) = cos x son continuas y derivables en toda la recta real.

Y en particular son continuas en el intervalo [0, 11/2] y derivables en (0, 11/2).
g(m/2) # 9(0)

Por lo tanto podemos aplicar el teorema de Cauchy:

r
5en [—] —son0
2 CosC

w —-5anc
cas[-}—casﬂ
2
1—D:_ 1 tgc=1
0-1 tgc
i) K
= 0=
c 46[ fz]

g' (c) # 0 —sen(m/4) # 0.



REGLA DE L’HOPITAL

o X)
imf(x)=limg({x)=0 m-—=
Si #—a X+ , en donde fy g son derivables en un entorno de ay existe =g [x)
fix
Iimﬁ
-]
, entonces este limite coincide con g[x) .

79 0 76
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flx

lim Q

Para aplicar la regla de L'Hépital hay que tener un limite de la forma g(x) , donde a puede ser
un numero o infinito, y aparecer las indeterminaciones:

0 ®w
0 @
Ejemplos
_In[2x* -1
fim——— _*
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In (2){2 -1 ¢

fm—=—
=1 tg(x-1) O

In(2x* -1 x

n{2x® - o
rmg=h'm 2x* -1 — 4
=1 tg(x-1) ==11+tg”(x -1
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o X0 x°
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X0 wE 0
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x—=0 x x—=0 2x
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Indeterminacion infinito menos infinito

En la indeterminacién infinito menos infinito, si son fracciones, se ponen a comun denominador.

f

lim |cotg x -
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X |

L !

. 1
lim |cotgx = =—]=o -
x—s X




lim XCO05 X — 5enx. lim COSX — X5enx —Cos X
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Indeterminacion cero por infinito

La indeterminacion cero por infinito, se transforma del siguiente modo:

imA-B = ffm$

. B
lirn [ Imox
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Indeterminaciones © » = ¥ 1

En las indeterminaciones cero elevado cero, infinito elevado a cero y uno elevado a infinito; se
realiza en primer lugar las siguientes operaciones:

mu A=y

X—r3

InA = Inu” In A =vinu A = gblnu
fimevny = gl

K=



Ejemplos
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EJERCICIOS DE TEOREMAS DE DERIVABILIDAD:

1 ;Es aplicable el teorema de Rolle a la funcion f(x) = [x = 1| en el intervalo [0, 2]7?

. ~x+1 Six e[0,1])
R P Six e[1,2]

La funcién es continua en [0, 2].

No es aplicable el teorema de Rolle porque la soluciéon no es derivable en el punto x
=1.

gl Si x e(0,1)
()= Six e[1,2)
fi1)=-1 fr17) =1

2 Estudiar si la funcion f(x) = x — x® satisface las condiciones del teorema de Rolle en
los intervalos [-1, 0] y [0, 1]. en caso afirmativo determinar los valores de c.

f(x) es una funcion continua en los intervalos [-1, 0] y [0, 1] y derivable en los
intervalos abiertos (-1, 0) y (0, 1) por ser una funcién polinémica.

Ademas se cumple que:

Por tanto es aplicable el teorema de Rolle.

f'(c)=0 1-3¢=0 c:ig
—ge[—lfﬂ) E (o)

3 ;Satisface la funcién f(x) = 1 — x las condiciones del teorema de Rolle en el
intervalo [-1, 1]7?



La funcién es continua en el intervalo [-1, 1] y derivable en (-1, 1) por ser una funciéon
polinémica.

No cumple teorema de Rolle porque f(-1) # f(1).

4 Probar que la ecuaciéon 1 + 2x + 3x? + 4x® = 0 tiene una Unica solucién.
Vamos a demostrarlo por reduccién al absurdo.

Si la funcién tuviera dos raices distintas x4 y X2, siendo xi< X2 , tendriamos que:
f(x1) = f(x2) = 0

Y como la funcién es continua y derivable por ser una funciéon polinémica, podemos
aplicar el teorema del Rolle, que diria que existe un ¢ = (x1, x2) tal que f' (¢) = 0.

f'(x) =2+ 6x+12x%f (x) = 2 (1+ 3x + 6x?).

Pero f' (x) # 0, no admite soluciones reales porque el discriminante es negativo:

A=9-24<0.

Como la derivada no se anula en ningun valor esta en contradiccién con el teorema
de Rolle, por lo que la hipdtesis de que existen dos raices es falsa.

5 ;Cuéantas raices tiene la ecuacion x® + 6x% + 15x — 25 = 0?
La funcién f(x) = x*> + 6x? + 15x — 25 es continua y derivable en R-

Teorema de Bolzano.

f(0) = —25

f(2) = 37

Por tanto la ecuacién tiene al menos una solucion en el intervalo (0, 2).

Teorema de Rolle.



f' (x) = 3x® + 12x +15

Dado que la derivada no se anula, ya que su discriminante es negativo, la funcién es
estrictamente creciente y posee una Unica raiz.

6 Demostrar que la ecuacién 2x® — 6x + 1 = 0 una Unica solucién real en el intervalo
(0, 1).

La funcion f(x) = 2x® - 6x + 1 es continua y derivable en R-

Teorema de Bolzano.

Por tanto la ecuacién tiene al menos una solucién en el intervalo (0, 1).

Teorema de Rolle.

f'(x) =6x>-66x>-6=06(x-1)(x+1)=0

La derivada se anulaen x =1y x = -1, por tanto no puede haber dos raices en el
intervalo (0, 1).

7 ;Se puede aplicar el teorema de Lagrange a f(x) = 4x® - 5x + 1 en [0, 2]?

f(x) es continua en [0, 2] y derivable en (-1, 2) por tanto se puede aplicar el teorema
del valor medio:

Sc-5=3 c=1
8 ;Se puede aplicar el teorema de Lagrange a f(x) = 1/ x* en [0, 2]?
La funcién no es continua en [-1, 2] ya que no definida en x = 0.

9 En el segmento de la parabola comprendido entre los puntos A= (1, 1) y B = (3, 0)
hallar un punto cuya tangente sea paralela la cuerda.



Los puntos A = (1, 1) y B = (3, 0) pertenecen a la pardbola de ecuacién y = x® + bx +
C.

l=1+b+c 9 9

b=-2 C==

0=9+3b+c 2 2
y—xz——x+—9
2

Por ser la funcidén polinédmica se puede aplicar el teorema del valor medio en el
intervalo [1, 3].

9
fllc)=2¢c- 2
(€)=2¢-3
27 O 9 9
9—?4'5—14‘5—5:26_2
2 2
Vo c=2 3‘[(:):4—'_1“2:—l
2 2

10 Calcular un punto del intervalo [1, 3] en el que la tangente ala curvay = x® — x® + 2
sea paralela a la recta determinada por los puntos A(1, 2) y B(3, 20). ;Qué teorema
garantiza la existencia de dicho punto?

Hallamos la ecuacion de la recta que pasa por los dos puntos.

x-1 y-2
3-1 20-2

OQx-9=y -2 y=9x-7

Por sery = x> — x2 + 2 continua en [1, 3] y derivable en (1, 3) se puede aplicar
el teorema del valor medio:




3¢ -2¢c=9 3¢ -2¢-9=0

2- 112

c=£EVR22 o1y 3 ==L

11 Determinar a y b para que la funcién

cumpla las hipoétesis del teorema de Lagrange en el intervalo [2, 6].

ax -3 Six<4d
f(x)=< .
-x“"+10x-b S xzxd

En primer lugar se debe cumplir que la funcién sea continua en [2, 6].
fim fifx)= lim fi’x)

Ko Kt

da-3=-16+40-5 a+bh =27

En segundo lugar se debe cumplir que la funciéon sea derivable en (2, 6).
F(a)=r(4]

a=-2-4+10 &8 =27 =19



EJERCICIOS DE LIMITES POR L’HOPITAL
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