CAPITULO 8

INTEGRACION DE FUNCIONES RACIONALES D SENO Y COSENO

Existen funciones racionales que conllevan formas trigopnométricas, reducibles por
si a: seno y coseno. Lo conveniente en tales casos es usar las siguientes

sustituciones: z = rgg, de donde: x=2arcrgzy dx = 12d22 . Es féacil llegar a verificar

+Z
2

gue de lo anterior se consigue:senx = > Y COSX=

1+2 1+ 22

EJERCICIOS DESARROL LADOS

8.1.- Encontrarj

2—COS X

Solucién.- La funcién racional con expresion trigonométrica es: , Y su

2 —CO0S X
solucidén se hace sencilla, usando sustituciones recomendadas, este es:

1-2°
1+ 22

z—rg5 X=2arcrgz,dx = 2dz COSX =

2dz 2dz
j dx 14 72 =I JA/Z{ ZJ' 2dz _.[ 2dz

2-cosx 7, 1-22 Y 242z-1+722 ‘3241 3(22+%)
2
== =— 3arCrg\/§z+c recordando que: z_rg— se tiene:

_1+22 1477
F +(f) l

:é 3arCrg\/§rgE+c

Respuesta:j ox =§arch\/§rg§+c
sx

8.2.- Encontrarf
2—-senx

Solucion.- Forma racional:

2-senx’
o X 2dz 2z
sustituciones: z=rg—,x=2arcrgz,dx=—-—,senx=——.
2 1+z 1+z
J' dx _ l+Z J' _J~ ,Zdz :J- dz
2-senx 2+22°-21 Y FQ+7%-2) ?(2*-1z+))

_1+Z %
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Ahora bien:22—z+1:(zz—z+%)+1—%=(z_%)u%:(z_%)z“\@é)z

2z-1

J' Ne [ arCngfy c= [amrg\/g+c
- %+</> % %

2 arctg——— 22—
J§ V3
Zz'g/ 1

1
+C ,recordando que:z = rg —, se tiene:

_—arc TQ—F=~—
2rg %X, -1
Respuesta:j dx :Z\Earwg A +C
2-senx 3 J3
8.3.-Encontrar: jd—e
4-5co0sd
Solucion.- Forma racional; ———,
4-5cosé@
N _ 0 1-7?
sustituciones: z=rg—, X =2arcrgz,,dx=——,C0SX = 5
2 1+1z 1+2z

2dz 2dz

o dx N 1+ 72 N 147° ] 2dz ] 2dz

4-5c0s6 4_5(1—22j 4+47° -5+57% 19721 9(22—%)
1+ 27

:gJ' dz ‘ }/‘ 1

9 22— (L” 92/(% \z+%\ 3

Recordando que: z=7g g se tiene: ==

3rg/
4—5cos0 3 3Tg6/+1
do

3cos@+4send
Solucion.- usando las sustituciones recomendadas:

| do | 1+ 7 | 17’
3cosf+4send 3£1—22J+4( sz 3-322+8z

1+72° 1+2° 1477

‘&

3z—1
3z+1

31’9‘7
3‘[9‘7-}-1

+C

Respuesta: 'f d9 1

8.4.-Encontrar:j
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- 20z :_EIL
—3(22—%2—1) 3 22—%2—1’
2 -847-1=(2" - 842+160)-1-16/ = (2- 4£)* (%)’ luego:
%J'(Z_y)dzz_ 7 2,sea:w=z—43,dw=dz;de donde:
8% S
32(/) =45

1 319‘7
- 3rg6/+1

pero:

-9 . 0 .
+c, como:z=79 Y, , se tiene:
3z+1

_ do 1, 3f96/
Respuesta.j —
3cosO+4send 3r9‘7+1
8.5.-Encontrar:j dg
3+2cos@+2send
Solucion.- usando las sustituciones recomendadas:
2dz 2dz
I do :I 1+7° :I 1+7°
2 92
3+2cos@+2send 349 1-z L9 2z 3+2 222 N 4z2
1+2° 1+ 2 1+z° 1+z
2dz

:j 1t =.[ 2dz =.[ 2dz =2arcrg(z+2)+c

3+32°+2-27°+4z Y 7°+4z+5 Y (z+2)7%+1
17
Como:z=1rg ‘92 , Se tiene:=2arcrg(rg %+2)+c
déo

3+2cos@d+2send

dx
rgf—-send
Solucién.- Antes de hacer las sustituciones recomendadas, se buscara la
equivalencia correspondiente a rgé

Respuesta:j =2arcrg(rg %+2)+c

8.6.-Encontrar:f

_send
J"/Z{ = = procédase ahora como antes:
S cos® 1-7°2 1-z

1+77
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2dz 2dz
I dx :,[ 14 72 ZJ. 1¢77 ZJ» 2(1-z%)dz
rgd—send 2z 21 22(1+2%)-2z(0-2%) ? 27 +27° 27 +27°
1-72° 1+7° 1- ZZ)M
_ 2
:I(Z 2z )dzzlj'z*dz—l dz 12 1
2 27z 4z 2

Como:z=1g 92 , Se tiene: = —%(00192 %)—%En‘rg %‘+c

Respuesta: Iﬁ= —%(COTQZ %)—%Zn‘rg %‘+c

8.7.-Encontrar: I—
2+senx

Solucién.- usando las sustituciones recomendadas:
J' dx _ 1+ Z J' J‘ dz ZJ- Z
2
2+senx 2+27°+27 Y% +z+1 (22+z+%)+%
1+ v M
J~ 2dz 1 arczg (z+}/) arcr g22+1 c
Ty B R

Como:z=7g%,, se tiene:=—=arcrg —5—

22'9/+1
\/5
dx 27g/+1

— —_—arc
2+senx J§ N—pn
cos xdx

1+cosx
Solucion.-usando las sustituciones recomendadas:

1-z° ) 2dz 1-2° ) 2dz
J~ cos xdx _I(H sz[wj J(H sz( ] J-Z(l—zz)dz :J-(l—zz)dz

Respuesta: I

8.8.- Encontrarj

1+C0S X 1,1 72 1;yz’f+17{f a+2%)7 1+ 2%)
1+ z2° JA/Z{
_I( 2 +1)dz _I(—l jdz_ =—z+2arcrgz+c
(z° +1) 7% +1

Como:z=1rg X2 , Se tiene: = —rgE+2arCrg(rg E)+c

cos xdx
1+ cos x

Respuesta: I :—rg§+x+c
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dx

1+senXx+cosx
Solucién.- usando las sustituciones recomendadas:

8.9.-Encontrar:f

2dz
J‘ dx :j 1+ 72 :J- 2dz
1+senx+cos X 1+( 2z j+ 1-7° 1477 +22+12°
1+2%) \1+72°
2dz
I22+2_ m_€n|z+]1+c como: z =g 2,setlene _fn‘rg/ ].‘-{-C
) dx B X
ReSpueSta'Il+senx+cosx_EU‘TQAH‘H

dx

COSX+2senx+3
Solucién.- usando las sustituciones recomendadas:
2dz

8.10.-Encontrar:j

J' dx :J' 1+7 :J- 2dz ZI 2dz
CoOsX+2senx+3 [1—22}{ 47 )+3 1-z*+4z+3+32%> ?27°+2z+2

1+2° ) \1+7°

z
- = —arcrg(z+1)+c, como:z=79 9/,
Izz+22+2 -[(z+1)2+1 9(z+1) g/

Se tiene:=arcrg(rg %+1) +C

dx
Respuesta: =arcrg(rg X, +1)+c¢
P Icosx+23enx+3 g(gé )
8.11.-Encontrar: IM
1+sen®x

Solucién.- usando las sustituciones recomendadas:

22 2dz 4zdz
I sen xdx _I 1+2° \1+7° I (1+ __[ 420z _I 47dz
1+sen?x . ( 27 ) 2 (L+2°)? +4z2° J1+22° +7* +47°
+ J—

1+ 22 (1+Z )?
_I 4zdz _j 47dz _[ 4zdz
' +62°+1 (' +62°+9)-8 * (z2+3)°-
Sea:w=1z°+3, dw— 220z
|w \/_| W—\/§ J8  |z2+3-48
= .[ +c— +c:—€772—+c
—(f) Z\f ‘W+f‘ 8 22 +3++/8
rg? X/ +3-242
Como:z=799/ setlene—\/_ﬁnZ +3- \/_ 2€ ‘ / +C
4 z +3+\/_ 4 ‘ngy+3+2\/_
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senxdx 2 ‘T92y+3 2\/_‘

Respuesta:jm—Tz ‘T92y+3+2\/—‘
dée

5+4cosé@
Solucion.-usando las sustituciones recomendadas:

8.12.-Encontrar: _[

2dz

j d _.[ 147 _J‘ 2dz _I 2dz _ZJ‘ dz
5+4c0s6 5+4[1—22j 5+52°+4-47> 37249 72 +3

1+ 72
2 z ] 0 .2 79%
=§arCrg§+c, como: z =rgE, se tiene: =§arCTg—+c

3
0
T
Respuesta: I—gzg rc rgg—AH:

5+4cosf 3 3
dx
sen x+cos X

Solucién.- usando las sustituciones recomendadas:
2dz

8.14.-Encontrar:j

J' dx :J' 1+7z :J- 2dz :ZJ- dz
Sen X+ Cos X (22 JJ{l_ZZj 27+1-17° (-z*+2z+1)

1+2° ) \1+72°
- dz o dz - |z 1- \/_|
) 2j(22—22+1)—2_ 21(2—1)2—(@2‘ Z \z 1+ﬂ
V2, |12 L o rg/lf
——fﬂmm,como.z—rgxz,setlene._ rg/
X/ _1_
Respuesta:IL:—ﬁfn‘Tgé ! \ELC
senx+cosx 2 ‘Tg%_“\@‘
sec xdx

8.14.-Encontrar: Iﬁ
SEC X+ 27gX —

Solucién.- usando las sustituciones recomendadas:
1 dx 2dz
J‘ sec xdx _J‘ COoS X dx _J' 1+ Z2
- . -

secX+2rgx—1 +236nX_1zjl+23enx—cosx = 1-7°
COSX  COSX +1+z 142
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2dz

:J‘ le-/ff _I 2dz _I Zdz _I dz )
L+z22+42,4+7% 27%+41 Y Z(22+22) Y 2(z+2)
1477
Ahora bien: 1 :é+ B , de donde:
2(z+2) z z+2

1 A(z+2)+B(2)

202+7)  2z+D)

=1=A(z+2)+B(z), de donde: A= 2,B:—%

dz dz d 1 1
()J.Z(Z+2)_'[}/ IZ—Z _-|._Z__J‘z+2:E£77|Z|__€77|Z+2|+C
=£€77 +c,como:z=rg*, , se tiene:= Tg/

2 Z+2 Z'g/+2

rg/
rg/+2

sec xdx _1
secx+2rgx—1 2

dx

1-cosx+senx
Solucién.- usando las sustituciones recomendadas:

2dz 2dz

17 ] 2dz

Respuesta: I

8.15.-Encontrar:f

e —

1-cosx+senx 1_(1—22]4{ 27 j I+22A4A+722+27 I22%+2z2
1+22 ) \1+7? 1477

:J' ZdZ :J- dz (*)

Z(2+2) Y 2(z+))

Ahora bien: 1 =é+ B , de donde se tiene:

2(z+) z z+1
1 Az+1)+B(2)

M‘;(mi

=1=A(z+1)+B(z), de donde: A=1,B =-1, luego:

Gz 92 _ oy
J.z(z+]_) .[ 741 £77|Z| £77|Z+1|+C ln 1+C,como.z g 5
X
rg%+1
X
Respuestazj.1 coij e gn} Ti/z 1}%
- + 79 %5+
dx

8.16.-Encontrar:'f

8—4senx+7cosx
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Solucion.- usando las sustituciones recomendadas:

2dz 2dz

1+7° 1477

I dx _
8—4senx+7cosXx

8 ( 8z j+7 1-72 :I8+822—8z+7—722
1+ 2 1+7° 1477

2dz

(*)

d
:jzz—82+15 :j(z—3)(z—5)

Ahora bien: 2

A de donde se tiene:

(z2-3)(z-5)
= 2=A(z-5)+B(z-3), de donde: A=

B
= + ,
(z-3) (z-5)
-1,B=1, luego:

[ 2dz = dz + az :—€n|z—3|+£77|z—5|+c=£77‘z;+c,
(z-3)(z-5) z-3 7z-5 Z-
g
como:z=rgX2,setiene:=€77 /
z'g/
79 5
Respuesta:j ox ‘ / ‘
8—4senx+7cosx ‘rg 2_3‘
EJ ERCICIOS PROPUESTOS
8.17.- j 8.18.- j 8.19.- j sen xdx
1+cos X 1- cosx 1+cos X
cos xdx sen@do
8.20.- 8.21.-| ——— 8.22.-
I2—cosx IS 4c0s0 J‘cosze—cose—z
8.23.'IseCXdX 824_I cosgdo 825_I do
5+4cosd cosd+corgd
RESPUESTAS
8.17.- j
1+ cos X
Solucion.-
2dz 2dz
dx 1+ 7° 1¢7
= = =|dz=z+c=79%,+c
I1+cosx Il+ 1- 72 1+22+1-2° I 97
1+ 7? 1+7%
8.18.- j
1-cos X
Solucion.-
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2dz 2dz

I dx _I 1+_22 IZ+M _Izdz 1+C:_C0Tg%+c

1-COSX (1-2 22 4 - 72
1+7° ;La/z‘(
8_19._J~sen xdx
1+ coS X
Solucién.-
2z 2dz 42dz
J-senxdx:J- 1+22 \1+7? .[ M J- 470z :J- 22dz
1+C0S X 1+ Z +177 220+7%) Y (1+7°)

1+(1 z j

1+ 2 J.A/Z‘(
:677‘1+ Zz‘+C=£n‘1+1g2%‘+c

Cos xdx

2 —CO0S X
Solucion.-

8.20.-j

__Id I [l+zz)

ICOSXdX =J(—1+ 2 ]dx=—fdx+2_[ o _ X+2| —————<
2 —COS X 2—Cos X 2 —COS X 2_[1—22]

1+z
2dz
M B 2dz 4 dz
_—Idx+2I2Jr22_l+z——j .[ _—jdX+§J_(ZZ+%)
J/I/Z‘(
\/§
=[x+~ I = —x+ 44— —arcrg —3 acrgizee
: +(%> Ve %f
=—x+£arCrg(\/§Tg%)+C
de
8.21. -[5 4coséd
Solucion.-

2dz 2dz
J' déo _J‘ (1+22j _J‘ M _J‘ 2dz _EJ' dz
5-4c0sf 1-7%) *5+5z22—4+472 1922+1 97 (2% +1)
5-4

1+2° J,i/z[

arCTgSZ +C= 3 arCTg(3rg %) +C

arcrg—

Sfd% zy et
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sen@do

8.22.-[—
cos“ @ —cosf—-2
Solucién.-
2dz Az
j senddo (1+z j(lﬂ J M
cos?0—cos6—2 1—7 (1 7%) —(1-z2°)(A+72%) - 2(1+ 2°)?
(1+z] [1 ] sy
4zd 1 2zd 1
Iz - I(z Z;) 5t _y‘“_"é”‘rgzy Jlre

8.23.-Isecxdx

Solucion.-
2dz
2dz 2dz
sec xdx = M = = *
I J-cosx I 1-7° J-(1—22) -[(1+ 2)(1-72) *)
Z
Ahora bien: 2 = A + B , de donde: A=1,B =1, luego:

@+2)(1-z) 1+z 1-z

az 1+7z
()I(1+z)(1 7) I1+z I —f77|1+Z|—€77|1—z|+c_£77‘E

+C

Como:z=1g y , Se tiene:=/n

1- rg/
cosad o

5+4cosé
Solucioén.-

8.24.-]

( j 2dz] 2(1-z%)dz
| do N 1+7° - 1+ 2%)? N (2-27%)dz
5+4c0s60 - 4(1 ] (54522 +4-47%) I (1+22)(9+2Y)

1 (A7)

_ 2
Ahora bien: 22 222 :AZZ+B+CZZ+D,ded0nde:A:O,B: 2,C:O,D:—y,
(z+D)(z°+9) z°+1 z°+9

luego:

I (2-227) .[ SJ' :larCrgz+EarCTg£+c
(z° +1)(z* +9) +1 2972°+9 2 2 3

g9 6
:—arwg@/ arCrg( /)+C_i Zarwg( 93/)+c

d6’

8.25.-| ——M —
Icosé7+co 790
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Solucion.-

2dz 2dz
I déo :I (1+22J :I jbkfj
cos@+corgl 1-7° (1= 7? 21(1-7)+ (1-2)1+7%)
1+72° 27 W
_I 4zdz _J~ 47dz _J- 474z
27(1-7)+(1-2H)A+ 2D Y @-)) (P +2z+)) Y @+2¥)(1-2)
4z A B C D
= + + +
1+2°)1-2) 1+z (1+2)* (@1+2)° (1-2)
De donde: A=}/, B=1,C=-2,D :}/, luego:

()

Ahora bien:

()I(1+z)(1 z):_I1+z I(1+z) I(1+z) _I
|1+z| 1

|1 z| 1+z (1+z)

‘1+Tg§/‘

lrz| -@+n)+1 1, N1+z

799

1
2 77|1 z| (1+2)? " 2 h-z

a+2) h rge/‘ ﬂ+rg//)
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