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Integracion por descomposicion en fracciones racionales

8. Calcula, descomponiendo el integrando, las siguientes integrales:

3 a2 3 2
)J‘Zx x +3x° b)J‘x 3x3 +5dx C)J‘x +5x 3x+2dx
Jx
3
d)J‘ x—ﬁlx )J‘ 4x° —4x+1 dx f)J‘x
4y 4x% +1 X+3
Solucion:

a) Se escribe el integrando como se indica:

2
IZX x +3x° J‘(Zx x* 3x jdx—KZX_?’—X_Z+§jdxz_i2+l+3lnx+c
X x> X

b) Dividiendo: jﬁd _I 18 o da=t3x-> ¢
v 2 ax T )T T ek

c) Operando se tiene:
J‘x?» +5x° —3x+2, _ J'<X5/z LBy32 _3yl2 ‘1/2)dx=

Jx

7/2+5

_ 2

x5’2—3§x 24 22xM% 4= @x +2x2 2x+4jx1’2+c

\1||\>

d)ngd&%/;_j/; X= j(\/\/: \/\/;] I(x1’4—x5’1z)dx :%xs"‘—%xmﬂz

2
)J‘ —4x+1 X_J’ 4X2+1_ ‘tx dX=J.(1— Aix jdx:x—lln(4xz+1)+c
4x% +1 4x* +1 4x°+1 4x* +1 2

f) Dividiendo el integrando (puede hacerse por Ruffini), se tiene:

3 3
IX 1dx = j(x —3x+9—ﬁjdx—x——gx +9x-28In(x+3)+c

X+3 X+3 3
1 X 1 . . o 1
9. a) Comprueba que —————=———_h) Calcula la integral indefinida: | ———adx.
X X°+1 x’+X X"+ X

Solucion:

1 X X2 +1 x2 1
a) Efectivamente: —— 5 ——— =— :
X x2+1 x(x +1) x(x +1) X° + X

b) Por lo visto:

I31 dx = J‘(l dx = Inx—lln(x2+1)+c
X"+ X X xX+1 2
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10. Calcula las siguientes integrales:

3 _ 2 3_ 2
2) 2 3>2<+5x I b)J‘(x 3) C)J‘Zx 3X +5dx
L4 X
cay3 2 _ _ B 32 B
d) 3X" = X" +4x 5dx e)J‘x X2 + 4x 5dx f)J‘3x x2+4x 5dx
J X X+1 X“+1
Solucion:
'2 3x+5x 1 3 5 3 5,
a) ——— —x dx=InX—=X+—=Xx"+¢C
J 2 4
b) (X 3) J'X X =6x+9, Iixdx—J'de+J'idx:lx2—§x+glnx+c
J 4 2 4x 8 2 4
c) wdx:j(2x—3+%jdx:xz—3x—§+c
J X X X
d) 3x° o+ 4x - i :J(3x2—x+4—Ejdx:x3—%x2+4x—5|nx+c
X
)J‘Bx X+ Ax- 5d = J.(3x2—4x+8—£de:x3—2x2+8x—1 In(&+1)+c
X+1 X+1
32 _
Se ha dividido: X —X *4X75 g2 4y, 13
x+1 X+1
32 B B _
ﬂj3x X2 + a4 5dx:J.(3x—1+ Xz 4jdx:§x2—x+j X2 4dx:
X“+1 X“+1 2 X“+1
:Exz—x+iln(x2+1)—4arctanx+c
2 2
3_ 2 _ _
Se ha dividido: =X X *4X=3 g, 1, X~4
X“+1 X“+1
La integral: .[ :j 2X dx—.[ 24 dx:iln(x2+l)—4arctanx
X2 +1 x“+1 x“+1 2
11. Calcula la integrales:
X+8 2dx
a) Jz—dx b)J‘ C) I4dx d) Iz—dx
X2+ X2 x? -4 x> —2x-3 2x% +2x-12
Solucion:
Todas pueden hacerse por el método de descomposicion en fracciones simples.
X+8
a) Jz—dx.
X“+X—-2

Como las raices del denominador sonx =1y x=-2: x> + x—2 = (x-1)(x+2), se tiene la

igualdad:
x+8 A N B _A(x+2)+B(x-1

2 +x—2 x-1 x+2  (x=-1)(x+2)
Luego:
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X+8=A(x+2)+B(x-1)
six=1:9=3A=>A=3
six=-2: 6=-3B=B=-2

Con esto:
J-Z)(;SdXZJ‘ 3 dx+J. ~2 Gx=3In(x=1)— 2In(x+2) +
X“+X—2 x—-1 X+2
b)_[ 2dx .
x* -4
Como:
2 A N B A(x+2)+B(x 2)
x> -4 x-2 X+2 X% —4
A+B=0 1 1
= 2=A(x+2)+B(x-2) = = A==-yB=-=
2A-2B=2 2 2
Luego,
J- 2 :J.( V2 12 jdx:lln(x—z)—lln(x+2)+c
x* -4 X—2 X+2 2 2
0 [t o
X°—2x-3
La ecuacion x* —2x—3 =0 tiene soluciones reales: x = -1y x = 3.
Por tanto:
1 A B 1 A(x-3)+B(x+1)
2 = + - > =
X“—2x-3 X+1 x-3 X“—=2x-3 (X+1)(x-3)
A+B=0 1 1
= 1=Ax-3)+B(x+1) = = A=-—;B==
-3A+B=1 4 4

En consecuencia'
J‘ = 1/4 1/4 d = _1 de_kij.idx =
x> —2x— 3 x+1 X — 3 4 x+1 4) x-3

1
= ——In Xx+1D)+=In(x-3)+c
4( ) 4( )

d) I—dz X
2X°+2x-12
El denominador: 2x* +2x-12=2(x—-2)(x+3).
La descomposicidn que se hace es:
1 A N B _ A(x+3)+2B(x-2)

22 +2x-12 2(x-2) x+3  (x-2)(x+3)
Luego:

1=A(x+3)+2B(x-2)
six=2:1=5A = A=1/5
six=-3: 1=-10B = B=-1/10
Por tanto:

I i Ix:j 1/5__1/10), J' Y
2X° +2x—12 2(x—2) X+3 10 X — 2 X+3

1 1
=—In(x-2)——In(x+3)+cC
10 (x=2) 10 (x+3)
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12. Calcula las integrales:

1 X G X

a dx b I dx o J. dx d I dx
)Ixz—l ) x? -1 ) x2 -1 ) x2 -1
Solucion:
a) Jl 21 1dx — Hay que descomponer la funcion dada en fracciones simples.

X -

1 A N B _A(x+1)+B(x-1)

x> -1 x-1 x+1 x? -1

Luego:

1=A(x+1)+B(x-1) = 1=(A+B)x+ A-B
Identificando coeficientes:

0=A+B 1 1
= A==;B=—=
1=A-B 2 2
Con est0'
I dx —Iﬂ—zd —Ill—zdx = —I n(x - 1)——In(x+l)+c
x? -1 X+1
b) Es inmediata: J. I ——In(x —1)
X —1 2 x2 -1

c) Se transforma el integrando como sigue:

2 2
.[ ;( dx:jX 21+1dx:J‘(1+ ! jdx:x+j 21
x° -1 X -1 x? -1 X -1

2
= (la dltima integral se ha hecho maés arriba) = X?+%In(x—1)—%ln(x+l)+c

dx =

d) Es inmediata si se transforma el integrando como sigue:
X X X2 1, [,
I > dx:j(x+ 5 jdx:—+—ln(x —1)+c
Xc -1 X -1 2 2

13. Halla:
23x+1 dx )J‘ X+2 dx C)J‘ : 3 dx )J‘ 2X+1 dx
X +2x+1 X?—2x+1 X°—4X+5 X2+ 2X+2
Solucién:
a) El denominador tiene una raiz real doble: x* +2x+1= (x+1)2.
Por tanto, se hace la descomposicion:
el AL B LA=gB=-
X“+2x+1 x+1 (x+1)
Luego,

Iﬂdx = J.[i— 2 2jdx:3ln(x+l)+i+c
x+1

X2 +2x+1 x+1 (x+1)
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b)J‘ X+2
X2 —2x+1
Como el denominador x> —2x+1= (x—l)2 , Se hace la descomposicion:
X+2 _ A N B :A+B(x—1)
x> =2x+1 (x-D* x-1 (x-1°
Luego:

X+2=A+B(x-1)
Six=1:3=A=>A=3; six=0:2=A-B=>B=1
Con esto:

I X+2 j dx+J‘idx——3+ln(x D+c
x? —2x+1 (x-1 x—1 x-1

En los casos que siguen el denominador no tiene raices reales.
2
c) X*—4x+5=(x-2) +1.
3

Se puede escribir: — 3 = — =
X°—4X+5 (x—2) +1

j%dx:j%dx:%rctan(x—zﬁc
X*—4x+5 (x-2)"+1

d) x2+2x+2:(x+1)2+1.

Por tanto:
2x+1  2x+2-1 = 2x+2 1 o 2x+2 1
X +2x+2  XP42X+2 X +2x+2 X 42x+2 X +2x+2 (x+1) 41
I22X—+1dx = J‘22x4+2d 4dx In(x* +2x+2)—arctan (x+1)+c
X +2x+2 X +2x+2 (x+1) +1

14. Propuestas en UNED. Resuelve las siguientes integraIeS'

a) J‘x +2X— 1dx b)J‘Zx +1 )J‘ -x° +2x+1
x® — X X* + X —X®+X— 1
Solucion:
a) X2 +2X - 1
I x® —x
Como x —x—x( 1)= x(x—1)x +1) se hace la descomposicion:
X2 +2X — 1 A B C
x® —Xx X -1 x+1_
_ Al -1)+ Bx(x+1)+C (x-1) _ (A+B+C)x*+(B-C)x-—
B x(x? -1) B x(x? -1)

A+B+C=1
Igualando los numeradores primero y ultimo se obtiene el sistema: 1 B-C=2 =
-A=-1
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=A=1,B=1C=-1.

Por tanto,
2 p—
IXJ;—Z)(ldx - J‘(£+L_Lde:|nx+|n(x—1)—|n(x+l)+c
X" =X X x-1 x+1
b) IZX +1
X7+ X

El denominador x* +x = x(x2 +1) — El segundo factor no tiene raices reales.

2x% +1 _A, BiC A(x? +1)+ x(Bx+C)

Con esto:
x2+x X x2+1 x(x2+1)
Luego:
2
IZ); +1dx = J‘de+ %dx:lnx+iln(x2+l)+c
X +x X< +1 2
J‘ —x? +2x+l
c)
—x? +x 1

Como x° —x? +Xx—1=(x—1)(x? +1) se hace la descomposicion:

— x> +2x+1 A  Bx+C _
3 _ 2 - T2 B
X*—=X“+x-1 x-1 x°+1

_ Alx?+1)+(Bx+C)x-1) _ (A+B)X*+(-B+C)x+A-C

(x=1)(x +1)° (x=1)x+1)°

=A=1,B=1;C=0.

=A=1,B=-2;C=0.

2
Luego: Jﬂdx =j ! dx—j 2X gy = In(x-1)-In(x*+1)+c

X3 —x%+x-1 x—1 X% +1
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