LIMITES DE FUNCIONES POLINOMICAS

Limites de una funcion constante  f (x)=k, keR

El limite de una funcion constante es la misma constante

lim f (x) = limk =k lim f(x)=limk=k limf(x)zlirpk=k

X—a X—a X—>+0 X—>+00 X—>—0 X——0

Limites de la funcion identidad 1 (x)=x

liml(x)=limx=a lim 1(x)= lim X =+e0 lim 1(x)= lim x =—c0

X—a X—a X—>+0 X—>+0 X—>—0 X—>—x0

e Limites en un punto finito.

Utilizando las propiedades del algebra de limites: Recuerda:
lim(x+3)=limx+1lim3=2+3=5 TEOREMA DEL RESTO
X—2 x—2 X—2 El valor numérico de un polinomio P(X) para X =a
. ) . . . ) es igual al resto de dividir P(X) entre (x-a).
tim>® = Jim (x- ) = fimx-Jim x =3-5 = 5" =29 @R
En general, limx" =a" (x-2) 3 -5 4
X—a 2 6 2
lim(3x—5) =1lim(3x)-lim5 = lim3-limx-lim5=3-4-5=12-5=7 E N
X—4 X—4 Xx—4 X—4 X—4 X—4
lim (3x> =5x+4) = lim (3x* ) - lim (5x) + lim4 = [im3- lim X’ — lim 5 - lim X+ [im4 = 3-2* =52+ 4=12-10+ 4 =6
X2 X2 X—>2 X—>2 X—>2 X—2 X—>2 X—2 X—>2
En general:
lim P ( )= p (a) El limite (.1e una funcion po?irllc')mica P(x) cuando x tiende hacia a
x—a (a€R) es igual al valor numérico de P(X) para Xx=a.

1im(4x2—7x+1)=4-62—7-6+1=144—42+1=103

X—6

e Limites en el infinito.

lim (X* +4x—3) = lim X’ + lim 4- lim X— lim 3= (+0)" +4-(+00) =3 = +o0+ 00— 3 =+00—3 = +a0

X—>+00 X—>+00 X—>+00 X—>+00 X—>+00

lim (3X2 —-5X+ 4) = 3(-1-00)2 -5 (+oo) +4=+40—-0w0+4=+40—-0w (Indeterminacion)

X—>+00

Para resolver la indeterminacion multiplicamos y dividimos el polinomio por el término de mayor grado:
3> —5x+4 2
lim (3x* - 5x+4) = lim 3x2(—2) ~gim [ 3¢ XX 2 i | 3¢ (1—i+iz) -
X—>+00 X—>+o0 3IX X—>+0 3X 3X 3X X—>+o0 33X 3X

lim (3x*)- lim PRI P SO B =+00(1-0+0)=+00-1=+0
X—>+0 X—>+00 3X 3)(2

+00  +00

lim (—4X +6X+5) = —4(4+%0)" +6+(+0)+5=—o0+00+5=—c0+00 =+mo—00 (Indeterminacion)

X—>+0

Para resolver la indeterminacion multiplicamos y dividimos el polinomio por el término de mayor grado:

—4x* +6X+5 _4x2
lim (—4x2 +6x+5): lim —4x2¥ = lim | —4x’ 4X2 + 6X2 2 -1 |=
X—>400 X—>400 —4x X—>+0 —4x —4x —4x

Repite este mismo procedimiento para calcular los mismos limites con X — —©.

Podemos observar que estos limites se pueden expresar como productos de dos factores. El primer factor es el
término de mayor grado del polinomio. El segundo es un factor que tiene como limite uno. Por lo tanto, podemos
afirmas:

El limite de una funcién polindmica en el infinito (+oo0 6 —o0) es igual al limite del término de mayor grado.

lim P(x)= lim a, X"
P(X):anX” +an,1xn71 +--+ax+a, = X—>+p et
lim P(x)= lim a x"

X—>—0 X—>—0



Y, consecuentemente, el limite de una funcion polindmica en el infinito serd siempre infinito, +oo 6 —oo, dependiendo
del signo del infinito al que tienda la x, del signo del coeficiente del término de mayor grado a, y de la paridad de n.

Calcula los siguientes limites:
a) lim (4x3 -5x° +7) ¢) lim (—2x3 +6x—3) e) lim (3x4 -5x° —7x) g) lim (—Sx2 +8x—1)

X—>+0 X—>+00 X—>+0 X—>+00

b lim 4 -5 +7)  d) Xlirgo(—zx3+6x—3) f) Xlig(3x4—5x3—7x) h) Xligo(—5x2+8x—1)
a) lim 4X3—5X2+7)=Xirg(4x3)=4(+oo)3=4(+oo)=+oo
b) lim (4 =5%* +7) = lim (4x*) =4 (o)’ = 4(-o0) = o0
¢) lim (=25 +6x=3) = lim (-2x*) = =2(+o0) = =2(+o0) = 0
lim )= Jim ( (~0)" ==2(=0) = +o0

e) lim

(
(
(
(
d) lim (-2 +6x-3) = lim (-2x’) = -2
(
(
(
(

)= lim (3x°) = 3(+0)
f) lim (3x* —5%’ = 7x) = lim (3x*) =3(—o0)" =3(40) = +o0
)
)

g lim (=5%* +8x—1) = lim (=5X* ) = =5(+w0)’ = =5(+00) = —0
h) lim (-5x* +8x—1) = lim (=5x*) = =5(~e0) = =5(+e0) = —o0

LIMITES DE FUNCIONES RACIONALES

e Limites en un punto finito.
Aplicando las propiedades del algebra de limites:

sx—1_ lIm(Sx-1) 14 7

X3

im = =—=—
=32x+7  lim(2x+6) 12 6

X3

_ lim(Xx-2
fim > 2:*?2( ):izo
-2 x—5 lim(X-5

INDETERMINACION

Cuando nos aparezca la indeterminacion ° tendremos que estudiar los limites laterales. Si éstos coinciden,

entonces el limite existe y coincide con el valor de los limites laterales, pero, si los limites laterales son distintos,
entonces el limite no existe. Los limites laterales van a ser infinitos, s6lo nos falta determinar su signo. Para ello
tenemos dos formas de hacerlo:

1) Con tablas de valores

X f(x) X f(x)
4,5 -5 5,5 7
4,9 -29 5,1 31
4,95 -59 5,05 61
4,99 -299 5,01 301
4,995 -599 5,005 601
4,999 -2999 5,001 3001
J J J J
5 —o0 5" +00
. X=2 . X=2
lim —— =-wo lim —— = +o0
x5 X—5 x->5" X =5

como los limites laterales son distintos, entonces no existe dicho limite

.o X=2 . X=2 .o X=2
lim—=#lim—= = ZAlim
x=5 X—=5 x5 X=5 x5 X —5

Una opcién mas simple seria darle a la funcion un valor muy proéximo a 5 por la izquierda y otro muy proximo por la derecha y observar el signo.



2) Estudiando el signo de la funcion

Puesto que sabemos que los limites laterales van a ser infinitos, s6lo nos queda por determinar el signo de cada uno
de los limites laterales. Dicho signo lo podemos obtener estudiando el signo de la funcion y observando qué sucede
alaizquierda y a la derecha de 5.

- +
Signo (x—2) 12
- +
Signo (x—5) 15
_ + - +
Signo X2 1 1
X—=5 2 5

Por lo tanto, como la funcioén a la izquierda de 5 es negativa, el limite por la izquierda serd —oo, y, como a la derecha
de 5 la funcion es positiva, el limite por la derecha sera +oo, y podemos afirmar, por ser los limites laterales distintos,
que no existe el limite de dicha funcién cuando X tiende a 5.

. X=2
s 2 X—2 X2
X5 — — - —
X = lim2Z#lim>"% = Alim
X—=2 x5 X—5 x5 X-5 x5 X —5
lim —— =+
x->5" X =95
lim(x+1
im X+12 = 'H3( )2 :% INDETERMINACION
(x-3) lgr}l[(x—3) J
Estudiamos los limites laterales (con el signo de la funcion)
- +
Signo (x+1) |
-1
+ 1
Signo(x—3)2 :
3
- + +
Signo X+12 1 1
(x-3) -1 3
Por lo tanto,
lim x+12 _
=7 (x=3) . ox+1 . x+1 . X+l
= lim > = lim > = dlim — = +00
xel LTS e (k) (3)
x—3* (X—3)2
_ lim(x—4 _ )
lim L .H( z :—(3) INDETERMINACION
(1) tim] (-1
Estudiamos los limites laterales (con el signo de la funcion)
- +
Signo (x—4) :
4
+ +
Signo(x—l)2 :
1
— - - +
Signo X 42 1 1
x—1 1 4
Por lo tanto,
. X—4
lim > =—0
= (x-1) _ox=4 . x-4 . x—4
= lim - = lim ~ = Jlim - =
X—4 " r (x=1)" =1 (x-1) =t (x-1)




Los limites anteriores (indeterminacion k/0) también pueden resolverse matizando como es la convergencia a cero
del denominador:

. Xx=2 3
lim——=—=-w
-5 X=5 0 oxX=2 o x=2 X2
= lim—==#lim—= = Alim

x=2 3 -5 X—=5 x5 X-=5 x=5 X —5
lim X2 =2 = 4o
x>t x—5 0F
. X+l 4 . Xx—-4 =3
1m—2=—+:+00 llm—2:_+:_
XH}(X—:’)) 0 xal(x_l) 0
im_ X1 _3 o x=3 =2
lim———=—=- lim———=—=+w®
x4 (x—4) 0 x—>1_(x_1) 0

Utiliza algin programa informatico como Graphmatica o Derive para representar las funciones dadas y observar en
la grafica los resultados de los limites

. 3x*—10x -3°-10- .

lim>X ~10X+3 _ 33210343 _ 0 y\pprprMINACION

x=3 XT—4X+3 37 -4-3+3 0
Al ser los valores numéricos del numerador y del denominador iguales a cero, 3 es una raiz de ambos polinomios y,
por lo tanto, (x=3) es un factor tanto del numerador como del denominador. Para resolver dicha indeterminacion
debemos descomponer en factores dichos polinomios y simplificar el factor (x—3) todas las veces que sea posible.

De esta forma no volvera a salir la indeterminacion 0/0.

3 -10 3 1 -4 3

3 9 -3 3 3 -3
K -1 0 ! 0

3x* —10x+3 =(x-3)(3x-1) x> —4x+3=(x=3)(x-1)

3x2—10x+3_1. (x=3)(3x-1) . 3x-1 3.3-1 8

m =lim =lim = =—=4
o3 X —4x+3 o3 (x=3)(x-1) 3 x-1  3-1 2
3 2 @y )
lim X =812 0 pETERMINACION
-2 X7 +8X° +20x+16 0
11 8 12 1 8§ 20 16
-2 2 2 12 -2 2 12 16
I 1 6 0 1 6 8 0
-2 2 6 -2 2 -8
1 3 [0 1 4 0
X +x* —8x—12 = (x+2) (x~3) X +8X2 +20x +16 = (x+2)" (x+4)
XX =8x—12 . (x+2)(x=3)  x-3 5
lim — 5 = lim > = lim -
x>=2 X7 +8X° +20X+16 X+2(x+2) x+4) 2 X+ 4 2
3 a2 )
lim—2* ¥+ _ 0 \pETERMINACION
o1 X7 =3x"+3x-1 0
2 30 1 1 -3 300 -1
1 2 1 -1 1 1 2 1
2 1 - 0 1 2 1 0
1 2 1 1 1 -1
2 1 [0 -l 0

2x3—3x2+1:(x—12(2x+1) x3—3x2+3x—1:(x—1)3



2% —3%% +1 (x—1)" (2x+1) 2x+1 3 ,
lim——— =lim —— =lim == INDETERMINACION
ol X7 =3X"+3x—-1  x=! (x—l) L x—=1 0

Estudiamos los limites laterales
(Estudiando el signo o dandole valores muy proximos a 1, por la izquierda y por la derecha)

. 2x+1
lim——=-
x> X —1 Lo 2x+1 0 2x+1 . 2X+1
= lim # lim = Alim
2x+1 x-1" X —1 x-1" X —1 x>l x—1
lim——=
x->I" X —1
y, por lo tanto,
i 2x° =3x% +1 B
ot X3 =3x% +3x-1 22X =3+ 23 =3+l 2 =3xr+1
= lima—mzlima—— = glm#
2% —3x% +1 x-I X7 =3X" +3X=1  x>1" X* =3X" +3x -1 =1 X7 =37 +3x -1
— -4
x->1" X2 —3x% +3x -1
e Limites en el infinito.
3 3 2
O X —4x Iim (2X + X~ —4X+5 i
lim ZX P X —AX4S X"*‘f’( g )0 INDETERMINACION
o —5%% 4+3x—1 lim (-5%* +3x—-1) -
3,02 2% xP 4x 1 2
o 2 2X7 + X7 —4X 2% . %3 L~
L2XT X —4x . 2x3 . 2x 2x7 2X . 2x X2
thﬁ:th 13 1:th S :th | N
—5X* +3x— gy DX +3X- sy 5% LoX 6 _5Xz(1_+2j
-5% —5x* =57 =5x° 5X5Xx
1+ 1 2 n 1 2 1 2
. 2% % 2 23 2% X2 2X % 2
= lim 2X_ X = lim - lim 2X_x = lim —- lim 2X_x =
X—>+0 5X2 _i i X—>+%0 —5X2 X—>+%0 _i L X490 5 X—>+m _i i
5% 5x? 5% 5x? 5% 5%
o L2
_+OO +00 +OO__ .1+0—0:_ 1= —o0
-5, 1 6 1-0+0
+00 —+00
2% + X0 —4x

Analogamente se procederia en el caso de ser X — —oo:

2 _ lim (5%* —3x+1 )
lim 2% =3X+1_ fim ) s INDETERMINACION
e dx? =2x=T7  lim (4%’ —2x=7) +o0

X—>+0

Para resolver esta indeterminacion vamos a usar el mismo método que utilizamos para las funciones polinémicas
con la indeterminacion co—o, aplicandolo, por separado, tanto al numerador como al denominador: “multiplicamos y
dividimos por el término de mayor grado”.

2
5 5% =3x+1 x> 5L_37X+L 5%2 l—i RS
i 5% —3x+1 lim X 5x2 o 5%7 5% 5% i 5% 5%
_— = _— =11 =l —
X—>+%0 4.)(2 _OX =T xouw 4)(2 —2x—7 X—>+%0 2 X—>+0 1 7
4x 4% 4x*  4X 2x  4X
3 1 3 1 3 1
se Ustse | ose . Tsdse s s se
=lim| — —"—=2|=lim —- lim = lim = lim —>—=2 =
X—>+00 4)(2 1 7 X—>+00 4)(2 X—>+00 1 7 x40 4 X>+0 1 7
- - -
2X  4X 2X  4X 2X  4X
3 1
st 51040 55
4 I—L—L 4 1-0-0 4 4
40 400
2
Analogamente se procederia en el caso de ser X — —oo: lim X =3x+l 5

o dxE—2x—T7 4



—3x-5 lim (—3X—5) —0

m—; =22 5 =— INDETERMINACION
2 =X 46 lim (2X7 —X+6)  +o0
3y X3 N . x| 1+
-3x-5 . —3x . -3x  -3X . 3x
xirgoz 2_X+6:x11>IEc 2% =X+ 6 :xllglw 2x2 6 :xllwoo 1 3 B
x 2 2 N )
2x 2x* 2xF 2% 2X
3x 1+i _ 1+i 3 1+i
= lim — X |- fim lim —3X = lim . lim — 3% _ =
X—>+00 2X2 1 3 X—>+00 2X2 X—>+00 1 X40 DX X0 1 3
-+ -+ -+
2X X 2X X 2X X
1+i
3 400 1+0
=_. =0- =0-1=0
+o0 | 1 3 1-0+0
+00 400
, , . -3Xx-5
Analogamente se procederia en el caso de ser X — —oo: lim ———=
x>0 X" = X+6

En este procedimiento se observa que este tipo de limites se reduce a realizar el producto de dos limites, el primero
es el limite del cociente de los términos de mayor grado del numerador y del denominador, respectivamente, y, el
segundo, siempre es igual a 1. Por lo tanto se puede afirmar:

El limite de una funcion racional (cociente de dos polinomios) cuando X — +oo es igual al limite del cociente de
los términos de mayor grado del numerador y del denominador

m m-1 m
lim P(x) 5 ap X~ +a, X +..+axX+a, _ lim a, X
oo Q(X)  xo= b X" +b X"+ +bx+b, o b X"

_3x —8xT—4x+9 . 3x* . X 4w
llmz—:llm =|lim —=—=+4»
X—>+00 6X" —5Xx+7 x40 GX X400 D
o3P =8xT—4x+9 . 3x* . X2 4w
lim —————=lim—=lim —=—=+®
xo-e GX° —5X+7 x—>-0 GX x>0 )

3 2 3
lim 12"3 R 4;”3: lim 132’2 — lim4=4
X—>+o0 X =X+ X403y X—>+00

3 2 3
lim 12x 35x : 4x+3 ~ lim 12)(3 Clim4—4
Xome o 3XT =X +1 xomo 3% X
_OSX+T7x+3 . 5% 5 5
hm#: 1m—3:11m—:—:
x40 4X° — X7 + 8 X+ 4 X x>+ 4 X 400
. 5XP 47X Co5xE
11m5+—7+3— th_: hmi:izo

oo 4x7 — X7 +8 x4 o= 4X  —o0

A la vista de los ejemplos desarrollados, podemos afirmar:

too si gr[P(x)]>gr[Q)] (¥

xiﬂ%: Z_ si gr[POO]=0r[Q] (%)
0

si. gr[P()]<gr[Q(x)]

Observaciones:
*) Se obtendra +o 0 —o dependiendo del signo de a,, y b, , y de la paridad de m—n si X — —o0.
(**) a, y b, son los coeficientes de los términos de mayor grado del numerador y del denominador,

respectivamente, en el caso de ser ambos polinomios del mismo grado (n).



Calcula, mentalmente, los siguientes limites:

a)

b)

¢)

d)

lim 5x—14x*
X—>+0 7X2—3

. 5x-3

lim >
X—-0 ¥ _1

fim 3x3 —2x+1
x> 4X7 —TX
fim x> —6X+9
X—>+00 3_X

e)

f)

g)

h)

2

lim

X—>—00 X2 _1
2
Jim X =%
X—>+00 X
3

lim 5
Xm0 ] —2X

. 6-5%"
lim >
X—>+00 3 — 2X

LIMITES DE FUNCIONES IRRACIONALES

lim—

x—1

2x-+3x+1 _0
0

x—1

INDETERMINACION

)

)

k)

)

(P+Q)(P-Q)=P* Q"

En este caso multiplicamos el numerador y el denominador por el conjugado del numerador.

2% STl (2x=3x+1)(2x+3x+1)
=lim

lim

(2x) ~(V3x+1)

4x* —(3x+1)

x—1

X—1 x—1

=lim

(x—l)(2x+m)

4x* —3x—

1

1Xi£>r11(x—1)(2x+\/3x+1) lxlilrll(x—1)(2x+\/3x+1)

(x—=1)(4x+1)

Xl (x—l)(2x+\/3x+1);lxigll(x—l)(zx+\/3x+l)

*) % Indeterminacion

Se descompone en factores el polinomio

4x* —=3x -1

1

4x+1 5

m———==—
L2x+/3x+1 4

4 3 -1

[

4 1

Lo

4x* =3x—1=(x—1)(4x+1)

lim

X—>+0

lim

X—>+00

(3x+2— 9x2+5x+1)=1im

(3x+2-0x" +5x+1) = () (+c)  INDETERMINACION

(3x+2— 9x2 +5x+1)(3x+2+\/9x2 +5x+1)

X—>+00

(3x+2+\/9x2+5x+1)

(3x+ 2)2 - (\/9x2 +5X+ 1)2

9x> +12x+4—(9x2 +5x+1)

= lim

o (3x+2+\/9x2 +5x+1)

9x? +12Xx+4-9x* —=5x—1

= lim

3IX4+2+VIX* +5x+1

TX+3

X2 3y 4+ D+ 4/9xF +5x +1

X0 3N 4 2+ /9% +5x+10)

7,3 7,3

- lim X X X X _

23y 2 9T +5x+1 ™ 3x 2 9% 5x 1
AT SANLE A S S S
X X X X X2 Xt X

7+=
= lim X _7
X—>+00 6

+00 ,
(*) — INDETERMINACION

+00

que

2 5 1 3+0+449+0+0
34—+, 9+ —+—
X X

Dividimos en este caso entre la potencia de x
de mayor exponente, pero teniendo en cuenta

\/x7=x (x2>0)

Téngase en cuenta que para introducir un
factor en una raiz, se eleva dicho factor al
indice de la raiz.



CALCULO DE LIMITES DE FUNCIONES DEFINIDAS A INTERVALOS

Dada la funcién:

2% si x<1
f(x)= _X2+7 si l<x<4
3X-15 si X >4
X—4

se pide:

a) Estudia los limites de fen: —o0, 0, 1, 3, 4, 7, +oo.

b) Dibuja su grafica y observa los limites hallados. Indica su dominio, recorrido e intervalos de crecimiento y
decrecimiento.

a) Teniendo en cuenta:

x - 3x-15
f(x)=2 f(x) == f() =2
x<1 x=1 1<x<4 X=4 X>4
x<1 1<x<4 X>4
1 1

lim f(x)=lim 2" =27 =

X—>—00 X——o0 2+ 400

. T X _ 0 _
lxlir(}f(x)—{gr(}Z =2"=1

En 1 hay que estudiar los limites laterales:

lim f (X):limZx =2'=2

X—1 Xx—1
. . =X+7 =1+7 = 'lelgllf(x)
lim f (x)=lim = =3
X1t X1 2
—X+7 _ -3+7 _

2

im (1) = lim =27 ==

En 4 estudiamos los limites laterales:

lim f(x) = lim 27 - ~4%7_3
x—>4 X—>4 2 2 2
3X-15 -3

lim f (x)=lim = —0
X—>4* x—4" X—4 0"

= Zflxig}f(x)

lim f (x) =lim >0 %
X—7 -7 X—4 3

lim f (x) = lim 212 =

P x>0 X —4
b) Grafica

Observa en la grafica todos los limites hallados. 4

Dom f =R

Rec f =(-,3) __

Monotonia:
(—oo, 1) estrictamente creciente

3 A

i/

(1,4) estrictamente decreciente
(4,+0) estrictamente creciente

Esta acotada superiormente por el 3
No esta acotada inferiormente
No tiene maximo ni minimo




