IES Fco Ayala de Granada Suplente Junio de 2019 (Modelo 2) Soluciones German-Jesus Rubio Luna

Opcién A
Ejercicio 1 opcion A, Suplente Junio 2019 (modelo 2)
cos(x) - e - ZXJ

[2'5 puntos] Calcula Iin({

sen’(x)
Solucion
tim [ €050 - e - 2x|_cos(0)-€° -2(0)_1-1_0
x-0 sen’(x) sen?(0) 0 0
Le aplicamos la regla de L'Hopital (L'H). (Si “f” y “g” son funciones continuas en [a -0, a + 9], derivables en
(a- 3, a+9), verificando que f(a) =g(a) =0 y lim ) _0 , entonces si existe lim m se verifica que
x=a g(x) O x~a g'(x)

jim ) _ iy 1)
x=a g'(x) x-2a g(x)
cual tenemos:

im| S5 - €™ -2 :{Q'L'H}:Iim Sen(x) - e7:(2) - 21 _t 001 iy [ 2SN * 2672

x-0 sen?(x) 0’ X0 2-sen(x)-cos(x) «.ol 2-sen(x)-cos(x)

_ 0+2-2 0 mls im -cos(x) + 2e-(-2) _ -cos(0) - 4-¢’ _
2-sen(0)-cos(0) O’ x-0{ 2.c0os(X)-cos(x)+2-sen(x)- (-sen(x)) 2c0s(0)-cos(0) - 2-sen(x)-senx)

. La regla se puede reiterar, y también es valida si tenemos oo/, y si X - ), con lo

1-4 -5

T 211-200 2
Ejercicio 2 opcion A, Suplente Junio 2019 (modelo 2)
x*+1

[2’5 puntos] Calcula jln[ de (In denota la funcién logaritmo neperiano)

X

Solucion
2 _ 2 . _ _ _
2 u=in[ X1 ~ dus 21 2x-(X) 2(x +1)1dx: 2x22 xz. 1 gx = :(2 1 dx
X +1]dx _ X x*+1 X (X2+1)-x (X +1)-x
X

I:J‘In(

dv=dx = v:jdx =X

2, 2_ 2, 2_ 2, 2,1.1-
=1|n x“+1 .X_Ix.z(—l.d)(:x.| x°+1 _IXZ_]-.dX:X.l x“+1 _IX 12 1 l.dx:
X (x“+1)-x X X“+1 X X“+1

x2+1 2 x?+1 dx x?+1
=x-In -1 -dX =x-Inf ——=| -| Ldx + = x| - X+ 2-artg(x) + K.
( X ] I[ x2+1j ( X ] -[ 2-[x2+1 ’{ X ] 969

Ejercicio 3 opcion A, Suplente Junio 2019 (modelo 2)

1 m1 1 -1
Dadas las matrices A=|m-1 m 0| y B=|2 0
1 11 0 1
a) [1 punto] Calcula los valores de m para los cuales A tiene inversa.
b) [1'25 punto] Para “m = 2", encuentra la matriz X que cumple AX - BB! =1, siendo B! la matriz traspuesta

de B e | la matriz identidad de orden 3.

Solucion
a)
Calcula los valores de m para los cuales A tiene inversa.

La matriz A tienen inversa si det(A) = |A| # 0.
1 m 1FR-F 0 m-1 O|Adjuntos

[Al=m-1 m O =m-1 m O] tercera = 1-[0-(m-1)-(m-1)]=-(m- 1%
1 1 1 1 1 1columna

Luego |A] # 0 si (m — 1) # 0, es decir Atiene inversasim # 1.

b)
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IES Fco Ayala de Granada Suplente Junio de 2019 (Modelo 2) Soluciones German-Jesus Rubio Luna

Para “m = 2", encuentra la matriz X que cumple AX - BB! =, siendo B! la matriz traspuestade B e | la
matriz identidad de orden 3.

Sabemos que para m = 2, la matriz A tiene inversa, por tanto de la ecuacién matricial AX - BBt = | tenemos
AX = | - BBt Multiplicando la expresion AX =1 - BB, por la izquierda por Al tenemos A1-AX = Al.(l - BBY,
dedonde - I-X=A(1-BB) - X=A(l-BBY.

Sabemos que Al= A(Tﬁr)t . Teniendo en cuenta el célculo anterior de det(A) tenemos |A| = -(2-1)? = -1,
111 2 -1 -2 ) 2 -1 -2 21 2
A'=[2 2 1|, Adj(AY=|-1 0 1 ,A'EM:i- -1 0 1(=/1 0 -1j.
101 11 Al a1 o 110
21 2 10 0)(1 1 21 2 10 0)(2 2 1
X=Al(I-BBY)=|1 0 —1.[0 1 0{-|2 O [11 (2) Cl)] =1 0 -1//|0 1 0|2 4 0]|=
1 10 0 0 1)(0 1 -1 0 0 0 1){-10 1
21 2)(-1 -2 1 2 1 -2
=1 0 -14-2 -3 0|=|-2 -2 1|
1 -10){1 0O 1 1 1

Ejercicio 4 opcion A, Suplente Junio 2019 (modelo 2)
Considera el punto Ay los planosTu = x+y+z=0 y 1TR= X-y+2=0.
a) [1'25 puntos] Calcula la recta pasa por Ay es paralelaa T y To.
b) [1'25 puntos] Calcula los puntos de larecta s = le = yTZ = % que equidistande 1o y Te.

Solucion
a)
Calcula la recta pasa por Ay es paralelaa ™ y Te.

Si la recta es paralela a los planos T y Te, un vector director de la recta es uno paralelo a la vez a los pla-
nos Tw y Te, €S decir u = nixny, siendo (x) el producto vectorial n1 y n; los vectores normales de 1w y To.

i j Kk Adjuntos
ni=(1,1,1),n2=(1,-1,1),u =nixn,= 1 1 1] primera =i(2)—j(0) + k(-2) =(2,0,-2) y la recta pedida es

1 -1 1 fila
X=2+2A
r= y=1 conAOR.
z="-2\
b)
Calcula los puntos de larecta s E%l = yTZ = g gue equidistan de T y Te.

Un punto genérico de larecta s es X(x,y,z) =(1 +2b, 2 + 3b, 3b) conb O R.
|1+2b+2+3b+2b| _[3+7b] - d(XoTR) = |1+2b-2-3b+2b|_|-1+b]

VI 412477 V3 V12412 J3

I3+ 7b] = |1 + b| , €s decir |3 + 7b| = |-1 + b| que nos da lugar a dos

BB

Tenemos: d(X;m) =

Igualando d(X;w) = d(X;Te) tenemos:
ecuaciones:

3+7b=+(-1+b) - 6b=-4  b=-2/3, y un punto X1 es X1(1+2(-2/3), 2 + 3(-2/3), 3(-2/3) ) = X1(-1/3,0,-2).
3+7b=-(-1+b) - 8b=-2 — b=-1/4, y un punto X1 es Xu(1+2(-1/4), 2+3(-1/4), 3(-1/4) ) = X2(1/2,5/4,-3/4).

Los puntos de s que equidistande 1®m Y TB, son Xi(-1/3, 0, -2) y X2(1/2, 5/4, -3/4).

Opcién B
Ejercicio 1 opcion B, Suplente Junio 2019 (modelo 2)
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IES Fco Ayala de Granada Suplente Junio de 2019 (Modelo 2) Soluciones German-Jesus Rubio Luna

x?-ax+2b si x<0

[2'5 puntos] Se sabe que la funcién f: R —» R, dada por f(x) = In(x + 1) .
—— si x>0
X
(In denota la funcién logaritmo neperiano) es derivable. Calcula ay b.
Solucién
x*-ax+2b si x<0
Se sabe que lafuncién f: R - R, dada por f(x) = In(x + 1) . (In denota la funcién logaritmo
—— si x>0
X

neperiano) es derivable. Calcula ay b.

Sabemos que si una funcion es derivable también es continua, por tanto nuestra funcion f es continuay
derivable en x = 0.

Como es continuaenx =0, f(0) = Xlirglf(x) = )!Irgl f(x)
f(0) = Xlirp, f(x) = Xlirp, (x2-ax +2b) =0- 0+ 2b = 2b.
Inx+1) _In0+1) _In@) _ 0

X 0 0 0’

Le aplicamos la regla de L’'Hopital (L'H): Si IimLX)) -0 y existe lim 1 , entonces Iimm = Iimm

x-ag(x) 0 x-ag'(x) xag(x)  x-ag(x)

lim f(x) = lim
x-0" x-0"

[0}
La regla se puede repetir y también para — , y cuando x — co.
00}

Con lo cual tenemos
In(x+1) _ i 1 1
x-0"(x+1)-1 (0+1)1

lim f(x) = lim = 1 =1
x-0" x-0% 1

Igualando f(0) = "q)] fx) = "T_ f(X), resulta 2b = 1, de donde b = 1/2.
X - X -

x> -ax+2b si x<0

f(x) = + ;
In(x+1) si x>0
X
2X-a si x<0 2X - a si x<0
frog=1{_ 1 - In(x + 1)1 =4 X nx+1)
+1 . si x>0 |X*+1 . si x>0
X X

Estudiaremos la continuidad de la derivada en x = 0, es decir f /(0-) = f *(0+) con f (0-) = "er '(X) yf{(0+) =
X -
= limf'X),
x-0"

Empezamos f (0-) = )!ir[)!f ') = )!il‘g (2x-a)=0-a=-a.

X
(0+) = Imf'(x) = lim X+ -In(x+1)_0_|n(0+l)_9 - A
f{(0+) = am = 2 7 0’ le aplicamos la regla de L’'Hépital
X (x+1) X+1-x 1 1 1
- In(x + B B
IimL:{L'H}:Iim (x+ 1)y X+1:Iim (x+ 1) X+1:Iim 1-(x+1):Iim X
X0 Na X0 -0 2x x-0" 2% (X + 1 x-0" 2% (X + 1

={Simplifico "x"} = lim R

x-0"2-(x +1)* 2:(0+1y 2
Igualando f‘(0-) =f‘(0+), tenemos -a=-1/2 - a=1/2.Portantoa= 1/2 y b= 1/2, para que la funcion
dada sea derivable.

Ejercicio 2 opcion B, Suplente Junio 2019 (modelo 2)
Sean f, g: [0, ] - R las funciones definidas por f(x) = sen(x) y g(x) = sen(2x).

german.jss@gmail.com 3



IES Fco Ayala de Granada Suplente Junio de 2019 (Modelo 2) Soluciones German-Jesus Rubio Luna

(a) [1 punto] Esboza sus gréficas en unos mismos ejes coordenados y calcula sus puntos de corte.

(b) [1'5 puntos] Calcula el area del recinto limitado por ambas gréaficas y las rectas x =0 y x = 1/3.
Solucion

Seanf, g: [0, ] - R las funciones definidas por f(x) = sen(x) y g(x) = sen(2x).

() [1 punto] Esboza sus graficas en unos mismos ejes coordenados y calcula sus puntos de corte.

Sabemos que la funcién sen es continuas y derivable en todo R, periddica de periodo 21, sen(0) = 0,
sen(1v2) = 1, sen(m) = 0, sen(312) = -1 y sen(2m) = 0. “sen” creciente en el | y IV cuadrante y decreciente en
II'y Il cuadrante.

También sabemos que la gréafica de sen(2x) es parecida a la de “sen(x)2 pero de periodo T, por tanto el
papel que realizaban 0, 102, 11, 31/2 y eTten “sen” lo realizan ahora 0, 174, 102, 3174 y 1t en “sen(2x). Tenien-
do en cuenta todo esto un esbozo de sus gréficas [0, 1 es:

Tt Sent:x']//\\
0 | \ AN
san(2x) \_ /

-1 -

\
'\\ 5 :

Me estan pidiendo los cortes de sen(x) y sen(2x) en [0, T1.

De sen(x) = sen(2x) = 2sen(x)cos(x) — sen(x) - 2sen(x)cos(x) = 0 = sen(x)-(1 - 2cos(x) ). De sen(x) =0
tenemos x =0, y de 1 - 2cos(x) = 0 tenemos cos(x) = 1/2, de donde x = 173.

Volvemos a realizar la gréafica en el intervalo [0, 1.

11sen(2) -

— e\
0 05 /3 15‘\

(b)

Calcula el area del recinto limitado por ambas gréaficas y las rectas x =0 y x = 173.
Nos fijamos en el Ultimo esbozo de la gréfica para calcular el area:

Area = [o™ (sen(2x) — sen(x) )dx = [-cos(2x)/2 + cos(x)] o™ = (-cos(2173)/2 + cos(174) ) - (-cos(0)+cos(0) ) =
= (-(-1/2)/2 + 1/2) - (-1/2 + 1) = 1/4 u?.

Ejercicio 3 opcion B, Suplente Junio 2019 (modelo 2)
mx -y +13z =0
Dado el siguiente sistema de ecuaciones 12X - my+ 4z =0
X +y+7z=0
a) [1'5 puntos] Encuentra los valores de “m” para los que el sistema tiene infinitas soluciones.

b) [1 punto] Resuelve el sistema para m = 3. En este caso, ¢hay alguna solucién en las que x = 10? Razona
tu respuesta.

Solucion
mx -y +13z =0
Dado el siguiente sistema de ecuaciones {2Xx - my+ 4z =0
X +y+ 7z=0

a)
Encuentra los valores de “m” para los que el sistema tiene infinitas soluciones.

german. jss@gmail.com 4
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m -1 13 m -1 130
Matriz de los coeficientes A= | 2 -m 4 |, matrizampliadaA*=|2 -m 4 0|.
1 1 7 1 1 70

Como vemos es un sistema homogéneo por tanto siempre tiene la solucién trivial (x,y,z) = (0,0,0). Como me
piden los valores de “m” para que el sistema tenga infinitas soluciones, nos piden los valores de “m” para los
cuales det(A) = |A| = 0.

m -1 13F+F, |m+1 O 20|Adjuntos
Tenemos det(A) = |A|=|2 -m 4 = 2 -m 4| primera =

1 1 7 1 1 7 fila
=(6m+1)-(-7m-4) -0+ 20-(2 + m) =-7m? + 9m + 36.

9++81+1008 _ 9+33

14 14

De det(A)=0 - -7Tm?+9m+36=0 - 7m2-9m-36=0. x= , de donde m =3

y m=--12/7.

Sim=3 y m=-12/7, det(A) = 0, rango(A) = rang 0(A*) = 2 (la tercera columna es de ceros) < nimero
de incégnitas, sistema compatible e indeterminado, y tiene infinit as soluciones. Por el Teorema de
Rouche.

b)

Resuelve el sistema para m = 3. En este caso, ¢hay alguna solucion en las que x = 10? Razona tu respues-
ta.

Hemos visto en el apartado (a) que si m = 3, rango(A) = rango(A*) = 2 < 3 = ndmero de incégnitas, el siste-
ma es compatible e indeterminado y tiene mas de una solucion.

Por tener rango 2 utilizamos sélo dos ecuaciones (las dos Ultimas)

2x-3y+4z=0 (FR-2F,) | -5y-10z=0
{x+y+7z:O ~{x+y+7z:O
gunda ecuaciéon x-2m +7m =0, de donde y =-5m, y la solucién del sistema es (X, y, z) = (-5m,-2m,m),
conm OR.

. Llamando z = m 0O R tenemos y = -2m. Entrando en la se-

Si x =10 =-5m, tenemos m = -2, y la solucién para x = 10 es (x,y,z) = (10,4,-2):

Ejercicio 4 opcion B, Suplente Junio 2019 (modelo 2)
Considera los puntos A(0,3,-1) y B(0,1,a) y el plano “1t" de ecuacion x-y +z=0.
(a) [0'75 puntos] Determina a sabiendo que la recta que pasa por A y B es paralela al plano “1t'.
(b) [0'75 puntos] Halla el punto de corte de la recta que pasa por Ay es perpendicular a “1t".
(b) [1 punto] Para a = 2, halla el plano que contiene a los puntos Ay B y es perpendicular al plano 1t
Solucion
Considera los puntos A(0,3,-1) y B(0,1,a) y el plano “1t" de ecuacién x-y+z=0.
(a)

Determina a sabiendo que la recta que pasa por Ay B es paralela al plano “1t".

Sabemos que si la recta que pasa por Ay B es paralelo al plano “1t, el vector director de la recta, AB, es
perpendicular al vector normal del plano n = (1,-1,1), es decir su producto escalar (¢) es cero.

ABen =(0,-2,a+1)*(1,-1,1) = 0+2+1+a = 0, de donde a = -3 para que la recta y el plano sean paralelos
(b)

Halla el punto de corte de la recta que pasa por Ay es perpendicular a “1t".

Me estan pidiendo la proyeccién ortogonal M de A sobre “1t", para lo cual obtenemos la plano “r" perpendi-
cular al plano “1" por el punto A, el vector director de la perpendicular v coincide con el vector normal
del plano n, es decir v = n =(1,-1,1). Después sustituiremos la recta en el plano y obtendremos el punto M
pedido.

X= b
Larectaes s=<y=3-b conbOR.
z=-1+b
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Sustituyendo “s” en “1t"tenemos: b-3+b-1+b=0 - 3b-4=0 - b=4/3,y el punto proyeccién M
pedido es : M( (4/3), 3 - (4/3), -1 + (4/3) ) = M(4/3, 1/4, 1/3).
(b)

Para a = 2, halla el plano que contiene a los puntos Ay B y es perpendicular al plano Tt

Para un plano necesitamos un punto, el A(0,3,-1), y dos vectores linealmente independientes el AB=(0,-2,3)
yeln =(1,-1,1) pues tiene una direccién al plano Tt

El plano pedido en su ecuacion vectorial es: Tu =x =a + AAB + pn , es decir:
m = (x,y,2) =(0,3,-1) + A(0,-2,3) + u(1,-1,1) con Ay g nimeros reales .
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