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SOLUCIONARIO

1 Limites de funciones. Continuidad

EJERCICIOS PROPUESTOS

ly2. Ejercicios resueltos.

3. Estudia el dominio de las siguientes funciones.

3x*—2x?+6 1
a) f(X)ZT d) f(x)zl_ex
6 2
b) f(x):2x+,13x—€ e) f(x):log(x +3x—4)
2x% -3 1
RIS e DT

a) D(f)=R porque se trata de una funcién polinémica.
b) 3X—§20:>X2£:>D(f)={g,+ooJ
5 5 5
c) xX*-3x*=0=>x*(x-3)=0=x=0,x=3=D(f) =(-%,0)U(0,3) U(3,+»)
d) 1-e*=0=e*=1=x=0=D(f) =(-,0)U(0,+x)

e) X°+3x-4>0=(x-1)(x+4)>0=D(f)=(-0-4)uU(L+x)

f) Inx>0=x>1=D(f)=(1+x)

4. Estudia el dominio de las funciones siguientes.

a) f(x)=x|x+1-3x? c) f(x)=x+2cosx
2Xx
b) f :w d) f(x)=—22
) (%) [x =1 - x ) 1(x) 1+senx
a) D(f)=R
-1-x=0 six>1
b) |x-1-x=0= X X S22 Con solucién en x = L . Portanto, D(f)= —oo,l U 1,+oo .
-X+1-x=0 six<1 2 2 2

c) D(f)=R

d) 1+senx=0 = senx=-1 = La funcién existe en todo R excepto en x = 3—;+ 2kn, con kel .

4 Unidad 1] Limites de funciones. Continuidad @



SOLUCIONARIO

5. Encuentra el dominio y el recorrido de las funciones.

a) f(x)=x"+3

a)

b)

6. Ejercicio resuelto.

D(f)=R

D(f) = [-4+=)

R(f) =[3,+)

R(f) =[2,+)

b) f(x)=2++x+1

7. Calculalos siguientes limites a partir de la graficade f (x).

a)

b)

c)

a)

b)

c)

8. Dadalagréaficade g(x) calculalos limites pedidos.

a)

b)

c)

b)

c)

lim f(x)

x—2"

lim f(x)

x—-5"
lim £ ()

x—0"

lim f(x)=6

x—2"

6

lim f(x)

x—>-5"

lim f(x)=3

x—0"

lim g(x)
x—-2"

lim g(x)
x—1

lim g(x)
x—2"

lim g(x)=2
x—-2"

lim g(x)=-2
x—1"

lim g(x)=-1
x—2"

Y
™~ N f

2 AN

. X
XIerZ[f(x) XI|_r112f (x)
Xlrpsj(x) xhﬂsf (x)
thg—f(x) XI|210f (x)
lim f(x)=2 No existe Iimf(x)
x—2" X—>2
lim f(x)=6 lim f(x)=6
X—-5" X—>-5
lim f(x)=3 limf(x)=3
x—0~ x-0

L Y
\ 1
0 X
fim g(x) Jim g(x)
XIILTJ?’ g(x) leTlg ()
XILn;g(x) )I(l_rng(x)
lim g(x)=-3 No existe lim g(x)

X—>-2" X—>-2
lim g(x)=-1 No existe limg(x)
x—>1" x—1
xIn_)rr;g(x):—l llinzg(x):—l

Limites de funciones. Continuidad | Unidad 1
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9y 10. Ejercicios resueltos.

11. Dadalagréaficade f(x), calcula: Yl

a) lim f(x) \{

x—-1

-y

b) lim f(x
)x—>1+() 0 X

a) lim f(x)=-o

x—->1"

b) lim f(x) =+

x—1"

12. Dadalagréaficade g(x), calcula: it
|

a) lim g(x) |

x—-1

(=]
X

b) limg(x)

x—1 \

li =
2 lim g(x)=+0o le_rﬂlg(x) e

x—-1"

lim g(x) = —oo}

xirrll' 9 (X) - +00}

b) Xli_r)n g(x)=—0

x—1"

= limg (x)=—0

13. Dadalagréficade f(x), calcula: Y|

a) lim f(x)

X—>+00

b) lim f(x) =21 | -0 0 m~——2m 3m

X—>—00 \

a) limf(x)=0

X—>+0

b) lim f(x)=0

X—>—0

14. Dada lagrafica g(x), calcula: Y| g

a) lim g(x) /

X—+00

-

b) lim g(x) — : X

a) lim g(x) =+

X—>+00

b) lim g(x)=0

6 Unidad 1] Limites de funciones. Continuidad
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15a18. Ejercicios resueltos.

19. Calculael valor de los siguientes limites.

3 gy2
a) lim 39X +6 c) Iim( x2+1+\/x+1)

x—>1 X+1 X—>+00

2
b) lim Y2X =8 d) lim (Vi-x e +e)

x»>-2 X+2 X—>—o0

3x°-9x%+6 o

a) lim
x—-1 X+1
3x -8 2
3x ~ lim ——— > "o =%
b) lim Y°2 —° _ X—>—2 X + 0
x> X+ 2 Vax’-s 2
— = +©
x—>—2+ X+ 2 0+

c) Iim( x2+1+ x+) +00 4 00 = 400
X—>+0

d) Iim( —efte )=+oo 0400 = 40

X0

20. Silimf(x)=-2, limg(x)=2y limh(x)=2, calcula:
X—>a

X—a X—>a

a) )I(i_rg[Zf (x)-2g(x)+h(x)] c) lm\/[f (x)]2+[g(x)]2

im 12 - f(x)_f(x)+g(x)
Y e }

x»af(x)+g(x) x—a| g (X h(X)
a) lim[2f(x)-2g(x)+h(x)]=2:(-2)-2-2+2=-6
b) lim—— 22 12

xoaf(x)+g(x) T 242

c) Ilm\/[f +[g ] \/ 2122 =8=22

X—a

d) Iim{f(x) f(X)+9(X)}_—2 2+2_ 3 0-4

21y 22. Ejercicios resueltos.
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SOLUCIONARIO

23. Halla el valor de los siguientes limites.
a) lim (—4X2 +5x — 2) e) lim (2x +v2x% + 5)
X —>+00 X—>+0
b) lim (-x® - 2x* +3) fy lim (x —J3x? + 6x —5)
X—>—0 X—>—0
—2x* —3x% —x 3%+ x-2
¢) lim =2 =22 % 9) lim > X<
xo+0 _3x3 _x2 42 X—>+00 /2X4 +x3-1
A3 _2y2 3/oy2
d) lim =22 h) lim 2 +3-5
x—>—o 33X —-2X+5 x~>+mm+ﬁ
a) lim (—4x2 +5x — 2) = lim —4x® = -
X—>+0 X—>+0
b) lim (—x3 —2x2 +3) = lim - x3 = 4o
X—>—00 X—>—0
x4 -3xox . —2xt
c) lim EE— = lim 7 =+
X+ —3X° — X+ 2 X—+0 —3 ¥
o 6x3-3x%+1 6x3-3x+1 +o . —6x>-3x*+1 6x°
d lim ——= —————=—= lim —————= ~ = +o0
Xo—0 3X° —2X +5 Xo+0 3X° +2X+5 400 X>-o 33X —2X +5 X—+0 3
e) lim (2x+\/2x2 +5) = 400 4 00 = 400
X—>+00
f)  lim (x—\/3x2 +6x—5)= lim (—x—x/Sx2 —6X—5)=—Oo—oo=—oo
X —>—00 X—>+00
) lim 3x%2+x-2 _* i 3x? _3 32
X—>+0 ’2X4 + X3 -1 +00 X—>+0 ’2X4 \/E 2
2
 Yox®43-5 4w . Y2x®43-5 _Raxz . Waxs
h) Im ———F——=—= lim = lim = lim 5 =3
X—>+00 \/m+3/1_x2 —0 X"*‘”ﬁ+%/l— X2 X—>+00 3I_X2 X—>+30 3/_—1)(5
24. Calculalos siguientes limites.
a) lim (x —\4ax? + x 71) b) lim (Zx2 —ax* 71)
X—>+00 X—>+00
(x —Jax? 1 x —1)(x+\/4x2 + x—l)
a) i - 2 —1)=40— i _ 2 _ ): i
) Xlerjw(x 4x2 + X 1) Jo0 — 00 = Xllmw(x 4x% +x -1 XILrTw (X +m)
X2 —Ax?-x+1 —3x2-x+1
= lim = lim = -0
x>ty Jax? 1 x—1 X7 x4NAxZ +x -1
(2x2 —4ax* 71)(2x2 +4x* 71)
b) lim (2X2—\/4X4—1):oo—oo:> lim (sz—\/4x4—1)= lim =
X—>+00 X—>+0 X—>+0

1 1

= lim =—=0

X—>+0 2X2 + '4X4 -1

8 Unidad 1] Limites de funciones. Continuidad 5
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25. Hallalos limites siguientes.
. x+3  x3-3x%+4 . AB+x -2
a) lim b) lim——— c) Ilim ——
x>3x2_9 x>2 X2_x-2 x=>-21-/3 +x
. x+3 0 X+3 . 1
x>-3x<-9 0 x>-3 X< -9 xa—3(x+3)(x-3) x>-3X—3 6
 x3-3x2+4 0 X3 —3x2 +4 (x-2)(x* -x-2) x2-x-2 0
b) lim =—= lim = = =—=0
-2 x2_x-2 0 xo2 x2_x-2 xo2 (x-2)(x+1) x>2 X +1 3
o) i 6+x—-2 0O i (\/6+x—2)(\/6+x +2)(1+\/3+x) | (6+x—4)(1+ 3+x)
m =—= 1lim = 1m =
x>21-43+x 0 x>-2 (1— 3+x)(x/6+x +2)(1+ \/3+x) x>=2 (1—3—x)(\/6+x +2)
(2+X)(1+\/3+X) (1+\/3+x) 2 1
= lim = lim =——=-—=
X2 (24 x)(\/6+x +2) x—>-2 7(\/6+x +2) 4 2
(x—4)(3mx2+2)
26. Hallael valor de m paraque lim 3 =
X—>—c0 X" +3
x —4)(3mx? + 2 -x —4)(3mx?% +2
lim ( )( )z lim ( )( ):f, indeterminacion.
X0 x3+3 X420 -x3+3 o
Considerando los términos de mayor grado:
. (x—4)(3mx2+2) _3mx® -12mx? +2x-8 . 3mx® 1
lim ——————=1lim 3 = lim =3am=>3m=1=>m==—
X—>—00 X® +3 X—>—0 X° +3 X—>—0 X 3
27. Halla el valor de los siguientes limites.
21 2 e 1 o~
) x—-3)\ " . X 2x+1 . X - X-2
a b) | c) lim
) >I<|Ln3(2x—1) ) xLTw[x2+xJ ) ><—>2(2X—3
X2 +1 10
o w54
x->3 2x -1 5
) 2 5 N lim 2
2x+1 x—0 2X+1
b) Iim[ . J - im( X ] —f-1
X—>+00 X"+ X X—>+0 X+ X
1 % 1 % Iimi( x-1 7]) Iim(ziﬁ |im(277713 1
¢) lim| 2= ]Xi :1°°:>Iim( X jxf A T e B
x—>2{ 2x -3 x—>2\ 2X -3 e

Limites de funciones. Continuidad | Unidad 1
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28. Calculalos limites siguientes.

1.2 %
2x+1 2 _ EX ] X2 —3x
a) lim 2x+2 b) lim | 3XX-1 c) lim |52

x>+l 2X —1 X—>+00 3x%2 -1

2x+1 2x+41 ' 2x+2 fim (2x1)f = lim 843
. 2X + 2 . 2X +2 lim (2><+1)( *1) o 2x1 o 2x1
a) lim ( =1° = lim =gr 2x-1 ) _ g™ 7" e —ed

x—+0| 2X —1 x—+o| 2X —1
12 1.2 1 o 3x%4x-1 2
2 12" 2 12" lim 7x2{7—1] fim XX
b) lim 3xT+x-1 —1° = |im 3xT+x-1 _e™2 U3 ) | goeed 2 L gt _ o
X—>+0 3)(2 -1 X—>+0 3)(2 -1
2 2 2 2 2
2 X 2 x 2 X lim xz[ﬂ—lj lim [X ZXJ
. X“ —3X . X X . X X Xt Ml "
c) lim 3 = lim X 43 =1" = lim 3 =e ex ) _g x¥ex) _ gt — 10
X—>—0 X2 —X X—>+00 X2 + X X—>+0 X2 + X
29. Ejercicio resuelto.
30. Calculalos siguientes limites utilizando infinitésimos.
. tgx(1l-cosx . sen(x-1 . tg5x
a) |ImL3) b) IimM c) Ilm# d) lim 92X
x—0 X x—0 X x->1  x° -1 x—0 thx
X2
Xl > 2
. tgx(l-cosx) 0 2 ox® X
a) lim———~=—=Im = lim—==,yaque 1-cosx ~ —.
Xx—0 )(3 0 x—0 )(3 x—0 2)(3 2
b) lim sen2x :93 Iim2—X:2,ya gue sen2x ~ 2x.
x—0 X 0 x=>0 X
__sen(x-1) 0 -1 1 1
c) Iim——~=—=1lim =lim——==,yaque sen(x-1)~(x-1).
) 1 x2-1 0 soixEo1 soixsl 27 . (x=2)~(x-1
. tg5x O . 5x 5
d) lim 92X -2 jjim 2X 22 ya que tg5X ~5X y tg2x ~ 2X.

x-0tg2x 0 x-02x 2’

31. Hallael valor de limites siguientes.

3
sen(x® -8 2 _
a) lim (> -8) b) lim — ¢) lim1=60sX
x—2 X—2 x-0e* _1 x>0 x2
3 2
sen(x” -8 3 _ X—2)(x+2x+4
a) Iim¥:2:>limX 8:Iim( )( ):12,yaquesen(x378)~(x378).
X—2 X—2 0 X2 X—2  x-52 X—2
2 2
b) X :9:>Iimx—:limx:0,yaqueex—1~x.
x->0e* -1 0 x—0 X x—0
X2
— 2
. 1-cosx O .2 1 X
=22 < _= 1-cosx ~—.
c) ll_rﬂ) " 0:>XI|_rH)X2 2,yaque >

32. Ejercicio interactivo.

33. Ejercicio resuelto.

10  Unidad 1] Limites de funciones. Continuidad @
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. P n-1
34. Dada la sucesion de término general a, = —1:
n+
a) Calcula sus tres primeros términos.
P 15
b) Halla el lugar que ocupa el término a, = T

¢) Demuestra que es creciente.

d) Halla una cota superior y razona si €s 0 no convergente.

a) —9—0 a —la —g—l
ATy TR RTyR TS
15 s-1
b =—=""515(s+1)=17(s-1)=>s=16.
) & === 15(s+1) =17(s 1)
c) —a =" _n-1 2 >0. Por tanto, a,,, >a, Y la sucesion es creciente
G T T TR L nfi3nez Lo '
2 .
d) a,=1- 1.Luego una cota superior es 1.
n+

La sucesion es convergente porque es creciente y acotada superiormente.

35. Calcula el limite de las siguientes sucesiones.

_2n3
a) lim (7 - nz) b) lim 32+—2n+1
N n-® 2n° +n+10

a) —o b) -0

36. Hallalos limites de las sucesiones siguientes.

lim [2n3——8nJ o) fim (2n2 +3n+ 5)(3n2 +5n— 6)

3 n—e n(Sn3 - n)

a)

n—oo

a) +oo b)

g|lo

37. Calcula el valor de los limites siguientes.

2n24n
a) lim (n-2n? ~5n+6) b) ”m(zms)

n—o n-wol 2N -3

(n —2n? —5n+6)(n ++/2n% —5n +6)

a) lim (n—\/2n2—5n+6):oo—00:> lim (n—\/2n2—5n+6)= lim

n—co n—o n—o n+\/2n2 ~B5n+6

. -n?2+5n-6
lim =
n>wn 4202 —5n+ 6

—00

2n -3 2n -3

n—oo

2n? 2n? . 2n+3 ) 6
b) lim [Zn * 3) o =1" = lim (Zn a 3) n = e”linw(zn2+n)(2”*37] = e"lTw(znzm)[Zn—s] —e* — 40

38. Ejercicio resuelto.

|0 |
E=1

Limites de funciones. Continuidad | Unidad 1
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12

39.

40.

41.

Unidad 1] Limites de funciones. Continuidad @

Indica si las siguientes funciones son o0 no continuas en el punto x = 2.

3x2-1six>2

a) f(x)=12 _ c) f(x)=v-2x*+6
;+10 Ssix<2
X+1 .

b) t(x)=ix—2 ° % d) £(x)=In(32x)

2x%2+1 six =2

a) lim f(x)=1lim (3+1oj =11=(2), Ilim f(x)= liinz(sxz ~1)=11.

x—2~ X2\ X x—2"

Por tanto, la funcién es continua en x = 2.

b) lim f(x)= Iim(Hl)— 3 —0, lim f(x) = lim(2x* +1) =9 = (2).

X—2~ x>2" \ X —2 0 x—2" X—2
Por tanto, la funcién no es continua en x = 2.

c) El dominio es |:—\/§ \/§:| , luego la funcién no existe en las proximidades de x = 2 y, en consecuencia, no tiene

sentido hablar de continuidad o discontinuidad en x = 2.

d) El dominio es [—oo, Ej luego la funcién no existe en las proximidades de x = 2 y, en consecuencia, no tiene

sentido hablar de continuidad o discontinuidad en x = 2.

En cada uno de los siguientes casos, sefiala el mayor conjunto de numeros reales para los que la funcién
f(x) es continua.

a) f(x)=x>-2x b) f(x):i1 c) f(x)=vx+1 d) f(x)=vx*-5
X —

a) Continua en todo el conjunto de los nimeros reales.

b) Continua en todo el conjunto de los nimeros reales excepto en x = 1.

c) Continua en [-1,+w).

d) Continua en (—m,—\/g} V) [\/§,+oo) .

Estudia la continuidad de las funciones:

3

2
a) f(X)=ﬁ b) f(x)=log(x?+1) O f(x)=y2+2x-3 d) f(x)=2—2

x? — 2x

a) Xx+2-x>>0=x*-x-2<0=(x-2)(x+1)<0= x e(-12). Por tanto, es continua en (-1 2).

b) x2+1>0, para cualquier x. Por tanto, siempre se puede hallar su logaritmo. La funcién es continuaen R .

¢) Para cualquier x, 2+ |2x - 3| >0 vy, por tanto, siempre se puede calcular su raiz cuadrada.

d) xX*-2x=0=x(x-2)=0=x=0,x=2. Por tanto, la funcién es continua en R-{0, 2}. En x =2 la funcion
tiene una discontinuidad evitable.
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42. Hallael valor o los valores de a, si es que existen, para que f(x):

ax +a Ssix<-2

f(x)=

Si X >-2

X+4
a) Sea continua en x =-2.
b) Presente una discontinuidad evitable en x = -2.
c) Presente una discontinuidad de salto finito en x = -2.

d) Presente discontinuidad de salto infinito en x = -2.

a) lim f(x)= lim =-1, lim f(x)= lim (ax +a)=-a="f(-2). Por tanto, f es continuaen x = -2 sia = 1.
x—>-2" x>-2X+4 x—>-2" X—>-2

b) Para ningun valor de a, la funcién presenta una discontinuidad evitable en x = -2.
¢) Para cualquier valor de a distinto de 1, la funcién presenta en x = —2 una discontinuidad de salto finito.

d) Para ningun valor de a, la funcién presenta una discontinuidad de salto infinito en x = -2.
43 a 45. Ejercicios resueltos.
46. Comprueba que las siguientes funciones cortan al eje X y, en cada caso, establece un intervalo abierto

donde esté incluido el punto de corte.

a) f(x)=x>+3x*+4x-7 b) f(x)=2x-cosx

a) Es continua entodo R por ser polinémica.
f(1)=1>0

f(o):_7<o}:>306(0,1) tal que f(c)=0.

b) Es continua en todo R por ser diferencia de funciones continuas en todo R .

f(1)=2-0,54=146>0
=3c e(0,1) talque f(c)=0
f(0)=-1<0

47. Demuestra que la ecuacién x*+x —1=0 tiene una solucién positiva. Halla dicha solucién con una cifra
decimal exacta.

Se considera la funcion f (x) = x* + x —1 que, por ser polinémica, es continua en todo R.

0)=-

1)=1>0 }33%(0' 1) tal que f(c)=

0,5)=-0,4375<0

1)-10 }:HCE(O,S; 1) tal que f(c)=0

=3¢ (0,5 0,75) tal que f(c)=0
75)= 0066>0} = ) talque f(c)

25)=-0,22<0

5) = 0,066 > 0 }:>EICe(O,625; 0,75) tal que f(c)=0

0,71875)=-0,014 <0
0,75)=0,066 >0

f(
f(
it
it
£(0,5)=-0,4375<0
f(0
f(0.6
f(07
f(
f(

}:Ec €(0,71875; 0,75) tal que f(c)=

La raiz aproximada es x = 0,7.

|0 |
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SOLUCIONARIO

48. Para cada una de las funciones dadas encuentra un intervalo de longitud unidad en el que se anule al
menos una vez.

a) f(x)=Vx®+x+1-2 c) f(x)=xInx-1
b) f(x)=x*-2senx d) f(x)=xarctgx -1
f(1))=+3-2<0
a) f(x) escontinuaen [1, 2]. = 3ce(L2) talque f(c)=0
() 2] f(g)_m_bo} (12) @)

1)=1-2sen1<0

b) f(x) es continuaentodo R.
2)=4-2sen2>0

}:Hc €(12) talque f(c)=0

c) f(x) escontinuaen (0,+x). }:Elc €(12) talque f(c)=0

2)=2In2-1>0

1)=arctgl-1<0

2)=2arctg2-1>0

i
i
f(1)=-1<0
H
. f(
d) f(x) escontinuaentodo R. f(

}:HCG(],Z) tal que f(c)=0

49. a) Aplica el teorema de Bolzano para probar que la ecuacién cosx = x? —1 tiene soluciones positivas.
b) ¢Tiene la ecuacién cosx = x? —1 alguna solucién negativa? Razona la respuesta.
. ., . . T
a) Se considera la funcion f(x) =x2-1-cosx es continua en todo R, por tanto, es continua en [OE} Como

f(0)<0y f(%} > 0. Entonces, por el teorema de Bolzano, 3c (Ogj tal que f(c)=0.

b) Si, porque aplicando el teorema de Bolzano a la funcion f(x)= x? —1-cosx en el intervalo [—%,0} se tiene
que f[—%] >0y f(0)<0.Entonces 3c e (—%,Oj tal que f(c)=0.

Se podria haber razonado diciendo que f(x) = x? —1-cosx es pary por tanto f (-c)=0.

50. Dada lafuncién f(x)=Inx:

. . 1 . .
a) Comprueba que es continua en el intervalo {—,1 , para cualquier nimero natural n.
n

. 1 , L
b) Halla un intervalo de la forma {—,1} en el que haya algun punto donde la funcién tome el valor —2.
n

a) La funcién f(x) =Inx es continua en todo su dominio (0,+oo) y en cualquier intervalo {—,1} con n cualquier
n

ndmero natural.

b) Paran =38, f[%) = In% =-2,079 y f(1)=In1=0. Aplicando el teorema de los valores intermedios, la funcién

1 . .
toma en [gl} todos los valores entre —2,079 y 0. En particular, existe un punto donde tome el valor —2.

14  Unidad 1] Limites de funciones. Continuidad @



SOLUCIONARIO

51. Al hacer un recorrido continuo por una carretera con una pendiente muy pronunciada, un ciclista lleva una
velocidad de 8 km/h cuando pasa por el kilometro 125y 6 km/h cuando pasa por el kilémetro 124.

a)
b)

a)
b)

¢ Existe algun punto entre los dos kilbmetros donde el ciclista haya llevado una velocidad de 7 km/h?

¢Puede asegurarse que no ha habido ningin momento entre los dos puntos donde el ciclista haya llevado una
velocidad de 20 km/h?

Si, se puede asegurar gracias al teorema de los valores intermedios.

No se puede asegurar que no exista.

52. Ejercicio resuelto.

X2 +2x+2 six<0

53. Dada la funcion f (x) = %x 12 si0<x<i:
S six>1
2
a) Dibujala y estudia su acotacion en los intervalos:
[-11] [2-2] [-3.3]

b) Estudia si la funcion toma el valor M = 3 y, en caso afirmativo, indica un intervalo de longitud 1 donde haya un
punto que verifique esta propiedad.

a)

Y|
0| 1 X

La funcién es continua en todos los puntos.
En el intervalo [-1,1] la funcién est& acotada. El méaximo vale g y se alcanza en x = 1. El minimo vale 1y se
alcanza en x = -1.
En el intervalo [-2,2] la funcién esta acotada. EI méaximo vale g y se alcanza en cualquier punto del intervalo
[12] El minimo vale 1y se alcanza en x = —1.
En el intervalo [-3,3] la funcién esta acotada. El maximo vale 5 y se alcanza en x = -3. El minimo vale 1y se
alcanza en x = -1.

b) Como f(-3)=5 y f(-2)=2, la funcién toma cualquier valor comprendido entre 5y 2 en el intervalo [-3,-2] v,
por tanto, existe algun punto de (—3,—2) donde la funcién vale 3.

54 a 67. Ejercicios resueltos.

|0 |

ﬁ Limites de funciones. Continuidad | Unidad 1
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SOLUCIONARIO

EJERCICIOS
Dominio y recorrido de una funcién

68.

69.

70.

16  Unidad 1] Limites de funciones. Continuidad 5w

*Halla el dominio y recorrido de las funciones:

a)

a)

] Y b) Y
II \f f\ / \\g
/ /1\ \ H/AR
[\ .
1 -2n T 0] 1 m [\ dn
— ~— \ |/ \
0 X \/ \
\J
Dominio: D(f)=R b) Dominio: D(g) =[-2=, 2x].

Recorrido: R(f)=[-3, +x) Recorrido: R(g)=[-175; 175]

Estudia el dominio de las siguientes funciones.

a)

b)

b)

c)

d)

e)

f)

2x% —x -1
f(X)=————— d) f(x)=1-In(x—-|x
()= 2 XL ) 1(x)=1-(x~)
f(x): 1++/x e) f(x)zl—senx
x? -1 COS X
Jx
f(x) - Lrlonlx D F(x)= s
X- -4 43
2x% +x* =20 =0= (x - 2)(2x* +5x +10) =0 = x = 2= D(f) = (~0,2) U (2,+0) .
x>0 x>0
D(f)= .
{x2—1>o:>{x2>1:> (F) = (o)

x>0
{xz . 43 D(f)=(0,2)u(2+»).

La funcion no existe ni para los x positivos ni para los negativos, entonces D(f) =0.

cosx =0 = La funcidn existe en todo R excepto en los x = g+ kn con k eZ.

x>0=D(f)=[0,+x).

Halla el dominio y el recorrido de las siguientes funciones.

a)

a)

b)

1

f(x)=——= b) f(x):%

X—-2

Dominio: D(f)=(-%,2) U (2+x).
Recorrido: R(f)=(-,0) U (0,+x).
Dominio: D(f)=(0,+x).

Recorrido: R(f)=(0,+x).




SOLUCIONARIO

71. Estudia el dominio de las funciones siguientes.

a)

1
Yo
b) f(x)=«/m+x/x+2

c) f(x)=J|x2 —1|

1
1-vx-1

d) f(x)=

Xx+1>0 Xx>-1

a =
) {—1+\/x+1¢0 {X¢0

Xx+1>0 Xx>-1
X+22>0 X>-2

= D(f)=[-10)U(0,+x).

b) = D(f)=[-1+x).

c) Todos los valores del radicando son positivos.

Por tanto, el dominio de la funcién es todo R .
Xx-1>0 Xx>1 Xx>1
d = = =D(f)=11, 2).
) {1—\/x—1>0 {\/x—1<1 {x<2 (f)=[22)

Limites de funciones
72. Dada la gréfica de la funcién y =f(x), indica, si existen, los valores de los siguientes limites. En caso de
gue no existan, indica los valores de los limites laterales.

a) lim f(x) Y

X—>—0 f

b) lim f(x) /

X—>+0

c) limf(x) N\

x—0 \

d) lim f(x)

x—-1

e) limf(x)

X—2

a) 2 b) 5 c) 1 d) lim f(x)=2, lim f(x)=-o= No existe. e) 5

x—-1" x—-1"

Limites de funciones. Continuidad | Unidad 1 17




SOLUCIONARIO

73. Dada la gréfica de la funcion y =f(x), indica, si existen, los valores de los siguientes limites. En caso de
gue no existan, indica los valores de los limites laterales.

a) lim f(x) Y
X——0 1

b) lim f(x) [/ {

o [

c) limf(x) 0| 1 X

X—2

I
d lim f(x) II /
I

X—-2

e) limf(x)

x—0

a) o b) 0 c) 1 d) lim f(x)=0, lim f(x)=-1= No existe. e 0

x—-2" x—-2"

74. Dada la gréfica de la funcion y =f(x), indica, si existen, los valores de los siguientes limites. En caso de
gue no existan, indica los valores de los limites laterales.

a) lim f(x) Y

b) lim f(x)

X—>+0 \

c) limf(x)

X—2

d) lim f(x
)x—>—2() [ — 0 A X

e) limf(x)

x—0

a) -1
b) 1

c) lim f(x) noexiste, lim f(x)=+w= No existe.
x—2" x—2"

d) lim f(x)=0, lim f(x) noexiste = No existe.
X—>-2" x—>-2"

e) No existen los limites laterales, entonces no existe el limite.

75. Dada la grafica de las siguientes funciones, halla, si existen, los valores de los limites que se indican a
continuacién. En caso de que sea ese el caso, indica lo valores de los limites laterales.

tim 1) LAO i ()
a) Y b) Y
4 1 f
“\\\ T ,//-" \
f \\\
NALpY ~
‘ \ T~ ~ f X
\/ [ 1 X
\ v \
|
a) 1,1y 0, respectivamente. b) lim f(x)=0, lim f(x)=0, no existe limf(x).
X—>—00 X—>+00 x—>0

18  Unidad 1] Limites de funciones. Continuidad @w



SOLUCIONARIO

76. Calculalos siguientes limites.

1 1 I | I |
a) lim— b) lim— c) lim— d) lim—
X—=>0 x x—0 x X—=>0 x x—=0 x
1 1 1 1 1
a) lim — =—= lim = =400, lMm —=—= liMm — =+, liMm—=+wo
x—0" X x—0" X x—0" X x—0" X x>0 x
. 1 1 1 . 1 1 . -
b) lim —=—= Iim —=+0, lim —=— lim — = -, por tanto, no existe el limite.
x—0" X 0" x—0" X x>0~ X 0 x—=0" X
-1 -1 -1 B R o1 —
c) lm —Z=—=lm —=-0, IMm —=—= Ilim —=-wo, im—=-w»
x—0" X x—0" X x—0" X x—0" X x—=0 x
B R | I R | _ .
d) lim —=—=lim —=-0, lim —=-—= lim — =+, por tanto, no existe el limite.
x—0" X + x—0" X x—0" X B x—0" X

77. Hallalos siguientes limites.

1 1 1
a) Iim —— b) lm — c) lim——
) x-2" x4 ~16 : x-2" {x* ~16 Lt Ux* -16
a) lim ! _ 1 = lim ! =+
x-2" 44 16 0" xs2 4kt _16 .
b) lim ———— no existe, ya que no estan definidas las raices de indice par de los nimeros negativos.
X—2" 14/)(4 ~16
c) lim ! no existe al no existir lim !
x—2 4/X4 _16 x>2 4y _16 ’
78. Calcula, si existen, el valor de los siguientes limites.
X X
a) lim — c) lim— e) lim Inx
x—0" INX x-0 [n X x—>0" X
X
b) lim —— d) lim NX f) liminX
x—0~ INX x—0" X x=>0 X
a) 0 c) No existe e) No existe.
b) No existe. d) ;f = —o0 f) No existe.
79. Determina el valor de los siguientes limites.
. 1+tgx . 1+tgx . 14+tg X
a) lim —/2 b) lim =9 ¢) lim =19
zt COSX 7~ COSX & COSX
—>§ Xaz 2

1+tg x
m=9X

a) i
=t COSX 0 " COSX
2 2
. 1+tgx 4o 1+tgx
b) lim —g: —g:
=~ cosx  0F =~ COSX
2 2
. 1+tgx
c) lim 9x _
T COSX

Limites de funciones. Continuidad | Unidad 1
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SOLUCIONARIO

80. Hallalos limites que se indican a continuacion.

3x?+5x-3
a) Ilim
X—>+00 4
2 -_—
b) lim 3x“+5x-3
X—>+00 4

c) lim (x +ex)

d) lim 2*
e lim (i]
x>+l 2

(1Y
N X'L“lizj

. 3x?+5x-3
a) lim =+
X—>+00 4
2 a—
b) lim NIXT+5x -3 _

c) lim (X+ex)=+oo+oo=+oo

X—>+0

d) lim 2% =2 = 400
X—>+0

e lim (1)x - (i]m -0
X—+0| 2 2

X —X
f  lim [i] = lim [ij = +o
Xx—>-o\ 2 X—>+0\ 2

81. Calculalos limites:

a) lim (5x3 —7x? —1)

X—>+0

b) lim (-2x°+5x-6)

X—>+0

c) lim (x3 —x? +x—1)

X—>—00

d) lim (—lxs—ixzj
X—>—0 2 3

a) +ow

b) —oo

Unidad 1] Limites de funciones. Continuidad

c) -
d) +o

9)

h)

e)

f)

9)

h)

e)
f)

lim

x> 3x? +5x - 3

lim (x —e‘x)

X—>—0

lim 27*

X—>+00

1 =X
lim (—)
x40\ 2

1 -X
lim (—)
X—>—0 2

lim ——=
X—+0 3X° +5x -3

im—— % _p

x> \3x% +5x -3

lim (X—e_x)=—oo—oo=—oo

X—>—o0

lim 27 =2"=0

X—>+0

nlz) -G
im|=| =|=| =+
x—+0| 2 2

—=X X
lim (lj — lim (i) ~0
x—-o| 2 Xx—+oo0| 2

+00 g) +o

-0 h) -



82.

83.

SOLUCIONARIO

Halla el valor de los limites:

lim V3x% +1

x>—=o 3X+3

. -2x -1
lim ———
X—>—00 '_X3+2x

. J2x8 —2x?
lim —
x>0 —X° 42X — 4
. 2x -3

lim

A ox—s
V2x® —x+3

lim
2x2

X—>—0

g) 0 i) 4o

2x3 +x2-1
L — D
3
b) lim 2x :2x+3 9)
X—t0 —X° 4+ 3X
_5y3
o) lim Z2X*3 h)
x—+0  1—X
o —Ax* X3 .
d) Xll>r[]w 3+X3 I)
e) lim —2X*+3 i)
X—>+0 X
a) -2 c) +owo e) 0
2
b) —o d) +o fy -<
3
Determina los siguientes limites de funciones.
2
a) lim N2X° +2x+3 f)
X—>+0 2x+3
2
b) lim 2x°+1 9)
U +3x -1
CAxE2x?
. —2x% +1 "
2_
d) lim 2x°-3x+5 i
X—>+0 3[4X6 +X2—1
. X
e) Iim — i)
o J-2x? +5
a) % c) - e) No existe.
b) +wo d)y ¥2 f) 3

3

h) - iy O

Limites de funciones. Continuidad | Unidad 1 21
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84. Hallalos limites:

x? x2 ] ) (X32X2 x3+2x2]
- c) lim -

x? -1 X2 +1

b) lim

2 2 (x4 x+2 xZ-2x+2
- d) lim -
x| X -3 X+2

b) lim

c) lim

x3—2x?  x®+2x? [ —4ax* +2x8
- =lm|——|=-4
x* -1

X—>+00

x? -1 x? +1

d) lim

x-3 X+2 x>0\ x2_x-6

X—>—0

. NG x2 . x? x? . —x?
a) lim - =w—o00= lim - =lm|———1|=-1
x>40| X =1 X=2 x—>+0| X—=1 X-=2 x—+0| x2 —3x + 2

[ xPex+2 x2-2x+2 . (8x2—4x+10
=—0+4+00 = lim - = lim| ——|=8

85. Calcula el valor de los siguientes limites.

a) lim (Zx—\/x2+x—3)

X—>+0o

b) lim (\/2x2 _3x+5 —2x2 +x+1)

X+

c) lim (\/x2—2x+5—\/x2+x+5)

X—>—0

(2x—\/x2+x—3)(2x+\/x2+x—3)
a) lim (2X—\/X2+X—3):oo—oo:> lim (Zx—\/x2+x—3)= lim
X—>+00 X—>+o0 Xt 2X + \/X2 +x-3

AP —x?-x+3 3x2-x+3
=lm =22 2" _ |im — _—2'°  _.i»

X0 ox +XZ+ X =3 P 2x+Ux2+x-3

b) lim (\/2X2—3X+5—\/2X2+X+1):oo—oo: lim (\/2x2—3x+5—\/2x2+x+1):

X—>+0 X—>+00

(\/2x2—3x+5 —2x? +x+1)(\/2x2—3x+5 +\/2x2+x+1)
= lim =
X4 V2x? —3x +5 +42x% £ x +1

- lim —4x +4 _ 4 :—\/E
x>+ Joy? _ 3y 15 4 2x? £ x+1 22

c) lim (\/x2—2x+5—\/x2+x+5)=oo—oo: lim (\/x2—2x+5—\/x2+x+5)=
X—>—o0 X

——o

(\/xz—2x+5—\/x2+x+5)(\/x2—2x+5+\/x2+x+5) _3x 3
lim = lim ==
X X2 —2x +5 +x? +x+5 >0 [x2 _ox 45 4x2+x+5 2

22 Unidad 1] Limites de funciones. Continuidad 5



SOLUCIONARIO

86. Determina los siguientes limites de funciones distinguiendo, si es necesario, los dos limites laterales.

2 .2 2
SR — o) lim>—2 hy fim X =2
x=>1xc +1 Xx—a X° +a x=3 X -4
2 4 3 2
. . 1 . .
b) lim 2x +1 ) IImx + i lim X +4x2+6x +4x+1
x->3 3 - X x-1 X -1 X—>-2 X“+2x+1
¢ lim x2 —7x +16 ) lim 2x +1 b lim x? + a2
x4 x2 - 2x - 24 9 ST 3 Vo2
. 2x2 -1
d) lim . x2+5x
x—=5 x? —5x° - 25x +125
. x=-1 0
a) lim— =—=
x-1xc+1 2
2x+1 7 2x+1
2x+1 7 3ox 0 M 3ox
b) lim == 8 X3 Por tanto, no existe el limite.
x>33-x 0 2x+1 7 2x +1
| =— = +o0
x—>3~ 3—X o+ x—>3" 3—X
x2—-7x+16 60 . X?2-7x+16
= = = lim V=

|
x4t X2 —2x =24

X2 -7x+16
lim

. x2-7x+16 60
c) m ———=—=
x—>-4 x° —2X — 24 0

xod” X2 —2X —24

0 x4t X2—2x-24

60 o x2-7x+16

— = lim > = 400
o+ x—>-4" X5 —2X — 24

Por tanto, no existe limite.

fim 2x? +5x -1 _7A L im 2x% +5x -1 IC
dy lim 2" +5x-1 74 _ |5 x*-5x2-25x+125 0' x5 x®-5x2-25x+125 O
x>5x% —5x* - 25x +125 0 im 2x*+5x-1 74 2x*+5x-1 T4 _
x>5" X3 —5x2 —25x +125 0"  x>5 x3-5x?-25x+125 O
. 2x2 +5x -1
Luego Iim 3 5 = +o0
x-5 x° —5x“ - 25x +125
2_ .2 2_ .2 2
&) Siax0, imX=-2 - O Sia=0, m=—% —jim X -lim1-1
x—a X° +a 2a x—a x° +a x—0 X x>0
x°+1 2 x?+1
X%+l 2 x>t X =1 ot x>t X—=1 - : P
fy lIm———=—= Por tanto, no existe limite.
x>1x-1 0 o x>+1 2 | X+l
x»>Im X—=1 0 x»>Im X—=1
i 2x+1 -5 i 2x+1
p— + __+ + -
g9) Iimazx—+31:?5:> X3 2X+31 05 X3 2X+31 Por tanto, no existe limite.
X im X 222 o im X e
x—>-3 X+3 0 x—>-3 X+3
2_
hy imX=2_-%_¢
x>3x° -4 5
4 3 2 4
i) fim XA O AL OH) g
X—>—2 X2+2X +1 X—>— (X+ 2 X—>-2
. x?+a® 2a? x2+a? 2a?
2 lim 7= o =+ lim 7=
j) Sia=0, lim==1 Sia>0, ;x> X ~a Sia<0, /% X ~@&
x50 X . x?+a? 2a? . x?+a? 2a?
lim > =——== lim > =—=+®
x—>a~ X —a 0 x—a~ X —a 0
Por tanto, no existe limite si a=0.
gﬁ Limites de funciones. Continuidad | Unidad 1
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87. Calculalos siguientes limites, resolviendo los limites laterales en los casos en que sea necesario.

. x*-x-6 Coxt+2xd-x-2
a) lim——-— e) lm ———p——
X283 x° +4x - 21 X252 X% +2X° —X -2
2 _ 3 2 _ _
b) Iimx +33x 18 £ lim X +32x 24x - 80
x=3 X -27 X—>—4 X“+x-12
o) lim x? +3x-10 g) fim x4 —x3-3x%+5x -2
x-2 x% —x2 —8x +12 x—>-1 x?-2x+1
2
. X°—-2x+1 ) 3X+2
9 >|<IT1X4—X3—3X2+5X—2 " Jﬂl[(x+1)x3+x2]
x*-x-6 0 x> -x-6 . (x=3)(x+2) . x+2 1
a) lm————=—=lm— = lim = lim ==
x53x244x-21 0 xo3x%4+4x-21 xo3(x=3)(x+7) x>8x+7 2
 x?+3x-18 0 . x?’+3x-18 (x=3)(x+6) _ X+6 9 1
b) M —————=—=1im 3 = lim =lim———-=—==
x-3 x3 27 0 x»3 x3-27 X—>3(x—3)(x2+3x+9) x->3x°+3x+9 27 3
o x%+3x-10 0 . x?*+3x-10 _(x-2)(x+5) X+5 7
c) Im——————=—=lm——— = lim > = lim ===
xo2x7—x"-8x+12 0 xo2x7—x"-8x+12 x°2(x-2)°(x+3) x>2(x-2)(x+3) 0
im —X*t% 7T _ .,
x—2" (X-2)(X+3) o* . L.
= Por tanto, no existe limite.
. X+5 7
im ——— =—=—

x>2 (X=2)(x+3) 0"

x2-2x+1 0o . x2 —2x+1 (x -1

d) i ===l =i =li -=
)X'Lnlx4_x3_3xz+5x—2 ODXITIX4—X3—3X2+5X—2 XITl(xfl)3(x+2) >‘Ig‘l(>(_:|-)(x+2)
Iim;—izlim;—ﬂo
-1 (X=1)(x+2) 0" xor (Xx-1)(x+2) o
= 1 1 1 Por tanto, no existe limite.
Im — =—=lim =
ot (x-)(x+2) 0 ot (x-D(x+2)
ox*+2x3-x-2 0 . (X+2)(X3*1) ox® -1 -8-1
e lim——————=—=lm-—————=lm——=——-=-3
x>2x° +2x°-x-2 0 X—>*2(x+2)(x2—1) x>-2xc -1 4-1

3 2 _ 20y _ _
X°+3x*-24x-80 0 . (x+4)"(x 5)—Iim (x+4)(x-5) 0

f lim = =0
) x4 x2+x-12 0 x> (x+4)(x=-3) x4 Xx-3 -7
ox*-x®-3x*+5x-2 -8
g) lim 5 =—=-2
x—>-1 X —-2x+1 4
1)(3x+2
hy lim [(x+1) 33X+22j: lim w: lim 32 _ 4
x—-1 X° + X x—-1 X (X+1) x—>-1 X

24 Unidad 1] Limites de funciones. Continuidad 5



SOLUCIONARIO

88.

Calcula:

a) limXX+1=2 o fim 27X e) fmYX*8-3
=3 X-3 x>43 _x+5 x>34 —x +13
o ox2-4 - x-1 . AIx?+3a%-2a

b) lim ——— d) lm—— fy lim———,a>0

) x»zg_,/x+7 ) ><—>12_,/X+3 ) X—a X —-a
AX+1-2 0 AXx+1-2 .(VX+1_2)(VX+1+2) . x-3

a) lim———=—=1m =lim =lim =
X3 x-3 0 x»3 x-3  x=3 (X—3)(\/X+1+2) X”3(x—3)(\/x+1+2)
= lim x-3 —im—t -1
H3(x—3)(«/x+1+2) -3 x+1+2 4

b)

d)

e)

f)

. ¥2_4 0 I' ¥2_4 i (x+2)(x—2)(3+\/x+7) ; (X+2)(X—2)(3+\/X+7)
23 Jxe7 0 X023 Jxi7 xor (3-vx+7)(3+x+7) gt 2-x )

—(x+2)(x—2)(3+ﬁ)

= lim—(x+2)(3+x+7) =24
2_Jx (2-x)(2+x)(3+x +5) (4-x)(3+x+5)

. 0 . . .
IM ———=—=1Iim lim = lim =
0 —4

x>43 _\x +5 :X%4(3—\/E)(2+&)(3+M) o (4-x)(2+Vx)

Im3+ X+5 6 _3
x>4 244x 42

x-1 0 x-1 (x—l)(2+\/x+3) (x—l)(2+\/x+3)
lim—————==—=lim =lim =lim =

xalz_,/x+3 0 xalz_\/x+3_xal(z_\/x+3)(2+\/x+3) x—1 4—-x-3

:!(iTl 1-X =ET1—(2+M):_4

i x¥6-3 0. Jx+6-3 (Vx+6-3)(vVx+6+3)(4+x+13)
im————==—=lim = lim _
©34-x+13 0 x%4-x+13 23(4-x+13)(Vx+6 +3)(4+x +13)

(x—3)(4+\/x+13) (x—3)(4+x/x+13) 4+dx+13 8 4

= lim = lim = lim _5.__2
3 (3-x)(Vx+6+3) "8 -(x-3)(Vx+6+3) 3-(Vx+6+3) 6 3
X2 +3a2 —2a 0 X2 +3a2 —2a (\/Xz +3a2 —Za)(\/xz +3a2 +2a)

lim ——— =—=Iim = lim =

x—a X —a 0 x—a X —a x—a (x—a)( /X2+3a2 +28.)

2 2 _
= lim X —2 = lim (x+a)(x-a) — lim X +a 2a 1

R (x —a)(\/x2 +3a% + Za) R (x —a)(\/x2 +3a% + Za) x> [y2 4 332 1 2a Cda 2

Eﬁ Limites de funciones. Continuidad | Unidad 1
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SOLUCIONARIO

89. Hallalos limites siguientes.

. 3-2x x+3 . 4 — X \2x+1
a) lim f) lim|—
x—>-1 X +1 x>-1"\ X =1
) L 2x+1
. X° +1)2x-4 2
b) lim 9) lim |2 +1 ]
x—>2t| X =2 X—>+00 2X2 +3
X +3 2Jx 2_3x 2x2+1
c) lim ( > ) h) lim ( 5 )
x>0\ 3X° +5 x>0\ X° —4
X CoS 2X
. 1+ senx \senx . . COS X
d) lim (—j i) lim (—2)
x>0 1+X x-0{ COS X + COS“ X
1 X
 (1+InX \inx L (eX e
e) lim i) lim| ——
x>\ X =1 x—0 3

> ) -
b) X_)2+[X +1J2x o iJm () e

o im (22

d) lim (1+ Seansenx oq
1+x

x—1"

 (4-x\mxa (5Y

f) lim > =|—| =4
x—>-1"\ X =1 0+

o) lim [2HL] _[1]2_1
x| 2x% + 3 2 4

2x% 41 2x2 41
hy lim (22‘3") - lim (3”2] =0 =0

X—>+00 )(2 -4

. COS X cos2x Nt g
i) lim| —————— =|Z| ==
x—0\ COS X +COS“ X 2 2

X 2x \* 0
0 lim [i] =(3) =1
x—0 3 3

1
e) lim (1 lnx)'"x =(i)°+ = (+00)" = +o0
x-1 o*
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SOLUCIONARIO

90. Determina el valor de los limites siguientes.

X+3 3 2x-4
a) lim (”4] e) lim [X +4Xj
X—+0o\ X +3 X—>+0 X3 +2
2
2 X +2x 24x
by fim | 25X f o tim |2 V%
x40 2x2 4 3x x—>+0( x —fx
x?+3 V=x
o) lim 2x+3 g) lim V=x +1
x—o-o\ 2X — 3 X—>—0 ,—X
. [eX+e eix ) e Y
d) lim|——— h) lim —
x—0 2 x—=0| 2 _@7*
X+3 X+3 " X+4 . i
a) Iim x+4 — 1+°° = Iim X+4 — exl_lmw(ﬂ?’)(xw l] — exl_lmm()(ﬁ)(xw) — el —e
x40\ X + 3 x40\ X +3

X—>+00 X—>+0

2 2 _ 2x2+5x
2 XT+2x 2 X“+2x lim (x2+2x [771] lim xz+2x[ 2x ]
b) lim (ZX + 5XJ — 1" = lim [ZX + 5X} _ exﬁﬂ( ) 2x2+3x ex—nw( ) 2x2+3x) _ e™™ = 4w

2x2 +3x 2x2 +3x

2 2 2 . -2x+3 i 2
. 2 x“+3 . 2 X°+3 ) 2 X“+3 lim (x2+3) 22224 lim (x“+3
c) lim [ 0 +3] = lim x+3 —1 = lim |22 +3 :eH+°°( )(72#3 j - e“*‘*’( [
X—>—0 X—+0

2x -3 2X -3 x>0\ 2X — 3
=e* =0
1

d) lim [ ]e

Xx—0

3 2
3 3 2x-4 lim (ZX_4)(><7+4><_1] lim (2x-4) 4x-2 jim 8X7=20x+8

e) lim |2 3+ 42)(] * = lim [X 3+ 42XJ =7 Gz ) g [X3+2] —err

X—>+0 X + X—>+00 X +

2Jx fim (2«F)(X“/_ ] lim | 2%

f) lim XJ”/—] =1" = lim [X+&j =7 x=x :e“”[x*&] =e*

X—>+0 X—>+00 X — X

- Jx = ' Vx+1 !

g) lim | YX*1 v i [T ey (X 2] —e*m&)( " —exm&)%

X—>—00 A ,—X B X —>+00 \/; N X —>—00 J=X N B

e Y
h) Iim[ ] =1°=1
x->0| 2 —@7*

@w Limites de funciones. Continuidad | Unidad 1
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SOLUCIONARIO

91. Utilizando infinitésimos, halla los siguientes limites:

. sen®x . 1-cos®x
a) lim— f) lim———
x—02x< —1 x>0 X
b) Iimtgzi g) lim2x?-cotg®x
x>0 x% 42X +5 x—0
) 4x 2
o) lim—2X__ hy fim—— X"
x->0In(1+ x) *>0[In(1+ x)]2
1 1
4 lim (1+ senxjx i lim (cosxjx
x—0" 2 x—0" 2
1 1
e) lim (1+senx)x i) lim(cosx)y?
x—0 Xx—0
a) lim sen’ =lim X’ —2—0 yaque x ~senx Six—0
x502x%2 -1 x>02x?-1 -1 '
2 2
b) fim 92 _jim " _9_¢ yaque 2x~tg2x six - 0
x=0 X +2X+5 x20x°+2x+5 5
. 4x . 4x
c) lim———=lim—=4,yaque x~In(1+x) six -0

x>0In(1+x) x>0 X

1 1
d) lim (“Sﬂjx = lim [“_Xj" :(EJ =2 = 40, yaque 1+ X ~1+senx six — 0
Xx—0" 2 x—0" 2 2

. r . 1 lim l(1+senx—1) lim l(sen X) 1 )
e) ImrL(1+senx)x =1"= I|mo(1+senx)x = ex0x = @x 70X =e =e,yaque 1+x~1+senx six -0
LS X—>
2
_1-cos’x 0 . 1-cos’x . (l-cosx)(l+cosx) (1+cosx) 1. c0sx 2
f) lim———=—=1lim = lim = lim = lim =—=1
x50 x? 0 xv0 X2 x>0 x? x>0 x2 x=0 2 2

ya que X?~1—cosx six - 0

2 2

. 2X .
=lim—-=2,yaque x~tgXx six > 0

. . . 2X
) lim 2x?-cotg®x =000 = lim 2x*-cotg®x = lim —
x—0 x—0 x—0 tg X x—0 X

2 2
h) lim 1Hx =Iim1+;( =0—1+=+oo,yaque x~In(1+x) six > 0

x—0 [In(1+x)]2 x—0 X

1 1 X 1
N e (cosx\x . o - (2-x2 ) (1)” x*
i) lim = lim = lim =|=| =0,yaque cosx~1-—six >0
x—0" 2 x—0" x—0*" 4 2 2
X2
. . 1 . 1 lim iz(cosx—l) lim €08%=1 lim —2 1 1
) lim(cosx),2 =1° = lim (cosx)x? =e*°x = ¥ =X =g 2=+
x—0

x—0

2
ya que X?~1—cosx six > 0
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SOLUCIONARIO

92. Sabiendo que lim 12P€0S X o finito:
x =0 X

a) Calcula el valor de b.

b) Para ese valor de b, calcula el valor del limite.

a) b=1
X2
11— o 2
b) |Imﬂ= lim 2- = lim 2~ — im X =0
x—0 X x—0 X x—>02X x—02

Limites de sucesiones

93. Estudiala monotoniay la acotacion de las siguientes sucesiones.

2n+3 2n?-3 2n+3
= b = C, =

n n2 n n2 n on

2(n+l)+3_2n+3__2n2+8n+3

-a, = <0 = Es decreciente.
T (n+1y’ n’ n2(n +1)
a, = 2 : 3 >0 = Acotada superiormente por a =5 e inferiormente por 0.
n
2 _ 2 _ 2 _ 2 _
b, b - 2(n+1) 2 3 2n - 3_2n +4n2 1 2n - 3_ 3(2n+1)2 - 0— Es creciente.
(n+1) n (n+1) n n?(n+1)
2n* -3 3 : o
b, = >— =2-— <2 = Acotada superiormente por 2 e inferiormente por b, =-1.
n n
2(n+1)+3 -4n - :
Chi1—Cp = ( 2’”1) - ZnZ:r 3_2n+ znjn 6__ 22nn:r11 <0 = Es decreciente.
C, = 2n+3 >0 = Acotada superiormente por c, = > e inferiormente por 0.
n 2

Eﬁ Limites de funciones. Continuidad | Unidad 1 29



SOLUCIONARIO

94. Calculalos limites de las siguientes sucesiones.

a) "mw d) lim n+3
nso  n34n? n>wo\4n +3 n—w

3n+1
o 2n®+2n%-3 . (2n+5)2n+1
b) lim ——— e) lim
N> n°-2n+3 nowol n-7

nZ42n+1
) |im(2”+3.”+1j f) Iim(\/2n2+1—n) i) |im(”2_”J

n—o n2_1 5 n—w n—o n2+l
N 3
. 2n®+2n- . 2n’+2n- n n2 n®
a) I|m3+—23:£:hm 3+ 23:I|mn n? n®_0_j
n>o  n°4+n 0 n>© n°4+n n—o 1 1
1+—
n
2n+2—i
2n®+2n?-3 o . 2n*+2n?-3 nZ  +wo
b) IMm————=—=lim — = lim =——=+w®
noo n?-2n+3 o no= nf-2n4+3  now g 23 1
T

n2 -1 5 n—o 5n2 —5n [e'e) n—o

. n+3 . n+3 0 . n+3
d) lim =,/lim =,— = lim =
noo\4n+3 n—w 4n + 3 © noo\4n+3

3n+1

Sn+l im 30 5
e) Iim[2n+5j2n+1:Iim[2n+5]"%2m1:22:\/273:\/§

nool N—-7 nsol\l N-7

- (2n+3 n+1) . (2n®+5n+3) o
c) lim ——|=lm| ———|=—=Iim

( 2n2+1—n)( 2n2+1+n)

2 2
) lim (\/2n2+1—n)=oo—oo3 lim = fim 20 t1i-n
now now (\/2n2+1+n) "> Jon2 1 14n
1

. n%+1 . n+ﬁ +00
:Ilm\/ . = lim :\/_ = 400

n—oo n—ow

2n2 +1+n J2+%+1 2+1
n

(\/Zn2 +1-+n? +1)(\/2n2 +1++n? +1)

9) Iim( 2n2+1—\/n2+1):oo—oosIim(\/2n2+1— n2+1):lim

n—w n—w n—w (\/an +1+\/n2 +1)
i n’ ; n +00
= lim = lim LN
e Jon? 11 44n? +1 ""°°\/2+i+\/1+i 2
n2 2
_(2n-—3y" C (2n=3Y"t  im (2n+l)(2n’sflj lim (2n+1)( i ] jim 1206
h) lim =1 = lim =eh” 2n+3 = en> n+3) _ en—» 2n+3  _ e
noo\ 2N+ 3 nowol\ 2N + 3

2 ) -
. n2_n) n2-n) n'iinw(”hz”*l)[nzi?lj lim (n2+2n+1)(’2’1J
i) lim | — 1 =1" = lim —e 2+l ) _ gnos 1) _ g _g
n? +

n—w n>ol n? +1
1 1 2
3n+= 3n+= " 1) 2n“+n-3 ) 1 2n
lim|3n+= || ——-1 lim | 3n+=
. (2n?4+n-3) 3  (2n?2+n-=-3) 3 w[ 3][ PR j m[ ]( 2
]) lim — =1° = lim e :e"ﬁ 2n“-n-3 —e™ 3\ 2n%-n-3
n-e| 2n“ -n-3 now| 20 —n-3
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Continuidad de una funcion

95. Indica si las siguientes funciones son o no continuas en el punto o puntos que se indican.

a)

b)

c)
d)

e)

f)

a)

b)

c)
d)

e)

f)

2x% +1
f(X)=————enx=2

(x) X% - 3% +2
X 3
f(X)=————= enx= =
() 2—-3-2x 2

f(x):ln(2x2+4x—6) enx=-3
f(x):ln(2x2+4x—6) enx=0
f(x):ln|2x2+4x—6| enx=0

f(x)=tgx enx=nyen x=§

No es continua en x = 2 porque f(x) no esta definida en x = 2, ya que en dicho punto, el denominador se
anula.

3 3 3
Es continua por la izquierda porque f(gj :;:%:% y Iim_f(x):ézg, pero no
2 J3-2.3 X2 2_[3-2.3
2 2
3
por la derecha porque lim f(x)= 2 gue no existe.

2 2o

No es continua en x = -3 que no existe el logaritmo de cero.

No es continua ni discontinua en x = 0 ya que no hay funcion en [—3, 1] porgue no existe el logaritmo de los
ndumeros negativos.

Si, es continua en x = 0 ya que f(0) = Iirrg)f (x)=1In|-6|=In6.
X—>

Si, es continuaen x= n yaque f(n)=limf(x)=tgn=0.

X—>T

. T . T p . .
No es continua en x == porque no existe la tg(—j yademas lim tgx=-o y lim tgx =+o.
2 2 W o
2 2
gﬁ Limites de funciones. Continuidad | Unidad 1
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SOLUCIONARIO

96. Traza la gréafica de las siguientes funciones definidas a trozos, indica su dominio y estudia su continuidad,
especificando, en su caso, el tipo de discontinuidad.

-2X-7 si x<-2 -1 si x<-1
a) f(x)={1-x* si —2<x<1 c) f(x)=1x° si —1<x<1
-1 si x>1 —x24+4x-2 si x>1
1 3 . 1
Xty shoXe<- X +2x+2 si x<-1
b) f(x)=1x? si —1<x<2 d) f(x)=15-%° si —1<x<2
-X+ 6 si x>2 2 .
— si x>2
X
a) Es continua en todos los puntos excepto en Y
x = 1 donde presenta un punto de
discontinuidad no evitable de salto finito.
o 1 X
/l EVAY
T A’
b) Es continua en todo el conjunto de los nUmeros Y
reales. ()
/
0| 1 X
c) lm f(x)=-1, lim f(x)=-1, f(-1)=-1 Y
x—-1" x—-1" f(x)
lim f(x)=1, lmf(x)=1, f(1)=1 1
x—T X1 ] \ X
La funcién es continua en 1y -1, luego, en todo R .
\
d) Es continua en todos los puntos excepto en x = -1 \ Y
donde se presenta un punto de discontinuidad inevitable )
de salto finito. \
\
0| 1 X
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97. Estudia la continuidad de las siguientes funciones estableciendo en cada caso el subconjunto de niameros
reales mas amplio posible donde la funcién sea continua.

a)

b)

c)

d)

a)

b)

c)
d)

e)

f)

9)

h)

m)

n)

3x +4 2x + X7 . X 1
f(X)—m e) f(X)—m |) f(X)—Xe m) f(X)

_COSX
f) =21 ) of(x)=C-3x+2 ) F(x)== n) f(x) L

x3-x-6 Inx 1-2cos? x —senx

f(x):e‘x2+xcosx g) f(x):J% k) f(x)=x*In(x-1)

f(x)=e® +2xe* +3 h) f(x)=3— ) f(x)=—
(X) rexen s ) () x-1 ) (X) 1+Inx

La funcién es continua en R excepto en aquellos puntos en que se anula el denominador.

-1++-15

X*+x2+4=0=>x%= — = No existe ningun real que anule el denominador, es continua en R.

La funcioén es continua en R excepto en aquellos puntos en que se anula el denominador.
x*-x-6=0=(x- 2)(x2 +2X+ 3) =0= x =2 . Por tanto, la funcién es continua en R — {2}.
La funcién es continua en R ya que es suma y producto de funciones continuas en R.

La funcién es continua en R ya que es suma y producto de funciones continuas en R.

3-VYX+4=0=>Vx+4=3=>x+4=9=>x=5

X+4>0 X>-4 ) . .
= = Es continua en (-4,5) U (5,+x) . Ademas es continua en x = —4 por la derecha.
3-Vx+4 =20 X#5

Solo existe la raiz cuadrada de los nimeros positivos o nulos. Por tanto:

x2-3x+2>0=> (x+2)(x —l)2 >0=>x+2>0=x>-2= La funcién es continua en (—2,+oo) . Ademas, es
continua en x = 2 por la derecha.

x?-3x+2 o [(x=2)(x-1)
Xx+2 = x+2 = Lafuncion es continuaen (-2 1JU[2 +x).
X # -2 X # =2

Ademas, es continua en x = 1 por la izquierda y en x = 2 por la derecha.
Las raices cubicas estan definidas tanto para nimeros positivos como para nimeros negativos. La funcién es
continua en R — {1}.

La funcién es continua en todo R ya que es producto de funciones continua en todo R.

x>0 = X>02 Continua en (0,1 ]
Inx =0 x=1 (0.1 (L +0).

La funcién es continua en todo el dominio de definicion del logaritmo neperiano, que, dado que x — 1 > 0,
implica que x > 1, es, en este caso, el intervalo (1,+oo) .

x>0
x>0 i . 1 1
= 1 = La funcién es continuaen | 0,— [U| —,+ |.
1+Inx#0 X #— e e

.. . T
cosx = 0= La funcién es continua en todo R excepto en los puntos de la forma x = E+ kn con keZ.

1
1-2cos?x—senx =0 = -2 +2sen’x —senx +1=0 = 2sen’x —senx —1=0 => senx = 1,senx =3

Por tanto, la funcién es continua en todo R excepto en los puntos x = g+ 2k, x= 7—6T[+ 2kn, x = %4‘ 2km ,

con keZ.

|0 |

ﬁ Limites de funciones. Continuidad | Unidad 1
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34

98. Calcula el valor o los valores que se deben dar
todo el conjunto de nameros reales.

“x?+1lsix<-2
a) f(x

2x+k six>-2

b) f

x?2-3x-k six>1

Six<3
In(x six>3

X +kx

g
{ six<1
ot

8) (-2 +1-2:(-2)rk=k=7.

[ (lxz +1] =3,
x—>-2"\ 2

lim f(x)= lim
continua en x = -2y, por tanto, en todo R

X—>-2"
b) 1-2k=-—2-k=k=3.

Para k = 7:

Para k = 3 lim f(x)= lim (x*
x—1" x—1" x—1"
continua en x =1y, por tanto, entodo R.
c) 9+3k=In1=0=k=-3
Para k = -3: lim f(x)= lim (x*-3x)=0, lm f(x)
X—3" X—3
continua en x = 3y, por tanto, en todo R.
0 2
d) %k -1=e"=1=k=—.
Para k _2 lim f(x)=lim [Exz—ljzl,
x—3" x—>3"9 x—3"

en x = 3y, por tanto, en todo R .

2 oo

X-2
x>3 X +1

Unidad 1] Limites de funciones. Continuidad

lim f(x)= lim (2x+7)=3 y f(-2)=

x—>-2"

~6)=-5, lim f(x)= lim

x—3"

lim f(x)= lim e

. Por tanto, 2k — 3:%:k—

a k para que las siguientes funciones sean continuas en

d) f(X)_{kxz—l six<3

e’ 0 six>3

—X275X+6 six#3
e) f(X)=1x2_2x-3

2k -3 six=3

3. Luego la funcién es
x—-2"

(x2 —-3x —3) =-5y f(1)=-5. Luego la funcién es

x—1"

= lim In(x-2)=0 y f(3)=0. Luego la funcién es

x—3*

Fo gy f(3)=1. Luego la funcién es continua

x—>3"

13
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SOLUCIONARIO

99. Expresalas siguientes funciones como funciones definidas a trozos y estudia su continuidad.

X2 + X
I Lo d) f =
a) f(x) |X 2| ) f(x) |X+:q
X +|x|
b - - f(x) = X
) f(x)=2x+|x-2| e) f(x) T
C) f(X):lX—2|+|X+1| f) f(x)=e2\x\+1
2-X six<2 )
a) f(x)=|x_2|:{x_2 si x>~ Continuaentodo R.

= Continuaentodo R.

b) f(X)=2x+|x—2|:{2X—x+2 S|x<2_{x+2 Six<2

2X+X—-2six>2 |3x-2six>2

-2x+1 six<-1
c) f(x)=[x-2/+|x+1=43 si—1<x<2= Continuaen todo R .
2x-1 six>2

XD Gy
2 - -X six<-1 .
d) f(x):x X (x+1) = _ = Continua en todo R excepto en x = —1.
[x +1 x(x+1) X six>-1
——= six>-1
X+1
x+|x| 0 six<-1 0 six<0
e) f(x)=————==10 si—1<x<0=1{ 2x ) — Continua en todo R.
2+|x+1 o . 3 six>0
six>0
X+3
—-2x+1 H
e six<0
fy f(x)=e?¥t= = Continua en todo R.
e six>0

Teorema de Bolzano y teorema de los valores intermedios

100. Comprueba que las siguientes funciones cortan al eje X en al menos un punto, e indica un intervalo de
extremos de numeros enteros consecutivos al cual pertenezca dicho punto.

a) f(x)=2x"-x>+x*-1

b) f(x)=cosx—-x+1

(%)
c) f(x)=xe*-x-16
d) f(x)=x%+x*-cosnx+2

a) f(0)=-1<0,f(1)=1>0= La funcién corta al eje X en un punto del intervalo (0,1).

(
b) f(1)=cos1>0,f(2)=cos2-1<0= Lafuncién corta al eje X en un punto del intervalo (1,2).
c) f(2)=2e*-18<0,f(3)=3e®-19>0= La funcion corta al eje X en un punto del intervalo (2,3).
(

d) f(-2)=-4-1+2<0,f(-1)=3>0= La funcién corta al eje X en un punto del intervalo (-2,-1).

|0 |
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101. Comprueba que las siguientes funciones toman el valor M indicado en alguin punto del intervalo propuesto.

a)

b)

c)

a)

b)

c)

f(x)=x>-x>-x+5;M=-1en (-2,-1)
-x . 3

f(x)=xe™+3; M= en (-10)

f(x)=senx-cosx+2;M=3en (1,2)

f(-2)=-17,f(-1)=6. En (-2,—1) toma todos los valores comprendidos entre —17 y 6.

En particular, toma el valor —1.

f(-1)=0,2817,f(0)=3. En (-1,0) toma todos los valores comprendidos entre 0,2817 y 3.

En particular, toma el valor 1,5.

f(1)=23,f(2)=3,32. En (12) toma todos los valores comprendidos entre 2,3 y 3,32.

En particular, toma el valor 3.

De otra forma y sin calculadora: ge (12)yf [gj =1-0+2=3=M

102. Para cada una de las siguientes funciones, y considerando el intervalo sefialado, estudia, si es acotada, e
indica el valor del supremo, infimo, maximo y minimo, si es que existen.

a)

b)

c)

a)

b)

c)

d)

e)

f)

Unidad 1] Limites de funciones. Continuidad @

2x -1

f(x)=-x*+5x—-6 en [13 d) f(x)= en [-2,0
(x) =" +5x -6 en [13] ) ()= en [-20]
f(x)=-x*-2x-1 en [-10] e) f(x)=x*+5x-6 en (-3,0)
f(x)= X _en [-21] f) f(x)z\/I en (0,1
2x -4 X
La funcion es continua en un intervalo cerrado. Por Weierstrass, existe maximo y minimo. Supremo y maximo

enx=2,5yvale M =0,25. infimo y minimo en x =1 y vale m = -2.

La funcion es continua en un intervalo cerrado. Por Weierstrass, existe maximo y minimo. Supremo y maximo
enx=-1yvale M=0. Infimoy minimoenx=0yvale m=-1

La funcién es continua en un intervalo cerrado. Por Weierstrass, existe maximo y minimo. Supremo y maximo
en x =-2yvale M =0,25. Infimo y minimo en x=1y vale m=-0,5.

La funcion no es acotada ni superiormente ni inferiormente. Por tanto, no posee ni infimo, ni minimo, ni
supremo ni maximo.

La funcién es acotada. infimo y minimo en x = -2,5 y vale m = —12,25. Sin maximo pero supremo M = —6.

La funcién no es acotada superiormente pero si inferiormente. No tiene, pues, supremo ni maximo. El infimo y
minimo se alcanzaen x =1y vale m=1.
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103.

a) Comprueba que la ecuacién senx —2x +3 =0 tiene una solucién en el intervalo (l2) .

b) Calcula dicha solucién con aproximacién a las centésimas.

a) f(x)=senx-2x+3 escontinuay f(1)>0,f(2)<0= Por Bolzano tiene una solucién en el intervalo (1,2).

) fj:;rlzobifsc(et);igi). <0 Puede aplcarse el meloe inenvelo [an,bn] Punto medio Valor de f(Cn)
Paso a, b, C,
1 1 2 15 0,9975
2 15 2 1,75 0,4840
3 1,75 2 1,875 0,2041
4 1,875 2 1,9375 0,0585
5 1,9375 2 1,9687 —-0,0156
6 1,9375 | 1,9687 1,9531 0,0216
7 1,9531 | 1,9687 1,9609 0,0031
8 1,9609 | 1,9687 1,9648 0,0062
Sintesis

104.

105.

Calcula el valor de k para que se verifique, en cada caso, que:

3 2
a) lim (\/x2+kx—3—\/x273x+5)=§ by fim XX Fkx+3 5

X —>+00 x—1 X3—X2—X+1

(\/x2+kx—3—\/x2—3x+5)(\/x2+kx—3+\/x2—3x+5)
a) lim (\/x2+kx—3—\/x2—3x+5)= lim =
X X0 IxZ 4 kx =3 +4x2 —3x +5

_ jim (k+3)x-8 _ k+3 k+3_5

= = =—=k=2
x> 32 | jx —3 +4/x2 —3x +5 V1441 2 2

3 2
b) Iimx + X +kx+3:5+k

R . Para que el limite pueda valer 2, es necesarioque 5+k =0=k =-5.
x>l X% =X —-x+1 0

Efectivamente, en este caso:

X +x2-5x+3 0 . x3+x2-5x+3 . (x-1)*(x+3)  x+3 4
x>l X% —x —x+1 0  x=1 x°—-x“—-x+1 X—>l(x_1) (x+l) x->1x+1 2

Calculalos valores de ay b para que se verifiquen las siguientes igualdades.
(n?+1 . [(n?+2n+3

a) lim +an+b|=0 b) lm|————+an+b|=0
nool N+1 n—o 2n+1

2
. n“+1 .
a) Ilm( +an+bJ=I|m
noo|l N+1 n—w

n+1 n+1 a+b=0

n?+1+an’+bn+an+b) . ((1+a)n®+(a+b)n+1+b 1+a=0
= lim =0=>

n—oo

Luegoa=-1yb=1.

2 1+2a)n%+(a+2b+2)n+3+b _
b) lim N+20+3  aneb|= lim (1+2a)n” +(a+2b+2)n+3+ =0= l+2a=0
2n+1 2n+1 a+2b+2=0

n—oo n—oo

Luego a:—l, b:—é.
2 4

|0 |
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106.

107.

108.

109.

Unidad 1] Limites de funciones. Continuidad @

. 1
Dada la sucesion a, =3+ —:
n

a) Demuestra que es decreciente y acotada inferiormente. Calcula su limite.

b) Averigua a partir de qué término los siguientes se aproximan a 3, con un error menor de ¢ = 0,001.

1 1
B
n+1 n n®+n

a) a,,,;—a,=3+ < 0. La sucesion es decreciente. Una cota inferior de la sucesion es 3.

El limite es: lim [3+£j=3+i:3+0=3

n—+ow n —+00

b) |a, -3/ <0,001=

3+i—3
n

<0,001=> 1 <0,001= n>1001. A partir del término 1001.
n

2 n
P . n°+an+2
Calcula el valor de a para que el limite de la sucesién a, = (Z—J sea 2.
n“+n+2

2
2 n 2 n lim n| 022042 4
. n“+an+2 . n“+an+2 w[ 2
lim — =1" = lim — =" A nTans2
n-o+ol N°4+n+2 n-o+ol N°4+n+2

Calculamos el limite del exponente:

2 a-1n a-1)n?
lim n nsz_l — lim n (2—) - lim (2—) —a-1.
noto | N +n+2 noto \N°+n+2) nowoln®+n+2

Entonces:

lima,=e*'=2=a-1=Ih2=a=1+In2.

n—-+ow

Calculalos valores de ay b para que la funcién:

X+b six<1
f(x)=4e*"+ax  sil<x<3
x?-2x-2 six23

sea continua en todo R.

=a=b=

1+b=e"t+a 1-e?
e 1i+3a=1

2 —x2+1
. 3x
Calculael lim —— .
X=+o| 3X“ + X + 2

X—>+00

x—>+0| 3x% 4 X +2 3x2+x+2

2 2 2
. —x2+1 352 —x2+1 im (—x2+l)[ ;-"X 71] im (—x2+1)[ -x-2 J
lim | ———— =17 = lim | ———— =e" Bz ) o g 3 exr2) -

3 2

—X— . X7 +2X°-x-2

lim (—x2+1)[2X72] lim (ziJ

— e 3x“4x+2) = @7\ 3xT4x+2 —e*™ =40
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Cuestiones

110. Pon un ejemplo de dos funciones f(x) y g(x) tales que exista Iimo[f(x)—g(x)], pero que no exista
X =
Iy () i fim 0 ().

f(x)=

{—1six<0 {1 Six<0

1 six=>0 g(x): -1 six=0 f(x)+g(x)=0

111. a) Escribe una sucesion mondétona creciente, acotada superiormente, con todos sus términos negativos.

b) Escribe una sucesion que no sea creciente ni decreciente, y que sea acotada superiormente y acotada
inferiormente.

c) Escribe una sucesién que sea creciente y decreciente a la vez.

d) Escribe una sucesion acotada superiormente, decreciente y no convergente.

b) a, = (—1)" —-11-11,-1,... Es oscilante. Ademas solo toma dos valores, por lo que esta acotada.
c) a,=1—-1111... Las funciones constantes son crecientes y decrecientes a la vez.

d) a,=-n—>-1-2-3,..

112. Da una explicacion de por qué no existen los limites:

a) lim senx c) lim cosx e) lim tgx
X —>+00 X—>+0 X—>+0
. 1 . 1 . 1
b) limsen— d) limcos— f) limtg—
x—0 X x—0 X x=0 X

Los limites correspondientes a los apartados a), c) y €) no existen, ya que las funciones son periédicas y, por tanto,
no se acercan a ningun namero ni a infinito cuando x se hace cada vez mas grande. Oscilan de forma indefinida.

Los limites correspondientes a los apartados b), d) y f) son equivalentes a los anteriores haciendo el cambio de
. 1
variable t = —:
X

. 1 .
lim sen— = lim sent

x—0 X t—+o0

. 1 .
lim cos— = lim cost

x—0 X t—+o0

. 1 .
limtg— = lim tgt
x—0 X t—>+0

x4 -
X2

113. Escribe la expresion de una funcién continua en todo R tal que coincida con f(x)=

i en todos los

puntos del dominio de esta ultima.

4 _1 (x2 —1)(x2 +1)
-1 x?-1

Por tanto, g(x) = x? +1 coincide con f(x) en todos los puntos del dominio de esta.

|0 |
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Problemas

114. Una empresa presta servicios de asesoramiento mediante consultas telefénicas. La funcién que expresa el
coste total anual, en euros, de prestar x consultas telefénicas, teniendo en cuenta todos los gastos es:

f(x)=7,5x + 6500

a) Escribe la expresion de la funcién que facilita el coste por asesoramiento cuando se han contestado x consultas
telefénicas y halla el coste aproximado de cada servicio telefénico cuando se presta una gran cantidad de ellos.

b) Si se decide cobrar por cada servicio prestado un 25 % mas del coste hallado en el apartado anterior, ¢ cudl es
el beneficio obtenido al resolver 8000 consultas?

f(x) 7,5x +6500
X X '

a) Coste por asesoramiento: C(x)=

7,5X + 6500

Coste aproximado de asesoramiento cuando se presta gran cantidad de ellos: lim =75 €

X—>+0

b) Se cobrard 7,5-1,25=9,375 € por servicio. Luego el beneficio es de 1,875 €.

Al resolver 80 000 consultas el beneficio obtenido sera de 15 000 €.

115. La poblacion de insectos en una laguna centroamericana evoluciona con el paso de x dias seglin la

siguiente funcién:
15 000X + /20 000x + 8000
f(x)= 3

X+1

a) Indica la poblacion que existe al comienzo del periodo considerado y cuando han pasado 5,7 y 10 dias.
b) Sila poblacion siguiese la ley indicada de forma indefinida, ¢,en qué valor aproximado se estabilizara?
a) La poblacién al comienzo: f (0) =516 . Aproximadamente 52 insectos.

Alos 5 dias: f(5)=12532 insectos.

Alos 7 dias: f(7)=13153 insectos.

A los 10 dias: f(10)=13 660 insectos.

15 000X + {20 000x + 8000 15 000
b) lim 3 = =15 000 insectos.

X—>+00 X+1

X

116. El tiempo, en segundos, que tarda un atleta en correr 100 m lisos viene dado por la funcién f(x)=9+e”

donde x es el nimero de dias que ha entrenado previamente. Calcula el tiempo que tardara en realizar la
carrera tras un largo periodo de entrenamiento.

Como lim (9 + e’x) =9, entonces tardara 9 segundos en realizar la carrera.

X—>+0

Unidad 1] Limites de funciones. Continuidad E



SOLUCIONARIO

117. Un equipo de investigacion ha estimado que el nUmero de bacterias, en miles, de un cultivo, en funcidn del
tiempo t que ha pasado desde un instante inicial t =0 horas, viene dado por la funcién:

§t2+1 si0<t<3
FO=1"4

—_— sit>3

t+1

a) Comprueba que la funcién es continua en todo su dominio.

b) Haz una representacion de la funcion.

c) Demuestra que existe algin instante en el que el niumero de bacterias es de 3500. Da un intervalo de tiempo
de longitud menor a 30 minutos en el que esté incluido dicho instante.

. . (2., . 4t 12
a) limf(t)=Ilim|=t*+1{=3, Im —="—=3 y f(3)=3
) t>3” () H3(9 ) t>3rt+1 4 y ( )

La funci6n es continua en t = 3y, por tanto, en todo su dominio [0,+w).

b) Y

Th

14
1

0| 1 X

c) 35 :t4—tl:> 3,5t +3,5=4t = 0,5t =3,5=1t =7 horas.
+

En el intervalo (6h 45min,7h15min), ent=7, en el que el nimero de bacterias es de 3500 (3,5 miles).

Para profundizar

118. Calcula los siguientes limites.

2 2 2 2
a) fim X1 b) lim X =1 o fim X1 d) fim X1
X400 |X —].I X—>=0 |X —ll x—1" |X —].I x—1 |X —].I
2 2 2 2
) lim X him X o im (x2) = 40 ¢) lim Xt im X7 i (x4 1)= 2
xa+w|x_1| x40 X —1 x>+ x—1t X—].I xolt X—=1  xo1
2 2 2 2
by fim X him X i o (xe )= d) im S o im X L m (x4 1)= 2
X —>—00 |)( _].I X —»—00 _()( _]_) X—>—00 x—1" |X —].I x—1" —(X —l) x—1"

119. Halla el valor de los siguientes limites.

X —x X —x
. e’ +e . e’ +e
a) lim ——— b) Ilim
x—>+0 @X _ @7% x—-0 @X _a@X
e N e 14 1
et ye™ L gx | X x 1
a lim——=1lm& € - |m—& =-=1
x—>+0@X _@X  x—o+0 X @7X X—>+00 1 1
% T 2x
eX eX e
e e 1 o1
X -X -X X
. e +e . e +e . x x . 2x 1
b) lim —= = |im —= = |im &€& _ |jm & =—=-1
x>-0@X _@ X  xote X _@X  xo+w g X X x—+0 1 -1
- 2x
e’ e e
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i1
- . . . e . X +g X
120. Calcula el siguiente limite, estudiando previamente los limites laterales. lim — T
x>0 = _=
eX —e X
1 1
ex e X 1
E Tt 1 I+—
.eXx+4e X ex  ex . ex
lim — = lim = = lim ===1
x—0" = -~ x-0" = - x—0" 1 1
ex —e x ex e X 2
11 ex
ex ex
1 1
ex ex
ERN | T 2
ex +e x . X X ex+1 1
lim = lim £ € - | =—=-1
_ 1 1 - 1 1 _ 2
x—>0" = - x—0 — -= — -
ex —e X ex ex ex -1
I
ex ex
1 1
. L . eX+4+e X .
Como los limites laterales no coinciden, lim T no existe.
X—> = —
ex _e X

121. Representa graficamente la funcion y estudia su continuidad.

f(x)={x si|x|<1

122.

1 si|x|>1

Y

1six<-1

1
T

f(x)=1x si-1<x<1

1six>1

Es discontinua en x = -1 ya que: lim f(x)=1=-1= Iim+ f(x) y continua en los deméas ndmeros reales.

Xx—>-1"

Determina los limites siguientes.

a)

b)

c)

a)

b)

c)

. 1+42+3+...+n
lim—————
n—w 2n2

. 2+4+6+8+..+2n
lim

N n®+1

x—-1

lim {1(1+ EJ +1(1+ Ej +£(l+ ij + ... +£(1+ Eﬂ
n-o| n n) n n) n n n n

142+3+...+n (I+nm)n . n®+n 1

lim = lim = lim
n—ow 2n2 n—w 2.2n2 n—ow 4n2

. 24+4+6+8+...+2n
lim =li

- (2+2n)n iim 2n®+2n 2

4

n—w n?+1 n—w 2(n2+1) Tnow 2n2 42 2

lim {i[l-r ij +1(1+ EJ +i(1+ EJ +...+ 1[
n—»| n n) n n) n n n

42 Unidad 1] Limites de funciones. Continuidad

(1+£+1+£)n
n . 1 n n
1+—ﬂ= im|—| ———

=—=1

. 3n+1 3
= lim ——=—

n n-ol N 2 nox 2N 2
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- . 1
123. Dada la sucesion por recurrencia a, =1 a, = :
l1+a,;
a) Calcula sus primeros términos. b) Sabiendo que es convergente, calcula su limite.
a) a <1, a - 11 1 2 a 1 3 a, 1 5 a 1 8
=1, 8,=——==, 8= ==, a,= ==, a = ==, a = =—
1+1 2 1+} 3 1+g 5 1+§ 8 1+§ 13
2 3 5 8
b) Como la sucesion es convergente, entonces lim a, = lim a,_, =L . Por tanto:
n—oo n—oo
L-—1 L Pil-1-0oL- _1+*/E,L= -1-\5
1+L 2 2

-1+ \/g
2

La sucesion a, es de términos positivos entonces la solucion vélidaes L =

Autoevaluacion

Comprueba qué has aprendido

1. Calculael dominio de las funciones:

B 2x2 -3 X _ 2
a) f(x)_m b) f(x)= 79 c) f(x)=logyVx®—x

x-5=0
4x* +1=0

conjunto de los niimeros reales excepto en x = 5. Luego D(f) = (—=,5) U (5,+x).

a) (x —5)2(4x4 +1) =0 :>{ = La Unica solucién real es x = 5. Por tanto, la funcién existe en todo el

X
—2>0
b) ix*-9 = xe(-3,0]uU(3,+x).Luego D(f)=(-3,0]u(3,+x).
x?-9%0
c) Para que exista logsVx%-x debe ocurrir que  x®*-x>0=xe(-0,0)U(l+xo). Luego
D(f) = (—oo,O) ] (l,+oo).

|0 |
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2. Hallael valor de los siguientes limites.

a)

b)

c)

d)

a)

b)

c)

d)

e)

f)

9)

h)

44

—2x* -3x+5
Im—
xo>=n —3x%3 4+ x -3

2Yx? -5
’H*‘” \/»+31\/x + X

lim

X—>+0

(2x-Vax? x|

lim 2- \/x+
x-2 —2x%2 + 4%

_ax?
e) lim
X3 (x + 3)°

fy lim — s

X—>-2 1+ 1
1+ X

4x% +16x% +21x + 9

g) lim

—2x*-3x+5 .  -2x* —w
lim ZEX ZSXED iy ZEX 0
x>0 —3x% 4+ x -3 x>0 -_3x +00
2Yx? -5 232

lim

Xon \/7+31\/x +X

lim

X—>+00

(ZX—M)

4x 2—(4x2—x) ;
im

=w—m= lim (2x— 4x2—x)
X—>+00

X

= lim =
Xt 2% +\/4x

2-— \/x+ 0

lim =—=Ilm

m =
2 2 14X 0 %02 2 1A %2 2 (- x+2)(2+\/x+2) szx(—x+2)(2+\/x+2)

. -X+2
= lim

X+ 2% +\/4x +X

2- \/X+

H,g 4x% +20x? +33x +18

A

= lim

X—>+00

. X 1

= lim —==
X—>+0 4X 4

- lerToo _?/XT + 31&)/)(4 + X x»+oo 2\/7

h)

(2x—\/4x2 —x)(2x +ax? —x) .

(2-Vx+2)(2+x+2)

2% +34x? — x

4-x-2

1

=lim

4x2 36
im ——=—
>3 (x+3)° 0

= lim

lim
X—-2"

. 1
lim —1:—:>
x—>—21+7 0

1+x

4x3 +16x% +21x +9
H_g 4x3 +20x? +33x +18

{1 3 J_
-|x-3 x?-9

X—3

e
X—>-3" (x + 3)2 0

6
=— =+,
"

lim ——2—
x>-3" (x + 3)

1

©22x(x+2)(2+Vx+2) “22x(24x+2) 16

4x?

36

=— =40 = lim

O+

Unidad 1] Limites de funciones. Continuidad

4x?

x>3 (x +3)°

3 2
(x+§j (4x+4) 614
m =

= 400

= -0 = No existe limite.

1 _
1 0+ l><4>—24r 1+ 1
1+ X 1+ X
0 4x3 +16x%2 +21x +9
— = Iim 3 > =
0 ., 34x3+20x%+33x+18
2

i
w3 3V
2 x+E (4x+8)

—-6+8
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3.

a) Demuestra que la sucesion a, = es mondtona creciente y acotada superiormente.

n+5

b) Calcula su limite.

a) Monétona creciente. Se debe demostrar que a,,; —a, >0:

. _2(m+1)-3 2n-3 2n°+10n-n-5+2n”-12n+3n+18 _ 13 50
1m0 nes (n+6)(n+5) (n+6)(n+5)

Acotada superiormente por 2. Se debe demostrar que a, -2<0.

2:2nf3_2:2n7372n710: 13

"= - <0
n+5 n+5 n+5
b) tim 22=2_ jim 2" _,
x—+0 N+5 X—+0 N

Calcula el valor de a para que el siguiente limite valga e?.

[SXZ +2X +1J6Wrl

lim
3x2-1

X —>+a0

+ + . 3x2+2x+1 ) +
(axeax+1) L (axteax+a) X'L”Iw(ax*”[%;_xf -1] Jm (e 252
lim| ——— =I"= Im|— =e —e X =
X—>+00 3)(2 -1 X —>+00 3)(2 -1
lim 2ax22 2a
e 3" =3 > —=2=a=3
X +4 six<-1
Dada la funcion f(x)={a(x -1)* si-1<x <2:
-2 six22

a) Calcula el valor de a para que sea continua en el punto x = —1.

b) Para este valor de a hallado, dibuja la funcién e indica el tipo de discontinuidad que presenta en x = 2.

a) lim f(x)= lim (x+4)=3, lim f(x)= lm (a(x—l)z):4a:f(—l).Luego 4a:33a:%

x—>-1" x—-1" x—-1" x—-1"

b)

-y

Como lim f(x)= lim (%(x—l)zj—% y lim f(x)= lim (-2)=-2la funcién presenta una discontinuidad de

x—2" x—2" x—2" x—2"

salto finito en x = 2.
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6. *Con la ayuda del teorema de Bolzano y de forma razonada, indica tres intervalos, sin puntos comunes
entre ellos, en los que la ecuacion —2x°+3x2+x —1=0 tenga una solucion.

f(x)= -2x3® +3x? + x —1 Es continua en todo R Y, por tanto, en cualquier intervalo cerrado.

f(-1)=2+3-1-1=3>0

£(0)=-1<0 =3¢, € (-10) tal que f(c,)=0
f(0)=-1<0

f(l):—2+3+1_1:1>0:>302 €(0,1) tal que f(c,)=0
f(1)=1>0

f(2)=—16+12+2—1:_3<033C3e(lz) tal que f(cy)=0

7. Estudiasilafuncion f(x)=—; es acotada e indica, si existe, su supremo, infimo, maximo y minimo en:
X

a) Todalarectareal R.

b) Elintervalo [-2,-1].

a) En R, lafuncién es acotada inferiormente, pero no superiormente.

El infimo es m = 0, pero no tiene minimo. No tiene ni maximo ni supremo.

b) En elintervalo cerrado [-2,—1] la funcién es acotada superiormente e inferiormente.

El maximo absoluto (y supremo) lo alcanza en x = -1y vale 1 y el minimo

absoluto (e infimo) lo alcanza en x = -2 y vale 0,25. 0| 1

Relaciona y contesta

Elige la Gnicarespuesta correcta en cada caso

. 2-2%
1. Elvalorde lim log, vale:
X —>—0 2

A. +o B. —w C. 1 D. O

. 2-2% 2-
La solucién es D. Calculando el limite: lim Iogz( > ] = Iogz( 5 Oj =log,1=0
X—>—0

3 2
. X°—=X“+ax+b
2. Calculaayb paraque lim =
ybparad x=2x3 - 7x%2 +16x —12

A. a=8,b=-12 B. a=-8,b=12 C. a=8,b=12 D. a=-8,b=-12

. . x2-x?+ax+b 8-4+2a+b
La solucion es B. lim =

3 5 = . Para que este limite sea finito, es necesario que
X=2 X% —7X° +16X —12 0

4+2a+b=0.

X3 —x?+ax+b . (x—2)(x2+x+a+2) _x*+x+a+2 8+a
En este caso, lim 3 > = lim = lim > =
x=2 X% —7X° +16Xx —12 x-2 (x—2)(x2—5x+6) x>2 X% -5X+6 0

=a=-8b=12

- ox3-ox?-8x+12 . 6x—-2 10
Se comprueba que para estos valores el limite vale: lim > = lim =—=
-2 x3 —7x? +16x-12 x-26x-14 -2
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2 —_— —_—
3. Lafuncién f(x)= X -x-6,
X -3
A. Escontinuaenx=3 C. Presenta una discontinuidad de salto finito en x = 3.
B. Presenta una discontinuidad evitable en x = 3. D. Presenta una discontinuidad de salto infinito en x = 3.

La solucion es B. En x = 3, la funcién no esté definida pero tomando limites se tiene:

2 2
. X°=x-6 0 . X°=X-6 . X+2)(x-3 .
lim ———=—= lim = lim (x+2)(x=3) _ lim (x+2)=5
Xx—3" X-3 0 x—3" X-3 x—3~ X - x—3~
2 2
. X°=-x-6 0 . X“=X-6 . X+2)(x-3 .
lim ————=—= Iim = Ilm( I )= lim (x+2)=5
x—3" X—-3 0 x—3" X—-3 x—3" X—-3 x—3"
Sefiala, en cada caso, las respuestas correctas
4. Laecuacion x> +ax®+b=0:
A. Tiene al menos una solucion. C. Puede no tener solucion.
B. Tiene al menos dos soluciones. D. Puede tener mas de una solucion.

Las soluciones son A y D. Por tener grado impar sus limites en +wo son +«, respectivamente, y por ser ademas
continua, la funcién debe cortar al menos una vez al eje de abscisas, es decir, tener al menos una solucién. Puede
gue solo corte una vez o puede que lo corte hasta 5 veces, dependera de si las soluciones son reales o complejas.

5. Dadalagréficade f(x):

| Yl ] A. lim f(x)=2
I / X—>+0
/ - /d N B. lim f(x)=+0
/ Xx—3"
/ ] c. lim f(x)=3
// ! / x—>-3"
X
0 ’I D. xIi%nlof(x) =0
Las soluciones son A, C y D. Observando la gréfica, se aprecia que B no es cierta porque lim f(x) =2.
X—3"
Elige la relacion correcta entre las dos afirmaciones dadas
6. Eldominio delafuncién f es el intervalo [3,7] y es continua en dicho dominio.
1. f(x)=0 tieneunaraizen (3,7). 2. £(3)f(7)<0
A ls 2 C.2= 1perol= 2.
B. 1= 2pero2 = 1 D. 1y 2 no se pueden dar a la vez.

La solucién es C. Esta relacion es clara por el teorema de Bolzano, que asegura al menos una raiz si hay cambio
de signo en los extremos. Las respuestas A y B no son correctas, porque por ejemplo la funcién constante cero
verifica 1, pero no 2. Finalmente, la respuesta D seria un contraejemplo del teorema de Bolzano.

Sefiala el dato innecesario para contestar

7. Se desea estudiar si la ecuacién f(x)=6 tiene o no solucion en el intervalo [-3,3]. ¢(Qué dato es
innecesario?

A. D(f)=R B. f(x) es continuaen [-3,3] C. 2<f(-3)<4 D. 8<f(3)<10

No es necesario conocer que el dominio de la funcién sea R, porque es suficiente conocer el comportamiento de
la funcién definida por esa ecuacién h(x)=f(x)-6 en elintervalo [-3,3]. Por tanto, el dato innecesario es A.

|0 |
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2 Derivadas

EJERCICIOS PROPUESTOS

ly2. Ejercicios resueltos.

3. Aplicando la definicion de derivada, decide si las siguientes funciones son derivables en los puntos
indicados y calcula, si existe, la derivada.

a) fo=x*enx=1 c) f(x)=xIxl enx=0
b) f(x)=vx+2 enx=2 d) f(x)=senx enx=0
3 2
a) 1= fim L@ o A+h) ~1_mhh?+3n+3) o
h—0 h h—0 h h—0 h

b) (2)=lim

feem-f@ . Gh+a-2)(hras2) h 1
h h—0 h(vh+4+2) hop(Vha+2) 4

c) Se expresa f(x) como una funcién definida a trozos:

f(X)z{x(—x) six<0:>f(x):{—x2 six<0

XX six>0 x2 six>0

. —h?
F(h)=1(0) _ am - =0
h

f'(O):rI]ing) . Luego f'(0)=0.

d) (0= lim

f(h)-f(0) . senh
h =lim =1

4, Estudiasi las siguientes funciones son derivables en el punto en el que se cambia su definicién.

2 ciy < > .
a) f(x):{x SI-X_O b) f(x): x3+2 S.IXSl
3x six>0 X —X+3 six>1

En todos los casos se comienza estudiando si la funcion es continua en los puntos donde cambia su definicion,
porque si no lo es, no sera derivable.

a) La funci6n es continua en x = 0 porque lim f (0+h)=0=7(0) = lim f(0+h).

h—0 h—0"
F-f(0) | el
f'(0) = Iim+: h—0 h2 — Luego no existe el limite, por tanto, la funcién no es derivable.
h—0
lim h— =0
h—o- h

b) La funcién es continua en x = 1 porque lim f(1+h)=3=f(D = lim f(1+h).
h—0"

h—0~
lim 1+h)?+2-3 _ im h(h+2) 5
(1) = |imw =0 ? hooo  h = Luego f'(1)=2
h—0 h _1+h)’-@+h)+3-3  h(h?+3h+2)
lim = lim =2
h—0* h h—0* h
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5. Calculalas ecuaciones de las rectas tangente y normal a la curva f(x) =+/X +1 en el punto de abscisa 0.

La ecuacion de la recta tangente a la curva en el puntox=0es y —f (0) =f'(0)(x - 0).

vy oo AJO+h)+1-vo+1 o Jhyr-1 o (Vhr1-1)(h+1+1) h 1
rO=m h TR Y h(WneieD | "On(heieD 2

Luego la recta tangente es y —lzéx =Yy :%x +1lylarectanormales y -1=-2x =y =-2x +1.

. s . . 1
6. Calcula el &rea del tridngulo formado por el eje vertical y las rectas tangente y normal a la curva f (x)=—
X

en el punto de abscisa 1, previa deduccién del nimero f'(1).

1, (AP

f(l+h)-f(1 B - =1

£'(1) = lim () el R o e | N \r=x
h—0 h h-0 h h—0 h(1+ h)
La recta tangente tiene pendiente m = -1y pasa por el punto A(1 f (1) = A(1 1), \ V%
luego su ecuacion es y = -x +2 y la recta normal en A(1, 1) 1
tiene pendiente m’ = 1, luego su ecuaciones y = x . ~ =
y=—x—2
Hay que calcular el area del triangulo rectangulo cuyos - %
1

vértices son 0(0,0), A(1,1) y B(0,2).

Por tanto, el area es 1 u®.

1

7. Latangente alacurva y =f(x) en el punto p(2 f(2)) pasatambién por el punto Q(-3,0). Si f'(2)= >

calcula f(2).

- . 1 1 )
La ecuacion de la recta que pasa por Q con pendiente 5 es y :EX +g. Ademas, como la recta pasa por el

punto P(2,f(2)) , entonces f(2):%~2+%:g.

8y9. Ejercicios resueltos.
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10. Paraunafuncion f :(0,+0) > R cuya gréfica es la de lafigura, Y ||
7
y ~ f
esboza las graficasde y =f'(x) y y =f"(x). v
0 / 5 X
|
Y| Y|
1
0 1 X
f"
[
fl
\
1
0| 1 X
11. Si f(x)=|x-3|(x —3), ¢existen los nameros f"(0) y f"(3)?
() {(—x+3)(x—3) six<3 [-(x-3) six<3
X)= . =
(x=3)(x-3) six>3 |(x-3)" six>3
Se estudia que ocurre con f'(3):
—h?
. lim —=0
—-2(x-3 3 - .
f'(X)= (X )SI.X< 2f'(3)=|lmf(3+h) f(3)= h»o- h
2(x-3) six>3 h—0 h . h?
lim —=0
h—o" h

— — i < .
2(x-3) six=3 = 2|x — 3| que, como ya se sabe, no es derivable en x = 3, pues

Asi pues, fI(x)z{Z(x—B) si x>3

lim =2 _ 5
f"(3)=Iim—fl(3+h)_fl(3)= o ho
h—0 h 2h
lim —=2
h-o" h
-2 six<3
i £"(x) = : "(0)=-2.
Si x =3, f"(x) {2 Six>3 Luego f"(0)=-2
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x?2+2x -1 six<0

12. Sealafuncién f(x)={2 L 50
X — si x >

. Calcula, si existen: f'(-2), f"(-2), f'(0), f"(0), f'(3) y f"(3).

im (x+h)?+2(x+h)—1-(x2 +2x-1)

Fx+h)—f(x)
) -

Six<0, f'(x)=lim i Cxiay
h—0 h—0 h
fr(x) = lim { x+h)-f'(x) _ lim 2(x+h)+2-(2x-2) _5
h—0 h h—s0 h

Se sabe que f'(-2)=-2 y f"(-2)=2.

f(x+h)—f(x) 2(x+h)-1-(2x-1)

Six>0, f'(x)=}|1|_)rrz) o =t!|_n)1o - =2 vy, por tanto, f"(x)=0
2x+2 six<0

Asi f'(x)= f'(3)=2y " (3)=

si pues, f'(x) {2 Cixs0" (8)=2yf"(3)=0

Para calcular las derivadas en x = 0 se observa primero si f y f son continuas alli y se calculan los limites laterales:

—_— 2_ — — —
im T -f(0) . h*-2h-1-(-1)
f'(0): *Hoff o hf 0 h—0" oh_1 h 7 , asi pues, f'(0)=2
jim F=TO) iy 202120,
h—0* h—0"
im F()=F0) . 2he2-(-2)
f"(0): 40 . h ‘ h—0" h , asi pues, no existe f"(0).
lim ()-f(0) _ im 2=2 _¢
h—0" h h-o* h

13. ¢Es la siguiente funcion derivable en x = 0?

x2+x six<0

f(x)=1y2
() X7+1six>0

h—-0" h—-0" h—-0~
h2
AL |
f'(o+): lim f(h)-f(0) _ lim -2 ’ —im Moo
h—>0* h h—>0* h h->0* 2

Luego la funcién no es derivable en x = 0.
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14. ¢Esfderivableenx=-2,x=0y x=2?

2

X SiXx<-2
(%)= -4(x+1) si-2<x<0
3x2-4  si0<x<2
12x +1 Six>2
f'(—2’):|imf( 2+h)—1( 2):Iim( 2+h) 4:Iimh 4h:_4
h—0" h ho0~ h>o- h
£(Z2") = Jim f(—2+h)—f(—2): im —4(—2+h+1)—4: im —4h _ 4
h—0" h—0* h h»o- h
Luego la funcién es derivable en x=-2y f'(-2)=-4.
(0 )  tim FOFM-F© . -4Q+h+D-(-4) . -4 _
h—0~ h h—0~ h h—0~ h
_ 2 _ 2 _(_ 2
£(0") = lim f0+h)-f(0) _ lim 3h*-4-(-4) _ |im£=o
h—0* h h—0* h h-0~ h

La funcién no es derivable en x = 0.

lim f(x)=8

X—2"

lim f(x) =25

x—2"

Por tanto, la funcién no es continua en x = 2 y, en consecuencia, no es derivable en x = 2.

15a18. Ejercicios resueltos.

19. Calculala derivada de las siguientes funciones.
a) f(x)=8(7x°—x?)+6(-x+4)
b) f(x)=(x-1(3x>-x+4)

c) f(x)=(4ax+2)(x?-2x+1)-x3(6x? -3x-3)

a) f'(x)=8(35x"-2x)-6=280x" —~16x -6
b) f'(x)=(3x?—x+4)+(x-1D(6x-1 =9x> -8x+5

c) f'(x)=4(x?—2x+1D+(4x+2)(2x —2)—3x? (6x?

X5

d) f(x)=

x*+x2+1
(x?-3)(x-1

2

e) f(x)=
X“+1

f) f(x)=(x*+3x%+2x-1D(2x+D (x> -3x +4)

—3x-3)-x3(12x —3) = -30x* +12x3 + 21x? —12x

d) f,(X)_5x4(x4+x2+1)—x5(4x3+2x)_ x® +3x° +5x*
(x* +x2+1)° x® +2x% +3x4 +2x2 +1
¢) '(x)= [2x(x =D+ (x* =3)](x? + D - 2x(x* =3)(x -1 _ x* +6x> -8x -3

(x? +2)°

x4 +2x% +1

f) £'00=(4x3+9x2+2)(2x+D(x? =3x+ 4) + 2(x* +3x3 + 2x -1 (x® —=3x + 4) +

(33 1 2x—D(2x + D(2x —3) = 14x° + 6x° —50x* + 92x° +30x + 3
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20. Calcula, sin usar la derivada del cociente, la derivada de las funciones siguientes.

3 2
:2x+1 b) f(X):Sx —6X°+7Xx

a) f(x) 3 <

Q) fO0=2(2x+D = (x)=2
3 3

b) f(x)=5x>-6x+7=1f'(x)=10x—-6

21. Calcula la derivada de la funcién f(x)= X T ¢Hay algin punto en la grafica de f(x) en el que la

X2

tangente sea horizontal?

(x*-D-x2x  —x*-1
2 - 2"
(x2-1) (x2-1)
La tangente en un punto es horizontal si la derivada se anula. Es decir, buscamos valores de x tales que
2
-x“-1

(x2-1)°

La derivada es f'(x) =

=0, como -x?-1=0 no tiene soluciones reales. Por tanto, no hay ningtin punto con tangente horizontal.

3
22. Calcula la derivada de f(x)=x?—x2+x+1 y halla la abscisa de los puntos de la curva en los que la

tangente es paralela a la bisectriz del primer cuadrante, y = x.

La derivada es f'(x) = x? —2x+1.

Se buscan los puntos en los que la pendiente de la recta tangente sea 1. Para ello se igual la derivada a 1.
x> -2x+1=1=x=0,x=2
Luego la abscisa de los puntos buscados es x=00 x = 2.
23. Demuestra que, para cualesquiera numeros reales a y b (no simultdneamente nulos), la grafica de

_ax+b
ax —

no tiene ninguna tangente horizontal.

La derivadaes y'= ibz .
(ax-b)
S . , —2ab
Si tuviera tangente horizontal, entonces y'=0. Luego ﬁ =0=a=0,b=0.
ax—b

Sia=0,b # 0, entonces y = -1, recta paralela al eje X.

Sia # 0, b =0, entonces y = 1, recta paralela al eje X.

2x+1 y g(x)=X_+i tienen la misma derivada. Sin calcular las

24, Comprueba que las funciones f(x)=

derivadas, ¢sabrias deducir que iban a ser iguales?

2(x-D-(2x+D -3 , (x-D-(x+2) -3
= g'(x)= =

f1(x) = - _
X (x-1? (x-1? (x-1? (x-1°

2x+1 x+2 _ x-1

= =1.Luego, f(x)=g(x)+1.
x-1 x-1 x-1

Si se podria deducir que iban a ser iguales porque f(x)—-g(x) =

Por tanto, sus derivadas son iguales.
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25a27. Ejercicios resueltos.

28. Copiay completa la siguiente tabla.

x f(x) 9(x) fr(x) 9'(x) (feg)(x) (fog)(x)
] 1 0 1 0 cee cee

0 3 2 ) 1 cee cee

2 ] ] 0 2 cee cee

X f(x) 9(x) f(x) 9'(x) (feg)(x) (feg)'(x)
-1 1 0 1 0 3 0

0 3 2 -2 1 -1 0

2 -1 -1 0 2 1 2

29. Sean f(x)=(x2+1)3 y g(x)=;. Calcula.

2) t(x)=(fog)(x) y t'(x)
b) f'(g(x)) y g'(x)

c) Comprueba que el resultado del apartado a) coincide con el resultado del producto de las funciones del

apartado b).

a) t(x)=(feg)(x)=f(g(x)) :f[EJ:[(;)Z +1J3 :[ZSZXZ T

X X

2\2 5.3 2 22
t,(x)::{zszx ] 2x —2x£25+x ):3[25+zx ] (—530)
X X X X
2
b) 10 =3(x2 +1" 2x . Luego f‘(g(x)):3(§+1] % y g'(x):;—g.

c) f'(g(x))g'(x)=3[7+ N - > =t'(x)

2 2 2
25 1] 10 (—5):3£25+x ] (-50)
X

30y 31. Ejercicios resueltos.

32. Calcula, utilizando la derivada de la funcién inversa, la derivada de la funcién:

f(x)=x

Elevamos a n, tenemos que [f (x)]" = x y derivamos ambos miembros.

1 1 1

n[f ()] f'(x) = 1. Despejando obtenemos f'(x) = =

nlf GOI"™ ) n(5)"™ nlxnt
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33. Calculaladerivada de las siguientes funciones.

a) f(x)=Vx*-1 c) f(x)=o2

b) f(x)=V1-vx d) foo)=—2X*2

2X
R(x2 -1)°
by £1(x) = 1 (-1 __ 1
Ayt 2% g la-yx)

Yoxil-x_ 2
c) f'(x)= 3m _ 4% +3
(M)Z 3(2x+D¥2x+1

2xY(2x +D°  4Vx%+1

a) f'(x)=

d) £(x)= nx2 41 _3§/2x+1: 6x(2x+1)-8(x2+1) _ 2x%+3x—-4
Jox+1* 6(2x + DVX2 +13(2x + D% (6x+3)Vx2 +13(2x +1)?

34. Calculaen cadacaso, el valor de a:

a) f'(2)=3 f10)=2 ()0 =a
b) f'(-D=4 f1(4)=-1 (f)'(@=a
c) f'(®)=a f1(3)=5 (t1)@3)=6
1))t 1 1
a) (f )(0)‘f-(f—1(0)) "3
1 1 1

b) (f1)(4)= = .
) @ f'(f4) f'C-D 4

1 1
c) f'(5)=f(113))= ==
) (@) =5@ "5

35. Calcula la ecuacion de la tangente a la curva y =%x enel punto de abscisa 32, previa deduccion de la

derivada de dicha funcién.

Como f1(x)=x%y (f1)'(x)=5x*, se tiene que x =(fof)(x). Derivando se obtiene:

1=(Fo1)'(0) = (F ) (%% (0 = 5Yx* (%) , luego 1=5Yx* (%) por lo que f'(x)=

Por tanto, la ecuacién de la recta tangente buscada es y =f'(32)(x-32) +f(32) = 0 s

36. Calculala derivada de x =-1 de lainversa de la funcién f(x)=x3.

La funcion inversa de f es f1(x) = ¥/x . Teniendo en cuenta que f'(x) = 3x2, se obtiene:

1 1 1

(F1)(-D = = =
frft-n) f'-D 3.(-1?

1
3

1

8
5

1

5¢/x*
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37y 38. Ejercicios resueltos.

39. Hallala derivada de las siguientes funciones.

a) f()=eX" b) f(x)=(3x2-2x+1e'**2 o) f(x) =79

a) f'(x)=3x%*"

2 2
b) f'(x)=(6x—2)eV*+2 ere&+2 = {6x - 2+wje&+2

2% 23x
§/X—3+x _ elnﬁﬁ*x (5/;+le”7

c) Escribimos f(x)=7 =e

+1]e(§/x?+x)ln7 _|n7( 3 +1j7%+x
53x?

3
f'(x)=In7
(55’/72

2x+1

. - . 1
40. Obtén la ecuacion de latangentealacurva y =e en el punto de abscisa -3

f (-%j = 2e2(%]+1 =2y f(—%) -1.

Por tanto, la ecuacion de la recta tangente es: y = Z(X + %) +1=2x+2.

41. Determina si existe algun punto con tangencia horizontal en la curva:

_ x3+x+1

y=¢€

X3 +x+1

Igualando la derivada a cero: f'(x) = (3x2 +1)e =0. No obstante, como la derivada no se anula nunca, ya

X3 +x+1

que tanto 3x*+1 como e son positivas, la curva no tiene tangentes horizontales.

eX -1

42. Obtén la ecuacion de latangente alacurva y =e en el punto de abscisa 0.

f'(x)= eXe® f'(0)=1y f(0)=1, luego larecta tangente es y = x +1.

43 a 45. Ejercicios resueltos.
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46.

47.

48.

49.

50.

Calcula la derivada de:

a) () =In[(x®+1D(x2-3)] c) f(x)=v4x*-3xInVx+2
b) () =Inl(x2+ 1] d) f(x)=log, [(x* +2x? + DI’

32 (x2-3)+(x® +1)2x  3x* —9x? +2x* +2x  5x* —9x? + 2x

a) f'(x)=

(x®+D(x?-3) x°-3x3+x2-3 x*-3x3+x2-3
2 2
b) f'(x):3(x +])32X = ?X (si se escribe f(x)=3In(x?>+1) se obtiene la derivada con mayor facilidad).
(x?+1) x“+1
_ N _ [ay2
c) f'(x)=Llnx/x+2+ AxTo3x  _ 8x-3 !nx/x+2+4x—3x
244x? - 3x Vx+22x+2  2\ax? —3x 2(x+2)
4 2 2
d) Se escribe f(x)=2|n(x +2x +1):4In(x +1) , entonces 0 =X
In3 In3 (x2 +1In3

Calcula la ecuacion de la tangente ala curva y =Inx trazada desde el origen.

L, 1
La ecuacion de la recta tangente a la curva por el punto (a,f(a)) es y ==x+Ina-1.
a

. . . X
Si pasa por el origen debe ser 0 =Ina—1, entonces Ina=1, a=e y la ecuacion buscadaes y =—.
e

¢Hay algun punto de la graficade y =In con tangente horizontal?

1-x

Como D(f)=(-11) y f'(x)= > no se anula en ese intervalo, por tanto, la grafica no tiene tangentes

1-x
horizontales.

X
Calcula, simplificando al maximo, la derivada de la funcién: f (x)= |n(ex + lj
e” -1

ex_l] ex(ex—l)—ex(e“rl) _—2e

e¥+1 (ex_l)z Ce -1’

Derivando directamente obtenemos f'(x) —(
Si antes de derivar usamos las propiedades de logaritmos para reescribir la funcién: f(x)=In(e* +1) -In(e*-1),

X

e e® —2e*

entonces se obtiene también: f'(x) = - ==
e*+1 e*-1 e*-1

Calcula la ecuacion de larecta tangente a la curva f (x) = senx en el origen.

f'(0)=cos0=1y f(0)=0.

Asi pues, la recta tangente es y = x.
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51. ¢Hay algan punto de la grafica de f (x) =tg2x en el que la tangente esté menos inclinada que la bisectriz
del primer cuadrante?

f'(x)= > 2, luego las tangentes a la curva siempre tienen pendiente mayor que 2. Por tanto, no existe un

cos? 2x

punto donde la tangente a la gréafica de la funcién esté menos inclinada que la bisectriz del primer cuadrante.

52. Obtén la derivada de las funciones:

a) f(x)=sen(x?+eZ—x) b) f(x)=y/senx
a) f'<x>=cos<x2+ezx-m(zmguﬁj 0) 100 -—CEX

53. Encuentra los puntos con abscisa en [0, 2r] para los que la tangente a la curva f(x)=senx +cosx es
horizontal.

. b 5n
f'(x) =cosx—senx =0 si cosx =senx, luego X:Z 0 X=T.
Los puntos buscados son P(%\Ej y Q(ST: —x/Ej

. . . senx
54. Pon tu calculadora en grados y obtén, con ayuda de la misma, lim
x—>0 X

obtenido en radianes y justifica la ventaja de utilizar radianes en Analisis.

. Compara el resultado con el

X 0,1° -0,1° 0,01 0,001°
f(x) | 0,017453283 | 0,017453283 | 0,017453292 | 0,017453292

El limite es —— .
180

55. Hallalas derivadas de las funciones:

1

f(x)=sen®(x? -x) b) f(x)z=—————
3) 10)=sen™{x® —x ) fix cos® (3x2 +2x)

a) f'(x)=3sen?(x?—x)cos(x?—x)(2x -1

3cos? (3x? + 2x)sen(3x? + 2x)(6x+2) _ (18x +6)sen(3x? + 2x)
cos® (3x2 +2x) cos (3x? +2x)

b) f'(x)=

56. Calculaladerivada de las siguientes funciones.

a) f(x)=arcsenvx c) f(x)=arccose*
b) f(x)=arctg(inx) d) f(x)=arcsenx-arccosx
1 1 e*
a) f'(x)= = ¢) f'(X)=——s
) 2Ux1-x  2x(1-x) : 1-e*
1 1 -1 2
b) f'(x)=——5— d) f'(x)= - =
) Tlx x(1+1n? x) )T Vi-x? J1-x2 J1-x?
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57. Deriva f(x)=arcsenx +arccosx y explica el resultado.

1 -1

Fho= NG " N -0

T

La razdn de este resultado es que arccosx + arcsenx = > y al derivar ambos miembros se obtiene:

(arccosx +arcsenx)'=0

58. Derivalas funciones:

a) f(x)=arctg(arctgx)

1 1

1

b) f(x)=arctg(tgx-arctg(x))

b) f'(x)=

a) f'(x)= :
) 1+arctg® (x) 1+x?

59. Ejercicio interactivo.
60. Calcula, mediante derivada logaritmica las derivadas de:
a) f(x)=x*conx>0

f'(x)
f(x)

=Inx+1=f'(x)=x*(nx+1)

a) In(f(x)) =Inx* =xInx =

b) In(f (x)) =In(x?%") = (2 + senx)Inx = F100 _ cosxing + 215X

f(x)

61. Si f y g son funciones positivas y derivables, deduce la derivada de fg y r mediante derivacion
g

logaritmica.

In(fg) =Inf +Ing , derivando, se obtiene: @zf—+%: (fg)'=f'g+fg"

In(f—j =Inf —Ing , derivando se obtiene:
g

1+ tg?x-arctg? (x)

b) f(x)=x*"*"* conx>0

E

= f'(x) = xZ+senx (cosxlnx +

arctgx  tgx
2 + 2
cos“ X 1+X

2+senxj
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62. Calcula mediante derivacion logaritmica la derivada de las siguientes funciones sin preocuparte del
dominio de las funciones que aparecen ni de su signo.

a) f(x):(l+%j c) F(x) = x)
b) f(x)=(arctgx)” d) f(x)= vx -1
§/(x+2)2\/(x+3)3

a) In(f(x)= In(lJré)X = xIn(XTJrlJ =x(In(x +1 =Inx)

fr(x)
f(x)

X , 1\* X (0 x+1 1
=In(x+D—-Inx+ —1='()={1+=| |[In(x+D -Inx + —-1|={1+=| |In -
X+1 X X+1 X X X+1

b) In(f (x)) =In((arctgx)*) = xIn(arctgx)

f'(x)
f(x)

X

=In(arctgx) + = f'(x) = (arctgx)” {In(arctgx) ;j

—_— +
(1+x?)arctgx (1+x?)arctgx
c) In(F(x)= In(x*) = x*Inx

Por el ejercicio 60 a) sabemos que (x*) = x*(Inx+1)

£ = (x*) Inx +£= X (nx + DInx + x5 = £:00 = x¥ (XX (Inx + Dinx + x* 1)
f(x) X
d) In(f(x)):ln[ x-1 J:lln(x1)Eln(x+2)§In(x+3)
3/(x+2)2\/(x+3)3 3 2
fOO_ 12 3 x—1 ( 12 3 j
f(x) 2(x-1 3(x+2) 2(x+3) 7g/(x+2)2\/(x+3)3 2(x-1 3(x+2) 2(x+3)

63. Obtén, en P(n, 1), la ecuacion de latangente a la curva:

n’y3cosx — x%y +2n°.

Derivando la expresion, se obtiene: —r’y3senx + 3n’y2y'cosx —2xy —x%y'=0, six=m, y = 1 y se obtiene:

—3n’y'-2n-n’y'=0, luego y' = _t y la ecuacion de la recta tangente es y = —i(x -n)+1= —L+§ .
2n 2n 2n 2

64. Obtén la ecuacion de latangente alacurva x2+y? =13 en P(2, 3) de dos formas: utilizando la derivacién
implicitay despejando y.
Derivacion implicita: 2X+2yy'=0 enx =2,y =3 setiene y' = ,é .
Despejando y (observa que esta cerca de y = 3, luego y es positivo):

X .
y = 13- x? >y '=———,enx=2, y':,Z.AS| pues la recta tangente es y:,E)HE.

13- x? 3 3 3
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65. Calcula, derivando implicitamente, la derivada segunda en cada punto de la circunferencia x? +y%=9.

Derivando una vez tenemos: 2x +2yy'=0, luego y'= X Derivando de nuevo tenemos: 2+ 2(y')2 +2yy"=0.
y

2 2 2
Por tanto, y" = — oy yexr 99

y y y (o-x) '

66. Usa la derivacion implicita para calcular la pendiente de la recta tangente a la curva dada en el punto de
abscisa x.

a) x%y*=27,six=1

b) x?y —2xy®+6=2x+2y,six=0
a) Se deriva: 2xy® +3x?y?y'=0. Six =1, entonces y = 3. Por tanto, y'=-2.
La ecuacion de la recta tangente es y = -2x+5.
b) Se deriva: 2xy +x?y'—2y® —6xy?y'=2+2y"'. Six =0, entonces y = 3. Por tanto, y'=-28.
La ecuacioén de la tangente es: y = -28x + 3
67. Usaladerivacion implicita para calcular f"(x) si:
3x%-2(f (x))* =12.

3x 3X

TA(X) Jayax 12

Se deriva una vez la expresion: 6x —4f (x)f'(x) =0=3x - 2f (x)f'(x) =0=f"(x)

Se deriva esta expresion: 3 - 2[(f (%)) +f(x)f (x)} =0= (f'(x)* +F(x)F"(x) = % =f"(x)= %{%— (f (x))z}

2
Por tanto: f"(x) = V2 {3 9x }

Jax_12|2 2(3x*-12)
68y 69. Ejercicios resueltos.

70. Las aproximaciones lineales son utiles solo si Ax es pequefio. Justifica esta afirmacién obteniendo con la
calculadora +/117 considerando 117 como cercano a 100 en lugar de a 121.

Con la calculadora obtenemos v117 =10,81665.
NP . 1
Con la aproximacion lineal tomando f (x) = vx como f'(x)=——.
2Vx
V117 =£(117) = f (100) + f '(100)(117 — 100) = 10 + % -10,85

Sin embargo, si hacemos la aproximacién con 121 obtenemos:

V117 =f(117) = f (122) +f (121)(117 - 121) = 11—2;42 =10,81
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71. Utiliza las diferenciales para aproximar el valor de 2,001" +3.2,001* —5-2,001° y compara el resultado con
el numero obtenido directamente con la calculadora.

Se considera f(x)=x" +3x* -5x*, f'(x) =7x® +12x® -10x . Por tanto, f(2)=156 y f'(2)=534.
Valor de la aproximacion lineal: L(2,001)=f(2)+f'(2)-0,001=156 +0,534 =156,534 .

Con la calculadora se obtiene: 156,5247396.

72 a 83. Ejercicios resueltos.

EJERCICIOS

Derivada de una funcién en un punto. Interpretacién geométrica

84. Calcula, usando la definicién, las derivadas de las siguientes funciones en los puntos indicados.

a) f(x)=3x*-4x enx=1 b) f(x)= enx=-1

X+3

_ 2_ 2
Iimf(1+h) f(1):Iim 3(1+h)"-4(1+h)+1 . 3h*+2h

a) ()= fim h h->0 h fm =g = im(3h+2)=2
11
b) f'(—l):Iimf(_1+h)_f(_1)=limh+2 2 1 ___ 1
h—0 h h—0 h h—0 2h (h + 2) 4

85. Explica por qué no existen las derivadas de las funciones siguientes.

a) f(x)=

Xzenx:z b) f(x):|x2—7x+12 enx=4

a) La funcién no es continua en x = 2 (tiene una asintota vertical) y, por tanto, no es derivable.

b) = ) . Luego no existe la derivada porque no existe lim
-h-1 sih<0 h—0

f(a+h)-f(4) |°+h (hs1 sinso f(4+h)-f(4)
h h _{ T h
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86. Estudiala continuidad y la derivabilidad de las siguientes funciones en los puntos indicados.

x2-3x+2 . 1
a) f(x)= X —1 SIX# L enx=1
-1 six=1
7-3X% Six<2
b) f(x)=1, _ enx=2
X“—-7x+11six>2
x2-2x-6 six<3
c) f(x)= enx=3
() X six>3
2-X
o e (x=2)(x-1 L .
a) Continuidad: lim X 3X+2:I|m( I ):—1:f(—1).Luego la funcién es continua en x = 1.
x—1 X-1 x—1 X-1

(1+h)* -3(1+h)+2

~ +1 2
Derivabilidad: f'(1)=r|1irT})f(1+h3 ie! ho0 h h—0 h
- - 7

enx=1y f'(1)=1.

b) Continuidad: lim f(x)= lim (7-3x)=1, lim f(x)= lim (x2 - 7x +11)=1 y f(2)=1. Por tanto, la funcién

x—2" x—2" x—2" x—>2"

es continua en x = 2.

i 73(2+h)-1
Derivabilidad: f'(2)= Iimw: o ? . Por tanto, la
h—0 h __(2+h)"-7(2+h)+11-1  _ h(h-3)
lim = lim =-3
h—0* h h—0* h

funcién es derivableenx =2y f'(2) =-3.

. . X
c) Continuidad: lim f(x)= lim (x2 —2x —6):—3, lim f(X): lim (—ij—S y f(3)=-3. Por tanto, la funcion

x—3~ x—3" x—3" x—3"

es continua en x = 3.

2 _ 2
i (3+h) 2(:+h) 6+3: im h ;4h:4
_ h—0~ h—0~
Derivabilidad: ~ f(3) = Aimow - 3+h . - Por
- +
I|m —1— h — I|m i = 2
h—0" h h—0" h(—l_ h)

funcion no es derivable en x = 3.

= lim h = Iimh—2 =1. Luego la funcion es derivable
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87. Calculala ecuacioén de la recta tangente a cada grafica en el punto indicado. Comprueba a continuacion tu
respuesta representando, con ayuda de una calculadora gréafica o un ordenador, la grafica de la funcion y
la recta tangente.

a) f(x)=x*>+1en A(3,f(3))
b) g(x)=vx+1 en B(3,9(3))

1
X+1

c) h(x)=

en C(0,h(0))

a) f'(x)=2x, 1'(3)=6y f(3)=10

Recta tangente: y =6x -8

b) g‘(3)=|img(3+h)_g(3)=lim h+4-2 _im h ~lyg@-2
h—0 h h—0 h haOh(/h+4+2) 4

Recta tangente: y = ix + E
4 4

1
c¢) h'(0)=lim N)=0(O) st =t __ h(0) =1
t—0 t t>0  t t>0t(t +1)
Recta tangente: y = —x +1
\ oY Y v
4 I~ \
1 9
| y=gxe g \
\ f/ — 4
[y=6x-8 — A
/ - i . |0] 1 X
I / 0| 1 X
of 1/ X \[ y=-x+1

88. Halla los puntos de interseccién de las funciones y =x e y =i. Comprueba que en dichos puntos la
X

1 .
tangente a y =— es perpendicular ay = x.
X

X = 1 = x? =1= x =1 0 x = —1. Calculamos la pendiente de la tangente en los puntos x =1y x = -1.
X
I
f(@)=tim NI bl N
h—0 h>0 h h—>0 h(h+1)
1 1
f(-1+h)-f(-1 -

PR ) e e T W e R |

h—0 h h—0 h h—0 h(h —1)

Luego las rectas tangentes son y =-x+2 e y = -x —2, ambas perpendiculares ay = x.
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89. Calcula las ecuaciones de las rectas tangentes a la gréfica de y = x? trazadas desde el punto P(1-2).
Representa graficamente la pardbolay las dos tangentes obtenidas.

f (a) =a’ yf'(a)=2a, la ecuacion de la recta tangente a la parabola por el punto A(a,az) es y=2ax-a’.

Si se quiere que pase por el punto P (1,—2) debe ser -2 =2a - a® cuyas soluciones son a =1+ V3 ya=1- NE) y
las tangentes buscadas son y = 2(1+ \/§)x - 2(2 + \/g) yy-= 2(1—\/§)X - 2(2—\/5) .

\L Y

_;
=
-
—

90. Sea f(x) =x?+ax+b . Hallalos valores de ay b para que larecta y =2x sea tangente a la gréfica en el
punto P(2,4).

Como la parabola pasa por P(2,4) debe ser 4+2a+b=4.

Ademas, como la tangente en ese punto tiene pendiente 2, debe ser f'(2)=2-2+a=2,luegoa=-2yb=4.

91. Hallatodas las tangentes ala curva y = x* que pasen por P(2,0).

La tangente a la curva por el punto de abscisa x = a tiene ecuacion y = 4a®x —3a* . Para que pase por P(2,0)

debe ser 0 =8a® —3a* cuyas solucionessona=0y a :g .

3
Luego las tangentes buscadasson y =0 e y = (%) (4x-8).

92. Halla el area limitada por la rectay =4, lanormal ala curva y =—-x? +5x en el punto de abscisax =2y la
tangente a la pardbola y = x? + 2x + 3 en el punto de abscisax = 1.

Se representa graficamente dicha area. Y y=4x+2
Para ello se halla la normal a la curva y = —x? +5x en el punto de abscisa x = 2: /r‘

f'(2)=1, y=-x+8

4 2 j B
Y latangente a la pardbola y = x“ +2x+3 enx=1es y=4x+2. TA V=14
Se hallan los puntos de interseccion de las tres rectas:
4 ==X+
1 6 34 /
Al=4|,B(44)yC|—=—
[2 j (44) ¥ [5 5 ) Pl
Eldreaes A=~[4-1)[34_4 =4,9u%.
2 2)U5
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93. Halla el valor de los numeros reales a y b sabiendo que la pendiente de la recta tangente a la curva de
ecuacion y =ax” +bx en el punto P(2,2) vale 5.

Sabemos que f(2)=2y f'(2)=5, esdecir 4a+2b=2y 4a+b=>5,luego b=-3ya=2con lo que la ecuacién

de la pardbolaes y = 2x® —3x .

Funcién derivada. Derivadas laterales

94. Aplicando la definicion, calcula la derivada de las funciones siguientes en los puntos en los que estén

definidas.
a) f(x)=+v12-4x b) f(x):%
a) f(x)=+v12-4x six<3

f,(X):“mf(x+h)—f(x):”m J12-4(x+h) -12-4x _

h—0 h h—0 h
_J12-4(x+h)-v12-4x J12-4(x+h)+12-4x _4h 2
= lim - = lim =
h0 h J12-4(x +h) +v12 - 4x IH(’h(\/12—4(x+h)+\/12—4x) V12 - 4ax

b) f(x)=% six>0

Sxen
R T i
_ lim (x+1\/x+h—(x+h+1)\/;.(x+l)x/x+h+(x+h+1)\/;_

o0 h(x +h+1)(x+1) (x+D)Vx+h +(x+h+1)Jx

h[(x+1)2—2x(x+1)—hx} _ x+1

_*l‘im’h(x+h+1)(x+1)((x+1)ﬁ+(x+h+1)\/;) 2(x+1)°Vx

95. Demuestra que la segunda derivada de una funcién polindmica de segundo grado es siempre una funcién
constante. ¢ Cuanto vale esa constante?

P(x)=ax”+bx+c; entonces P'(x)=2ax+b y P"(x)=2a que es constante. La constante es el doble del
coeficiente principal.

96. Encuentra un polinomio f(x) sabiendo que f(1)=2; f'(1)=4; f"()=10; f"()=12,y fV(x)=0 sin>
3.

Como las derivadas son cero a partir de la cuarta, el polinomio es de tercer grado: f(x) =ax®+bx?+cx+d ysus

derivadas sucesivas son: f'(x)=3ax’ +2bx+c, f"(x)=6ax+2b y f"(x)=6a.

6a=12
6a+2b=10
3a+2b+c=4
a+tb+c+d=2

Utilizando los valores de la funcion y las derivadas en x = 1 se plantea el sistema

Resolviendo el sistema se tiene que el polinomio buscado es f(x)=2x -x? +1.
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97.

98.

Calcula las derivadas laterales de la funcién f(x)=

en dicho punto? Esboza su gréfica.

4-x sSix<?2

Se escribe la funcién a trozos: f(x) = {Sx 4 Six»2

t(27)= lim fRe-2) _ y 4=2-h-2

h—0~ h h—0~
f-(2+)= im f(2+h)—f(2)= lim 6+3h—4—2=3
h—0~ h h—0" h

La funcién no es derivable en x = 2

|2x —4|+ X en el punto x = 2. ¢Es la funcién derivable

-

Calcula las derivadas laterales en x =1 (si existen) y decide si las funciones son derivables en dicho punto.

a) f(x Ji-x?

x-1)° six<1

b) f(x)= {

X — 1) six>1

) f x? six<1
2x six>1

d) ¢ §|x£1
six>1

a) La funcion esta definida en [-1,1], luego no existe la derivada lateral derecha.

V—-2h —h?

f ‘(1’) = lim —————— = -0 . La funcién no es derivable en x = 1.

h—0 h

3 2
b) f‘(l’)= lim h—=0, f'(l*)= lim h—=0. La funcién es derivableenx=1y f'(1) =

h—0*

c) f'(l’): lim T2=2, f'(l*): lim 2h+h2—1=

h—0~ h—0"

es derivable en ese punto.

d)

h—0~ h h—0*

£(1)= lim 1+2h+h®-1_, £(1) = tim 1+h-1

+o0 - La funcién no es continua en en x = 1y, por tanto, no

=1. La funcién no es derivable en x = 1.
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f(x) six<1

, calcula:
g(x) six=>1 !

99. Dadas las funciones f(x)=x?+2x-1, g(x)=-x*+6x+2y F(x)={
a) f'()yf(x)y XIirrl17f'(x)
b) ¢'(1) y g'(x) y limg'(x)
) F(1)yF(1)
¢Es F(x) derivable en x = 1? ¢Es F(x) continua en x = 1?

a) f'(x)=2x+2,f'()=4y limf'(x)=4

X—>1
b) g'(x)=-2x+6, g'(})=4y Iin}g'(x)=4
X—>

c) Observaque F(1)=g(1)=7

_ 2 _1- 2 _
F'(l’): lim F(1+h) F(l): fim (1+h)"+2(1+h)-1 7_ lim h? + 4h 5:+oO
h—0~ h—0~ h h—0~ h
2
F'(l*): lim F(l+h)—F(1): lim -(1+h) +6(1+h)+2—7: fim h(—h+4):
h—0* h—0" h h—0*

d) Como F'(l*) y F'(l’) no coinciden, la funcion F(x) no es derivable en x = 1 a pesar de que

lim f'(x) = lim g(x). El problema es que F(x) no es continua en x = 1 pues lim F(x)= limf(x)=2y

x—1 x—1" x—1 X1
lim F(x)=lim g(x)=7=F(1).
x—1" x—1"

Derivadas de las operaciones con funciones

100. Dadas las funciones f(x)=x*+2x +1y g(x)=3x -1, calcula:

a) f'(x)y g c) (f+g)'x e) (f2)'(x) g) (%) (x)
b) (5f)"(x) d) (2f-3g)"(x) f (fg) 0 " [fiGJ(X)

a) f'(x)=2x+2y g'(x)=3

b) (5f)'(x)=5f"(x)=10x +10

c) (f+g)x)=f'(x)+g'(x)=2x+5

d) (2f -3g)'(x)=2f'(x)~3g"(x) = 2(2x +2) -9 = 4x -5
e) (£2)'(x)=(f)"(x) =2f GOf'(x) = 2(x? + 2x + D (2x + 2)

) (fg)' 0 =F'00g(x)+f(x)g'(x) = (2x+2)(3x =D +3(x? + 2x + 1)

9) (gj(x) _9'00f(x)-gGIf'C) 3(x2 +2x+1) - (Bx -1 (2x +2)

f (f(x))? (x2 +2x+1)°
h) (i)l(x)_—(f+g)'(x) _ f0+g'00 _ 2x+2+3 _ 2x45
f+g ((F+ g)(x))2 (FO+g0))°  (@+2x+1+3x-1"  (x2+5x)°
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101. Sealafuncion:

VxZ+1

X+1

f(x)=

Represéntala con la calculadora grafica o el ordenador y halla aproximadamente los puntos en los que su
grafica admite una tangente paralela a la bisectriz del segundo cuadrante.

En la gréafica hay dos puntos en los que la tangente es paralela a la bisectriz del

Y|
segundo cuadrante. l|
Como se quiere f'(x)=1, se calcula: \\
x(x2+1)_ [Z 1 i 1
frx) =X+l _ x-1 —_1si (x+1) Vx*+1+x-1=0 0 X
(x+1) (x+1)2\/x2+1 N
, , . AN
La solucion x = 0 es facil de encontrar por tanteo. La segunda solucion \ y=-x
se aproxima con ayuda de la calculadora. En la gréafica se observa que esta \

entre -3 y -2 mas cerca del -2.

Haciendo una pequefia tabla de valores:

-2 -2,2 -2,16 -2,15 -2,1
0,34164 | 0,08044 | 0,01338 | -0,0045 | -0,10148

Se observa que x —1+(x+1)°Vx2+1>0 six>-2,16y x—1+(x+1)*Vx? +1<0 six <-2,15.

Luego el punto buscado tiene abscisa x = -2,15...

Derivada de la composicién de funciones

102. Calcula la derivada de las siguientes funciones compuestas.

a) f(x)=(Vx +x) b) f(x)= 2);:1 ©) fW:[iff

a) f'(x)= 5(\/;+ x)4 (%+1}

, 1] x®* -4x-3
b) f(x):E 2x+1 x*

c) f'(x):S(iizf.( -8 __8(X+3)2
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103.

104.

105.

Sabiendo que f(2)=1; f'(2)=3; g(2)=2; g'(2)=5y g'(1) =0, calcula:
a) (fog)'(2 c) (f2g)(2 e) (Vo)@

b) (gof)(2) d) (flog)-(z) ()@

a) (fog)'(2)=f'(g(2)g'(2)=f'(2)5=15
b) (gof)(2)=g'(f(2)f'(2)=g'(M3=0

c) (f2og)'(2)=2f(g(2)f'(g(2))g'(2) = 2f(2)f'(2)5=10-1.3=30

9 GW}(Z):(%)I(Q(Z))g'(z)z_—f'(g(Z)) g(2)-- 1@

> - ~5=-15
(f(g(2)) (f(2)

f) (f")'(2) =nf"(2)f'(2) = 3n

1-x3

3
Obtén la derivada de f (x) = 12+—X y, a partir del resultado obtenido, escribe la derivada de g(x) = 5 .
- X + X

F(0) = 3x*(2-x)+1+x>  -2x+6x° +1
(2-x)? (2-x)?

—2x3 -6x% -1

Como g(x)=f(-x), se tiene que g'(x) =—F'(-x) = 5
(2+x)

Sea f unafuncién derivable que cumple f (x +3) =8x —12 cualquiera que sea el valor de x. Calcula:

a) f(f'(D) b) f'(f(D)

Derivando la expresién f(x+3)=8x-12 setiene (f(x+3))'=(8x-12)'=f'(x+3)-1=8, para todo x.
a) Como f'(1) =8, entonces f(f'(1))=f(8)=f(5+3)=8.5-12=28.
b) f'(f(D)=f"(f(-2+3))=f'(-28)=8

Derivada de la funcién inversa

106.

Calcula en cada caso, el valor de b.

a) f'(M=-5 f1(0) =1 (1)) =b
b) f'(0)=1 f1(5)=0 (f1)'(-5) =b
c) f'(-D=b (f1)(6)=-1 (f1)(6)=8
Qe+ 1 1
a) (f )(O)‘f-(f—l(o)) D=5
b) (1)'(5)= 1 _ 1 _
) (F71)(-5) i) ST 1
freD=f(F16) vt -1
) f(-D=f(i"(6)) EIORG
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107. Si f(x)=x%+x-10, calcula (f)(0).

Como f'(x)=3x>+1y f*(0) =2, entonces (f’l)'(0)=l—='—=—

Derivadas de las funciones exponencial y logaritmica

108. Calcula las derivadas de estas funciones.

2

2) f(x):ln[sgxzj b) 1(x) =€

2X
3+ x?

a) f'(x)= b) f'(X):2xe3+X2

109. Calcula las derivadas de las siguientes funciones en los puntos en los que existan.

2 X x? X
a) f(x):izlr_])i b) (x) == 0) f(x)= d) f(x)= 2

X || @
|
=
gy
x
w
|
x
N

(2xInx + x)(x2 —1) —2x%Inx

a) f'(x)= 5
(x*-9)

exlnx——x e*(xInx -1

b) :(x)= n2x (xlnzx !

e’ (vax -1- L

2 x—1j e’ (4x(x-1)-1)

c) f'(x)= =

) x-1 2(x-1)x -1

e* W+ )¥x® -x*  Vxe* (3x* —2x)
3

, 2Vxe* A —x2) 2@+ x)(x? —x)—e*(3x2 - 2x) e*(2x? - 3x)

d) f (X)Z = =
Jx® —x2 alxe* (x2 - x)¥x3 —x? alxe* (x-DYx® -x2
110. Calcula las derivadas sucesivas de las siguientes funciones y escribe la expresién general de la derivada

enésima.
a) f(x)=e” b) f(x)=Inx

a) fM(x)=7"e™

b) £ (X) _ (_1)n71(n _1)!

Xn
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111. ¢Para qué valores de x se anulan las derivadas de las funciones siguientes?

a) f(x)=e* —4e* c) f(x)=xInx-x
b) f(x):ln[:j;) d) f(x)=exxfs

a) f'(x)=2e> -4e* =e*(2e*-4)=0=2e*-4=0=x=In2

b) f'(x) =m no se anula nunca.

c) f'(x)=Inx=0=x=1

X2 = 6x

( )2=0:x2—6x=0:x=0 0x=6.
X-3

d) f'(x)=e&-

Derivadas de las funciones trigonométricas y sus inversas
112. Calcula las derivadas de estas funciones.

a) f(x):sens(xz)
b) f(x)=3arcsen(x—12j
c) f(x):(senx2+cos3)3

a) f'(x)=6xsen’ (xz)cos(xz)

) )=

c) f'(x)= 3(sen(x2) + cos3)2 (2XCOS(X2))
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113. Calcula las derivadas de las siguientes funciones en los puntos en los que existan.

senx
f(x)= f(x)=In(x* + 1t
a) f(x) arctox e) f(x) n(x +)gx
b) f(x)=ecosx+e*senx f) f(x)=sen(\/x2+4)
2n2In(x3+x)
c) f(x)=sen(sen’x® +1)’ f(x)z— "/
) 1) =sen( ) 9 1=
2 2 X
d) f(X)zsen (2x) + 2senxcosx + cos? (2x) h) f(x)= arcsinB
sen(2x) X COS (ex)
senx
cos xarctgx — 5
a) f'(X)z 2l+X
(arctgx)

b) f‘(x):ex(cosx—senx)+e‘x(—senx+cosx)=(cosx—senx)(ex+e‘x)
c) f'(x)= cos((sens(x3)+l)3)3(sen3 (x3)+1)2 3sen” (x*)cos(x*)3x® =
= 27cos[(sen3 (x®)+ 1)3J(sen3 (x®)+ 1)2 sen” (x*)cos(x*)x?

d) Se escribe la funcién como:

¢ 7 sen? (2X)+23enxcosx+cos2 (2x) _ 1+2senxcosx 1+ sen(2x) B 1
() = sen(2x) ~ sen(2x)  sen(2x)  sen(2x)
(o) —2c0s(2x)
(sen(2x))2
In(x%+1
&) f'(x)= xzziltgx i ntgc):sz; )
xcos(\/x2 + 4)
f) fl(x):?
X +4
21:2(3x2 +1)tg(nx) 2n° In(x3 + x)
) ()= X +Xx ~ cos?(mx)
’ (t9(mx))°
| 3 3 X 3)(
" (XCOS (e )) —arcsen(sx)(coss(ex)—Sxex cosz(ex)sen(ex))
\/1_32X
hy f'(x)=

(x cos?’(ex))2

114. Calcula las derivadas sucesivas de las siguientes funciones y escribe la expresiéon general de la derivada
enésima.

a) f(x)=senx b) f(x)=cos(3x)

a) 'V (x)=senx, f*"V(x)=cosx, "2 (x)=-senx y {**¥(x)=-cosx

b) %V (x)=3""cos(3x), f*"(x)=-3""*'sen(3x), {4 (x)=-3""2cos(3x) y f*"*¥(x) =3*""* sen(3x)
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115. La funcion f(x)=x/; no es derivable en x = 0, y la funcién g(x)=senx, si. ¢Es derivable en x =0 la

funcién p(x)=+xsenx ?

Como D(p):[0,+oo), solo se puede calcular la derivada lateral a derecha. Dicha derivada, si existe, y para

. L . . senh
calcularla observa que existen los limites lim Jn y lim ——=1.
h—0* h—»o* h

x/ﬁsenh _ lim \m im senh _

h—0* h h—0* h—0*

0-1=0.

116. ¢Para qué valores de x se anulan las derivadas de las funciones siguientes?

COS X 1+senx tgx
D 10)= s b) f(x):'“{\/m] ©) 109 = T cenx

, -senx(1-senx)+cos” x 1
a) f'(x)= 5 = no se anula nunca.
(1-senx) 1-senx
1( cosx COS X —Senxcos X
b) f'(x)== - = =-tgx=0=x=kn, keZ.
2
2{1+senx 1l-senx Cos” X
2 2
c) f'(x)= l+senx—senxcos”x _sen"x—senx+1 oo oqulanunca.

cos?x(1+senx)?  cos®x(1+senx)

. 3m
=<
117. Estudia la continuidad y la derivabilidad en x =3n de lafuncion: f(x)= Senx st—ms X <3m

X—-3n si3n<x <12

lim f(x)=sen(3n)=0= lim f(x)=f(3n). Luego la funcién es continua en x =3m.

x—>3n~ x—3n"
Calculemos la derivada a izquierda y a derecha:

f'(3n*)= lim (3n+h)-3n 1 f'(3n’)= lim sen(3n+h) i Sen3ncosh+cos3rsenh . -senh _

h—0* h h—0" h h—0" h h»o- h

-1

La funci6n es derivable en x =3n y f'(3xn) =1.

x2+1six<0
118. Estudia en qué puntos es derivable la funcion: f (x)=41 si0<x <2
X=1 six>2

2x six<0
f'(x)=40 si0O<x<2.Se estudiala derivabilidad en x =0y en x = 2.

1 six>2

2 — -

£'(07) = lim ho+1-1_, £:(0%) = lim =1,

h—0" h h»ot h

; - . (2+h)-1-1
f'(2)=im 20 f(2t)= tim ZFN71TL

h»o- h h—0"

Asi pues, f es derivableenx =0y noloesenx=2.
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Derivacién logaritmica e implicita

119.

120.

Calcula las derivadas de las siguientes funciones.
a) f(x)=x"" c) f(x):(x+senx)&
b) f(x)=x* d) f(x)=(senx+cosx)>" "

X

a) f'(x)=x"* (—Inx v Xj

' _ et ax 1
b) f'(x)=x%e (Inx+xj

v &[In(x+senx) x(1+cosx)
c) f'(x)=(x+senx) { oTx + T senx ]

(cosx —senx)?

d) f'(x)=(senx+cosx)>" ¥ [(cosx +senx)In(senx +cosx) —
Senx + cosx

Dadalacurva x?y +xy?+sen(x +y)+x=m:
a) Comprueba que el punto P(r, 0) pertenece a dicha curva.

b) Calcula la ecuacion de la tangente en dicho punto.

a) n°-0+mn-0°+sen(n+0)+n es, efectivamente, m.
b) Calculemos y'(n): 2xy + X%y '+y? +2xyy '+ (1+y')cos(x +y)+1=0.
Sustituyendo x = ey =0: n’y'(n)+(1+y'(n))cos(n)+1=0= n’y'(n)-y'(n) =0.

Luego y'(m) =0 y larecta tangente en P(x,0) esy =0.

Diferencial de una funcién. Aproximacion lineal de una funcién en un punto

121.

Sabiendo que In2=0,69315:

a) Obtén la aproximacion lineal de la funcion f(x)=log,x en x = 2 y utilizala para obtener los valores

aproximados de f(x) en x = 2,01; x = 1,9 y x = 2,9. Compara estos resultados con los obtenidos con la
calculadora.

b) ¢Qué ocurre a medida que nos alejamos del 2?

X—2

a) L(x)=In2+

L(2,01)=In2+ % =0,69315 + 0,005 = 0,69815 . Con la calculadora se obtiene L(2,01) = 0,698134722 .

L(19)=In2 —0—2‘1 =0,69315- 0,05 = 0,64315 . Con la calculadora se obtiene L(1,9)=0,641853886 .

L(29)=In2+ % =0,69315 + 0,45 =1,14315 . Con la calculadora se obtiene L(2,9)=1,064710737 .

b) A medida que nos alejamos del 2 la aproximacion lineal va empeorando.
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122. Realiza una estimacion lineal de la variacion de la siguiente funcién al incrementar lax de 2 a 2,1.

2
X
f(x)=1+
( ) X+1
7 8 7 8 7 8 7 4
f(2)==, f'(2)==; L =—+—(x-2) y L(2D) =—+—(21-2) = —+—
(2)=3. F'(2)=3 St Y LY=o+ @1-) = o+ o
., 4
Por tanto, la variacién es —.
45
Sintesis
2
X six<1
123. Dadalafuncion f(x)=
1 .
-—+k six>1
X
¢Hay algun valor de k para que f sea derivable en x = 1?
Continuidad en x =1
2
lim £ (x) = lim X2 12£(2) tim f(x) = lim (—i+kj=—1+k
X1 PEN x—1" X1~ X
Luego -1+k=1=k =2
Derivabilidad en x =1 para k = 2
(1+h)2+1 1 1+h?+2h+1-2
f(1+h)-f(1 - h(h+2
£(1)= fim @) -1 _ oy 2 — lim 2 ~iim M0*2)
h—0" h—0~ h h—0~ h h»o-  2h
1 +2-1
f(1+h)-f(1 - -
£(1) = tim @) -fF@ _ oy “1eh — i h___
h—>0* h h->0* h n-o" h(1+h)

Por tanto para k = 2 la funcién f es derivableenx=1y f'(1) =1.
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124. Estudiala continuidad y la derivabilidad de las siguientes funciones en los puntos indicados.

3 .
a) f(x)_{x - §|x<g enx=0
-X  six>

2senx —2 Six #
b) f(x)=

T
en x=—
. 2
cos X Si X =

Nl Na

2 .
o) f(x):{x +2 SIX<0enR

v4-x six=0

a) Continuidad en x =0:

f(O*) = lim (-x)=0=f(0) y f(O‘) = lim (x3 - x) =0. Asi pues, la funcién es continua en x = 0.

x—0" x—0"

Derivabilidad en x = 0O:

f'(O*): lim — =1 f*(07) = lim “N _jim 2 "7 _ 1. Luego f es derivable en x = 0.
h—o* h h»o- h h—>0"

b) Continuidad en x = g:

f [Ej =cos= =0 y lim (2senx —2)=0. Asi pues, la funcion es continua en x = I
2 2 K 2
2

Derivabilidad en x = %:

T
i Zsen(—+h)—2 2sen’cosh + 2cos ~senh - 2
' = lim = lim 2 2 =2 lim cosh-1_ 2cos'(0)=0
h—0* h h—0* h h—0" h
_ Zsen[g+ h)—z ho1
f‘[l ] —lim——2 /om0 2c0s'(0) =0 . Luego la funcion f es derivable en x = r
h—0~ h—0~ 2

c) Basta con estudiar la continuidad y derivabilidad en x = 0, porque en otro caso la funcién es continua y
derivable.

Continuidad en x = 0:

f(O*) = lim V4-x=2=f(0) y f(O’) = lim (x2 + 2) = 2. Asi pues, la funcién es continua en x = 0.

x—0" x—0"

Derivabilidad en x = 0:

f'(o+ —iim Y22 i ( 4_h_2)( 4_h+2)— im —— 2
)_ h—0" h ~hosor h(«/ﬁ+2) ~hosor h(x/ﬁ+2) 4
(o) im P m -0

Luego la funcion f no es derivable en x = 0.
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125. Calcula la derivada de las siguientes funciones.

a) f(x)=(x*-3x")Ax*-2 c) f(x)=e> sen(x+3)
b) f(x)=% d) f(x)=arcsen(x* -1) - arctg(x” - 1)
X

4 2 4 2
a) f'(X):(4X3—6x)§/H+2X(X 3x2):2x(7x 24X 2+18)
3 SVXZ—Z) 3(3x2—2)

2()(2):r_)(3—1)_|n(2)(_3)(3)(2+ ) 2(x +x-1)- (3x + ) (2x - 3)in(2x - 3)
b) f'(x)= . - -
(x3+x—1) (2X—3)(x3+x—1)

c) f'(x)= e3xz’1(6xsen(x +3)+cos(x +3))

d) f'(x): 2X B 2X

\/1_()(2 _1)2 1+ (x2 —1)2

3_ 2
126. Sea la funcién f(x)=%.
X%+

Comprueba que la recta tangente en el punto de corte con el eje Y es paralela a la asintota de dicha
funcidn.

La funcion corta al eje Y en A(O,f (O)) luego A(O,gj y la pendiente de la recta tangente en ese punto es f'(0).

(3x2 —2x +3)(x2 +3) —2x(x® = x? +3x +5)
2 2
(x2+3)

fr(x)= =f(0)=1

32
_ XX +3X+5 , la asintota es y = x —1 que también tiene pendiente 1.

Como f(x) -1+—;

x?+3 x?+3
127. Dadala curva 2xy +y —x —-6=0, se pide:

a) Calcular la segunda coordenada del punto P (5, ), que pertenece a dicha curva.
b) Calcular y'(5) utilizando la derivacion implicita.

c) Calcular y'(5) despejando previamente la y y derivando posteriormente la funcion obtenida. (Los valores
obtenidos deben coincidir).

a) Sustituyendo x por 5 se tiene 10y +y =11. Luego y =1=P(5,1)
b) Derivando se obtiene 2y + 2xy '+ y'-1=0 y sustituyendo x por 5 e y por 1:
2-1+10y'+y'-1=0

Luego y'(5) = —1—11
X+ 6 -11 1

ey=—T—=y(B)=-"
2x+1 (2x+1° Y 1

c) (2x+1)y =x+6.Luego y =
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Cuestiones

X2+ x six<0 .
se verifica que:

senx +x%+1 six>0

128. Si f(x) ={

i 2x +1 six<0
f (X)= 2 o
cosX +3x° six>0

¢;Coinciden las derivadas laterales de f en x =07?

Aunque lim f'(x)= Iim+f '(x)=1, las derivadas laterales en x = 0 no coinciden, pues, en caso de hacerlo, f seria
x—0" x—0

derivable en x =0y no lo es, puesto que no es continua ya que lim f(x)=0 y lim f(x) =1.
x—0" x—0"

Las derivadas laterales son:

_ 3 _
£(0%) = lim f()-F(O) _ j, senh+h®+1-0

h—0* h h—0* h
_ 2
£1(07) = lim FO=FO) _ j h2th_ (h+1)=1
h—0~ h h—0" h—0"

129. La funcién f(x)=|x| no es derivable en x =0y la funcién g(x)=senx silo es. (Es derivable en x =0 la

funcion p(x)=f(x)g(x)?

Veamos si existe lim
h—0

p(0+h)-p(0) :
h

Como p(0+h)-p(0) _ |h|sr¢]anh p(0+h)—p(0) i |h|senh _ Iim|h||im%=0-l=0

, entonces lim
h h—0 h h>0 h h—0' 'h-0

Luego p(x)= |x|senx es derivable en x =0, y su derivada es O.

-x?2-x six<0
, cuya gréafica es la de la figura no es derivable en x = 0 como puedes

130. La funcion f(x)= .
X six20

observar. ;Lo es g(x)=xf(x)?

-

-x3-x%® six<0

La funcién g(x) es: g(x) =
9(0) es: 8 (x) {xz six>0

_ _h3 _Rh2
g'(O‘): lim 9(0+h)-g(0) _ im == m (_hZ_h):o
h—0~ h—0~ h—0~
_ 2
g'(0")= lim 9(0+h)-g(0) _ . h*_ o h=0
h—0" h h—o* h h—0"

Asi pues, g(x) es derivable en x = 0 y su derivada es 0.
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131. Sif es unafuncién par y derivableen R, ¢es f'(0) =0 necesariamente?

#(07) = tim 1OEN=FO) ) F(0)-F(O) _ ) F(=N)-F(0)
( ) thg* h th(?’ h erg+ —h

Como f es par, f(-h)=f(h), asi que f'(O‘) =thLrQ+L;](((J):7f '(O*)

Al ser f derivable en x = 0, debe ser f'(07) =f'(0"), es decir, f'(0)=0.

132. Si la funcién f verifica que para cualesquiera numeros reales a y b se cumple que

f
f(a+b)=f(a)+f(b)+2ab yque Iimoﬂ= 2 ,demuestra que f es derivable en todos los nimeros reales.
x>0 X

f h)-f
Veamos si existe AI%M sea cual fuere x.
—

f(x+h)-f(x) _f(x)+f(h)+2xh—f(x) f(h)+2X
h h h

Asi pues, Iim w = lim [@+ ZX} =2+2x, es decir, f es derivableen R y f'(x)=2+2x
h—0 h—0

133. Si f(x)g(x):eX , ¢puede haber algun numero real para el que se anulen simultaneamente las derivadas

defyg?
(f(x)g(x))' =e* =f'(x)g(x)+f(x)g'(x) no se hace cero nunca, por lo que no puede haber ningin ndmero x para

el que se anule simultaneamente f' y g', puesto que, de ser asi, se anularia la suma.

134. La funcién f(x)=x"*+x? es una funcién par (f(-x)=f(x)) y su derivada f'(x)=4x>+2x es una
funcién impar, (f'(-x)=-f'(x)). Justifica que esto ocurre siempre; en concreto: si f derivable en R es
una funcién par, entonces f' es unafuncién impary si f es impar entonces f' es unafuncién par.

Sifespar, f(-x)=f(x)=[f(—x)]'=[f(x)]'=-f'(x)=f'(x)= f' esimpar

Sifes impar, f(-x)=—f(x)=[f(-x)]' =[F(x)]'=-f'(x)=—F'0=f'(—x)=f'(x)= f' es par

135. Demuestra esta sencilla formula que nos da la derivada segunda de un producto:

(fg)'=f"g+2f'g'+fg"

(fg)" :((fg)')' =(f'g+fg")' =f"g+f'g+f'g+fg"=Ff"g+2f'g'+fg"
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136. Comprueba que las definiciones:

f'(a)=|him)f(a+hhﬂ f.(a)=“mf(xx):;(a)

X—=a

. . N . cos®x+1
son lamismay, aplicando la segunda definicion, calcula: lim ————.
X—=m X -7

f(x)-f _
En lim M llamamos x =a+h, porloque x —»a < h — 0 y escribimos:
x—a X—a

im f(x)-f(a) _ lim f(a+h)-f(a)

Xx—a X —a h—0

3 _
Tomando f(x)=cos®x, lim COS"X+1_ \im () -f(r) =f'(n).
X7 X —1T X—>T X—T

, ) ) , " cos3x+1_0
f'(x) =3cos® x(-senx), asi que f'(r)=0, es decir, Xlinnx—_n— )

137. Sin calcular la derivada, comprueba que las siguientes parejas de funciones tienen la misma derivada:

X 2x +1 1
a) f =— = c) f = arct X) = —arctg—
) f1(})=g Y 9()="— ) f(x)=arctgx y g(x) 9
b) f(x)=cos2x y g(x)=2cos®x d) f(x):ln(2x2+1) y g(x):ln(20x2+10)

Para comprobarlo no es necesario derivar, basta ver que las funciones difieren en una constante.

_2x+1 X 1
Xx+1 x+1

a) g(x)—f(x)

b) f(x)-g(x)=cos2x —2cos” x = cos® x — sen’x — 2¢0s” X = —Cc0s” X — sen’x = -1
1 . 1 1 .
c) f(x)-g(x)=arctgx +arctg—. Si arctgx =n, tgn=x; arctg—=v, tgv =—. Entonces n y v son angulos
X X X
. . 1
complementarios, es decir, arctgx + arctg— = g .
X

d) g(x)~f(x)=In(20x* +10) ~In(2x* +1) =In[10(2x* +1) |~ In(2x* + 1) =In10 + In(2x* + 1) = In(2x° +1) = In10.

138. Si f y g son funciones derivables en R cuyas gréficas en el intervalo [a,b] son como las de la figura, es
decir, f(a)=g(a), f(b)=g(b), f(x)>g(x) en (ab), parece que hay un nimero c en (ab) tal que
f'(c)=g'(c). cSera eso siempre cierto?

Si, siempre es cierto, pues la funcién h(x)=f(x)-g(x) es continua y derivable en [a,b]. Tomemos el valor de c

donde alcanza el maximo h(x). Se trata, pues, de un punto en (a, b) pues h(a)=0y h(b)=0.

Asi que, h'(c)=0, es decir, f'(c)=g'(c).
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Problemas

139. Dadas las parabolas f(x)=x?-4x +3 y g(x)=x?-16x +63, calcula el area del triangulo formado por el

140. Una particula se mueve a lo largo de la grafica de la curva y =

141.

Unidad 2| Derivadas @@

eje Xy las rectas tangentes a dichas parabolas en el punto de corte entre ellas.

Se comienza calculando el punto de corte entre las pardbolas: x* - 4x +3=x?-16x +63 = x =5. El punto de
corte es A(5,8).

En A(5,8) larectatangente a f(x)=x?-4x+3 es y -8=6(x —5). Operando se obtiene y =6x —22.

En A(5,8) larectatangente a g(x)= x?-16x+63 es y-8= —6(x —5) . Operando se obtiene y = —6x +38.

El area del triangulo de vértices A(5,8), B(%,O) yC [% Oj es A= (%—%) % = % u?.

4
para x >1. En el punto P|2,——| la
1-x 3

abandonay sigue desplazandose a lo largo de larecta tangente a dicha curva.
a) Halla la ecuacion de dicha recta tangente.
b) Si el desplazamiento es de izquierda a derecha, encuentra el punto en el que la particula encuentra al eje X.

c) Si el desplazamiento es de derecha a izquierda, encuentra el punto en el que la particula encuentra a la
asintota vertical mas préxima al punto P.

2
a) y':ﬂ y'(2) ~ 19 La ecuacion de la tangente es y _10, 32

(1— x2)2 ] 9 9 9

> el corte

. — . . . . 2x
b) Como la particula no corta al eje si x est& en el intervalo (12), cuando sigue la trayectoria y = n

debe darse si x > 2. Asi pues, debe ser %x —3—92 =0. La particula encuentra el eje X en el punto A(3,2;0).

c) La asintota méas proxima a P es x = 1. Luego la particula se encuentra con esa asintota en B(l —%) .

Dadas las dos curvas:
y34+5xy +3x -2y =0 xy24+7xy +2x +3y =0
a) Demuestra que ambas pasan por el origen de coordenadas.

b) Demuestra que las rectas tangentes a dichas curvas en el origen son perpendiculares entre si.

a) Al sustituir en ambas ecuaciones x =y = 0, se observa que se cumplen ambas igualdades.

b) Se calculan las derivadas implicitas de ambas curvas y se sustituye x e y por 0 para obtener y'(0).

3y?y'+5y +5xy'+3-2y'=0. Por tanto, y'(0) -3
2

y2 +2Xyy'+ 7y + 7xy '+ 2+ 3y ' =0. Por tanto, y'(0) = _é

Luego las tangentes tienen pendientes 3 y _2 y, por tanto, son perpendiculares.
2 3
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142. La Hoja de Descartes es la curva que corresponde a la gréfica de la ecuacion x° +y3 =3xy vy tiene esta
bella forma.

a)

b)

c)

b)

c)

Y

-y

Explica por qué la Hoja de Descartes no es una funcion.
Comprueba que el punto [% %J pertenece a la Hoja de Descartes.

Mediante la derivacién implicita comprueba que la tangente a la hoja en el punto (%%) es paralela a la

asintota de la Hoja de Descartes.

La Hoja de Descartes no es una funcién porque corta a algunas rectas verticales mas de una vez (por ejemplo,
alarectax=1)

Sustituyendo x e y por % se observa que se verifica la ecuacion x° +y*® = 3xy

Derivando: 3x? +3y2%y' =3y +3xy"

Six=y _3 se tiene £+£y' _2+2y
2 4 4 2 2

Luego la pendiente de la tangente en dicho punto es y'=-1, que es paralela a la asintota.

143. Sea f :[-2, 2] > R la funcién definida por:

F () =(1-[x)(1-[x])

donde [x] representa la parte entera de x, es decir, el mayor entero menor o igual que Xx.

Justifica la verdad o falsedad de las siguientes afirmaciones:

a)

a)

b)

f es derivable en (-2, 2). b) Sixno es entero, f9(x)=0.

3(1+x) si—-2<x<-1

2(1+x) si-1<x<0
Se escribe f como funcién definida a trozos: f(x) ={1-x si0<x<1

0 sil<x<2

1 six=2

3Xx si—-2<x<-1
2x si—-1l<x<0
1 si0O<x<l1
0 sil<x<?2

Derivando se tiene que: f (x) = , luego la funcién es derivable si x no es entero.

3 si-2<x<-1 0 si—-2<x<-1
2 si-1<x<0 0 si-1<x<0 . . ,
fr(x)= . X< f(x)= . <X<Y por tanto, las derivadas sucesivas ya seran 0.
0 si0O<x<l 0 si0O<xx<l1
0 sil<x<?2 0 sil<x<?2
Eﬁ Derivadas | Unidad 2
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144. Seaf la funcion definida en (0,+») por: f(x)=x?Inx —%xz

2(-1)"")(n - 3)!
Demuestra que paratodo entero n >3, es: fV = %
X
f'(x)=2xInx-2x, f"(x)=2Inx, " (x) -2 y a partir de aqui se tiene las derivadas sucesivas de 1 siempre
X X

-1)"n!
multiplicadas por 2. Como si g(x) :i, entonces g" (x) = ) , Se obtiene el resultado buscado.
X

Xn+1

145. Determina todas las funciones f de la forma f(x)=ax®+bx®+cx+d con a#0 y que verifican
f'(-)=f'(1)=0

¢Algunas de las funciones obtenidas anteriormente verifica f (0) =f (1) ?

Derivando se obtiene f'(x)= 3ax? + 2bx +c. Se quiere que 3a-2b+c=3a+2b+c=0.Luegob=0yc=-3a.
Las funciones que verifican esto son de la forma f(x) =ax® —3ax +d .

Si ademéas se impone la condicién de que f(0)=f(1) debe ser d =a-3a+d, luego a deberia ser 0. Asi pues,
ninguna de las anteriores verifica que f(0)=f(1).

146. Un profesor algo despistado propone a sus estudiantes que encuentren una funcion f definida en (O,+oo)
tal que:

£1(x) = 1 si0<x<7
|2 six>7

y que f (7) = 3. Un estudiante intenta calcular f y se lleva una sorpresa. Explica qué ha ocurrido.

X+a Si0<x<7
2x+b six>7

continua en x = 7 pues es derivable alli, luego a =-4 y b =-11 pero la funcién asi obtenida no es derivable en x =7
y, por tanto, su derivada no vale 1 en x = 7 como deberia.

Si intenta hallar una funcién con estas caracteristicas se tendria f(x):{ que deberia ser

147. Supdn que f es derivable en x. Demuestra que:

on i F(x+h)—f(x—h)
f(x)—rl1|_r11O h

(Indicacién: restay suma en el numerador f(x)).

m
h—0 2h h—0 2h h—0 2

im L) =F(x=h) Fx+h)—f(x)-(f(x-h)-f(x)) _ i 1[f(x+h)—f(x) f(x—h)—f(x)]
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148. En lafigura se representa la gréfica de la funcién derivada f' de una cierta funcién f :[0, l] ->R.

a) Halla una expresion algebraica de f sabiendo que su gréfica pasa por el origen de coordenadas.

b) Representa graficamente la funcion f(x).

c) ¢Se verifica f(%} =07

Y
1
y=f(x
0 1 X
2x si0<x<t x? +a sio<x<s
a) f'(x)= 1 2 Luego f(x)= 1 2
—2X +2 siE<x<l X% 4+2x+b si§<x<1

Como f(0)=0 vy, al ser derivable, f es continua en % ,setienequea=0y %: —% +1+b.Luego b= —% .

b) Y

-

0 1 | X

c) Enlagréficade f'(x) se observa que no existe f [%) . Se comprueba calculando:

1 2[h+%)—l 1+ —2[h+£)+2—1
f'l= = lm ———=2=f"| = :Iim;:—Z
2 h—0" h 2 h—0* h

149. El coste total de produccion de g unidades de cierto producto viene dado, en euros, por la expresion:
C(q)=29°+5q +10
Una empresa produce en la actualidad un total de 50 unidades y estudia la posibilidad de aumentar la

produccidén a 50,5 unidades. Estima, utilizando la aproximacion lineal, cuél seréa la diferencia de costes si
se producen 50,5 unidades en lugar de 50.

L(q+0,5)=C(q)+0,5C"(q)
L(50,5) = 5260+102,5

Luego la diferencia de costes es de 102,5 €.

@w Derivadas | Unidad 2 85



SOLUCIONARIO

150. Seaf unafuncion definidaen R que pasa por el origen, y que admite segunda derivada y que verifica:
[ ()T +f(x)f"(x)=2

Calcula la ecuacion de la tangente a la grafica de f en el punto (3,1) .

Se sabe que 2 =[f'(x) ] +f(x)f "(x) = (f(x)f'(x))".
Luego 2=(f(x)f'(x))" y una funcién cuya derivada es 2 tiene la forma 2x+a, asi pues f(x)f'(x)=2x+a.
Como f(0)=0, debe sera=0y setiene f(3)f'(3)=6=1-f'(3)=6=f"(3)=

Asi pues, la ecuacion de la recta tangente en (3,1) es y=6x-17.

151. Supdn que fy g son funciones derivables en todo R vy tales que:
) f(0)=1y g(0)=0
i) f(x)=-9(x) y g"(x)=(x)

a) Sea h(x)=f?(x)+g?(x). Calcula h'(x) y utiliza el resultado obtenido para probar que f*(x)+g?(x)=1 para
todo x.

b) Supoén que Fy G son otro par de funciones derivables que verifican i), ii) y considera la funcién:

2 2
=[f(x)-F()] +[9(x)-G(x)]
Calcula k'(x) y utiliza el resultado obtenido para decidir qué relacién existe entre fy Fy entre g y G.

c) ¢Conoces algun par de funciones f y g que verifiquen i), ii)? ¢ Puede haber otras?

a) h'(x) :(fz(x)+gz(x))' =2f'(x)f (x)+2g9'(x)g(x) =—-2g(x)f(x)+2f (x)g(x)=0

Luego h(x) es constante y como h(0)=f(0)+g(0)=1+0=1, entonces h(x)=1 para todo x y, por tanto,

f2(x)+g%(x) =1 para todo x.
b) k'(x>=([f(x>—F<x>T+[g<x>—e<x>f)'=2(f'(x)—F'(x))(f(x)—F<x>)+2(9'<x>—e-<x>)<g(x>—e<x>>=
=2(-9(x) +G(x))(f (x) =F (x)) +2(f (x) - F (x))(9 (x) -G (x)) =0

Luego k es constante y como k(0) = (f(0)-F(0))+(g(0)-G(0))=0, entonces k(x)=0 para todo X, y como
k es la suma de dos cuadrados, deben ser f(x)-F(x)=0 y g(x)-G(x)=0. Luego f(x)=F(x) y
g(x)=G(x) paratodo x.

c) Si, f(x)=cosx y g(x)=senx satisfacen las condiciones, y por b) son las Gnicas.
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152.

153.

Una particula que se mueve en el plano XY baja deslizandose a lo largo de la curva de ecuacion

y =vx%+9. En el punto P(4,5) abandona la curvay sigue por larecta tangente a dicha curva.

a) Calcula el punto R del eje Y por el que pasara la particula.

b) ¢Existe algin otro punto Q de la curva tal que la recta tangente a la curva en el punto Q corte al eje Y en el
mismo punto R anterior?

a) Como y'= :%' Recta tangente en P (4,5): y—5=g(x—4):>y=%x+%

@

Punto de corte de la recta tangente conelejeY: x=0=y = % = R(O,%) .

b) Rectatangente ala curva y =+x?>+9 en el punto Q(a,\/a2 + 9) :

9
y—\/a2+9=(L]x—a Sy=—2 xq
VaZ +9 ( ) Ja?+9  Va?+o

Si queremos que pase por R(O,%) , entonces S8 =a=4o0oa=-4.

va®+9
Luego sia=4, Q(4,5) y sia=-4, Q(-4,5). Por tanto, la recta tangente a la curva en Q(-4,5) también corta

al eje Y en el punto R(O%) .

Define a trozos la funcién:

f(x)=min[x—2 ! J

2 "1+ x?

y calcula (f o ")(2).

1
1+ X

como 1+ x? es siempre positiva, se obtiene la inecuacion equivalente:

2
. X
Resolvemos la inecuacion ?s =

x2(1+x2)s2:>x4+x2—2£0

Resolviendo la ecuacion bicuadrada x* +x?—-2=0 se obtienen las soluciones x = -1 y x = 1. Observando qué
ocurre en los intervalos (—0,—1), [-11] y (1+%) se tiene que:
1 x2

si xel|-11 — >
1+ x2 <[4 2 1+x

2
7S si X e(—oo,—l)u(l,+oo)

X sixe[-11]
La funcién es f(x)= 2

T si x ¢[-11]

4\
, 2.2 4 N _(_75} _ .8
Como f (2):m=—g, entonces (f of")(2) =f(f (2))_f[_EJ_T_E
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Para profundizar
154. Halla la funcién f que cumple la ecuacion:
(1+ xz)f "(x)+2xf'(x)=2

para todo x, sabiendo que f(0)=f'(0)=0.

De la ecuacién anterior se deduce que: (1+x2)f"(x)+2xf'(x) = (1+ x2)f'(x))' = 2 = (1+ x2)f '(x) =2x +a.

Por tanto, f'(x)= 2X+? ,

erocomo f'(0)=0,a=0.
1+x P ()

yestaes f(x)=In(1+x?)+b.

Ahora debemos encontrar una funcién cuya derivada sea f'(x) = T
+X

Como f(0)=0, b=0Yy lafuncién buscada es f(x)= In(1+ x2).

155. Los siguientes limites se pueden escribir como el valor de una cierta funcién en un punto. Aplicando esta
idea, calculalos.

20
a) lim )~ -1 o) fimi9x=1
Xx—0 X xsE X—E
1
4
b) lim COS X d) lim 1+ cosx
,HEX_E Xon X —T
2
2
@) -f . (1+x7 -1
a) Tomando f(x)=x*, f'(1 = lim =lim =20.
x—0 X x—0 X
. cos X cos(h+—) f(h+£j—f(£j n n
b) Sea f(x)=cosx—-=, lim = lim = lim 2 2 f'[ ) sen(—j——l
%™, T ho0 h—0 h 2
2
T Y
B tg(h+—)—tg(—)
¢) Llamando f(x)=tgx y h=x -2, lim 9x=1_ i 4 4 :f'(ﬁj:;:z.
IR T h-0 h 4 2(7:)
7 X—— cos?| =
4
d) Llamando f(x)=cosx y h=x -, lim 1+ cosx :rlling)COS(thTE)_COSTE =f'(n)=-sen(n)=0.
X->n X —T —

a b
+

156. a) Encuentra dos nimeros reales a y b para los que: =
x2-1 x-1 x+1

b) Sea f:R-{-11}— R definida mediante la formula: f(x)= 7 1
X —

Obtén la férmula para la derivada n-ésima de f.
a) Debe ser 2x =ax +a+bx —b para todo x. En particular, six =0, setiene 0=a-b ysix=1, 2 =2a. Luego los
ndmeros buscados sona=1yb=1.

(-D"n!

Xn+l

2X 1

b) f(x)= = +
x2-1 x-1 x+1

, se tiene:

. Como si g(x):i, entonces g" (x) =
X

(-D"nt (=D"n!
+

£ (x) =
x-D"*  (x+D"*
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157. Considera una funcién f : R - R que satisface las siguientes propiedades:

1. f(xy+x,) =f(x,)f(x;) paracualesquiera Xy,x, .

2.1(0)%0
3.f(0)=1
a) Demuestra que f(0)=1. Indicacién: Toma x, =X, =0 en 1.

b) Demuestra que f(x) # 0 para todo x. Indicaciéon: Toma x, = —-x, en 1.

c) Utiliza la definicion de derivada para probar que f'(x)=f(x) para todo niimero real x.

()

9(x)

d) Sea g otra funcion que satisface las tres condiciones y considera k (x) =

Demuestra que k es derivable en todo R, y obtén k'(x) . ¢ Qué relacion entre fy g?

e) ¢Conoces alguna funcion f que satisfaga las tres condiciones? ¢ Puede haber mas de una?

a) Llamando a=f(0)=f(0+0)=f(0)f(0)=a’. Por tanto, a=a”. Luego a=0o0a =1y como f(0)=0 se
concluye que f(0)=1.

b) Como f(0)=f(x+(-x))="f(x)f(-x)=1, entonces f(x) no puede ser cero.

&) 11(x)= lim =0y FOOTMI=F0) gy i FO=2 g 95 0) = £ ()22 1 ().

h—0 h h—0 h h—0 h

k h)-k -g(h
d) k(x) = lim XCZKE) _ypy 90JI() 00 _ 109 iy F()-0(h) _
h—0 h h—0 h h—0 g(x)g(h)h g(x) h—0 g(h)h
60
g(x)

Luego k(x) es una funcién constante ya que su derivada se anula para todo x.

f(x)

T:a:f(x):ag(x) . Perocomo f(0)=1y g(0)=1,entoncesa=1y f(x)=g(x).

g(x
e) Lafuncién f(x)=e* satisface las tres condiciones y por d) es la Unica.
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Autoevaluacion

Comprueba qué has aprendido

. . 3
1. Calculalas ecuaciones de las tangentes ala pardbola y = x? trazadas desde el punto P[E’ZJ .

90

Llamemos a a la abscisa del punto de tangencia como se muestra Y
en la figura (habréa dos tangentes desde P). \ /
. . a’?-2 \
La pendiente de r es 2a y también es 3" /
a-=- \ i
2 /
a2 _ 1 /
Asi pues, 2a = 3 =2a?-3a=a’-2=a’-3a+2=0=a=10a=2.

a-, 0 X
Los puntos de tangencia son, pues (11) y (2, 4) por lo que las ecuaciones de las tangentes pedidas son:

y-1=2(x-D=y=2x-1 y-4=4(x-2)=>y=4x-4

*Como ya sabes, si f es continua en a, y existe lim f'(x), dicho nidmero coincide con f'(a”) (derivada en
x—a~

a por la izquierda). Anadlogamente por la derecha. Aplicando ese resultado, calcula los nimeros ay b para

2 ix< .
que f(x)= ax S_' x<l sea derivableen R.
b+Inx six>1

El Unico punto donde podria no ser derivable es en x = 1. Para que lo sea, f debe ser continua en x = 1, es decir,
lim f (x) = lim f(x) =f (1), por lo que a =b.

x—>1" Xx—T
2ax six<1l

Por otra parte, f'(x)=41 . ,asique, limf'(x)=2ay limf'(x)=1.
— six>1 X1 X1
X

Entonces, sia=by2a=1, f es derivable en x = 1, por tanto, si a :% yb :% se verifica que f es derivable en R .

Calcula la derivada de las siguientes funciones (no te preocupes por el dominio de f o de f').

a) f(x)=sen(cosxj b) £(x) = sen®[(x® + DI c) f(x)=V1+e 2
X

2

, cosx || -x*senx - 2xcosx cosx )) xsenx +2cos x
a) f'(x)=|cos| —; | Z =—|cos| — 5
X X

X X
b) f'(x)=3sen?[(x3 D] cos[(x® + DI 3(x3 + 1% 3x?

X
c) f'(x)= ;esenz 1(:os.i

senl 2 2
2\1l+e 2

Calcula la derivada en x = 0 de lainversa de la funcion f (x)=x>*+x -30.

Llamando g(x) alainversa de f(x) tenemos que g(f(x))=x, asi que g'(f(x))f'(x)=1. Nos piden g'(0).

Si f(x)=0, x3+x-30=0, x = 3, asf pues g'(0)-f'(3)=1, por lo que g'(0)= siendo f'(x):3x2+1, es

1
f(3)

decir, f'(3)=28, con lo que g'(0) :2_18'
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Calcula la derivada por la derecha en x =1 de la funcién:

T .
f(x)= — six<l1

arctg(l+Inx) six=21

¢Diferiria mucho de la derivada en x =1 de la funcién g (x)=arctg(1+Inx)?

f(x) es continua en x = 1.

0 six<1
Derivando la funcién se obtiene: f'(x) = 1 1
———— = six>1
1+(1+Inx)" X

1

Por tanto f'(17) = —_—
1+(1+InD

1.1
1 2
Se obtiene el mismo resultado calculando g'(1) :% puesto que f(x) = g(x) six > 1.

x2 y2 2\/—

Calcula la ecuacidn de la tangente a la elipse ?+T— 1 en los puntos de ordenadas ——

Realiza los calculos sin obtener y como funcién de x.

Derivando implicitamente, tenemos que 2?)(+ 25y =0, porloque y'= gx
y
2 2
Siy =£, tenemos que X—+£=1, con lo que X—:l—ézi, luegox=20x=-2.
3 9 4.9 9 9 9
- 25 -4
Six=2, y‘——— y la recta pedida sera y——:—(x—2).
65 3J— 35
Six=-2,y'= 4 y la recta pedida sera y—i:i(x+2).
35 35
2 .
L <
Obtén la funcién f paralaque f'(x) = 3x“+1 StX L y f(0)=2.
5+cosmx six>1
3 .
P . X*+X+a six<1l
Sifix)= X+l sixsl gy 1 .
5+cosnx six>1 5x+=sennx+b six>1
s

Como f(0) =2, tenemos que 0°+0+a=2,a=2 y si f es derivable en x = 1, debe ser continua, por lo que:

lim f(x) = lim f(x), es decir, 2+a=5+isenn+b, conloque 4=5+b, b=-1, asi que:

x—1 x—1" b

X3 +X+2 six<1

f(x)=
( ) 5x+isennx—1 six>1
T

Calcula las derivadas laterales en x =0 de la funcién f(x) =vx2(1+x) . ¢Existe f'(0)?

f(x) = IxIV1+x
|h|\/1+ . hyl+h (0 ) = lim lhlvi+h . -hvl+h

= |lm ——=1 = |lim =-1

f'(0*) =
haO h—0" h h—0~ h h—-0" h

Por tanto, f no es derivable en x = 0.
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Relaciona y contesta

Elige la Gnica respuesta correcta en cada caso
1. Seafunafuncion definidaen R, que admite segunda derivada.
A. Si f(0)>f(1), entonces f'(0)>f'(1).
B. Si g(x)=f(senx), entonces g'(0)>f'(0).
C. Para cualquier numero real x, se verifica que:
(f-£)(x)-f(x)f"(x)=0

D. Existen nimeros a para los que lim f'(x)= lim f'(x).
x—a~ x—a’

La respuesta correcta es C. (f -f")'(x) =f'(x)f"(x)+f(x)f"(x), porlo que (f-f")'(x)—f(x)f"(x)=(f '(x))2 >0.

2. Sea g(x)=2x -6y funafuncion tal que f'(x)=e* . Latangente alacurva y =(f og)(x) en el punto de
abscisa 3 verifica que:

A. Es horizontal. C. Su pendiente es mayor que f'(1).

B. Tiene pendiente negativa. D. Es paralela a la gréfica de y = g(x).

La respuesta correcta es D. (f o g)'(3)=f'(g(3))g'(3). Como g(3)=0y g'(3)=2,es (fog)'(3)=f'(0)-2=2.

3. Consideralafuncion f(x)=In /w
1-senx

. Presenta un punto con tangente horizontal.
. Su derivada siempre es positiva.

A
B
C. No es derivable en los puntos de corte con el eje horizontal.
D

. [f'(x)| 21 en los puntos en los que es derivable.

1>1

La respuesta correcta es D. Como |cos x| <1 para todo valor de x, entonces |f (x)| = | | >1.
COS X

Sefiala, en cada caso, las respuestas correctas

4. Sea f :R — R derivabley tal que su grafica es simétrica respecto de larecta x = 2.

A. vxf(2+x)=f(2-x) C. vx,f'(2+x)=1f'(2x)
B. vx(f(x)=f(4-x) D. Si XIiﬁnjmf(x):1:xliﬁrr7100f(x):1

Son verdaderas la A y la D. Si la gréfica es simétrica respecto de la recta x = 2, debe ocurrir que
f(2+x)=1f(2-x) sea cual fuere x.

Observando ahora que los nimeros x y 4 — x equidistan de 2 pues |2 - x| = |4 -X - 2| concluimos que B también
es verdadera.

La afirmacion C es falsa como lo prueba, por ejemplo, la funcién f(x)=(x - 2)2 yx=0.
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Para todo x mayor que 1 se verifica:

A. Sif(x)=e’ =f"(x)=e* C. Si f(x)=senx = f"(x)=sen(x +r)

B. Sif(x)=¢e" =f"(x)=2xe* D. Si f(x)=cosx = f"(x)=cos(x+n)
C es verdadera ya que si f(x)=senx, f'(x)=cosx, f"(x)=-senx y sen(x +r)=-senx.
D también es verdadera ya que f(x)=cosx nosllevaa f'(x)=-senx, f"(x)=-cosx y cos(x+m)=-coSX .

Ay B son falsas porque f"(x) = (2+4x2)exz .

Elige larelacién correcta entre las dos afirmaciones dadas

6.

Sea f : R —»> R derivable.
1. Latangentealacurva y =f?(x) en x =3 es horizontal.
2.Lacurva y =f(x) corta al eje de abscisas en el punto x = 3.

Ale 2 C. 2= 1perol = 2.

B.1= 2pero2 =1 D. 1y 2 se excluyen entre si.

La relacion correcta es la C.

y'=2f(x)f'(x), por lo que sise da 2 es f(3)=0, conloque y'(3)=0 ysedal Asique2 = 1lperol = 2,
2

como prueba, por ejemplo, y= ((x —3)2 +1) , con lo que f(x)=(x- 3)2 +1 verifica pues

y'= 2((x -3y +1)2(x -3), es decir, y'(3)=0 pero f(x)=(x-3)’ +1 no corta al eje horizontal, es decir, no se

verifica 2.

Sefiala el dato innecesario para contestar

7.

Sea f(x)=xg(x)+asenx +be* donde g:R — R es una funcién derivable. Para calcular la ecuacién de la
tangentealacurva y =f (x) en x =0 nos dan los siguientes datos:

1. Lacurva y =g(x) cortaal eje vertical en (0,4).
2. Lascurvas y =f(x) y y =g(x) secortanenx=1.

3. y =f(x) tiene tangente paralela a la bisectriz del primer cuadrante en (0,4).

4. El punto (0,a+b) es el maximo delacurva y =

1+x2°
A. Puede eliminarse el dato 1. C. Puede eliminarse el dato 3.
B. Puede eliminarse el dato 2. D. Puede eliminarse el dato 4.

La ecuacién de la tangente pedida es y —f(0)=f'(0)x, f(0)=b.
f'(x)=g(x)+xg'(x)+acosx+be*, porlo que f'(0)=g(0)+a+b con el dato 1, se obtiene g(0)=4.

El dato 2 nos dice que f(1)=g(1), o sea, g(1)+asenl+be=g(1), asi que asenl+be =0, que junto con el dato 4

nos permite calcular a y b que el maximo de la curva y =

> se alcanza en x = 0 y vale 1, por lo que segun el
1+x

dato 4, a+b =1, que junto a la igualdad anterior, dada por el dato 2, nos permite calcular a y b y hemos obtenido
la ecuacién de la tangente a y =f(x) sin tener que utilizar el dato 3. Por tanto, la respuesta correcta es C.
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3 Aplicaciones de las derivadas

EJERCICIOS PROPUESTOS

lad. Ejercicios resueltos.

6.

7.

8.

Unidad 3| Aplicaciones de las derivadas @@

*Sea f(x)=(x +1)*(x —2)” + 3. Demuestra que la ecuacién f'(x)=0 tiene alguna solucién en el intervalo
(-12).

La funcion f es continua y derivable ya que es una funcién polinémica. Ademas, f(—l) =f(2), por tanto, puede
aplicarse el teorema de Rolle que nos asegura que f'(x) =0 tiene una solucion en el intervalo (-1, 2) .

Aplicando el teorema de Rolle, justifica que la gréfica de la funcién f(x)= 3x5+7x+1 no puede cortar 2
veces al eje horizontal.

La funcién f es continua por ser polinémica. Ademéas f(-2)=-109 y f(0)=1, asi pues, el teorema de Bolzano
nos asegura que f corta al menos una vez al eje horizontal en un punto ¢ perteneciente al intervalo (-2,0). Si

cortara al eje horizontal en otro punto d, se tendria que f(c):O y f(d):O y, por tanto, se podria aplicar el

teorema de Rolle en el intervalo cerrado de extremos c y d y resultaria que la derivada de f se anularia al menos
una vez. Sin embargo, la derivada de f es f'(x) =15x* +7 que no se anula nunca porque siempre es positiva. Asf
pues, la suposicién que se hizo de que cortaba mas veces al eje horizontal es falsa.

Demuestra que la ecuaciéon 2x° —30x +¢ =0 no puede tener mas de una solucién en el intervalo [-11] sea
cual fuere el nimero c.

Definimos la funcion polinémica f(x)=2x°-30x+c . Si la ecuacién f(x)=0 tuviese dos soluciones en el
intervalo [-11], entonces, por el teorema de Rolle, sabriamos que existe un ¢ en (—1,1) con f'(c)=0. Pero

f'(x) =10x* -30 no se hace cero en el intervalo (-1, 1), por lo que la premisa es falsa: f(x) no puede cortar
mas de una vez al eje X en el intervalo [-1,1].

Nota: las soluciones de 10x* -30=0 son x =+¥3 >1y x = +43 < 1.

Sea f(x)=2+\/3 x? . Comprueba que f es continua en R, f(-8)=f(8) y en cambio f'(x) no se anula
nunca. ¢Contradice este hecho el teorema de Rolle?

Trabajando en el intervalo cerrado [—8,8] , Se ve que:

f(-8)=2+3(-8) =2+¥64=2+4=6,(8)=2+%82 =2+ Y64 =2+4=6

2
—X
3

2
3t_2,
3

1
3 _

Su derivada, f'(x) = , hunca se anula.

2
3¥x
La clave esta en darse cuenta de que la derivada no esta definida para x = 0 y, por tanto, f no es derivable en el
intervalo abierto (—8,8) y no se cumplen las hipétesis del teorema de Rolle.
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10.

11.

12.

13.

Para la siguiente funcion, demuestra que existe un a e (l 3) tal que f'(a)=0.

f(x)=(x —2)eV*’~4x+5 cos(g+ng

La funcion f es una funcion continua en el intervalo [1,3] porque es producto de funciones continuas en ese
intervalo. También es derivable en (1,3) porque es producto de funciones derivables en ese intervalo.

Ademas f (1) =-e"2 cos(%Jr%j = eﬁsen% y f(3)=e" cos(%+3§) = eﬁsen% . Luego f(D)=f(3).

Aplicando el teorema de Rolle se tiene que existe a e(1, 3) tal que f'(a)=0.
Ejercicio resuelto.

4x? +4x six<1
Sea f(x)=4-4x%+12x® sil<x <2, compruebaque:
x®-3x*+20 six>2

a) Verifica el teorema del valor medio en [0,4]. b) Halla c €(0,4) cuya existencia asegura el teorema.

a) fes continua en [0,4] pues esta definida por polinomios y en los (nicos puntos probleméticos x =1y x =2 se

cumple: lim f(x)= lim f(x)=8=f(1) lim f(x)= lim f(x)=16=f(2)
x—1" x—1" x—2" x—2"
8x+4 six<1
Por otra parte, f es derivable en (0,4) pues: f'(x)=1-12x*+24x sil<x<2
3x% - 6x six>2
lim f'(x) = lim f'(x) =12 lim f'(x)= lim f'(x)=0
x—1" x—1" Xx—2" x—2"
Por tanto, habra al menos un valor c tal que f'(c) = (4 ;f ©) = 364_0 =9.

b) Si0O<c<1: 8c+4:92c:§

Sil<c<?2 -12¢?2+24c=9=-12c2+24c-9=0=¢ :%,c =%. Pero % no esta entre 1y 2.
Si2<c<4: 3c2-6c=9=3c>-6c-9=0=c=-1c =3.Elvalor-1no pertenece al intervalo (0, 4) .
Luego son validos los valores g% y 3, que pertenecen a (0,4) y verifican el teorema.

1 six €(0,2)

3 sixe(2,3)

definida f y, sin embargo, f obviamente, no es constante. ¢Contradice este ejemplo el teorema del valor
medio?

Comprueba que la funcién f(x)={ verifica que f'(x)=0 en todos los puntos donde esta

La afirmacion de que f es constante si se cumple en el intervalo (0,2) y también en el intervalo (2,3) pero no en
la unién de ambos (x = 2 no pertenece a dicha union, existe una discontinuidad).

No hay contradiccion porque el teorema del valor medio hace referencia a un intervalo.

Ejercicio resuelto.
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14.

a)

b)

b)

c)

d)

e)

f)

96

Halla los siguientes limites.

sen3x e

. . e ) =
lim c) lim——— e) lim xx
x—0 Sen2x x—0 |n(1+ x) X—>-+00

. Inx . 1 1 .

lim —= d) lim|—-— f) lim x%"*
X400 [ x x> Inx  x-1 x—0"

Como Iirr})sen3x =0y Iing sen2x =0, se puede aplicar L"Hopital para calcular el limite pedido:
X > X—>

lim S€N 3x _ . 3cos3x 3cosO 3
x>0 Sen 2xX  x-02c0S2X  2€0s0 2

Como Ilim Inx =40 y lim VX =40 , se puede aplicar L"Hbpital para calcular el limite pedido:

X—>+0 X —>+00

im 22X _ jim
)(*)«H)O,\/; X—>+0 1

Como Iirr}](eX - e‘x) =0y IirrLIn(1+ x) =0, se puede aplicar L"Hopital para calcular el limite pedido:
X—> X—>

X —X X —X

e’ -e . e’ +e .
im = lim =lim(1+x)(e* +e™*)=2.
x»oln(1+ x) x—0 1 x»O( )( )
1+X
. 1 1 . . 1 1
Para calcular lim| — ————| hay que transformar esa resta en un cociente: lim| —-——
x> Inx x-1 x->1{(Inx  x-1

. Como lim(x —1-1Inx)
x—1

(1 1Y) (x-1-mx) .| Y% . 1

lim| — - =lim =lim 1 =lim

iInx  x-1) x-1 (x=1)Inx ) x-1 nx + %= x> xInx +x -1
X

=0y Iiml((x ~1)inx) =0 . Se puede aplicar L"Hopital para calcular el limite pedido:
X

j, y de nuevo se puede aplicar

. x-1 . 1 1
= lim = lim ==,
x>l xInx +x-1) x>\ Inx+1+1 2

L’Hopital: lim (i—i]
x>\ Inx  x-1

1 XX

1
In[ J 1| |
. . .z . . i~ —Inx . nx
Es una indeterminacion del tipo «° . Escribiendo x* =e =eXx ,sehalla lm —=

X240 X

0, asi que

l lIn><
lim x* = lim e

X—>+00 X—>+00

:eozll

Este limite da lugar a una indeterminacion del tipo 0°, por tanto, debemos transformar un poco su expresion
"X =senx-Inx . Se calcula el limite de esta

para poder aplicar L’'Hopital. Si y = x*"*, entonces Iny =Inx

Ultima expresion: lim Iny = lim senxInx = lim , Y ya se esta en condiciones de aplicar L’Hopital:

x—0" x—0* x>0t 1
senx
1
. . Inx . X -sen’x . -2senxcosx 0
lim senxInx = lim = lim = lim = lim =—=0
x—0" x—0* x—0" —COSX  x_0* XCOSX x—0" COS X — XSsenXx 1
senx sen® x
Se ha obtenido que lim Iny =0 siendo y = x**"*, asi pues lim Inx*"* =0= lim x*" =1,
x—0" x—0" x—0"
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15.

16.

17.

k

X .
Calcula lim —- para cualquier k > 0.
X—>+0 @

k
X . WAL . . f e
Para calcular lim —- puede aplicarse L'Hopital, ya que numerador y denominador tienden a mas infinito

X—>+0 e

(recuérdese que el exponente k es positivo), y se repite el proceso hasta que el numerador sea un numero (el
denominador no se altera porque la derivada de y = e* es ella misma):

xX kx 1 k(k —1)x*2

lim —= lim ——= lim
x—>+0 @% x>+ @X X—>+0 e

Calcula lim zl(ex + x) .
X —>+00

k(k-1)(k -2)--2-1 _

X

=---= lim 0

X—>+0 e

X

1
Puede escribirse el limite buscado como lim {/(e* + x) = lim (ex + X)X que da lugar a una indeterminacion del
X—>+0 X —>+00

. 0 . S ler .z
tipo (+oo) . Sillamamos y a la ultima expresion, se observa que:

1 1 In(e* +x
1 1 ( . .

y =(eX +x)X =lIny :In(eX +x)x =—In(eX +x)= , ¥ ya se puede calcular el limite de esta ultima

X X
expresion aplicando L"Hopital dos veces:
ex +1 ex

. In(e* +x ) X N -L S e* . x .

lim ) _ lim €% _ jim = lim = lim —£& = lim =1

X—>+00 X X—>+0 1 x>+0@X L x  xo+weX 11 xo+o X 1 xa+oo1+ 1

e S

Asi pues, se ha obtenido que lim Iny =1, por tanto: lim In¥(e* +x) =1= lim ¥(e* +x) =e
X—>+0 X—>+00

X—>+0

Ejercicio interactivo.

18y 19. Ejercicios resueltos.

20.

Sea f derivable en x = X, . Justifica si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas.
a) Sif'(x,)>0, entonces f es creciente en x, .
b) Sifes decreciente en X,, entonces f'(x,)<0.

c) Sif'(x,)=0, entonces f presenta un extremo relativo en X, .

a) Es falsa, ya que si f'(xo) =0, hay casos en los que la funcién puede presentar un extremo relativo en X, VY,

entonces, ni crece ni decrece. Por ejemplo, f(x)=(x—-3)> cumple que f'(3)=0 y no es creciente en x = 3 ya
que es un minimo. Si la desigualdad fuera estricta si seria cierta la afirmacion.

b) Es falsa ya que x, podria ser un punto de inflexién con tangente horizontal y la funcién ser decreciente en él.

Por ejemplo, la funcién f (x) = —x*® es siempre decreciente, y en x = 0 su derivada vale cero.

c) Es falsa; f’(xo):O solo demuestra que en dicho punto la tangente es horizontal. Por ejemplo, la funcion

f(x)=x* cumple que f'(0)=0 y en x = 0 no hay maximo ni minimo relativo ya que se trata de un punto de
inflexion, eso si, con tangente horizontal.
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21.

22.

Sefiala las abscisas de todos los puntos donde es posible que la funcién f(x)=3x>-5x® presente
extremos relativos.

Las abscisas de los posibles extremos relativos son los valores de x que anulan la derivada de

f(x): f'(x)=15x* —15x* = 15x° (x2 —1) . Se resuelve ahora la ecuacion f'(x)=0:

15x2 (x2 —1) =0 six=0,x=1, 0x=-1, que son las abscisas de los posibles extremos relativos.

(x +2)2 .

Considera la funcion f(x) = 3
X +

Encuentra sus intervalos de crecimiento y decrecimiento y sus maximos y minimos relativos, si existen.

D(f) =R - {-3]

(x+2)(x+4)
(x+ 3)2
intervalos definidos por estos dos valores y el valor que no pertenece al dominio:

Su derivada, f’(x) = se anula para x = -2 y para x = —4. Se estudia el signo de la derivada en los

Unidad 3| Aplicaciones de las derivadas

X (—o0,—4) -4 (-4,-3) -3 (-3.-2) -2 (—2,4)
Signo de f' + 0 - - 0 +
f Creciente Maxmo Decreciente | —3 ¢ D(f) Decreciente Mlnlmo Creciente
relativo relativo

La funcién es creciente en (—w0,—4) U (-2,+w®) .
La funcién es decreciente en (-4,-3) U (-3,-2) .
Tiene un méaximo relativo en el punto A(-4, f(-4)) = A(-4, - 4) .

Tiene un minimo relativo en el punto A(-2,f(-2)) = A(-2,0) .
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23.

Obtén, en cada caso, los extremos relativos de las funciones:

a) £'(x)=(x-1)(x-3)(x-5) b) f(x)=-—r !

+
1+lx-1  1+Ix-4

a) La derivada se anula parax =1, x =3y x =5, que son las abscisas de los puntos susceptibles de ser maximos

0 minimos relativos. Se estudia el signo de la derivada en los intervalos definidos por dichos valores:

X (~.1) 1 (13) 3 (35) 5 (5, +)
Signo de f* - 0 + 0 - 0 +
f Decreciente 'V"”“.mo Creciente MaX|_mo Decreciente 'V"“'T“O Creciente
relativo relativo relativo

b) Como intervienen valores absolutos, se debe definir la funcién a trozos, limitados por los valores que anulan los

valores absolutos: x =1y x = 4. La funcién es:

1 1

+ six<1
2-X - X
f(x) = l+ 1 sil<x<4
X 5-X
—+ L six>4
X—-3

Dentro de cada tramo la funcién es continua, pues es suma de cocientes de funciones continuas (los
denominadores nunca se hacen cero). En los puntos de cambio los limites laterales coinciden:

lim f(x) = lim f(x):E y lim f(x) = lim f(x):% . Asi pues, la funcién f es continuaen R .

x—1 x—1" x—4~ x—4"

1 1 .
>+ > six<1
(2-x) (B5-x)
Su derivada, salvo en los puntos x=1y x =4, es: f'(x) = ,iz+;2 sil<x<4
x* (5-%)
—iz—;z six>4
X (x=3)

La derivada no se anula ni en el primer tramo (siempre es positiva) ni en el tercer tramo (siempre es negativa),
asi que los puntos con tangente horizontal deben buscarse en el tramo intermedio:

1 1 —(5-x)* +x?

x? +(5—x)2 B x2 (5 x)?

=0= -25+10x — x? + x? =0:>x:g

Falta estudiar qué ocurre con la derivada en los puntos de abscisax =1y x = 4.

lim f'(x) :1+1i y limf'(x) = —1+% por lo que f no es derivable en x = 1.

x—1 x—1"

lim f'(x) = 7%+1 y lim f'(x) = 7%—1 por lo que f no es derivable en x = 4.

X—4~ x—4*+
5 5 5

X —o0,1 1 — — — 4 4 4, +0

(== (l 2) 2 (2 j (4:3)
: : No existe No existe
Signo de f + £1(D) - 0 + £1(4) -
f Creciente MaX|_mo Decreciente M'“'mo Creciente MaX|_mo Decreciente
relativo relativo relativo

5 4 5
Por tanto, f presenta en A(Egj un minimo relativo de tangente horizontal y en los puntos B(l ij

S o : .
C| 4, Z f presenta méaximos relativos no derivables.
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24 a 26. Ejercicios resueltos.

27. Se desea construir un depésito en forma de cilindro recto, con base circular y sin tapadera, que tenga una
capacidad de 125 m®. Halla el radio de la base y la altura que debe tener el depdsito para que la superficie
sea minima.

Se determinan las variables, que son el radio de la base, r, y la altura del cilindro, h.
125
—-

mr

Se relacionan las variables: el volumen ha de ser 125 m®, asi que 125=nr2h y h=

La funcién que se quiere minimizar es la superficie del depésito (recordemos que no tiene tapa, solo base):

S =2nrh + nr? :>S(r):2nr12—§+rcr2 :@4-1“2
r r

La variable r se mueve en el intervalo (0,+x).

Se busca el minimo de S(r)= 250, 7+2 en el intervalo (0,40) .
r

—250 + 2mr , se anula si 2nr =£20, es decir, si r = 3% =3,41.

La derivada, S'(r) = >
r r T

. . 250 - . . 250 . -
Como lim S(r)= lim =—+nr’=+0 y también lim S(r)= lim ——+ar? = +o, concluimos que la minima
r—0* [ r—+0 ro+o0 [

125
superficie se obtiene con un radio de r = 3,41 m y una altura (h = —2] del mismo valor, h=3,41 m.

nr

28. Queremos escribir un texto de 96 cm?, tal que deje 2 cm en cada margen lateral de la hoja en la que esta
escrito, asi como 3 cm arriba y abajo. Calcula las dimensiones de la hoja méas pequefia posible.

Se determinan las variables, que son las dimensiones de la hoja: 13 p

x los cm que mide la base e y los cm que mide la altura.
Se relacionan las variables:

el texto escrito debe ser 96 cm?, asi pues (x —4)(y —6) = 96, y operando se obtiene:

£ gl|Y
(x—4)(y—6):96:>xy—6x—4y+24:96:y(x—4):72+6x:>y:72+jx. ~ &
X_ | [
La funcién que se quiere minimizar es la superficie de la hoja:
2
S = xy o> 5 (x) = x [2HOX _ T2 +6x J3em
X—-4 X—4 X

Se busca el intervalo en el que se mueve la variable x. En este caso, x debe estar en el intervalo abierto (4,+oo) .

72X +6x°

4,+) .
N en (4,+x)

Se busca el minimo de S(x)

_(72+12x)(x —4) - (72x + 6x%) _ 6x> —48x —288  6(x —12)(x + 4)

2 2 > se anula si x = 12.
(x-4) (x—4) (x-4)

La derivada S'(x)

La solucién negativa no aporta nada. Si 0 < x < 12, la derivada es negativa y la funcién decrece; si x > 12, la
derivada es positiva y la funcion crece, asi pues, en x = 12 esta el minimo.

La altura, y, mide y = w =18 cm.
12-4

Las dimensiones de la hoja mas pequefia posible son: 12 cm de base y 18 cm de altura.
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20.

30.

31.

Ejercicio resuelto.

Determina, si existen, los maximos y minimos relativos y puntos de inflexién de la funcién: f(x)=

D(f)=R—{-1}
X
La derivada es f'(x) = x€ > Y solo se anula para x = 0. Estudiamos su signo, sin olvidarnos del x = —1:
(x+1)
. (—o0,-1) 1 (-10) 0 (0,+0)
Signo de f' - - 0 +
f Decreciente | -1« D(f) | Decreciente Minimo Creciente
relativo

El punto A(0,f(0))=A(0,1) es un minimo relativo. No tiene maximos.

La derivada segunda es f'(x) =

(xz +1)eX

( )3 y no se anula nunca, ya que su numerador tampoco lo hace, asi pues,
X+1

la funcién no tiene puntos de inflexién.

Determina la curvaturay los puntos de inflexién de:

a)

f(X):X3+6X2—5 b) f(x):x2+senx_1 C) f(X):Xex

Para hallar los puntos de inflexion se deben calcular los valores de x que anulan la derivada segunda de la funcion
y después estudiar si en ellos cambia la curvatura, es decir, si cambia el signo de esta segunda derivada:

a)

b)

c)

f'(x)=3x*+12x, f"(x)=6x+12=6(Xx +2)

La derivada segunda se anula si x = -2.

A la izquierda de -2, la segunda derivada es negativa por lo que la funcién es céncava hacia abajo en (—,-2)
y a su derecha es positiva por lo que la funciébn es coéncava hacia arriba (—2, +oo) . El punto
A(-2,f(-2)) = A(-2,11) es un punto de inflexion.

f'(x)=2x+cosx =f"(x)=2-senx

f"(x)=0=2-senx =0= senx =2, que nho tiene solucion.

Por tanto, la funcion f no tiene puntos de inflexién. La derivada segunda es siempre positiva y la funcion es
concava hacia arriba en todo su dominio.

La primera derivada es f'(x)=e* + xe* = (1+x)e*.

La segunda derivada es f"(x)=e” +(1+x)e* =(2+x)e*. Se anula solo si x = 2. Se estudia la curvatura para
saber si en dicho valor hay o no punto de inflexion:

X (=o0,-2) -2 (=2, +0)
Signo de f" - 0 +
f Concava hacia abajo | Punto de inflexion Cdncava hacia arriba

Asi pues, el punto A(—Z,—Ze‘z) es un punto de inflexion.
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32. Encuentraunarelacién entre a, b y c paraque lacurva f(x) = ax* + bx?® +cx? no tenga puntos de inflexion.

La primera derivada es f"(x)=4ax> +3bx* +2cx y la segunda es f"(x)=12ax* +6bx + 2c . Para que no tenga
puntos de inflexion, la derivada segunda no debe anularse nunca:

f'(x)=0= 12ax? + 6bx +2c =0 = 6ax? +3bx +c =0 y para que esta ecuacion de segundo grado no tenga

soluciones debe tener su discriminante negativo, es decir: (3b)2 -4.6ac <0 = 9b” -24ac <0 .

33. Ejercicio interactivo.

34. Para anestesiar a una persona hacen falta 20 mg de anestésico por cada kilogramo de masa. El anestésico
se elimina de la circulacién sanguinea con unarapidez proporcional a la cantidad presente. Si tarda 2 horas
en reducirse a la mitad, calcula aproximadamente la dosis necesaria para mantener anestesiada a una
persona de 60 kg durante 1 hora.

Sea A(t) la funcién que da los mg de anestésico que hay en la sangre transcurridas t horas desde su aplicacion.
Sabemos que la velocidad de eliminacion es proporcional a la cantidad de anestésico presente, asi que:
A'(t)
A'(t)=kA(t) > k=——=,
=k = k=215
como el segundo miembro es la derivada de una funcion logaritmo, dicha igualdad viene de kt +b =In[A(t)], de

donde ekt+b _ eln[A(t)]

= ee” = A(t) y, llamando M =€’ concluimos que A(t)=Me" .
Se calculan ahora los valores de los parametros M y k ayudandonos de los datos del problema.

. . A(t
Nos aseguran que a las dos horas se reduce a la mitad, es decir: A(t+2)= L .

t kt
Operando se obtiene que: Me*(*? = M% = ekle? = e? =e% = % = k = -0,34657

Asi pues, se puede asignar el valor k = - 0,35. La funcion buscada es A(t) = Me **".

Para mantener anestesiada a una persona de 60 kg se necesitan 1200 mg de anestésico y se requiere que esta
sea la cantidad que haya en su sangre al cabo de una hora: A(l) =1200 .

Por tanto:

A(1) =Me ™% =1200 = M =1702,8811 A(1) = Me ** =1200 = M =1702,8811
Se puede asignar M = 1702,88 y la funcion ya queda definida: A(t) =1702,88-e >%".
La cantidad de anestésico que debemos suministrar al paciente la dara el valor de A(t) parat=0:

A(0)=1702,88 mg.
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35.

36.

Un senderista despistado se halla en el punto B en una zona de
matorral que se encuentra rodeada de una zona arcillosa. Quiere
Ilegar hasta el punto T en el borde de la zona. Si al andar por el
matorral gasta el doble de energia que sobre la zona arcillosa,
calcula la direcciéon que debe elegir para consumir la minima
energiaen llegardeB aT.

Llamamos AP = x. Si suponemos que, andando sobre zona arcillosa, el senderista consume R unidades de
energia por km, entonces consumira 2R unidades sobre el matorral.

El consumo total viene dado por la funcion: f (x) = 2Rv/x? +500% +R (2000 — x)

2X

Vx? +5002

500
Su derivada es (observa que R es una constante) f'(x) = R( —1], que se anula si X = iﬁ .
La variable x se mueve en el intervalo [0, 2000].

Evaluamos: f(0) =3000 u, f(2000)=1000+17 u, f(@j = (@+2000J u.

V3) \ V3

500 : .
Asi pues, el menor consumo de energia corresponde a X :f que equivale a una direccion de o grados con

500
tga = ﬁ - i , es decir, a =30° respecto de la recta AB.
500 43

La funcion que nos da la posicién, en metros, de un movil con trayectoria rectilinea es:
e(t)=2+30t -3t2

siendo t el tiempo medido en segundos.

a) Calcula su velocidad a los 6 segundos.

b) Calcula su aceleracién. ¢ Qué tipo de movimiento es?

c) ¢En qué momento cambia de sentido su trayectoria?

d) ¢Para qué t vuelve a pasar por el punto de partida?

e) De las siguientes gréficas, indica cual representa la velocidad del moévil en funcién del tiempo.

v v v
L~
N T
20 20 e
U = \ v
ol 2 t 0| 2 ™ 0| 4 t

a) La velocidad es la derivada del espacio respecto del tiempo, v(t) =e'(t) =30-6t, asi pues, a los 6 segundos
la velocidad es v(6) =30-6-6 = -6 m/s. (Avanza en sentido contrario).

b) La aceleracion es la derivada de la velocidad respecto del tiempo, a(t) =v'(t) = -6 m/s®. Es un movimiento
uniformemente acelerado (la aceleracion es negativa).

c) Como la trayectoria es rectilinea, el punto de retroceso sera aquel en el que su velocidad se hace cero y, por
tanto, pasa de positiva a negativa: v(t)=0=30-6t=0=t=5 s.

d) Pasara por el origen cuando e(t) =0, es decir, parat= 10,07 s.

e) La segunda gréfica (la Unica con pendiente negativa).

37 a45. Ejercicios resueltos.
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Ejercicios

Derivada de una funcién en un punto. Interpretacion geométrica

46. Explica claramente por qué las siguientes funciones no cumplen las condiciones del teorema de Rolle en

47.

los intervalos que se muestran.

a) v c) Y|
\ /
\ /
d VY 1
0| 1 X 0| 1 X
b) v d) Y
\
4 / 4'
0| 1 X 0| 1 X

a) Aunque la funcion es continua y f (1) =f (5) , tiene dos puntos angulosos en los que no existe la derivada.

b) La funcién no es continua en el intervalo cerrado. Aunque si derivable en el abierto.
¢) Lafuncién es discontinua.

d) Aunque es continua y derivable no cumple que la funcién valga lo mismo en los extremos del intervalo cerrado.

Sea la funcion f(x)=x%-3x +5.

Comprueba que cumple las condiciones de Rolle en el intervalo [—2, 1] y determina el valor de c del
teorema de Rolle. ¢ Hay méas de uno?

La funcion es continua y derivable ya que es una funcion polinémica. Por otra parte, f(-2)=3 y (1) =3, asi que f
cumple las hipétesis del teorema de Rolle en el intervalo cerrado [-2,1].

Se halla ahora el valor ¢ € (-2,1) en el que se anula la derivada f'(x) =3x?-3:
f'(x)=0=3x?-3=0=>x=-1,x=1

Asi pues, ¢ = -1. El otro valor en el que se anula derivada es x = 1, que no pertenece al intervalo (-2,1).
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48. Determina, en cada caso, si es aplicable el teorema de Rolle ala funcién f en el intervalo que se especifica.

En caso afirmativo, encuentra todos los valores ¢ del intervalo en los que f'(c)=0.

a)

b)

c)

a)

b)

c)

d)

f)

f(x)=(x-1)(x-2)(x-3) en [13] d) f(x)=|x|+1en [-22]
f(X)=% en [-12] e) f(x)= eXXJ:ll en [0,2]
f(x):))((z__—);:i en [-1 2] f) f(x):|x2+x|+5—4x en [12]

La funcién es continua y derivable por ser polinémica y f(l) =0y f(3) =0. Si se cumplen las hipotesis del

teorema de Rolle en el intervalo [1,3]. La derivada de f(x)=x3-6x?+11x-6 es f'(x)=3x?-12x +11 que

6-3 6++3
3

se anulaen ¢; :T =142 ypara C, =

= 2,58, ambos valores pertenecen al intervalo abierto (1, 3).

La funcion no es continua en x = % € [—1, 2] porque anula el denominador. Asi que no se cumplen las hipotesis

del teorema de Rolle en el intervalo cerrado [-1, 2].

El denominador de f(x) no se anula nunca, asi que la funcibn es continua. La derivada es

f'(x)= Lx—l)z El denominador de su derivada, tampoco se anula nunca, por lo que también es derivable.
(X2 —x+
Se calculan ahora las imagenes en los extremos del intervalo [-1,2]: f(-1)=2 y f(2)=2. Por tanto, si se

cumplen las hipétesis del teorema de Rolle.

La derivada se anula si -3(2x -1) =0, es decir si x = % Asi pues, ¢ :% cumple que f'(c)=0.

-Xx+1 si x<0

. . La funcion es continua ya que en x = 0 es continua
x+1 si x>0

Se define la funcién a trozos: f(x) :{
-1 si x<0

porque sus limites laterales en x = 0 coinciden con f(0)=1. La derivada, si x =0, es f'(x)= {1 S x50

Como lim f'(x)=-1 no coincide con lim f'(x)=1, entonces f'(0) no estd definida y la funcién no es

x—0" x—0"

derivable en el intervalo cerrado [—2,?_] , ya que no lo es en un punto del mismo, x = 0.

Por tanto, no se cumplen las hipotesis del teorema de Rolle.

X

La funcién f (x) =< _1
X +

no es continua en x = —1 pero este valor no pertenece al intervalo [0, 2] .

e*(x+D-(eX-1) xe*+1

> = > también esta definida en el
(x+D (x+1

Asi gque f si es continua en [0, 2]. La derivada f'(x) =

e?-1
3

intervalo abierto (0, 2) . Se estudian las imagenes en los extremos del intervalo: f(0)=0 y f(2)= y

como no coinciden, no se puede aplicar el teorema de Rolle en el intervalo [0, 2].

Como debemos trabajar en el intervalo [1, 2], |x2 +x| =x%+x, asi pues podemos escribir la funcion en el

intervalo [1 2] de esta manera f(x)= |x2 + x| +5-4x =x* +x+5-4x =x"-3x +5. Es un trozo de parabola,

continua y derivable, y ademés f (1) =f(2)=3.
Podemos aplicar el teorema de Rolle en el intervalo cerrado [1, 2] . Su derivada es f'(x) =2x -3 y sea anula

para c:%e(],z).
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Teorema del valor medio

49. a) Comprueba que f(x)= 3 satisface las condiciones del teorema del valor medio en el intervalo [],3] .
X

b) Encuentra el nimero ¢ cuya existencia asegura dicho teorema.

a) La funcion f(x) :E es continua y derivable en el intervalo [],3]. Nétese que x = 0 no pertenece a dicho
X

intervalo.

UCRIC) =-1. Por otra parte, f'(c) = 3

b) Asi pues, existe un nimero c tal que f'(c) = 3 1 -
- c

Ya se puede calcular c: -1= —% =c=+/3 (La solucion negativa no es del intervalo [1, 3]).
c

50. *Demuestraquesi a y B son angulos del primer cuadrante con a <, entonces, senf—-sena<f-a.

Utiliza el teorema del valor medio y la funcion seno.

A la funcién f(x)=senx se le puede aplicar el teorema del valor medio en el intervalo cerrado [o.B] - Asi pues,
existe un nimero c¢ comprendido entre o y B tal que f(B)-f(a)=f'(c)(B-a), es decir,

senf —sena = cosc(B - (x) y como el coseno de un angulo del interior del primer cuadrante es siempre positivo y
menor que 1, se concluye que:

senf-sena=cosc(f-a)<l(f-a)<B-oa.
51. Seaf lasiguiente funcion:

x2+ax+b six<2
f(x)= :
2X six =2

¢Existen valores de a y b para los cuales f satisface las hipotesis del teorema del valor medio en el
intervalo [0,4]? Razona la contestacion y, en caso afirmativo, calcula dichos valores.

En primer lugar, la funcién debe ser continua en x = 2:

lim f(x)= lim (x*+ax+b)=4+2a+b lim f(x) = lim 2x =4 f(2)=4

x—2~ x—2~ x—>2" x—2"
Portanto, 4+2a+b=4=2a+b=0.
En segundo lugar, la funcién también debe ser derivable en x = 2:

2Xx+a Ssi x<2

La derivada, si x es distinto de 2, es: f'(x) = {2 S x> 2
>

Para que f sea derivable en x = 2 debe cumplirse que: Iin;f (x)=limf'(x)>4+a=2=>a=-2= b=4

x—2"

Sia=-2yb =4, lafuncién f satisface las hip6tesis del teorema del valor medio en el intervalo [0,4] .

106 Unidad 3] Aplicaciones de las derivadas @m



SOLUCIONARIO

52.

53.

y mx six<1l
Dada la funcion f(x)=4 , :
ax“+bx+1 six2>1

a) Calcula los valores de a, b y m para que f(x) sea derivable en x = 1 y tenga un extremo relativo en x = 3.

b) Para los valores de a=1, b = -6 y m = -4, calcula, si existe, un punto ¢ €(0,5) tal que la tangente a la grafica
de f(x) enx=c sea paralela al segmento que une O(0,0) y A(5,-4).

a) La funcién es continua dentro de cada tramo (una recta y una parabola), debemos obligarla a que sea continua
en x = 1. Para ello, estos tres valores han de coincidir:

lim f(x) = lim mx =m lim f(x) = lim (ax® +bx+1)=a+b+1 f()=a+b+1

X1~ x—1" x—1" x—1"
La funcién sera continuaenx=1si a+b+1=m.

m six<1

Cumpliéndose esta condicidn, la funcion derivada, para x #1, es: f‘(x) = {Zax b six>1
+ >

Para que sea derivable en x = 1, estos dos valores han de coincidir:

lim f'(x) = lim m=m lim f'(x) = lim (2ax+b)=2a+b

x—=1 x—1 x—>1" x—1"
La funcion seré derivable en x=1si m=2a+Db.
Ademas, como tiene un maximo relativo en x = 3, debe cumplirse que f'(3) =0, es decir, f'(3)=6a+b=0.
Ya podemos calcular a, by m:

a+b+1l=m a+b-m=-1
m=2a+b ;=2a+b-m=0;=a=1,b=-6ym=-4.
6a+b=0 6a+b=0

—4x six<l1

b) La funcion es f (x) = { y ya sabemos es derivable en todo R .

x2—6x+1 six>1

-4 six<1

Su derivada es f'(x)= {ZX 6 six>1

. En particular es continua en [0,5] y derivable en (0,5), por tanto se

cumplen las condiciones del teorema del valor medio que asegura que existe un nimero c en (0,5) con:

f(5)-f(0 4
f'(c)= % =5 (este valor es la pendiente del segmento une los puntos O(0,0) y A(5,-4).

Distinguimos dos casos:

Si c<1:>f'(c):—4:—§ no tiene solucion. Si c21:>f'(c):2c—6:_?4:>c:%E(O,S).

Aplicando el teorema de Lagrange de los incrementos finitos, demuestra que para x > 0 se verifica:

arctg(2x) —arctg(x) <

1+ x2

El teorema del valor medio también se conoce como el teorema de Lagrange de los incrementos finitos. La funcion
f(x) =arctg(x) es continua y derivable en R y se puede aplicar, pues, el teorema del valor medio en cualquier

intervalo [a,2a] con 0 < a, es decir, existe un ndmero ¢, a<c<2a, con f(2a)-f(a)=f'(c)(2a—a), esto es,

1 a a a
arctg(2a) —arctg(a) = a= . Como O<a<c, entonces < se concluye que:
9(2a) 9(a) 1+c? 1+c? 1+c? 1+a? y e 1q
a a .
arctg(2a) —arctg(a) = -a= < para cualquier a > 0.
9(22) 9(a) 1+c? 1+c? 1+a?
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2 .
54. Se consideralafuncion: f(x)= XT+nX - Six <=2
x3+mx? six=-2

a) Determina my n para que se cumplan las hipotesis del teorema del valor medio en el intervalo [—4,2] .

b) Halla los puntos del intervalo cuya existencia garantiza dicho teorema.

a) En primer lugar, la funcién debe ser continua en x = -2:

lim f(x)= lim (x2+nx):472n lim f(x)= lim (x3+mx2)=78+4m f(-2)=-8+4m

X——2" X—>—2" x——2% x—>-2%
Portanto, 4-2n=-8+4m=n+2m==6.

En segundo lugar, la funcion también debe ser derivable en x = -2:

2X+n Six<-2
La derivada, si x es distinto de 2, es f (x) = {

3x2+2mx six>-2

Para que f sea derivable en x = -2 debe cumplirse: lim f'(x)= lim f'(x)=-4+n=12-4m=n+4m=16.
Xx—>-2" x—-2"

Asi pues, debe cumplirse alavez quen+2m =6y que n+4m =16, esdecir n=-4ym=5.

2 ; _ 2x -4 SiXx<-2
XT-Ax six< 2ysuderivadaf'(x)—{ A

3x2+10x six>-2

b) La funcién es f(x)=
x3+5x% six>-2

f(i) _(f El_)4) = 28 g 32 = —% =f'(c)con c e (-4,2) . Hay que distinguir segin seac<-20 c>-2:

Si ¢ < -2 entonces 2x—4:—§:>x:§>—2, no vale.

Si ¢ > -2 entonces 3x? +10x = —% = x=-3,27<-2,novaley x =-0,07 >-2, sivale.

Asi pues, solo hay un valor del que habla el teorema: ¢ = -0,07.

55. Dadalafuncion f(x)=x3:

a) ¢Hay algtn punto de su gréfica en el que la tangente sea paralela a la recta que une los puntos A(-1-1) y
B(2,8)? Hallalo.

b) Calcula la ecuacién de la tangente mencionada.

a) La funcion f(x)=x> es continua en el intervalo cerrado [-1,2] y derivable en el abierto (-1,2) por ser una
funcién polinémica. Asi que el teorema del valor medio indica que existe un nimero c del intervalo abierto

%—%—3. Se halla ahora ese nimero c: f'(x)=3x2, entonces:

3=3x?= x =1 [observa que x =-1¢ (-1, 2)]. Se obtiene, pues, el punto P (1 1), cuya tangente es paralela al

(-12) que cumple que f'(c)=

segmento AB.

¢Y qué pasa con la solucién x = —1 que hemos descartado? Observa que, aunque Y
el teorema del valor medio no lo asegure, el punto Q(-1-1) también cumple que /
la tangente que pasa por él es paralela a la recta que une los puntos Ay B. |
En este caso el segmento AB pertenece a la recta tangente. /l
b) Latangenteen P(1,1) es y =3x-2 ylatangenteen Q(-1-1) es y =3x+2. 1 /"/
/0| /1 X
I/
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Regla de L'Hbpital y aplicaciones

56. Calculalos siguientes limites.

(1-cosx)senx

a) Ilim
) x—0 X2

2
. X
b) lim ———

)1 ex(xzfxfz)
m-——-
O o —ex+8

h) lim [(x2 —1)tgn—2X]

x—1"

x—0 _
senx
x+h _ —(x+h))_ X _ a-X
c) lim (tgx)tgx i) lim (e € (e e )
x—0" h—0 2h
1 cosx-1 E
d) Iim( ‘X] i Iim(ax—aX)X,a>O
x—0 1+ 2X x—0
= 1 1
e) lim xix K) fim12%0S(X~1)
x—0" x-1 (Inx)z
1 1
f) lim (x°-2x+3)x ) lim (1+2cosx)cosx
X—>+0 T
X—>—
2
. (1-cosx)senx . senxsenx+(1-cosx)cosx . sen®x+COSX —COS” X
a) Ilim > = lim = lim =
x—0 X x—0 2X x—0 2X

2SenxcosX —senx —2cos x(-senx) i

4senxcosX —senx
m =0

= lim

x—0 2 x—0 2

) X2 . x%senx . 2Xxsenx+X2cosX .  2Senx+ 2XCOSX + 2XCOSX — x?senx

b) lim = lim = lim = lim =
x>0, X x>0SeNX — X  x-0 cosx —1 x—0 —senx
senx
_”m(2—x2)senx+4xcosx _lim —2xsenx +(2—x?)cosx +4cosx —4xsenx 6 5
x>0 —-senx x—0 —COS X -1

Se puede escribir (tgx)?* como (tgx)

tgx
tgx _ eln(tgx) _ etgxln(tgx) . entonces:

c)
11
. . In(tgx . 2 :
lim tgxIn(tgx) = lim M: lim _lgx cos x _ lim (~tgx)=0
x—0* x—0" x—0t —1 . 1 x—0*
tgx tg? x cos®x
lim tgxIn(tgx)
=el=1

Asipues: lim (tgx)* = exo’

1

x—0"
11 1
d) lim 1—x |eosx-1 — lim 1—X )2 cosx-1 — lim 1—X \2cosx-2 —im {1+ —3X )2cosx-2 _
x=0| V142X x=0\ 1+ 2X x—0\ 1+ 2X x—0 1+2x
2% 1 _—3x
-3Xx 2c0sX-2 1+2x lim 1 =3
1 lim 1 _=3x ex%O—Zcosx—Z 1+2x e®=0
lim |1+ = @x0200SX-2 1+2X — . Luego el limite no existe.
x—0 1+ 2x im 1 -3x
ex0 2008X-2 1+42x _ et = 40

-3x
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1 1
1 lim In| x"X 1 1 lim In| x"X
—_— + i f— +

: nx _ <0 T nx | _ | 1 _ T Inx _ 70 _
e) lim x™" =e - lim In| x = lim —Inx =1, por tanto: lim x™* =e =e
x—0" x—0" x—0* InX x—0"
3x%2-2
1 In(x3-2x+3
1 lim In(x3—2x+3)x lim ( ) lim M

f) lim (X3 _ox + 3)? — gxore — gxon x — g 1 —e®-1

X—>+0

e* XZ—X—Z X(y2 v x _ X[y 2 _
g) lim (2 )):”me(x x-2)+e*(@x -1 . e"(xX*+x-3)
-2 2X° -8X+8 x-2 4x -8 x—2 4x -8

Al estudiar los limites laterales, por la izquierda vale —« y por la derecha +« . Asi pues, el limite no existe.

X X T ™
(x* —1)sen~ 2xsen-_- +(x* —1) - cos—_~
h) lim (xz—l)tgz= lim 2 _ im 2 2 2 2 __4
x—-1' 2 x—-1' X x—-1' T TIX T T
cos— -Zsen— -=
2 2 2 2

i) La expresion de este limite nos recuerda mucho a la definicién de derivada. En efecto:

(e"*h —e’(”h)) —(ex —e’x) (ex - e’x)' e*-e™(-1) _ e*+e

lim = =
h—0 2h 2 2 2
. N aaX Ina-a
a lim In(ax —ax); lim aln(a —ax) lim 8" —ax . gala e'”aa a?
J) lim (ax _ ax)x = @x~0 = @x-0 X = @x-0 1 — ea(lna*a) — eama*a — — = — = 5
x—0 ea ea ea
K 1-cos(x -1) im sen(x —1) _mxsen(x—l) _msen(x—1)+xcos(x—1) 1
i =i =i =i ==
x—1 (In(X))z x—1 2|n()() x—1 2|n(x) x—1 g 2
X X
' 1 _In(1+2cosx)
lim In(1+2cos X)cosx lim ——~
. 1 ol & CosX
[) lim (1+2cosx)cosx =€ 2 =e 2
X—>n/2
—2senx
. In(1+2cosx ) . 2
lim ( ) = lim 1+ 2cosx = lim —
N2 COS X & —senx «E1+2cosx
2 2 2
im In(1+2cos x)
B . 1 X COS X 5
Asi pues: lim (1+2cosX)cosx =€ 2 =e

s
X—>—
2
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57. En cadauno de los casos, calcula a para que se cumpla la igualdad.

58.

a)

b)

c)

d)

a)

b)

c)

d)

-~ In(1+ax)

lim ——=3

x>0 sen2x
In(cosax)

lim ———"J
<0 In(cos2x)

. 2X
lim — =
x>+ |n (e —1)

ax+5
lim (X+3j =e?

4

X—>+0 X

a
3= fimN@+a) oy lrax 3, g
x—>0 sen2x x—02Cc0s2X 2

—asen(ax)
A iim In(cos(ax)) . cos(ax) . asen(ax)cos(2x) a o cos(2x) im sen(ax)
x>0' In(cos(2x))  x-0" —2sen(2X)  x-or 2sen(2x)cos(ax) 2 x-o" cos(ax) x»o* sen(2x)
cos(2x)
2 2
:3.1. lim M:E lim mzi.iza__Asipuesy 4:a_:> a=40a-=-4.
2 x>0'sen(2x) 2x-o0*2cos(2x) 2 2 4 4
2e® 2 2
ax _ T Tax T T ax
a=tlm — 2 _gm 2 _im 22 gy € ey e™ 22, 1
xa+oo|n(ea>< 71) x—>+0 g x—>+0 g X—>+00 ae® X—>+00 a a a 2
e™ -1 e
X 3(ax+5)
5 5 3o
ax+ ax+ 2
e? = Iim (“3} ~ lim (1+—j ~lim |1+ 2 = e, portanto, a =
X—>+0 X X—>+00 X X—>+0 X 3

3

Sea f(x) una funcién con derivada continua tal que f(0)=1 y f'(0)=2. Se considera la funcién

g(x)=2(f (x))’ y se pide:

a)

b)

a)

b)

Hallar la recta tangente a la curva y = g(x) enx=0.

f(x)-—
Calcular lim ( )
x—=0 @ X _1

La recta tangente tiene una expresion del tipo y = mx +n, donde m=g'(0).
Calculemos primero m: g'(x) = 4f (x)f'(x) , por tanto, m =g'(0) = 4f (0)f'(0)=4-1-2=8.

La recta tangente, y =8x +n, pasa por el punto de tangencia A(0,g(0))=A(0,2), por tanto, 2 = 8:0 + n, es
decir, n = 2. Larecta tangente es y =8x + 2.
f(0)-1 0

e () _1(0)
e_o_l O:|:[LH0p|ta|]=ll%?:%fo:::—z

i Ani . f -1
Hay que aplicar L'Hopital: lim (x)-1_ {
x—0 @ X% _1
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ax? +bx +1-cosx
senx?

59. Sabiendo que: Iimo esigual a 1, calculalos valores deay b.
X

~[L Hopital] = lim —Zax2 th+ X :%
X XCOS X

. ax?+bx+1-cosx [0
lim 5 =|—
x>0 senx 0

Como el limite (%) debe ser finito, la expresién obtenida ha de ser del tipo % para poder seguir aplicando

L'Hopital y llegar a obtener un nimero. Asi pues, b = 0:

2a + Ccos X _2a+1

. ax?+1-cosx {O
|Im—=6

2ax +senx {O
x>0 senx?

} =[L'Hépital] = lim —————— = o

=|L'Hobpital] = lim
x>0 2XC0oSs X2 } [LHopital]

x—0 2c0s X2 — 2x2xsenx?

+1

Como el limite [ZaTH] debe valer 1, concluimos que 2a =1, esdecir a :% . Por tanto, a :% yb=0.

60. Determina, en cada caso, el valor de a que hace que la funcién sea continua en todo R :

_ a3x

€ i 2 .
a) f=] 5  S*x*0 b) g(t):{atz 3|.t31
a six=0 (t2-DIn(t-1 sit>1

1_e3x _363x
a) Debe cumplirse limf(x)=f(0)=a: limf(x)=lim = lim =-3,sia=-3, f(x) escontinuaen R.
x—0 x—0 x—>0 X x->0 1
b) Debe cumplirse 1|_r11lg(t):g(l):a.
In(t - 1) i1 (t+1)%(t-1)°
lim g (t) = lim (at?)=a y lim g(t)=lim (t? =1)In(t 1) = lim ——~Z = im —t=L_ — jim -
Hrg( ) Hf( ) y t»l*g( ) Hl*( ) ( ) t>1" 1 to1t =2t t—1" —2t(t—1)
ey
Sia=0, f(x) escontinuaen R .
2
61. Sea f:(-m n) > R lafuncién derivable que para x =0 verifica que f(x):M:
senx

a) ¢Cuanto vale f(0) ? b) ¢Cuéanto vale f'(0) ?

a) Alser continua, f(0) debe ser igual al limite de f en dicho punto. Aplicando L Hbpital:

2x
2 > 3
lim In(1+x?) _ lim 1+X° _ jim fx =0.Asipues, f(0)=0.
x=>0  senx x>0 COSX  x-0(1+X°)CcoSX

b) Se calcula f'(0) aplicando la definicion de derivada, y la regla de L"H6pital dos veces:

In(1+h?) 2h

—_— - ) _en

f,(o):"mf(0+h)—f(0):”mf(h)—ozlimf(h):”m senh :"mln(1+h ):"m 1+h?
h-0 h h-0  h h-0 h h-0 h h-0 hsenh h-0 senh + hcosh

2(1+h?)-2h2h

2 2
= lim (1+h?) :Ezl.Asipues, f'(0)=1.
h-0cosh +cosh+h(-senh) 2
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Extremos relativos. Crecimiento y decrecimiento

62.

Localiza los extremos absolutos, si existen, de las siguientes funciones en los intervalos indicados.
a) En[-3,0),(-3,0], [0,3], (0,3) ¥ (-1,3], de la funcion: f(x)=x?+2x-1.
X2 -2X+5 six<-2

b) En[-3,-1), [-3,1], [-3,3], [-3,1),[-4,1] y [-1, 2) de la funci6n g(x):{x2 ) Gixs o
i >

a) Laderivadaes f'(x)=2x+2 yse anulasix=-1.

Para hallar los extremos absolutos en los intervalos indicados se debe evaluar la funcién en x = -1 (valor que
anula derivada) y en los extremos de los intervalos, si son cerrados:

f(-1)=-2 f(-3)=2 f(0)=-1 f(3)=14
En el intervalo [-3, 0), el minimo absoluto se En el intervalo (-3,0] el minimo absoluto es
alcanzaenx =-1yes f(-1) = -2y el maximo f (=1 = -2 y no tiene maximo absoluto.

absoluto se alcanzaenx =-3yes f(-3)=2.

Y Y
B
\ \
0l 1X 0| 1X
A A
En el intervalo [0, 3] el minimo En el intervalo (0,3) no hay En el intervalo (-1,3], no tiene
absoluto esf(0)=-1 yel minimo absoluto ni méximo minimo absoluto y el maximo
maximo absoluto es f(3)=14. absoluto. absoluto es f(3)=14.
Y D Y L Y D
/ / /
| / /
/ / /
/ | |
/ / /
| | /
/ [ [
/ / /
1 Ll / Ll /
0l/ 1 X 0/ 1 X 0l/ 1 X
i 7

b) La funcién es continua en x = —2 ya que sus limites laterales coinciden. La derivada de p(x)=-x2-2x+5 es
p'(x)=-2x-2 y se anula si x = -1, que no pertenece a su dominio de definicién. Asi pues, el valor x = -1 no

aporta nada a la hora de calcular los extremos absolutos. La derivada de q(x)=x*+1 es q'(x)=2x y se

anula si x = 0. Este valor si hay que tenerlo en cuenta. Para hallar los extremos absolutos en los intervalos
indicados se debe evaluar la funcién en x = 0 (valor que anula derivada), en los extremos de los intervalos y en
x = —2 (en este punto, la funcién no es derivable y por eso se le debe incluir en el estudio).

g(0)=1 g(-3)=2 g(3)=10 g(-4)=-3 g®=2 g(2=5 g(-2)=5

En el intervalo [-3, 1), el minimo absoluto es g(-3) =2 y el maximo absoluto es g(-2)=5.
En el intervalo [-3,1], el minimo absoluto es g(0) =1 y el maximo absoluto es g(-2)=5.

En el intervalo [-3, 3], el minimo absoluto es g(0) =1 y el maximo absoluto es g(3)=10.
En el intervalo [-3,1), el minimo absoluto es g(0) =1 y el maximo absoluto es g(-2)=5.

En el intervalo [-4,1], el minimo absoluto es g(-4) =-3 y el maximo absoluto es g(-2)=5.

En [-1 2), el minimo absoluto es g(0) =1 y no hay maximo absoluto.
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63. Hallalos maximos y minimos de la funcién: f(x) = (2x3 —4x2)e‘X :

La derivada es f'(x)=(-2x® +10x* —8x)e ™ = -2x(x —1)(x —4)e™* , y se anula si x = 0, x = 1, x = 4. Se estudia el

signo de la derivada:

X (—0,0) 0 (0,2) 1 (14) 4 (4,+)
Signo de f' + 0 - 0 + 0 -
f Creciente Maxmo Decreciente 'V““'T“O Creciente Maxmo Decreciente
relativo relativo relativo

La funcién tiene méximos relativos en los puntos O(0,0) y A(4;117). Este Ultimo es absoluto.

La funcién tiene un minimo relativo en el punto B(];—O, 74) .

64. Dada la funcion f(x)=ax+b\/;, determina los valores de los parametros a y b sabiendo que f(x)
cumple las siguientes propiedades:

a) f (x) alcanza su méaximo en el punto de abscisa x = 100.

b) La gréfica de f(x) pasa por el punto A(49,91).

La derivada de la funcién es f'(x)=a+—

b
2%

La propiedad a) nos asegura que f'(100) =0, es decir, a+ =0=>a +£ =0=>20a+b=0.

b
27100

La propiedad b) nos asegura que f(49) =91, es decir, 49a + b\49 = 91= 49a + 7b = 91.

Y con el sistema obtenido, 20a+b=0 } , ya podemos calcularay b: a=-1y b =20.

49a+7b =91
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65.

66.

. e - 2
Determina un punto de la curva de ecuacion f(x)=xe™

maxima.

en el que la pendiente de la recta tangente sea

La pendiente de las rectas tangentes nos la da el valor de la derivada: f (x) —e yxe™ (-2x)=(1- 2x2)e”‘2

La pendiente maxima sera el maximo de esta derivada, por tanto hay que estudiar la derivada de la derivada:

f(x)=—axe™ + (1- 2x2)e‘X2 (-2x) = (4x° - 6x)e‘X2

t'(x)=0= (4x* - 6x)e™ =o:>4x3—6x=o:>2x(2x2—3):0:x=o,x:—\/§,x:+\é

Por consiguiente, las pendientes de las rectas tangentes tienen un maximo relativo en el punto O(0,0). Falta,

pues, asegurarnos de que ese maximo es absoluto. Para ello se estudian los limites en el infinito de dichas
pendientes:

_ 2
lim f'(x) = lim (1—2x2)e’Xz = lim 1-2x =0. Analogamente, lim f'(x)=0.

X—>—0 X—>—0 X—>—0 ex X—>+0

Por tanto, el punto O(0,0) es el punto en el que la pendiente de la recta tangente es maxima y dicha pendiente
vale £'(0) = (1-2-0%)e™® =1.

Considerala funcion f (x) = xg(x) . Sabiendo que:

e Lafuncién g(x) es continua, derivabley tiene un maximo en x = 1.

o f()g(1)=4
a) ¢Tiene la funcién f un maximo en x = 1? Justifica tu respuesta.
b) Si, ademéas sabemos que:

g(x)=ax®+bx +c

calcula los valores de a, b y ¢ para que f tenga un minimo en x = 0.

a) Laderivada de f(x) es f'(x)=g(x)+xg'(x). Se sabe que g'(1) =0, ya que g tiene un maximo en x = 1. Asi
pues f'(1)=g(1)+1-9'(1)=g(1)+0. Para que f tenga un maximo en x = 1, su derivada en dicho punto debe
valer cero, pero f'(1) no puede valer cero, ya que entonces g(1) también valdria cero y esto no puede ser
porque nos dicen que f(1)g(1) =4 . Por tanto, f no puede tener un maximo en x = 1 porque f'(1)=0.

b) Laderivadade g(x)=ax*+bx+c es g'(x)=2ax+b.
Como g tiene un maximoenx=1, g'(1)=0, es decir, 2a+b=0y b =-2a.
Como f ha de tener un minimo en x =0, f'(0)=0. La expresién de la derivada de f era f'(x)=g(x)+xg'(x),
entonces f'(0)=g(0)+0-9'(0)=g(0)=c = c =0. Asi pues, g es de la forma g(x) = ax® - 2ax .
Por otra parte, se sabe que f(1)=g(1)=4, es decir, 1.g(1)g(1)=4=g (1)]2 =4 1, por tanto, g(1)=2 o
g(1)=-2.

Si g(1)=-2, se tendria que g(1)=a-1*-2a-1=-2=a=2,y la funcion seria g(x)=2x> -4x, que se debe
descartar porque esta funcion es una parabola céncava hacia arriba y no presenta ningn maximo.

Si g(1)=2, setiene que g(l)=a-1*-2a-1=2=a=-2,y la funcion seria g(x)=-2x*+4x, que si tiene un
maximo en su vértice (de abscisa x = 1 como asegura la primera condicion del enunciado).
Asipues,a=-2,b=4y c=0.

Las funciones en cuestion son g(x)=-2x> +4x y f(x)=-2x%+4x°.
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67. Paracadah se considera lafuncion: f(x)=2x%-3x*+h

a) Halla los puntos en los que f alcanza sus valores maximos y minimos relativos.

b) Encuentra h para que el valor de f en el maximo o minimo hallado antes sea 0.

a) La derivada es f'(x)=6x>-6x =6x(x—1), que se anula si x = 0 0 si x = 1. Se estudia si son maximos o
minimos con el criterio de la derivada segunda, f (x) =12x-6:
f"(0)=-6 <0, por tanto, f(0)=h es un maximo.
f"(1)=6>0, por tanto, f(1)=-1+h esun minimo.

b) Para que el maximo sea cero debe cumplirse que h = 0.

Para que el minimo sea cero debe cumplirse que -1 + h =0, es decir, h = 1.

68. Demuestra que para todo numero real positivo, P, se cumple que In(1+ P) > 1PP . Para ello sigue estos
+

pasos:

X
1+ X

I. Demuestra que la funcién f (x)=In(1+x)- , es continuay derivable en el intervalo (0,+®).

Il. Demuestraque f(x) es estrictamente creciente en el intervalo (0,+w).

ll. Calcula lim f(x).

x—0*

IV. Concluye la demostracién.

I. Lafuncién es continua y derivable para valores positivos de x, ya que es suma de funciones derivables.

Il. La derivada de f(x) es f'(x) -1 1 X > » que es siempre positiva si x > 0.

C1ex (14x)? (1+x)

Por tanto, la funcién f(x) es estrictamente creciente en (0,+x) .
x—0" x—0"

. lim f(x)= lim {In(l+x)—ﬁ}:0—0:0

X
X

IV. Como se ha visto que si x es positivo, entonces, f(x)>0= In(1+x)- 1 X 0= In(1+x) >
+X

Luego, para todo namero real positivo, P, se cumple que In(1+P) > P
+
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69. Hallalos valores de a, b y ¢ sabiendo que la gréafica de la funcién f (x) =

ax?+b
X +C

en x =1, una asintota oblicua de pendiente 2, y un extremo de abscisa x = 3.

tiene una asintota vertical

Se buscan las asintotas verticales de f(x) en los valores de x que anulan el denominador:

X+c=0=>Xx=-C

Sabemos que la funcidn tiene una asintota vertical en x = 1, entonces ¢ = —1:

- f(x :
La asintota oblicua es de la forma y = mx +n, siendo m = lim fx) y n=lim (f(x)-mx).

X400 X X—>+0

ax’>+b
o f(x . _

m= lim ( ): lim —X=1
X—>+0 X X —>+0 X

Como la pendiente de la asintota oblicua es 2 entonces a = 2. Luego f(x) =

Ademas, f(x) tiene un extremo de abscisa x = 3, luego f'(3) =0. Por tanto:

4X(X_1)—(2X2 +b) 4x* —4x -2x* -b

_2x*+b
x-1 '

_2x*-4x-b

f'(x)= =

(x-1)° (x-1y°
f'(3)=0=>2-3°-4.3-b=0=b=6

_2x%+6

Luego, f(x) n
X_

(x-1)°

70. Demuestra analitica y graficamente que la ecuacion e* = x no tiene solucién.

Vamos a seguir estos pasos:

I.  Estudiar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcion f (x)=e* -x.

Il.  Hallar el minimo absoluto de la funcién f.

Ill. Demostrar que e* —x >0 para todo x y concluimos la demostracion.

La derivada de la funcién continua f(x) =e*-x es f (x) =e* -1, que se anula si x = 0. Se estudia su monotonia:

Y

|

X (—oo,O) 0 (O, +oo)
Signo de f' - 0 +
f Decreciente Minimo Creciente
absoluto

La funcion decrece en (-,0) y crece en (0,+x) .

El minimo que hay en el punto (0,1) es un minimo absoluto ya que la funcion es continua y es siempre
decreciente a la izquierda de cero y siempre creciente a la derecha de cero. Asi pues, el valor minimo que toma la

funcién es f(0) =1. Por tanto, f(x)>1 para todo x.

Como f(x)=1, entonces e* —x>1=e*—x>0=>e* > x paratodo x y, por tanto, nunca puede ser que e* =x.
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Problemas de optimizacion

71. Se quiere construir una piscina en forma de paralelepipedo recto de base cuadrada. Disponemos de 192 m?
de baldosas para recubrir las paredes y el fondo de la piscina. Halla las dimensiones de la piscina de
manera que su capacidad sea maxima.

Se trata de un problema de optimizacion.
Se nombran las variables: longitud (xX) en metros de los lados de la base cuadrada y profundidad (y) en metros.

192 — x?

Se relacionan las variables: el area total debe ser 192 m?, por tanto: x? +4xy =192, y = 1
X

,192-x2 1
=X"'—=

La funcién que se quiere maximizar es el volumen V = xxy , es decir: V (x) 2 —ZXB + 48X
X

Se busca el intervalo en el que se mueve la variable x: como los nimeros buscados son positivos, x debe estar en
el intervalo abierto (0,\/192).

Se busca el maximo de V (x) = —%x3 +48x en (0,\/192).

V'(x):—%xz +48-0=x-8¢(0,v192).

La solucion negativa no es realista.

Como los limites de la funcién en los extremos del intervalo son cero, el maximo absoluto de la funcién se alcanza

192-8%
4.8

para x = 8, por tanto, y = 4.

Las dimensiones de la piscina que maximizan el volumen son 8 metros de lado para la base cuadrada y 4 metros
de profundidad. El volumen méximo es V (8), esto es, 256 m?3.

72. Se dispone de un hilo metalico de longitud 140 m. Se quiere dividir dicho hilo en tres trozos de tal manera
gue uno de ellos tenga doble longitud que otro y que al construir con cada uno de ellos un cuadrado, la
suma de las areas de los tres cuadrados sea minima. Encuentra la longitud de cada trozo.

Se trata de un problema de optimizacion.
Se nombran las variables: cada uno de los trozos (x, 2x e y), medidos en decametros.
Se relacionan las variables:

La suma de los trozos es 14 dam: x +2x+y =14 =y =14 - 3x

Se busca el intervalo en el que se mueve la variable x.

Como las longitudes han de ser positivas: x > 0 y también 14 — 3x > 0, por tanto, X € [0%) .

2 2
. . - , 2
La funcién que se quiere maximizar es la suma de las areas: A= [%) + (ij + [%) .

X . 4x? . (14-3x)" 5x° 196+ 9x* —84x  14x* —84x +196

Sustituyendo y operando: A(x) :E 16 —16 16 16 16

_ 28x -84

Se busca el minimo: A'(x) T

=0328X—84=03X=3€(0,%J

Como la funcion A(x) es una pardbola concava hacia arriba, ya podemos asegurar que su vértice (x = 3) es el
minimo absoluto, sin necesidad de mas calculos.

El minimo se alcanza si x = 3, y, por tanto, 2x =6,y =14 — 3x =5.

Los trozos miden 3 dam, 6 dam y 5 dam.
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73. Partimos un hilo metélico de longitud 1 m en dos trozos, haciendo con o un cuadrado y con el otro un
circulo. Calculalas dimensiones de cada trozo para que la suma de las areas sea:

a) Maxima b) Minima

Se trata de un problema de optimizacion.

Se nombran las variables, que son las longitudes de los dos trozos: x (para hacer el circulo), e y (para hacer el
cuadrado), ambas medidas en metros.

Se relacionan las variables: x+y =1, es decir, y =1-x.

La funcién que se quiere maximizar y minimizar es la suma de las areas.

2
- , 1-x . P . .
El lado del cuadrado es 1TX y Su area: (T) . La longitud del circulo es x =2nr = r =2i, asi pues, su area

T

2

) X x2

esri=mn|—| =—.
2n 4r

1—XJ2+X_2 (n+4)x* -2nx+n

La funcién suma de areas es A(x) :( 2 J s
T I

Se busca el intervalo en el que se mueve la variable x: (0, 1) .

(m+4)x%-2nx+n

Se busca el méaximo y el minimo de A(x) = 1
T

en (0,1).

2(n+4)x-2n n
- - 0&eXx=
167 T+

valor corresponde a su vértice y, por tanto, es el minimo absoluto.

A'(x)= 2 €(0,1). Como la funcién A(x) es una pardbola céncava hacia arriba, este

T

Asi pues, el minimo se alcanza si el trozo destinado a formar el circulo mide x = a
T+

m.

. L . 1
No se puede calcular el valor de la funcion en los extremos, por tanto, se calculan sus limites: lim A(x) =E y
Xx—0

limA(x) = T Si solo se formara un circulo con todo el hilo, se obtendria el area maxima. Pero esta posibilidad no
x—1 T

la contempla el problema. Para responder se podria decir que cuanto mas largo sea el trozo para formar el circulo,
mayor serd la suma de las areas.

74. De entre todos los numeros reales positivos x, y, tales que X +y =10, encuentra aquellos para los que el
producto p = x%y es maximo.

Se nombran las variables, que son los nimeros: x e y.

Se relacionan las variables: x +y =10, es decir, y =10-x.
La funcion que se quiere maximizar y minimizar es el producto p = x?y = x*(10 - x) =10x* - x* = x* (10 - ).
Se busca el intervalo en el que se mueve la variable x. Debe estar en el intervalo abierto (0,10) .

Se busca el maximo y el minimo de p(x)=x?(10 - x) en el intervalo abierto (0,10).

20 (@] _ 4000
27

p'(x) = 20x - 3x* :x(20—3x):0c>x:?, Pl 3

No se puede calcular el valor de la funciébn en los extremos, por tanto, se calculan sus limites:

. . T s . 20
lim p(x) = lim p(x)=0.Como los limites de la funcién en los extremos del intervalo son cero, el valor x =3
x—0 x—10

corresponde al maximo absoluto. Asi pues, el maximo se alcanza si x = 23—0 ey=10-x= % .
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75. Un barco B y dos ciudades Ay C de la costa forman un triangulo rectangulo en C, de acuerdo a lo reflejado
en la figura.

Un hombre situado en A desea llegar hasta el barco B. Sabiendo que puede nadar a 3 km/h y caminar a5
km/h, ¢a qué distancia de A debe abandonar la costa para nadar hasta B si quiere llegar lo antes posible?

Primero, con ayuda del teorema de Pitagoras, se observa que la distancia entre las dos ciudades es de 12 km.
Se nombra la variable: x es la distancia, en metros, PC.

La funcién que se quiere minimizar es el tiempo empleado por el hombre para recorrer AP (a 5 km/h) y PB (a 3
km/h). Se estudia cuanto miden estos segmentos: AP = 12 — x; para calcular PB se trabaja en el triangulo PBC y se

obtiene que PB =+/5% + x2 .

_ / 2 _ 2
El tiempo (espacio/velocidad) empleado es la funcion t(x) = 12 -x + 25; X 36-3x+5V25+ X

5 15

Se busca el intervalo en el que se mueve la variable x: [0,12]

_36-3x+5V25+x%°

Se busca el minimo de t(x) T en [0,12].
_ 2
t'(x):i(—3+ 5x ]: 325+ %" +5x _ o
15 V25 1 x2 15425 + x?

< —3V25+ x% +5x =0 = 5x =3v25 + x? = 25x% =225+ 9x2 = 16x2 =225 = x = 3,75 .

Se comparan:

t(O):%+§:4,07 t(12):%:4,é t(3,75)=3,73

Asi pues, el minimo se alcanza si camina durante 12 - 3,75 = 8,25 km y luego se pone a nadar.
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76.

77.

78.

En el triangulo ABC, el lado AB mide 10 cm y la altura sobre AB mide 4 cm. Calcula C
las dimensiones del rectdngulo de méaxima &rea inscrito en dicho tridngulo con g
un lado descansando sobre el lado AB.

Llamamos x a la altura DF del rectdngulo que andamos buscando, y a su base FG.

% A
En la figura se observa que los tridngulos ABC y DEC son semejantes,
por tanto, los cocientes entre sus alturas y bases son iguales: D E
4 4-x 5(4-x) 20-5x B A
—_— ==V = = .
10y 2 2 F H ¢

_20-5x 20X —5x°

5 donde x [0,4].

La funcién que queremos maximizar es el area del rectangulo A(x)

Dicha funcién es una pardbola concava hacia abajo que tiene su maximo absoluto en su vértice. Su derivada,
20-10x
A(x)=—"—"

_20-5-2
2

=10-5x, se anula si x = 2, por lo que el maximo se alcanza si x = 2 y la base es
5.

Asi pues, el rectangulo de area maxima tiene 5 cm de base y 2 cm de altura y el area maxima son 10 cm?.

Una tienda vende aceite a 2 € el litro. Al vender x litros los costes de todo tipo (expresados en euros) son
0,5x +Cx?. Se sabe que el beneficio maximo se obtiene vendiendo 750 L. Encuentra el valor de C y el
beneficio médximo obtenido.

La funcién beneficio (ingresos — costes) es B(x)=2x—(0,5x +Cx?)=15x -Cx?. Sabemos ademas que su

méximo absoluto (es una parabola céncava hacia abajo) se halla en x = 750 por lo que B'(750)=0.
La derivada es B'(x)=15-2Cx, B'(750)=15-2C-750 = 0, de donde concluimos que C = 0,001.
Un segmento de longitud | se apoya en los ejes coordenados del primer cuadrante determinando con ellos

un tridngulo rectangulo. Hallar el valor minimo de la abscisa en que se apoya para que el area del triangulo
mencionado, de hipotenusa |, sea maximo.

Se nombran las variables: la abscisa de la base es x y la ordenada de la altura es y. Y

Se relacionan las variables: x*+y? =17, es decir, y =vI1? — x? .

La funcién que se quiere maximizar es el &rea del triangulo:
2
1 I?—x
A(x) =EX\/|2 —-x?

Se busca el intervalo en el que se mueve la variable x. x X

Debe estar en el intervalo cerrado [0, I] . Se busca el maximo de A(x) = %X\/I2 —x2 en el intervalo cerrado [0, I] .

2 2 2
A'(x):1 VIZ —x? oxex M e X _1r-2 , que se anula si 12-2x?=0, es decir, si
2 HN1Z-x2] 2 Ji2ox2 | 24122

2
| . . | 1 1 | 12
x =— (la solucién negativa se descarta). Comparamos: A[—]:—»— IZ(—J =—, A(0)=0, A(l)=0
N Z) 2%\ ) ca A0=0.A0

2

Asi pues, el area maxima (Z] se obtiene si x = . La altura también seria y = —.

%‘_

!
2
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79. Seaun rectangulo de 4 m de perimetro.

a) Si se sustituyen los lados por semicircunferencias exteriores, ¢entre qué valores estd comprendida el area de
la figura resultante? Calculala.

b) Si se sustituyen dos lados opuestos por semicircunferencias exteriores, calcula las dimensiones del rectangulo
original para que la figura formada tenga maxima area.

a) Se nombran las variables: x es la longitud de la altura e y la longitud de la base. Ambas medidas en metros.
Se relacionan las variables: 2x + 2y = 4, es decir, y =2 — x.
La funcién que se quiere maximizar y minimizar es el area de la figura (un rectadngulo mas dos circulos).

A(x):x(2—x)+n[%)z+n[2;XJZ :%(ZXZ —4xX+4)+2x - x* :(%—1}x2+(2—n)x+n

Se busca el intervalo en el que se mueve la variable x. En este caso, 0 < X < 2.

I

El minimo absoluto de la parabola (concava hacia arriba) A(x) = (2 1jx2 +(2-m)x + T se encuentra en su

P . . T
vértice, es decir, Si x = =1.

n—2

. LT _ . _
Se compara: A(1)=1+ > lanOA(x) T, lanZA(x) T

Asi pues, el drea A(x) de la figura cumple 1+§ <A(X)<m.

b) Se nombran las variables: x es la longitud del lado sustituido por semicircunferencias, e y la longitud de los
otros dos lados.
Se relacionan las variables: 2x + 2y = 4, es decir, y =2 — x.

La funcién que se quiere maximizar y minimizar es el area de la figura (un rectangulo mas un circulo).

2
La funcion area es A(x)=x(2-x)+ n(%) = [n;A'sz +2X.

Se busca el intervalo en el que se mueve la variable x. En este caso, 0 < x < 2.

El maximo de la parabola (céncava hacia abajo) se encuentra en su vértice, es decir, Si x = 4 _ 4,66 -
4

Pero este valor no pertenece al intervalo de definicibn de x: 0 <x < 2.
Por otra parte, A(0)=0y A(2)=m.

Asi que se podria decir que el &rea maxima se conseguiria si el rectangulo inicial fuese un segmento y la figura
resultante degenerara en un solo circulo de 2 m de didmetro.

Curvatura y puntos de inflexion

80. Halla los valores de m para los que la funcién f(x)= x*+4x%+mx?+3x -2 es siempre céncava hacia
arriba.

Para que la funcion sea siempre concava hacia arriba su derivada segunda debe ser siempre positiva. Se impone
esta condicion: f'(x)=4x®+12x*+2mx+3 y f"(x)=12x*+24x +2m

Para que f"(x) =2(6x? +12x+m) sea siempre positiva, el discriminante 122-4-6-m<0=m>6.
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81.

82.

La gréfica que se muestra es la de la derivada segunda de cierta funciéon f. A partir de ella, deduce la
curvatura de f y sus puntos de inflexion. ;Qué se puede afirmar con seguridad de la grafica de f?

Y|
1 y=1"(x)

1 X

/ \

La funcién es céncava hacia abajo en: (—,0) U (2,+x)

La funcién es concava hacia arriba en: (0, 2)

Los puntos A(0,f(0)) y B(2,f(2))son puntos de inflexion.

Calcula la base y la altura del triangulo isGsceles de perimetro 8 y area maxima.

Se nombra la variable: x es la longitud de los lados iguales.
La funcién que se quiere maximizar es el area del tridngulo.

La base mide b =8 — 2x y la altura se puede hallar con Pitagoras y

X X
se obtiene a=+/8x-16 .
) ba
Eldreaes A(x)= - = (4-x)V8x—-16 =2(4-x)V2x -4 . 8= ox

Se busca el intervalo en el que se mueve la variable x. La suma de dos lados debe ser siempre mayor que el
tercero, asipues: X+X>8-2X=>X>2 Yy X+8-2x>X=>x<4.

Por tanto, 2 < x < 4. Para continuar con el problema vamos a incluir los valores extremos (x =2 y x =4) en el
estudio y asi nos resultara mas comodo. Esto no supone ningun obstaculo porque estamos calculando un maximo
y sabemos que en esos valores los triangulos son degenerados (son segmentos) y podemos asignarles area cero.
Es decir, hemos afiadido dos valores, x = 2 y x = 4, que no van a influir en la respuesta final. (Este mismo
procedimiento puede utilizarse en problemas similares)

Asi pues, suponemos que x se mueve en el intervalo cerrado [2,4] .

A'(x):2{—M+(4—x)2\/Zi_4}=2L/82;3:X4}=0<:>x=§

Comparamos: A(2)=0, A(4)=0, A(gj =3,08.

Asi pues, el triAngulo de &rea maxima es el triangulo equilatero de lado 3

(Observa que si x :%, entonces la base mide b=8-2x=8-2 g = g).
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83.

Unidad 3| Aplicaciones de las derivadas

2

1 X
Sealafunciéon f(x)=—e 2 .
)=—7=

a) Esboza su gréfica.
b) ¢Qué nombre recibe esta funcién?, ¢y su grafica?
a) D(f)=R

La funcién es siempre positiva porque se trata de una exponencial.

La funcién es par porque f(—x)="f(x), por tanto, es simétrica respecto al eje Y.

No tiene asintotas verticales ni oblicuas pero si horizontales, ya que lim f(x)=0, es decir, larectay =0 es

X—>+0
una asintota horizontal tanto en mas infinito como en menos infinito, ya que es simétrica respecto al eje Y.
= =
Su derivada es f'(x) = e 2 (—x)=- e 2 , que se anula para x = 0.
()=—=e? (X)=-7=

Para valores negativos de x es positiva y para valores positivos es negativa. Asi pues, f es creciente en (-,0)

y decreciente en (0,+x) .

Tiene un méximo relativo (que es también absoluto) en el punto A(0, f(0)) = A[O, \/_%J

Y
Su derivada segunda es f"(x) = ﬂe% ,que se anulaparax=-1yx=1.
N2n
x (=0 -1) -1 (-13) 1 (1+0)
Signo de f*" + 0 - 0 +
Céncava Punto de Céncava Punto de Céncava
hacia arriba inflexion hacia abajo inflexion hacia arriba

La funcién es céncava hacia arriba en (—0,—1) U (1,+%) y concava hacia abajo en (-11).

Tiene dos puntos de inflexion:

En B(—l L j-B(—l’O,24) y en C{l L J—C(:L'O,24).

\2ne \2ne
La grafica de la funcion es la que se muestra. Y
1
0| 1 X

b) Esta funcién es la distribucién normal de media 0 y desviacién tipica 1, N(0,1), también llamada normal

estandar. Su gréfica se conoce con el nombre de campana de Gauss.

(En general, se suele representar esta grafica con distintas escalas en los ejes, pero aqui se muestra usando la
misma escala en los ejes X e Y).
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84. Delafuncion f : R - R definida por f (x)=ax®+bx? +cx +d . Se sabe que

85.

86.

e Tieneun méximo en x =-1.
e Su gréficacortaal eje X en el punto de abscisa x =-2.
e Tiene un punto de inflexion en el punto de abscisa x =0.

Calcula a, b, c y d sabiendo, ademas, que la recta tangente a la grafica de f en el punto de abscisa x = 2
tiene pendiente 9.

Las dos primeras derivadas de f son: f'(x) = 3ax® +2bx+c y f"(x) = 6ax +2b

Hay un maximo en x = -1 implica que f'(-1) =0, es decir: f'(-1 =3a(-1* +2b(-D+c=0=>3a-2b+c =0
Corta al eje X en x = -2 implica que f(-2) =0, es decir:

f(-2)=a(-2)> +b(-2)* +c(-2)+d =0=-8a+4b-2c +d =0

Hay un punto de inflexién en x = 0 implica que f"(0) =0, es decir: f"(0)=6a-0+20=0=b=0

La tangente a f en x = 2 tiene pendiente 9, por lo que f'(2)=9: f'(2)=3a-22+2b-2+c=9=12a+4b+c=9
Resolviendo el sistema formado por esas cuatro ecuaciones, se obtiene la solucién:

3a-2b+c=0
;8_a(;t4b—2c+d=0 —a-1b-0c=-3d=2

12a+4b+c=9

Demuestra que la curva de la ecuacion:
y=x*—x¥+xZ-x+1

no tiene ningln punto de inflexién. Halla la ecuacién de la recta tangente a esa curva en el punto (X,,Y,),
siendo X, el valor de x hace minima y".

Se calcula la segunda derivada: y'=4x3 -3x%+2x -1, y"=12x?> —-6x + 2, que es una pardbola céncava hacia

arriba que no corta al eje X (la ecuacién 12x?> —6x +2 =0 no tiene soluciones reales). La derivada segunda es
siempre positiva y la curva es siempre concava hacia arriba, por tanto, no tiene puntos de inflexion.

El minimo de y" =12x* —6x +2 se encuentra en su vértice X, = —% = %

Punto de tangencia (X,, Y,) = (i E) Pendiente f (1) = —E. La ecuacion es y _205 = —E(x -4)
4 256 4 8 256 8

Sea f : R — R definida por: f(x)=2x®+12x*+ax +b

Determina a y b sabiendo que la recta tangente a la gréfica de f en su punto de inflexién es la recta
y =2x - 3.

Hallamos primero el punto de inflexion y para eso necesitamos calcular la derivada segunda: f'(x) = 6x? + 24x +a
y f"(x)=12x+24 . La derivada segunda se anula si x = -2, y como a su izquierda es negativa y a su derecha
positiva, entonces, el punto A(-2f(-2)) es el punto de inflexién.

La pendiente de la recta tangente y =2x +3 es 2 y coincide con el valor de f'(-2) . Asi pues:
f'(-2)=2=6(-2°+24(-2)+a=2=>a=26
El punto de tangencia A(-2,f(-2)) pertenece también a la recta tangente. Por tanto:

f(-2)=2-(-2)+3=-1=2.(-2)° +12-(-2)° + 26 - (-2) +b=-1=>b =19 . La respuesta es a= 26 y b = 19.
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87.

Calcula los valores del parametro a, con a =0, que hacen que las tangentes a la curva de ecuacion:
y =ax* + 2ax® - ax + 15"

en los puntos de inflexion sean perpendiculares.

Primero se calculan sus puntos de inflexién: y' = 4ax® + 6ax® —a, y" =12ax? +12ax = 12ax(x +1).

La derivada segunda se anula si x =0 6 si x = -1, que son las abscisas de sus puntos de inflexion.

La pendiente de latangenteenx=0es y'(0)=-a.
La pendiente de la tangente en x=-1es y'(-1)=-4a+6a-a=a.

Dos rectas son perpendiculares si el producto de sus pendientes es —1.

Imponiendo esta condicién: -aa=-1=>a=10a=-1.

Aplicaciones de la derivada en el campo de las ciencias

88.

89.

Unidad 3| Aplicaciones de las derivadas @m

La segunda ley de Newton afirma que la fuerza total a la que se ve sometido un cuerpo es igual a la masa
de este multiplicada por la aceleracidon que experimenta.

Por otro lado, la aceleracion de un movil es la derivada segunda de la posicion que tiene ese mavil en
funcién del tiempo.

Sabiendo que la posicién de cierto movil viene dada por:
x(t)=t>-2t*> -5t +6

Calculala fuerza total a la que se encuentra sometido el moévil si su masa son 5 kg.

La velocidad es la derivada de la posicion respecto al tiempo: v (t) = x'(t) =3t* -4t - 5.
La aceleracion es la derivada de la velocidad respecto al tiempo: a(t)=v'(t)=6t-4.

La fuerza total, respecto al tiempo, si la masa del mévil son 5 kg es F(t)=5a(t)=5(6t-4) N.
Un muelle tiene una oscilacién definida por:
x(t)=10cos(3t + )

en metros. Determina qué velocidad de oscilacion y aceleracion tendré al cago de 3 S.

La velocidad es la derivada de la posicién respecto al tiempo: v (t) = x'(t) = -30sen(3t + ).
Por tanto, v (%) = -30sen [3 %Jr nj =-30sen(2n) =0 ms™.
La aceleracion es la derivada de la velocidad respecto al tiempo: a(t) =v'(t) = -90cos(3t + 7).

Por tanto, a(%j =-90 cos(3 -%+ n) =-90cos(2r)=-90 ms™.
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t

90. La ecuacion de descarga de un condensador en un determinado circuito eléctrico es Q =100-10"%e "

Calculalaintensidad que recorrera el circuito pasado 5 s tras cerrar el interruptor si se sabe que | =d_?'

t
La intensidad es la derivada de la descarga respecto al tiempo: |(t)=Q’(t) = _li5 -100-107%e 15

5
Por tanto, |(t):—li5~1oo.10*ﬁe 15 ~_238.10°°.

Sintesis
91. Sealafuncion:
f(x)=(x+1e™
a) Halla los intervalos de crecimiento y decrecimiento.

Calcula, si existen, los extremos relativos.

Halla, si existen, los puntos de inflexion e intervalos de curvatura.

a) La funcion es continua y derivable porque es producto de funciones continuas y derivables en todo R:
D(f)=R.

Su derivada es f'(x)=-xe™, que se anula si x = 0. Asi pues, la funcién crece en (-«,0) y decrece en
(O,+oo).

b) Tiene un méximo absoluto en el punto O(0,1).

c) La derivada segunda es f"(x)=(x-1)e™™, que se anula si x = 1. Asi pues, la funcién es céncava hacia abajo

en (-, 1) y concava hacia arriba en (1, +). El punto A(J, 2e‘2) es un punto de inflexién porque la gréfica
cambia de curvatura.
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92. Paralafuncion:

a)
b)
c)

a)

x4 +3
X

f(x)=

Halla, si existen, los puntos de corte con los ejes y las asintotas de la grafica de f.
Calcula los intervalos de crecimiento y decrecimiento y los extremos relativos de f.

Estudia su curvatura y sus posibles puntos de inflexion.

D(f )=R- {0} , ya que x = 0 anula el denominador. Asi pues, no corta al eje Y. Tampoco corta al eje X ya que
la funcién no se anula nunca porque el numerador es siempre positivo.

4

4
X X" +3
Asintotas verticales: lim = lim =40, asi pues, la recta x = 0 es una asintota vertical.
x=0" X x—0t X
) _  x"+3 . x"+3 _ ; _
Asintotas horizontales: lim =+ y lim = -0, No tiene asintotas horizontales.
X—=+0 X X——0 X
. . _ f(x) x*+3 - f(x) x*+3
Tampoco tiene asintotas oblicuas ya que lim ——== S— =10y lim —== >— =10,
X—=>+0 X X X—>-o X X
. . , 3(x*-1)
b) La derivada de la funcién es f'(x) =———— yse anulaparax=-1yx=1.
X
x (==-1) 1 (-10) 0 (0.) 1 (L+0)
Signo de f' + 0 - - 0 +
AXi No existe ini
f Creciente Maximo Decreciente Decreciente Minimo Creciente
relativo f(0) relativo

c) La derivada segunda es f"(x)=

Unidad 3| Aplicaciones de las derivadas

La funcioén crece en (—o,—1) U (1,+) y decrece en (-1,0)u(0,1).

Tiene un maximo relativo en el punto A(-1f(-1))=A(-1-4) y un minimo relativo en el punto
B(Lf(1))=B(14).

w. Es negativa para valores negativos de x y positiva para valores
positivos. Asi pues, la funcidn es concava hacia abajo en (—oo,O) y concava hacia arriba en (0,+).

La funcién es impar porque f(—x)=—f(x). Su gréfica es la que se muestra.

L

N
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93.

94.

Las graficas que se muestran en las figuras representan la derivada de ciertas funciones f(x) y g(x)

respectivamente. A partir de ellas, deduce los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x) y g(x),
asi como sus extremos relativos, su curvaturay sus puntos de inflexidon.

Y| Y]
\ y=9g'x/
y=F(x \
o) < \ 4 /
ol 1 X
N /

a) La funcién crece sila derivada es positiva: (—oo,l) . Decrece si la derivada es negativa: (1+).

Tiene un maximo relativo en el punto A(:Lf(l)) porque la derivada vale cero y f pasa de creciente a

decreciente.

Las pendientes de las tangentes a f' son siempre negativas, asi que la funciéon es siempre céncava hacia
abajo.

Como la funcién no cambia de curvatura, no tiene puntos de inflexién.

b) La funcién crece si la derivada es positiva: (—«,—1) U (3,+x). Decrece si la derivada es negativa: (-13).

Tiene un maximo relativo en el punto A(—lg(—l)) porque la derivada vale cero y g pasa de creciente a
decreciente.

Tiene un minimo relativo en el punto B(3,g(3)) porque la derivada vale cero y g pasa de decreciente a
creciente.

La funcién es concava hacia abajo en (—oo,l), ya que las pendientes de las tangentes a g' (es decir, la
derivada segunda) son negativas y es concava hacia arriba en (1,+oo) puesto que las pendientes de las

tangentes a g' (es decir, la derivada segunda) son positivas. El punto C(lg(l)) es un punto de inflexion
porgue es un punto de cambio de curvatura.

Considera la funcion definida en (0,+w) por:
f(x)=2x>+x+Inx
a) Encuentra un intervalo donde puedas asegurar que existe una solucion de la ecuacion f (x) =0.

Demuestra que la ecuacion f(x) =0 tiene un Gnica solucién, c, en (0,+x) .

a) Como la funcion es continua en su dominio (x > 0), bastara encontrar un intervalo en el que la funcién cambie
de signo en sus extremos. El extremo inferior debe ser un nimero cercano a cero para estar seguros de que la
funcién sera negativa. Se prueba con 0,5: (0,5) =-0,193.

El extremo superior puede ser 1: f(1)=3. Asi pues, aplicando el teorema de Bolzano a la funcién f en el
intervalo cerrado [0,5;1] , se sabe que f(c)=0 para algin c del intervalo (0,5;1).

b) La funcién es siempre creciente ya que su derivada f'(x) = 6x2 +2X + 1 es siempre positiva en para x > 0. Por
X

tanto, ya no puede existir otro ¢ (distinto del anterior) con f (c) =0.
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95.

96.

97.

Unidad 3| Aplicaciones de las derivadas @@

Sea f(x) una funcién continua en [0,3] y derivable en (0,3). Si f'(x)<2 para todos los nimeros del
intervalo [0,3] y f(0)=-1, ¢cuél es el maximo valor que puede tomar f(3)? En general, si f'(x)<a en
todo R y f(0)=b , dado un nimero positivo c, ;cuél es el maximo valor que puede tomar f(c) ?

a) La funcion f es continua en el intervalo cerrado [0,3] y derivable en el abierto (0,3), por tanto, el teorema del

f —f f 1
valor medio nos asegura que existe un ¢ de (0,3) que cumple: f'(c) = (3; O(O) = (3; hl

Como la derivada es f'(x) <2, entonces f'(c)<2: f'(c)= f(3§+1 <2=1(3)<5

f(c)- c)-b
b) En el caso general se tiene que f'(c) = = <a=f(c)<ac+b.
c

Dada la funcion
f(x)=(1000-x) + x?
se pide:
a) Halla los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcion f.
b) Utiliza el apartado a) para decidir si 10007 es mayor o menor que 9987 + 22,

c) Generaliza lo que hayas descubierto en el apartado a) para la funcion f(x) = (c - x)n +x" siendo ¢ un nimero
positivo y n un nimero entero positivo par.

a) La derivada de la funcion es f'(x):4x—2000, gue se anula para x = 500. La funcion es decreciente en
(-,500) ; es creciente en (500,+x) ; y tiene un minimo en el punto de abscisa x = 500.

b) Como la funcion es decreciente en (-=,500), entonces, f(0)>f(2),y como f(0)=1000" y f(2) =998 + 22,
se concluye que 1000% > 9982 + 2°.

c) Laderivada de la funcion f(x)=(c-x)" +x" es f'(x)=-n(c - x)”'1 +nx"t.

Una solucién de la ecuacion f'(x)=0 es x = % que, corresponde a un minimo absoluto pues

f*(x)=n(n-1)(c- x)"'2 +n(n —1)x"’2 > 0. Por otra parte, la grafica de f es simétrica respecto de la recta

x =—. Asi pues, dados dos nimeros p y q que sumen ¢, p" + g" es mayor cuanto mas disten p y q.

<
2
Por ejemplo 20° + 30° > 28° + 22° pues la funcion f(x)=(50-x)° +x® alcanza un minimo en x = 25 y es

simétrica respecto de la recta x = 25, por lo que f(30) >f(22).

Supon que f es una funcion para la que f'(x)>0 paratodo x y sea g(x)=f(f(x)). ¢;Qué puedes decir
acerca del crecimiento o decrecimiento de la funcion g?

La derivada de g(x) se calcula con la regla de la cadena: g'(x) =f '(f (x))f '(x) que sera siempre positiva por ser

producto de dos numeros positivos. Asi pues, g'(x)>0 para todo X, lo que nos asegura que g es siempre
creciente.
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98.

99.

Dada la funcién:

x2%e™* six>0

f(X):{a+ln(l—x) six <0
se pide:

a) Calcular lim f(x)y lim f(x).

X—>+o0 X—>—0
b) Calcular el valor de a para que f sea continua en todo R .

c) Estudiar la derivabilidad de fy calcular f' donde sea posible.

2
a) lim f(x)= lim x?¢™ = lim X—{*w}:[L'Hépital]: lim Z—X{%}['-'H@pita']=x'ij§weix=0

X—>+0 X—>+0 x—>+0 @X ; x—>+0 @X
Jim f (x)= xIl)njm(a +In(1-x)) =a+In(+w0) = +oo

b) Las funciones que intervienen en f son continuas en sus tramos. Falta obligarla a que sea continua en el punto
de cambio, x = 0. Estos tres valores han de ser iguales:

lim f(x)= lim (a+In(1-x))=a lim f(x)=lm x’¢™ =0 f(0)=0%2-e°=0

x—0~ x—0 x—0" x—0"
Por tanto, a = 0.
-1

c) Laderivada, salvo parax =0, es: f'(x)=<1-x
x(2-x)e™ six>0

six<0

Para que exista f'(O), estos dos limites han de coincidir:

lim f'(x)= lim —==—1 lim f'(x)= lim x(2-x)e™ =0

x—0" x—0" 1—X x—0" x—>0+

Por tanto, la funcién no es derivable en x = 0.

Demuestra que la ecuacion:
X2009 + X1005 +X—-1=0

tiene exactamente una solucién real.

La funcion f(x) = x*% + x*® + x —1 es continua y creciente en todo R ya que su derivada es:

f'(x) = 2009x*°%® +1005x*°** +1 es siempre positiva.

Ademéas lim f(x)=-w y lim f(x)=+c, es decir, pasa de negativa a positiva y, por tanto, debe cortar al eje X
X —>—00 X—>+00

alguna vez.

Como f es siempre creciente, solo podra cortar una sola vez al eje X.

Es decir, existe un unico c real con f(c)=0=c*® +c*® +¢c-1=0.
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100. Sea f una funcion real de variable real, derivable, con derivada continua en todos los puntos y tal que
£(0)=1 f(1)=2,f'(0)=3, f'(1)=4.

a)

b)

b)

Calcula g'(0) sabiendo que g(x) =f(x+f(x)).

2(F(x))* = (x+1)

Calcula lim
x>0 e* -1
Se calcula primero la derivada de g(x) aplicando la regla de la cadena:

g' () =f'(x+f(x)-(1+f'(x))

Por tanto, g'(0) =f'(0+f(0))-(1+f'(0)) =f'(1D-(1+3)=4-4 =16.

C 2(F () —f(x +1) . N .0 A
Como I|rr?)x—1 da lugar a una indeterminacion del tipo o podemos usar la regla de L Hépital
X—> e’ —

2(H00)° ~f(x+1) _ 40000 (x+D) _ 41 (0)F'(0)-f'(0+1) _4-1:3-4 _
eX_1 x—0 e e’ 1

para calcularlo: lim 8
x—0

Cuestiones

101. Las cuatro graficas que se muestran son las de las derivadas de otras tantas funciones. En cada caso
razona si la funcion correspondiente alcanza un valor mayor parax =a o par x =b.

a)

b)

v c) Y
el N
- B
o[/ ; X 0 |a h| |X
Y d) d) Y[ 1\ /
/ \ /
5 a b/ % \a b/
% 0 \C L X
= - %

a) Laderivada es positiva en el intervalo [a, b], por tanto, la funcién es creciente en este intervalo: f (a) <f(b)

b) La derivada es negativa en [a, b], por tanto, la funcién es decreciente en este intervalo: f(a)>f(b)

c) Laderivada es positiva en el intervalo [a, b], por tanto, la funcién es creciente en este intervalo: f (a) <f(b)

d) Laderivada es negativa en [a, b], por tanto, la funcion es decreciente en este intervalo. Luego f(a) > f (b)

102. Comprueba que la funcién f (x) =

1
2 .
Xx‘sen— six #0 , , .
X es derivable en x = 0. ¢Existe limf'(x)?
x—0

0 six=0
1
h?sen—
lim 10+h)-f(0) =lim h _ jim hsenizo pues -1< sen1 <ly limh=0. Asi pues f es derivable en 0 y
h—0 h h—0 h h—0 h h h—0
f'(0)=0.

1 1 1 . . . .
f'(x) = 2xsen=+x?cos—| —— | si x =0, es decir, f'(x)= 2xsen£— cosl y como lim 2xsenl =0y lim cos1
X X 2 X X x—0 X 0 X

X X—>

no existe, no existira lim f'(x).
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103.

104.

105.

¢Bajo qué condiciones sobre a, b, c y d podemos asegurar F(X)=aX3+bX2+CX +d con a#0 es
estrictamente creciente o decrecienteen R ?

En primer lugar, se observa que los limites en mas infinito y en menos infinito no pueden coincidir nunca porque el
grado del polinomio es 3. Como la derivada es un polinomio de segundo grado, la ecuacion f'(x) =0 tendra una,

dos o ninguna solucién (que nos darian los posibles extremos relativos).

Para que sea estrictamente creciente o decreciente no debe tener ni maximos ni minimos relativos, es decir, la
ecuacién f'(x) =0 no puede tener dos soluciones. Si tuviera una Gnica solucion seria porque ahi tendria un punto
de tangente horizontal que no es extremo relativo, es decir, seria un punto de inflexién.

La derivada es f'(x)=3ax?+2bx+c, que tendra una Unica solucion si su discriminante es cero:
(2b)* —4-3ac = 0 = 4b? ~12ac = 0. Y no tendra solucién si 4b? —12ac <0 .

Asi pues, resumiendo:
La funcién seréa creciente entodo R sia>0y 4b? —-12ac <0
La funcién sera decreciente en todo R sia<0y 4b? —12ac <0.

En el caso que falta, 4b? —12ac >0, la funcién tendria un maximo y un minimo relativo y, por tanto, seria
creciente en algunos tramos y decreciente en otros.

Aplicando el teorema del valor medio demuestra que:

|im(€’/x—+1—%/Y)=o

X —0

Si f(x) =Yx , T es derivable en (0,+oo). Tomando x y x + 1 en dicho intervalo y aplicando el teorema del valor
medio se tiene f(x +1)-f(x)=f'(c)-1concen (x,x+1).
2

Como f'(x):%fg :;, tenemos que YPx+1-3x = 1

R Rl

Por dltimo, sic>xy si x — +oo, c también lo hacey lim («/3x+1—§/;)= lim 1 =0.

X —>+0 Co+o0 33 CZ

Dada la funcién f (x) =<2’ prueba que en el intervalo [L4] no existe ningin nimero c tal que:
X —

f '(C) — f(44)_];-(1)

¢Contradice esto el teorema del valor medio? ¢Por qué?

3
. L , -1 f(4)-f(1) 5 1 . o
La derivada de la funcion es f (x) =———. Por otra parte ———==-==_. Ahora hay que investigar si existe
(x-2) 4-1 3 2
un c €(14) con f'(c)= % para ello resolvamos la ecuacion (_—)2 = % =-2=(c- 2)2 , que claramente no tiene
c-2
. , - : f(4)-1(1)
solucién. La conclusion es que no existe ningn nimero ¢ con f'(c) = —a1

¢Qué ha ocurrido? La funcion f(x) =

L > no es continua en el intervalo [1, 4], ya que en x = 2 no esta definida.

Asi pues, no se contradice el teorema del valor medio ya que este exige que la funcién sea continua en el intervalo
en cuestion.

En cualquier otro intervalo que no contuviera a x = 2 si se cumpliria el teorema.
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106.

107.

108.
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Si f es una funcién infinitamente derivable y para algin nimero c es f'(c)=f"(c)=0 pero f"'(c)>0,en el

punto (c,f (c)) , ¢€S un maximo relativo, un minimo relativo o punto de inflexiéon para f?

Si f"(c)>0, la funcién y =f"(x) es estrictamente creciente en c por lo que en un cierto intervalo (c—r,c+r),
conr>0, f"(x)>f"(c) six>cy f"(x)<f"(c) six<c, es decir, en ese intervalo, f"(x)>0 a la derecha de c
yf"(x) <0 alaizquierda de c con lo que f cambia de posicion respecto de la tangente en c, es decir (c,f (c)) es

un punto de inflexion para f.

La gréaficade laderivada de f es lade lafigura.

/1 %

Si la ecuacion f (x) =0 tiene dos soluciones, ¢qué puedes decir sobre el signo de ellas?

Si ambas soluciones tuvieran igual signo, aplicando el teorema de Rolle, habria un nimero entre ellas donde se
anularia la derivada. Pero como f'(x) no se anula para ningln valor positivo ni negativo de x, sigue que ambas

soluciones no pueden tener igual signo.

¢Es derivable en x = 0 la siguiente funcién?

2 _ .
F(x) = x?(1-Inx) Sfx>0
0 six=0

f(x)-f(0
Como la funcién sélo esta definida en [0, +oo) , estudiemos |im LO() , es decir:
x—0" X =

2 —_ —
x“(1-Inx) im 1-Inx

1
X

Este limite que presenta una indeterminacion del tipo 2 estaen las hipotesis del teorema de L Hdpital. Por tanto:
[e0]

. 1-Inx . .

lim = lim —%-= |im x=0
x-»0" L x-»0" 1 x-0*

X x2

Asi que f es derivableenx =0y f'(0)=0.
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1 .
- . . . . — si0<x<1
Justifica que ni la primera ni la segunda derivada de f (x) =1 x se anulan nunca.

—2x2+3x six>1

Primero debemos asegurarnos que la funcién es continua, estudiando con detalle qué ocurre en x = 1:

lim f(x) = lim l=1 lim f(x) = lim (=2x2 +3x) =1 f(h=1

x—1 x—1 X x—1 x—1"

Por tanto, f es continua en x = 1 y en todo su dominio. (Observa que 1 no da problemas porque x = 0 no
X
pertenece a su dominio de definicion).

-1
La funcién derivada, salvoen x =1, es f'(x) = 7
-4x+3 six>1

si0D<x<1

¢Qué ocurre con la derivada en x =1? lim f'(x) = lim _—;L =-1, limf'(x) = lim (-4x+3)=-1

x—-1 x—1 X x—1" x—1"

Asipues, f'(D)=-1,yladerivada de fes f'(x) = x2 si0<x=<1

—-4x+3 six>1

. . . . 3
Dicha derivada no se anula en el primer tramo y en el segundo se anularia en x =2 que no pertenece a su

dominio de definicion. Es decir: la derivada de f no se anula nunca.

La segunda derivada de f, salvo en x =1, es f"(x) =4 x@ si0<x<1

-4 six>1
¢ Qué ocurre con la segunda derivada en x = 1? lim f"(x) = lim % =2, limf"(x) = lim (-4)=-4
x—1 x-1I" X x—-1" x—-1"

Asi pues, f"(1 no existe.

Dicha derivada no se anula en el primer tramo ni tampoco en el segundo. Es decir: la segunda derivada de f no se
anula nunca.

¢Presenta algun punto de inflexién la gréfica de la funcion de la cuestién anterior?

Precipitadamente podriamos responder que no hay puntos de inflexién porque la derivada segunda no se anula
nunca, como acabamos de estudiar en la actividad precedente. Pero nos estamos olvidando del punto de abscisa
x=1.

En el punto x = 1, no podemos usar la segunda derivada ya que, sencillamente, f"(1) no existe. Tenemos que
recurrir a la definicién de punto de inflexién: punto cuya tangente a la gréfica cruza a dicha gréfica, dejandola por
encima y por debajo (o por debajo y por encima) segin nos situemos a izquierda o derecha de dicho punto.

Latangente a A(11) eslarecta y —1=-1(x —1), es decir, y =-x+2:

1+x% -2x _ (x-1)?
X

>0 : la curva esté por encima de la tangente.

Sio<x<1, f(x)—(—x+2):1+x—2:
X

Six>1 f(X)=(=Xx+2)=-2x2+3x+Xx—-2=-2x2 +4x -2 =-2(x2=2x+1) =—2(x-1)* <0 : la curva esta por

debajo de la tangente. Y[ |
La gréfica lo aclara todo. \
4 A1, 1)
0 1 X
\
\
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111. Sih >0, ¢qué es mayor: v1+h o 1+%h ?

La funcién f(x) =+/1+ X es derivable en (—J, +oo) , asi pues verifica las hipotesis del teorema del valor medio en
[0,h] sih>0.Entonces f(h)-f(0)=h-f'(c) donde c (0, h).

f(h)-f(0)=+1+h -1

P0=—2 por lo que f'(c) !

1
- < —
241+ % 2Vl+c 2

Entonces f (h)-f(0) < h%, es decir, V1+h —1<%h, 0, lo que lo mismo v1+h <%h +1 sih>0.

112. Si x 20, razona, usando la derivada, qué es mayor: e* o x2.

Veamos que f(x)=e* —x2 es creciente en [0,+x) y como f(0)=1, resultard que si x>0, f(x)>f(0), es
decir, e*-x%>1 por lo que e* > x2 . Para ver que f es creciente en [0,+oo), estudiemos su derivada
f'(x)=e*-2x.

f'(0)>0 ysix>0, e >ex (Basta observar que larecta y =ex estangente en P(Le) alacurva y =e*). Asi

pues e >ex >2x, con lo que f'(x)=e*-2x>0 en [0,+x) por lo que f(x)=e* —x2 es creciente en dicho
intervalo.

Problemas

113. El precio de un diamante es proporcional al cuadrado de su peso. Demuestra que si partimos un diamante
en dos trozos, la depreciacion es maxima si lo partimos por la mitad.

Se supone que el peso es 1y p la constante de proporcionalidad del precio — cuadrado del peso.
Se nombran las variables: x es el peso de uno de los trozos e y el del otro.
Se relacionan las variables: x + y = 1, por tantoy = 1 — x.

La funcién que se quiere maximizar es la depreciacion del diamante al cortarlo:
D(x) = p2? —(px2 +p(1- x)z)) =p-2px2 +2px — p = —=2px? + 2px

Se busca el intervalo en el que se mueve la variable x. Evidentemente, 0 <x <1, es decir, x se mueve en el
intervalo cerrado [0,1].

Se busca el maximo de D(x)=-2px® +2px en [0,1]. Su derivada, D'(x)=-4px +2p , se anula si x :%.

Se compara:

D(0)=0 D(1)=0 D[ijzﬂ

2) 2

La depreciacién es maxima si el diamante se parte en dos trozos de igual peso.

136 Unidad 3] Aplicaciones de las derivadas @m



SOLUCIONARIO

114. En un cono de radio R y altura h inscribimos un cono invertido con el vértice en el centro de la base.

115.

Calculalas dimensiones del cono pequefio para que su volumen sea maximo

/\

Se relacionan las variables: por semejanza de triangulos del cono y del cono invertido se observa que:

R ' L th—Rh-Rh'=h="R-N
h h-h' R

La funcién que se quiere minimizar es el volumen del cono pequefio:

2
nrh’ s 2h(R—r) TCh(Rr )

V= , es decir, V(r)==
3 R 3R

Se busca el intervalo en el que se mueve la variable r. Evidentemente 0 < r < R, es decir, r se mueve en el intervalo
abierto (O, R).

Se busca el minimo de V(r):%(er—r?’) en (O,R).
V'(r):%(ZRr—&z):O@ZRr—3r2:0:>r(2R—3r):0, es decir, si r:%R o si r=0 (no pertenece al

dominio).

Comparamos (habra que calcular limites ya que el intervalo es abierto):

V(ER)zinth limVv (r)=0 imv(r)=0
3 81 r—0 r-R
2
2 h(R-r) h(R_§R) 1
Las dimensiones del cono inscrito de volumen maximo son r = §R y h'= R = R = Eh

. . 4
Y dicho volumen maximo son > del volumen del cono grande.

Dados los puntos A(0,3) y B(4,5), sefialamos un punto M en el eje X tal que sea minima la distancia
S =AM + MB . Obtén el punto M.

El punto buscado es M(x,0) .

S=AM+MB=+/x2+3% + (4= x)* +52 =/x2 +32 +/x?—8x + 41.

X 2x -8 X 4-x

S'= + = —
X249 2Ux2-8x+41 x2+9 x?-8x+4l
S'=0=>—X - 4-x = XUX2—8X+41=(4—x)Vx?+9 = x2(x2 - 8x +41) = (4-x)*(x? +9) =
219 x2-8x+41
-6
-9+
=2Xx2+9Xx+18=0=x = 9;15: 3
2
. 3
Solo verifica la  ecuacion solucion X:E' Como 0<x<4, vy f(0)=3+/41=94;

f(4)=5+418 = 9,2,f 4/45 le =8,9; el minimo se alcanza para M( j
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116. En un depodsito que contenia 5000 000 L de agua se ha vertido accidentalmente una sustancia toxica
contaminando el agua. Si el agua se va renovando por agua limpia a razén de 2500 L/h, ¢cuanto tiempo
tardaré en reducirse el nivel de contaminacion un 50 %?

Sea S(t) la funcion que da los litros de sustancia toxica que hay en el agua al cabo de t horas desde que se
realizé el vertido.

S'(t) = razén de entrada de sustancia toxica — razén de salida de sustancia toxica. Como el vertido fue puntual,
todo lo que entra es agua limpia y la razon de entrada es O.

St S(t
LZSOO L/h, pues salen los mismos litros que entran y #
5 000 000 5000 000

sustancia toxica por litro.

La razén de salida es es la cantidad de

' __t
Asi pues, S'(t) :%(()to), por tanto, 27(:))= 720100 , luego, InS(t) = _20100t +C, por lo que S(t)=ke 2000,

t
Sit=0, S(t)=k y se pregunta cudndo S(t) es % se tiene que %:ke 2000 | Jyego t =2000-In2 horas,

aproximadamente 1400 horas, es decir, 58 dias.
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117. Un hombre esta en un bote en un gran lago con forma rectangular a 1 km del punto A de la orilla mas
proxima. Quiere llegar al punto B de la orilla situado a m km. Si en su bote vaar km/h y a pie av km/h, ¢en
qué punto C de la orilla debe dejar el bote para llegar a B lo mas rapido posible en cada uno de los
siguientes casos?

a) Sim=5km, r=15km/hyv=13km/h.
b) Sim=2km,r=12km/hyv=13km/h.
¢) Sim=5km, r=12 km/hyv =13 km/h.

Primero se resuelve el caso general. Se nombra la variable: x es la distancia AC.

Hay que considerar que la distancia PC que cubre a remo es igual a PC = v1+ x? .

La funcion que se quiere minimizar es el tiempo empleado por el hombre para recorrer PC km remando a una
velocidad de r km/h y CB km a pie a una velocidad de v km/h.

V1+x? L m-x ~vV1+ X% 41 (m-x)

r \ v

El tiempo empleado en realizar su trayecto es la funcién t(x) =

Se busca el intervalo en el que se mueve la variable x: [O,m] .

vV1+ X% +r1(m-Xx)

Se busca el minimo de t(x) =
rv

en [0,m].

2X

v
£ (x) = 214 x2 VX —ry1+x? r2

=0 v -rVl+x2 =0=vix® =r2+r’x> => x = —
v A1+ X2 Vet

Ahora se estudia cada caso:

r 3 15
W2-r? 132152

minimo en un extremo del intervalo [0,5]: como t(5) <t(0), el minimo se alcanza en x = 5, debe remar todo el

tiempo.

a) Sim=5r=15yv=13 =>X=

, por tanto, t'(x) nunca se anula'y t(x) alcanzara el

r B 12
W2 o2 132 _122
que mirar en los extremos: t(2) <t(0), el minimo se alcanza en x = 2, debe remar todo el rato.

b) Sm=2,r=12yv=13 =>X=

=2,4. Como 2,4 no pertenece al intervalo [0,2] habra

12

.
c) Sim=5r=12yv=13 =>X= =
w212 132122

=2,4. Como t(2,4)<t(5)<t(0), debe dejar el bote a

2,4 km de A.
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Para profundizar

140

118.

119.

Unidad 3| Aplicaciones de las derivadas @m

Si a es un numero positivo, calcula el minimo de con x > 0. A partir del resultado obtenido,

Jax

demuestra que la media aritmética de dos numeros positivos es siempre mayor o igual que la media
geomeétrica.

Primero recuerda que la media geométrica de dos numeros es la raiz cuadrada de su producto.

) . a+x
Se considera la funcién f(x) = con x> 0.

Jax

Su derivada, después de simplificarla, es f'(x) = , que se anula si x = a.

2J§ x\/_

Como para valores x menores que a, la funcién decrece (la derivada es negativa) y para valores x mayores que a,
la funcién crece (la derivada es positiva), entonces, en x = a esta su minimo absoluto.

a+a a+x 2a a+x
3\/

Jaa Nax & ex J_

Asf pues: f(a)<f(x) = para todo x > 0.

x?-x+k six<1

Dadala funcién f : R —» R definida por: f(x) = sen(x —1)
1 six>1
X_

a) Halla el valor de k para que f sea continua en R.
b) ¢ Verifica f las hipétesis del teorema del valor medio en [0, +1].

c) ¢Existe algin namero c para el que f'(c) coincida con la pendiente de la recta que une los puntos de la curva
de abscisas 0y nw+1?

a) Se impone la continuidad en x = 1, que es el Unico valor en el que puede haber conflictos:

lim £ 60 = lim (x% - x+K) =k . lim £ G0 = fim 32D _ g COS(i"l) -1, f(D=k.

x—1" x—1 x—1" x—1" X— x—1"

Para que f sea continua en x = 1 debe ser k = 1. Por tanto, si k = 1 la funcion es continua en R.

x2-x+1 six<1

. £(x) = ° . .
b) Yase ha visto que f(x)=1sen(x-1) six o1 ©Scontinuaen [0, m+1]

X —

Se ve ahora si es derivable en el abierto (0, TC+1) .

2x-1 six<1
La derivada, salvo para x = 1, es: f'(x) = { (x-1cos(x—-1)—sen (x-1) Six> 1
(x-1?

limf'(x)=lim (2x-1) =1
x—-1" x—1"

o . (x-Dcos(x-D-sen(x-1) . cos(x-D+(x-D(-sen(x-1)-cos(x-1)
lim f'(x) = lim = lim =
x—1" x—1" (x _1)2 x—1" 2(x-1

. —sen(x-1 ]
= lim —————=0. Asi pues, lim f'(x) = lim f'(x) y, por tanto, f no es derivable en x = 1 y no se cumplen
x—1" x—1" x—1"

las hipdtesis del teorema del valor medio.

c) Larecta que pasa por los puntos A(0,1) y B(n+1 0) tiene pendiente m = — 1
T+

Six<1, f'(x)=2x-1=- —x=—""_ que es menor que 1. Por tanto, ¢ = — .
n+1 2(n+1 2(n+1)
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120. Seaf unafuncién que admite derivada segunda en todo R y tal que lasrectas y =ax+b e y =cx +d con
a, b cydno nulos, son tangentes a la grafica en los puntos de abscisas x =1y x =-1 respectivamente.

Justifica si son ciertas o falsas las siguientes afirmaciones:

a)
b)
c)
d)

e)

Si f es par, entonces a = —c.
Si a=c, entonces f es impar.
Sif es par, entonces b =d.

Sib=d, entonces f (1) =f(-1).

Si ac < 0, entonces existe x, en [-11] con f'(x,)=0.

Como la rectay = ax + b es la tangente en x = 1, se tiene que f(1)=a+b.

Como larectay = cx + d es la tangente en x = -1, se tiene que f (—1) =-c+d.

a)

b)

c)

d)

e)

Si f es par, se cumple que f(1)=f(-1), es decira+b=—c +d.
No necesariamente se cumple la igualdad a = —c.

Si a = ¢, entonces f(—l):—c+d =-a+d, y para que fuese impar, este valor deberia coincidir con
~f(1)=-a-b.

Si f es par, ya se ha visto que a + b = —c + d. De aqui no puede deducirse que b y d sean iguales.
Sib =d, entonces f(-1)=-c+d =-c +b, que no coincide necesariamente con f(1)=a+b.

Si ac < 0, significa que las pendientes de las tangentes son de distinto signo en x = -1y en x = 1. Como la
funcién es derivable dos veces, se sabe por el teorema de Bolzano, que existe x, en [—11] con f'(xo) =0.
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Autoevaluacion

Comprueba qué has aprendido

1. Dibujalagréficade y =f'(x) sabiendo que la graficade y =f(x) es lade lafigura.

.0|::::::X

3x+3 si—-1<x<0
La funcién que nos muestran, f(x): f :[-1+0) >R  f(x)=-2x+3 si0<x<1
1 six>1

3 si-1<x<0
Asique f'(x)=4-2 si0O<x<1 ,cuya gréfica es: 1
0 six>1

[

2. ¢Hay alguna funcion f, derivable en [0,2] tal que 0<f'(x)<2 y f(0)=0y f(2)=57?
Toda funcién derivable en [0,2] verifica, aplicando el teorema del valor medio que f(2)—-f(0)=2f'(c) siendo ¢
nimero de (0,2). En el caso nuestro f(2)—-f(0)=5 y como f'(x)<2 en (0,2), no es posible que 5=2f'(c).
Asi pues no hay ninguna funcién con las condiciones pedidas.
3. Encuentratodos los maximos y minimos de la funcion:
e six<0
f(x)=
VX +1 six>0

f es continua en R pues lim f(x)=1= lim f(x)=f(0) y en los demas puntos es obviamente continua.

x—0" x—0*
-e™* six<0
f'(x)= 1 . con lo que f no es derivable en x = O pues es continua y lmf'(x)=-1y
six>0 x—0"
2Vx+1

o1
J[{lf (X)_E'

Pero la funcion no tiene maximos pero si presenta un minimo en x = 0.

Y

\
\
\

-
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4. Calcula el perimetro del triAngulo de mayor area que puede formarse en el primer cuadrante, con el gje X,
el eje Yy unatangente alagraficade y =e™.

La tangente en P(c, e’C) es larecta y—e™° =—e °(x—c) que corta a los ejes en los puntos A(O, e’(c +1)) y

B(c+10). Asi que el area del triangulo OAB es f(c) = %(c + 1)2 e°.

Obsérvese que si ¢ = -1, la tangente seria larecta y —e =-e(x+1), Y
es decir, y =—ex por lo que si ¢ < -1, latangente en P (c,e’°)
cortaria al eje de abscisas en un punto de abscisa negativa. \
Asi pues para que el triangulo en cuestion esté en el primer cuadrante, Am
¢ debe verificar -1<c <.
0 B X
2

Encontremos, pues, el maximo de f(c) = %(c +1)°e™® en (-L+x).

f'(c) :%[2(0 +1)e* —(c +1)2 e’C} :%(c +1l)e°[2-c-1]=0

Sic=-1c¢=1, Iimlf (c)=0, asi que el maximo del area es f(1) y el perimetro de OA + OB + AB es
Cc—-—

2et+2++4e?+4 =2-(e’1+1+ e’2+1).

5. Determina si tiene algun punto de inflexion la gréfica de:

f(x)=3e* (x2—4x+5)

Veamos si f"(x) se anula alguna vez.

f'(x) =3e*(x* - 4x +5) + 3e* (2x - 4) = 3e* (x* - 2x +1) = 3e* (x - 1)’
f"(x):3ex(x—1)2+3eX2(x—1):3eX(x—1)(x+l)
f'(x)=0=3e*(x-1)(x+1)=0=> x=1yx=-1

Six<-1, f"(x)>0. Si-1<x<1, f*(x)<0. Six>1, f"(x)>0.

Por tanto, en A(—:Lf (—1)) hay punto de inflexién y en B(lf (1)) también.

6. Estudialaconcavidad de la funcion:

f(x)=ix4 Cls axiox 43
12 6

X3 x2

La funcién es continua en todo R porque es polinémica. Su primera derivada es f'(X) = ?—7— 6X+2.

Su segunda derivada es f"(x)=x2—-x—-6=(x+2)(x—-3) yseanulasix=-2ysix=3.
Estudiando el signo de esta segunda derivada en los intervalos (—w,-2), (-2,3) y (3, +), concluimos:

La funcién es céncava hacia arriba en (—w,-2) U (3,+w) . La funcién es céncava hacia abajo en (-2, 3).

Tiene dos puntos de inflexion: A(-2,(-2)) y B(3,f(3)).
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7. Justifica que, si ay b son nimeros positivos, la ecuacién x* +ax? =b sélo tiene una solucién positiva.

Consideremos el polinomio P (x) = x3 +ax? —b. Nos piden justificar que P (x) s6lo tiene una raiz positiva.

P(0)=-b<0y lim P(x)=+w,asique P(x) tiene al menos una raiz positiva, por el teorema de Bolzano.

X—>+0

Por otra parte, P'(x)=3x*+2ax >0 si x> 0. Asi pues P(x) es creciente si x > 0y, por tanto, P(x) solo tiene
una raiz positiva.

8. Dada la funcién f(x)=\/—x2—x +2 comprueba si se puede aplicar el teorema del valor medio en el
intervalo [-2,0] y en caso afirmativo, halla el valor de ¢ €[-2,0] al que se refiere el teorema.

La funcion es continua en [-2,0] y derivable en (-2,0). Nétese que —x* —x +2=—(x+2)(x —1) no es negativo

en (-21).

f(0)-f(-2 -
El teorema del valor medio nos asegura que existe un ndmero c tal que f'(c) = (0) ( g_) ) = \/52 0 :g. Por
otra parte, f'(x) I St S y f'(c)= —2c-1

20-x2 —x+2 2J-c?-c+2
Ya se puede calcular c:

— — 2
el */53(_20_1)2:(\/5\/_02_(”2) =4c? +1+4c=-2c>-2c+4=6c?+6c-3=0

2-c?-c+2 2

Cuya solucién vélida es ¢ = % =-137¢(-2,0).

w

. 1 . . N .
9. Como sabes, Ilmoxzsen—=0 y Ilmosenx =0. Pero, ¢puedes aplicar la regla de L'Hépital al célculo de
X= X X —>

1
x2?sen—

lim ——X 2 Calcula dicho limite.

x=0 senx

2 1
x‘sen— 0
Obviamente lim ——X presenta una indeterminacion del tipo 0 pero si estudiamos el limite del cociente de las
x=0 senx

1 1
2xsen——cos—
derivadas tendriamos lim X X gue no existe pues existe el limite del denominador (y no es cero) pero

x>0 COS X
. T . 1 . 1 .
no existe el limite del numerador pues lim 2xsen— =0 pero lim cos— no existe.
x—0 X x—0 X

, 1 1
X sen— xsen—
X X

Asi pues no se puede aplicar el teorema de L'Hdépital al calculo de dicho limite pero poniendo = y
senx senx
X
observando que lim xsen1 =0y lim Senx _ 1, el limite pedido es 9 =0.
x—0 X x—0 X 1
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10. Razonasi se puede aplicar el teorema del valor medio a la funcion:

f(x)=|cosx| en [-m,x]
f :[-mn] >R con f(x)=|cosx| la podemos escribir como:

. T
—COSs X SI—TCSX<—E

f(x)={cosx si-——<x<—
2 2

. T
—COSX Si—<X<m
2
. . . . s . I
f es obviamente continua en [-r, ], por serlo y = cos x e y = |x| pero no es derivable ni en ) ni en 5 pues

. I
senx SI—TESX<—E

f'(x)=4-senx si-Z<x<= porloque lim f'(x)=-1y Iim+f'(x):1.
22 . .

. T
senx SIE<XSTC

Anélogamente, lim f'(x)=-1y Iim+f'(x) =1. Luego, no se puede aplicar.

T K
X—>— XX
2 2

Relaciona y contesta

Elige la Gnica respuesta correcta en cada caso

1. Sean fy g funciones derivables tales que f'(x)=g'(x) para todo x real. Indica qué condicién de las
siguientes debemos afiadir para concluir que f (x)=g(x) paratodo x real.

A. f"(x)=g"(x) paratodo x real. C. fy g son funciones continuas.

B. f(0)=g(0). D. No hace falta ninguna condicién adicional.

La opcién correcta es B. Al ser f'(x)=g'(x), f(x)=g(x)+c, por lo que si f(0)=g(0),entonces c=0 y

f(x)=9g(x).

2. Unarecta que pasa por el punto P(—LO) es tangente a la curva y = x —x° en otro punto Q distinto de P.
La suma de las coordenadas de Q es:

A 1 B. L c. 3 o 2
8 4 8

El punto Q tendra de coordenadas (a,a - a3) con a = -1. Como la recta en cuestion pasa por P y Q, su pendiente

3

a+l

es y, al ser tangente en Q, dicha pendiente es el valor de la derivada en a, es decir, 1 — 3a%.

-a° 2 a(l—az) 2 2 1
1 =1-3a“, de donde —1:1—3a ,2a°+a-1=0y a:z,a:—l, de donde Q es el punto
a+

Asi pues, a

de abscisa % y ordenada % , por lo que la suma de sus coordenadas es % y la respuesta es B.
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X

Sea la funcion definidaen R, f(x)=—
e

A, lim f(x)=1. C. ftiene un méaximo absoluto en R.

X—>+0

B. fno es derivable en x = 0. D. ftiene un punto de inflexién para x < 0.

f(x) es una funcién continua, con asintota horizontal y = 0 pues lim f(x)=0y lim f(x)=—x, que pasa por el
—>+00

X X—>—0
e*—xe* 1-x ] - ini
=——y =~ se anula solo en x = 1, lo que nos lleva a afirmar que la Unica

origen y su derivada f'(x)
e e

respuesta correcta es C.
X—2
e

Ademas f"(x) = <0 V x<0, luego D es falsa.

X

Sefiala, en cada caso, las respuestas correctas

. L, 1
Se tiene la funcién f (x)=x —Esenx .

A. festa acotada inferiormente en R . C. ftiene al menosunceroen R.

B. festa acotada superiormente en R. D. ftiene un dnico ceroen R .

Las afirmaciones A y B son falsas pues lim (x —%sen xj =+o0 y lim [x —%sen x) = -

X—>+0 X—>—0

Al tratarse de una funcién continua, las observaciones anteriores sobre los limites en +x y en —» nos llevan a
afirmar que C es verdadera y como la derivada no se anula nunca, sigue que D es también verdadera.

La funcion definida sobre R, f (x)=xe®* —1 satisface:

' _ 2x i = —
A. Paratodoxde R, f'(x)=(x+1)e C. XIerJOQf(x)_ 0
. . 1
B. lim f(x)=+w D. fes creciente en (——,‘FOO).
X—>+00 2

f'(x) =e” +2xe® = (1+2x)e*, por lo que A es falsa.

Como f(x)=xe® -1, lim f(x)=+o0 y, por tanto, B es verdadera.

X—>+00

Por otra parte, lim (xe2X —1) = lim xe** -1=-1y C es falsa.

X—>—0 X—>—0

Si x> —%, f'(x)>0, por lo que D es verdadera.
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Elige larelacion correcta entre las dos afirmaciones dadas

6.

Sea f(x)=x>+ax?+bx +c, donde a, by c son nimeros reales.

1. Lagraficade f corta 3 veces al eje horizontal.

2. a’>3b.
A ls 2 C.2= 1lperol = 2.
B.1= 2pero2 = 1 D. 1y 2 se excluyen entre si.

La derivada de fes f'(x)=3x*+2ax +b.

Si se verifica 1 su derivada se anula dos veces, por lo que el discriminante de la ecuacion de 2.° grado f'(x) =0,
es decir 4a? —12b debera ser positivo, asi que a® > 3b y se verifica 2, por lo que 1 = 2.

Pero 2 = 1, pues 2 quiere decir que la derivada se anula 2 veces, pero eso no implica que la cubica corte 3
veces al eje X, como indica, por ejemplo la funcién f(x) = x3 +2x% + x +1000 . Asi que la respuesta es B.

Sefiala el dato innecesario para contestar

7.

Para calcular la diferencia entre el maximo y el minimo de f(x)=ax?+bx +c en el intervalo [0,k] se

tienen los siguientes datos:
1. Elvalordea El valor de c
El valor de b El valor de k

Puede eliminarse el dato 3.

OO0 & w

2
A. Puede eliminarse el dato 1.
B

. Puede eliminarse el dato 2. Puede eliminarse el dato 4.

Para hallar la diferencia entre el maximo y el minimo de f(x) [0,k] es necesario encontrar f(x,)—f(x,;) siendo
X, la abscisa del maximo y x, la abscisa del minimo. Asi pues, habra que hallar axj +bx, +c—ax? —bx, —c, es

decir, a(x02 - x12)+ b(x, —x,) . Para hacer ese célculo no tenemos que conocer el valor de ¢ y como para hallar

. . b .
Xo Y X, que son, o valores que anulan la derivada, es decir, o 0 los extremos, 0 y k, del intervalo, tampoco
a

influye el valor de c, tenemos que puede eliminarse el dato 3 y la respuesta es C.
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4 Representacion de funciones

EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Ejercicio resuelto.

2. Indicalos puntos de discontinuidad, singulares y criticos para las siguientes funciones.

3 2
a) f(x):LZXJrS b) f(x)o— ™ ) F(x)=x+ fx+% d) £ =lx+1+Ix—3]

x2+x2+4

a) D(f)=R. No hay puntos de discontinuidad.

3x* -6
Frx) =X "X _0=x=0, x=2 sonlos puntos singulares y criticos.

b) x®+x%+4=(x+2)(x?-x+2)=0=x=-2 es un punto de discontinuidad.

—x(3x+2)

f'(x)=—"—"""7=
(x®+x2+4)

=0=>x=0 ,x= —% son los puntos singulares y criticos.

c) D(f)= [—%,+ooj .En x = —% la funcién es continua solo por la derecha : f'(x) = 14— L0 )
1
21/x+—

. - 1 i .
No hay puntos singulares y no hay puntos criticos, ya que en x = 5 la funcion no es continua.

d) D(f)=R. No hay puntos de discontinuidad.

Los puntos x = -1y x = 3 son criticos pero no singulares (en ellos no existe la primera derivada).

3. Determinalos puntos de discontinuidad, singulares y criticos de las siguientes funciones.

[v2
a) f(x)=x+senx b) f(x)=1/ 2X4 c) f(x)= X2+44 d) f(x)=eX
— X

a) D(f)=R. No hay puntos de discontinuidad.
f'(x)=1+cosx=0=x=(2k +D, con k € Z son puntos singulares y criticos.

b) D(f)=(-2,0]u(2 +=).Es continua en todo su dominio.

2
X -4 L. . ., .
f'(x)= , X = 0 es punto critico, pues aunque existe la funcién no es derivable en ese

20X (x2 —4)\x? -4

punto.
c) D(f)=(-0,-2)u(-2,2)u(2+w0). Es discontinua parax =2 y x = -2,
—x(x?+12)

(x2-a)’x?+a

X i 0 . - . -
d) f'(x)= {e § st x> = No hay puntos de discontinuidad ni singulares. El punto x = 0 es un punto critico.
-e™* six<0

fr(x)= =0= x=0. Es un punto singular y critico.

4y 5. Ejercicios resueltos.
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Estudia las simetrias de las funciones:

1+ x? 2x 1 X
f(x)=1+ b) f(x)=—=2 f)=x+= d f(x)=—
a) v ) f(x) 1 c) f(x)=x+ ” ) T
1+(-x)? 1+ x?
a) f(—x) =1+ )4 =1+ N =f(x) = simétrica respecto del eje Y. Funcion par.
—X

2(=x)  —2x lej No es par ni impar.

b) 1(=x)= (—x)+1 —-x+1 x-—

1 1
c) f(=x)=-x = —(x +;j =-f(x) = Simétrica respecto del origen de coordenadas. Funcion impar.
—X X

m = _1_|X| =-f(x) = Simétrica respecto del origen de coordenadas. Funcién impar.

dy f(-x)=

Indica si las siguientes funciones son periédicas y, en caso afirmativo, indica el periodo.

a) f(x) =X b) f(x)=sen(3x)+sen(4x) c¢) f(x)=1+ 1 d) f(x)=x+senx
1+cosx cos? x
a) f(x+2n)= sen(x+2m) _ _senx = Funcioén periddica con periodo 2m.

1+cos(x+2m) 1+cosx
b) f(x+2n)=sen(3x+2n)+sen(4x +2n) = sen(3x) +sen(4x) =f (x) = Funcién periddica con periodo 2.

1 L et =f(x) = Funcién periddica con periodo .

2 =4+ 2 2
cos® (x +m) (=cosx) cos” X

c) f(x+m)=1+

d) No es periédica.

8y 9. Ejercicios resueltos.

10.

Halla las asintotas de las siguientes funciones y Usalas para trazar aproximadamente sus ramas infinitas.

2
a) 1‘(x)=2x—+1 b) f(x)=M c) f(x)= 21
x-1 x-1 X +3
] , Y|
a) x =1 es una asintota vertical porque: i\
. 2X+1 . 2x+1 !
lim =400, lim =— N
x-1" X =1 x-1 X-—=1 ol ! B
y = 2 es asintota horizontal porque lim 2x+1 =2o>y=2. 0\:2 X
x—t0o X —1 \:
Al haber asintota horizontal en +© y en —0, no hay oblicuas. I
2 _2x%+1 Y] /
b) x =1 es asintota vertical pues lim 2+l =40 y lim =—0, E ,'/
x>t X —=1 x>l X-1 ' /’
2 {2
No hay asintota horizontal porque |irr+1 1 too= y=2x+2es 7
X—>to — " //
asintota oblicua porque: i/,
0 2xP 41 S
lim = lim 2 =2 Y
X—>to X X—to X< — X i
) . /O 1 2 X
lim (f (x)—2x) = lim (ZX +1—2xj= lim 122X o 7
X—>t0 x—>+o\ X —1 x—t0 X —1 // |
// :
c) D=R, por tanto, no existen asintotas verticales. Y
y = 0 es asintota horizontal porque lim 5 =0. 1
X—t0 ¥° 4+ 3
. . [JE ey o Y|
No hay asintotas oblicuas. ol 1 X
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—2x+1

11. Dada la funcién f(x)=xe , estudia si tiene asintotas y determina la posicién de la curva respecto a

ellas.

Como D(f) =R, solo tiene sentido estudiar su posible existencia en +o 0 —w.

lim f(x)=-o0 y lim f(x)=0. Luegoy = 0 es una asintota horizontal en +oo.

X—>—0 X—>+0

Ademas f(x) >0 six se acercaa +w, por tanto, f se acerca a la asintota por encima.
12. Ejercicio interactivo.
13. Ejercicio resuelto.

14. Estudia los intervalos de crecimiento y los extremos relativos de las funciones siguientes y esboza su

grafica.
a) FO0=2x3+1x2 _ox43 c) f(x)=1x5—§x4+3x3+1
3 2 5 2
b) f(x)=x3-7x?+16x-13 d) f(x)=3x>-5x°
a) f'(x)=x?+x-2=0=>x=-2,x=1 y I
o 21 e Il
f'(x) + - + ™\
/ 1\ /
| 2N |

Creciente: (—o,—2) U (1,+x) . Decreciente: (-2,1)

-

Maximo relativo en x = -2. Minimo relativo en x = 1.

b) f'(x):3x2—14x+16:03x:2,x:%

=<

—00 2 E -+0o0 0 APJ X
f'(x) + - +

fco | S| N | S

T

8 8
Creciente: (—oo,2)u(§,+oo]. Decreciente: [2, §j

L. . . . 8
Maximo relativo en x = 2. Minimo relativo en x = §'

vl |
c) F'()=x*-6x3+9x*=0=x=0,x=3 /
—o 0 3 4w
f'(x) + + +
f(x) Ve Ve Ve 1
Creciente en todo R. IO 1 X
No tiene extremos relativos.
d) f'(x)=15x*-15x*>=0=x=-1,x=0,x=1 Y
f'(x) + - - +
x| 2NN | A |
o\ 1] X

Creciente: (—o,—1) U (1+x) . Decreciente: (-11)

Maximo relativo en x = —1. Minimo relativo en x = 1.
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15. Indica la concavidad y los puntos de inflexion de f (x) = x> -12x .

f'(x)=6x=0=>x=0
f"(x) <0 en (-=,0). Céncava hacia abajo: (-»,0)
f"(x)>0 en (0,+x). Céncava hacia arriba: (0,+)

Punto de inflexion en (0,0).

16. En cada caso, calculalos valores de ay b para que:
a) f(x)=x%+ax®+bx-113 tenga un maximo en (5,162).

b) f(x) = x* +ax® + bx? +12x — 28 tenga un punto de inflexién en el punto (20).

a) f(x)=x>+ax®+bx-113, f'(x)=3x +2ax +b
f(5)=162 =125+ 25a+5b -113 =162 = 25a + 5b =150 = 5a+ b = 30
f'(5)=0=75+10a+b=0=10a+b=-75

{5a+b:30 — 5a=-105= a=-21, b =135,

10a+b=-75
Por tanto, la funcion buscada es f(x)= x> - 21x* +135x —113.
b) f(x)=x*+ax®+bx*+12x-28, f'(x)=4x> +3ax® + 2bx +12, f"(x)=12x*+6ax+2b
f(2)=O:>16+8a+4b+24728=0:8a+4b=712:2a+b:73

f"(2)=0=48+12a+2b=0= 6a+b=-24

2a+b=-3 21 15
3a:—_;b:_
6a+b=-24 4 2
g . 21 4 15 ,
Por tanto, la funcién buscada es f(x)=x —Tx +=x°+12x-28.

17. Ejercicio resuelto.
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18. Estudiay representa las siguientes funciones.

a)

a)

b)

c)

2 2
f =X *2 b) f(x)=—p ) f(x)==%

x° -4 X +3 X+3
Dominio y continuidad: D(f) =R -{-2,2} . Y

Simetria: Presenta simetria respecto al eje Y.

Puntos de corte con los ejes y signo: | \
Eje V: [O,—%J : Eje X: No tiene. / 2 \
On2 X
f(x)>0 en (—w0,-2)U(2,+x) y f(x)<0 en (-2,2) f/ \\
Asintotas: Verticales: x = 2, x = —2.Horizontales: y = 1 | ||
Puntos singulares y crecimiento: f'(x) :ix2 , £'(x)=0= x=0. Crece en (—», —2)uU(-2,0) y decrece
2
X -4
o 5
en (0,2)u(2, +»). Maximo: [0,—2).
o o 54x2 +72 o } . .
Puntos de inflexién y concavidad: f"(x) :ﬁ;tO: No hay puntos de inflexion. Concava hacia arriba
2
X° -4

en (—«,—2) U (2,+) y concava hacia abajo en (-2, 2).

Dominio y continuidad: D(f)=R. Y

Simetria: Presenta simetria respecto al eje Y.

Puntos de corte con los ejes y signo:

Eje Y: (0,1); Eje X: No tiene. f(x)>0 en R. —

Asintotas: Horizontales: y = 0, yaque lim f(x)=0
X—>to0

Puntos singulares y crecimiento: f'(x) =LX2, f'(x)=0= x=0. Crece en (—»,0) y decrece en (0,+x).
x? +3)
Méximo: (0,1).
e . . 18(x2-1) N 3
Puntos de inflexion y concavidad: f (X):(2—3’ f"(x)=0= x=1x=-1. Puntos de inflexion J,Z y
X +3

(—1 %) y es concava hacia arriba en (—«,—1) U (1+) y concava hacia abajo en (-11).

Dominio y continuidad: D(f) =R —{-3}. 1 /

Simetria: No es par ni impar.

N\

Puntos de corte con los ejes y signo:

Eje X: (0,0), Eje Y: (0,0) ; 7
o5 X
f(x)<0 en (—0,—3) y f(x)>0 en (-3,0)u(0,+x) A
N\
Asintotas: Verticales: x = —3; Oblicuas: y =x -3 :
Puntos singulares y crecimiento: f'(x) :X(X—+62) P4 E
(x+3) P |

f'(x)=0= x=0,x=-6. Crece en (-x,—-6)u(0,+x») y decrece en (-6,-3) U (-3,0). Maximo: (-6,-12) y
minimo (0, 0).

Puntos de inflexion y concavidad: f"(x) = #0= No hay puntos de inflexion. Concava hacia arriba en

(x+3)
(—3,+0) y concava hacia abajo en (—o0,—3).
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19. Halla el valor de a para que la funcién f(x)=- tenga un punto de inflexion en x = 1 y calcula el

x2+a

valor de su ordenada.

) . 2x . 2a - 6x> ) -
Se calcula la segunda derivada de f: f'(x) =, f (x) =————. Como x = 1 es un punto de inflexion,
(x2 + a) (x2 + a)
entonces f"(l):0:>2a—_63:0:>a:3_
(1+a)

(Q)=-p=-3=1(3-1]

1+3 4 4

2x+m |

20. Dadalafuncién f (x) =

x2—4
Calcula el valor de m para que f tenga un extremo relativo en x = 1.

b) Para el valor hallado, comprueba que dicho extremo es un minimo relativo y calcula su correspondiente
ordenada.

2
a) f‘(x)—%.mtonces, f'(l)=0:w=03m=—5
x2 -4

_ 4x® —30x” + 48x — 40

b) f"(x) .Como f"(1)>0, entonces es un minimo relativo y la ordenada es
(¢ -af
2-1-5 -3
()= =—-=1
() 12_4 -3

21y 22. Ejercicios resueltos.

23. Estudia los intervalos de crecimiento y los puntos singulares de la funcién f (x) = Ix2?.

El dominio de la funcién es todo R . La funcion es continua en todos los puntos de R .

Por tanto, la funcién no es derivable en x = 0. En este punto presenta un punto critico.

2
f'(X)=——=.
%)= 3%
Como f'(x) >0 para todos los valores x > 0y f'(x) <0 para todos los valores x < 0, la funcién es decreciente en

(-,0) y creciente en (0,+w) . El (0,0) es un minimo relativo.

24. Hallael valor de a para que f (x) = tenga por asintota horizontal larectay =-3.

ax
Vx2+1

=-3=a=-3.

Si la asintota es por la derecha lim

ax
X—>+00 IXZ +1

. . o . ax . -
Si la asintota es por la izquierda lim = lim =-a=-3=a=3.
X—>—0 \/XZ +1 X—>+0 \/XZ +1
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25. Hallalas asintotas oblicuas de f(x)=v2x*-8.

y = J2x es asintota oblicua en +oo porque:

2
m= lim Y2X -8 _ f5 y n= lim («/2x2 -8 _sz): im —_ 8 _
X—>+0 X X—>+00 X—>+0 ,2X2—8+ ,2X

0

y = —2x es asintota oblicua en —oo porque:

2 —
m= fim Y2 =8 __p y n=lim (\/2x2—8 +\/§x): lim %:
X0 X X—>—0 Xt oy2 g [oy

0

26. Traza la gréfica de las siguientes funciones, estudiando su dominio, cortes con los ejes, asintotas y
extremos relativos.

X2

a) f(x)=x+vx b) f(x)=

X+1

a) Dominio: D(f)=[0,+x) y

Puntos de corte con los ejes:

Eje X: (0,0) Eje Y: (0,0)

Asintotas:

Verticales: No tiene.

Horizontales: No tiene.

-y

Oblicuas: No tiene porque n = lim (x +x - x) = lim VX =+, 0f 1 X

X—>+00 X—>+00

Maximos y minimos: No tiene, crece en todo su dominio.

b) Dominio: D(f)=(-1,+w)

Puntos de corte con los ejes: /

Eje X: (0,0) Eje Y: (0,0)

Asintotas: /

2

. . X
Verticales: x = -1 porque Ilim =40 . /
x>-1" X +1

Horizontales: No tiene. I

Oblicuas: No tiene. 0| 1

Méximos y minimos: Minimo relativo en (0,0). Crece en (0,+x) y decrece en (-10).

27. Ejercicio resuelto.

154 Unidad 4| Representacion de funciones E@



SOLUCIONARIO

28. Estudiay trazala gréafica de las siguientes funciones.

a) f(x)=xe"

a) Dominio: D(f)=R.
Puntos de corte con los ejes y signo:
Eje X: (0,0) Eje Y: (0,0)
f es positiva si x > 0 y negativa six <0
Simetrias: La funcion no es par ni impar.
Asintotas:

Verticales: No tiene porque D(f)=R

Horizontales: y =0 en —o

porque lim xe* = lim X == (indet.) = lim

b) f(x)=e*"*

=0

X—>—00 X—-0 @ 400 x——0 _@ X

. . . xeX
Oblicuas: No tiene porque lim

X—>+0 X X—>+00

Puntos singulares y crecimiento:

f'(x)=(x+1)e*=0=>x=-1

= lim e* =+wo.

Decrece en (—,—1) y crece en (—1,+w) . Minimo en (—1—1].
e

Puntos de inflexion y concavidad:

f'(x)=e*(x+2)=0=>x=-2

Concava hacia abajo en (—o0,—2) y céncava hacia arriba en (—2,+) . Punto de inflexién (—2,—%}

b) Dominio: D(f)=R.

~

Puntos de corte con los ejes y signo:
Eje Y: (0,e)

f es positiva en todo R .

Simetrias: La funcién no es par ni impar.
Asintotas:

Verticales: No tiene porque D(f) =R
Horizontales: y = 0 en — porque lim e*™ =0
X——00

Oblicuas: No tiene.

Puntos singulares y crecimiento:

f'(x)=e*"=0.

No tiene maximos y minimos la funcién es siempre creciente.

Puntos de inflexién y concavidad:

f"(x)=e*" 0. No tiene puntos de inflexion.

Coéncava hacia arriba en R.

-
—"

e

—

T

-
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29. Representa la gréfica de las siguientes funciones.

X

a) f(x)==- b) f(x)

a) Dominio: D(f)=(-,0) U (0,+x).

Puntos de corte con los ejes y signo: No corta a ninguno de los ejes.

f es positiva si x > 0 y negativa si x < 0.
Simetrias: La funcion no es par ni impar.

Asintotas:

Verticales: x = 0 porque lim f(x)=—-c0 y lim f(x) =+
x—0"

x—0"
Horizontales: y =0 en —o
X

porque |lim e . 0

X——0 X
Oblicuas: No tiene.

Puntos singulares y crecimiento:

fi() = 7Y (:2‘1)

=0=>x=1

Decrece en (-«,0)U(0,1) y crece en (1+w). Minimo en (1 e).

Puntos de inflexion y concavidad:

eX (x2 72x+2)

fr(x)= 3

= 0. No tiene puntos de inflexion.

Céncava hacia abajo en (—oo,O) y céncava hacia arriba en (O,+oo) .

b) Dominio: D(f)=R.
Puntos de corte con los ejes y signo:
Eje X: No tiene Eje Y: (0,16)

f es positiva en todo R
Simetrias: La funcion es par.

Asintotas:

Verticales: No tiene porque D(f)=R

X< -4
Horizontales: y = 0 en +« porque lim (_j =0

X—>+to0

Oblicuas: No tiene.

Puntos singulares y crecimiento:
X< -4
f‘(x)=(lj In1-2x=03x=0.
2 2

Decrece en (0,+x) y crece en (-«,0). Maximo en (0,16) .

30. Ejercicio resuelto.
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31. Estudiay trazala gréafica de las siguientes funciones.

a)

a)

b)

f(x)=xInx b) f(x):log(xz—l)

Dominio: D(f) = (0,+ex).
Puntos de corte con los ejes y signo:

Eje Y: No tiene Eje X: (1,0)

f es positiva si x > 1 y negativa si x < 1. /

Simetrias: La funcion no es par ni impar. /

Asintotas: /

Verticales: No tiene. /

Horizontales: No tiene. /

N

Oblicuas: No tiene. /

Puntos singulares y crecimiento:

f'(x):l+|nx:0:|nx=—l:>x:1
e

Decrece en (0,1] y crece en (1,+oo] . Minimo relativo en (i,—ij .
e e e e

Puntos de inflexion y concavidad:

f(x)= % #0= Concava hacia arriba en (0,+x).

Dominio: D(f) = (—o0,~1) U (L+w).
Puntos de corte con los ejes y signo:

Eje X: (—\/E,O), (\/EO) Eje Y: No tiene
f es positiva en (—oo,—\/E) U (\/5 +oo) y hegativa en (—ﬁ,-l) U (l x/E) .

Simetrias: La funcion es par.

Asintotas:

Verticales: x = —1 es asintota vertical por la izquierda porque lim Iog(x2 —1) =-—0

x—>-1"

x = 1 es asintota vertical por la derecha porque lim Iog(x2 —1) =—00. Y

x—1"

Horizontales: No tiene.

Oblicuas: No tiene. ol | T
2T 7
Puntos singulares y crecimiento: o113 %
2X

= x =0 no pertenece al dominio.

f‘(x)z(

x2 —1)|n10

Decrece en (—«,—1) y crece en (1+w). No presenta extremos relativos.

Puntos de inflexion y concavidad:

f"(x) = 0. No tiene puntos de inflexion. Céncava hacia abajo en (-»,0) y concava hacia arriba en (0,+x) .

Ew Representacion de funciones | Unidad 4
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32. Representa las siguientes funciones logaritmicas.

_Inx

a) f(x) b) f(x)=In(2x+3)

a) Dominio: D(f)=(0,+).

Puntos de corte con los ejes y signo:

Eje Y: No tiene Eje X: (1,0)

-y

f es positiva si x > 1 y negativa si x < 1.

Simetrias: La funcion no es par ni impar. 0

Asintotas:

. . Inx
Verticales: x =0 porque lim —— = -
x—0" X

———

Horizontales: y = 0 porque lim Inx -1 (indet.) = lim 1 0

X—>t0 X ~+00 X—>+00 X
Oblicuas: No tiene.

1-Inx =0=Inx=1=>x=¢e

Puntos singulares y crecimiento: f'(x) =

- . 1
Decrece en (e,+x) y crece en (0,e). Maximo relativo en (e,—j.
e

-3+2Inx
X3

0:>x=e\/g.

Puntos de inflexién y concavidad: f"(x) =
Concava hacia abajo en (0, e«/E) y concava hacia arriba en (e e, + oo)
- 3
b) Dominio: D(f)= (—E,Jroo).

Puntos de corte con los ejes y signo:

Eje X: (-1,0) Eje Y: (0,In3)

f es negativa si x < -1y positiva si x > -1

Simetrias: La funcion no es par ni impar.

Asintotas:

Q\I\J

N

Verticales: x = —% porque lim In(2x +3)=—x
3+

X———
2

Horizontales: No tiene.
Oblicuas: No tiene.

Puntos singulares y crecimiento:
f'(x)

Puntos de inflexion y concavidad:

T 2x+3
f"(x) = 0. No tiene puntos de inflexion. Céncava hacia abajo en (—%,Jroo) .

33y 34. Ejercicios resueltos.
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35.

Estudiay representa las siguientes funciones.

a)

b)

a)

b)

f(x) = sen(2x) c) f(x)=tg(2x)

f(x) = sen(2nx) d) f(x)=-2+cos(2x)

Dominio: D(f)=R.
Simetrias: f(-x)=sen(-2x) = —sen(2x) = —f(x) = f es impar.
Periodicidad: f(x + ) =sen(2(x +r)) = sen(2x + 2r) = sen(2x) = f (x)

La funcion es periddica con periodo = . Por tanto, solo es necesario realizar su estudio en el intervalo [O, n] y
su comportamiento se generaliza en todo R .
Puntos de corte con los ejes:

Eje X: Y

sen(2x)=0=2x=0,2x =n = x =0,x :g: (o,o),(g,oj,(n,o)

-

Eje Y: (0,0) g J X

Asintotas: No tiene.

Puntos singulares y crecimiento:

f'(x)=2cos(2x)=0=cos(2x)=0=x = 2
. n 3w, 3n o b - 3n

Crece en (O,—j, decrece en (——J y crece en (—nj Maximo [—,1}. Minimo (—,—1)
4 4 4 4 4 4

Dominio: D(f)=R.

Simetrias: f(-x) =sen(-2nx) = -sen(2nx) = —f (x) = f es impar.

Periodicidad: f(x +1)= sen(2n(x +1)) =sen(2nx + 2n) = sen(2nx) =f (x)

La funcién es periddica con periodo 1. Por tanto, solo es necesario realizar su estudio en el intervalo [0,1] y su
comportamiento se generaliza en todo R .

Puntos de corte con los ejes:

Eje X:

sen(2nx)=0=2nx =0, 2nx=n = x=0,X = % = (0,0),(%,0],(],0)

=

Eje Y: (0,0)

Asintotas: No tiene.

Puntos singulares y crecimiento:

f'(x) =2ncos(2nx) =0 = cos(2nx) =0 = x =%,x =%

Crece en (O,EJ; decrece en (igj ;y crece en (3,1 . Maximo (1,1) Minimo (g,—l)
4 4 4 4 4 4
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¢) Dominio: D(f) = R—{%k ke Z} .
Simetrias: f(-x)=tg(-2x)=-tg(2x)=-f(x) = fesimpar.

Periodicidad: f (x +gj = tg(—z(x +§D =tg(-2x—n) =tg(2x) =f(x)

.. T . T . . . . T
La funcién es periddica con periodo > Por tanto, solo es necesario realizar su estudio en el intervalo {OE} y

su comportamiento se generaliza en todo R .
Puntos de corte con los ejes:

Eje X: II

T —r—

tg(-2x)=0=> X =0,x = g = (0,0), (%,Oj

-—
I~

Eje Y: (0,0)

Asintotas: Verticales x = %+ kg .

Puntos singulares y crecimiento:
f'(x)=2(1+tg”2x) = 0= No presenta extremos relativos.
Es creciente en todo su dominio.
d) Dominio: D(f)=R.
Simetrias: f(-x)=-2+cos(-2x) = -2+ cos(2x) = fes par.
Periodicidad: f(x + ) =—-2+cos(2(x + 1)) = -2+ c0s(2x + 2r) = -2 + cos(2x) = f (x)

La funcion es periddica con periodo r. Por tanto, solo es necesario realizar su estudio en el intervalo [0, 71:] y su

comportamiento se generaliza en todo R . v

Puntos de corte con los ejes:

-

Eje X: No tiene.
Eje Y: (0,-1) 01 X

Asintotas: No tiene. \/ \/

Puntos singulares y crecimiento:

f'(x)=-2sen2x=0=sen2x=0=x=0,x = % Méximo (0,-1), minimo (% —Sj.

Decrece en [O, %j y crece en (% nj )
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36. Haz un estudio y luego representa las siguientes funciones.

a) f(x)=sen®(nx)
b) f(x):arcsen(%)

a) Dominio: D(f)=R.

Simetrias: f(-x) = sen’(-nx) = (—sen(nx))2 =f(x)= fespar.

c) f(x) :arccos(xz)

d) f(x):arctg(%)

Periodicidad: f(x +1) = sen®(n(x + 1)) = sen’ (nx + m) = (sen(nx))2 =f(x)

La funcion es periodica con periodo 1. Por tanto, solo es necesario realizar su estudio en el intervalo [0,1] y su

comportamiento se generaliza en todo R
Puntos de corte con los ejes:
Eje X:

sen’(nx)=0= nx =0,mx = 1= X =0,x =1=(0,0),(10)

Eje Y: (0,0)
Asintotas: No tiene.

Puntos singulares y crecimiento:
1

||
-

f'(x) = 2nsen(nx)cos(nx) =0=> nsen(2nx)=0=>x=0,x ==

I\J

Crece en ( ;j decrece en (; j Minimo

b) Dominio: D(f)=[-22].

Simetrias: f(-x)= arcsen(—g] = —arcsen(%) =

Puntos de corte con los ejes:
Eje X:

arcsen(gj:O:%:O:x:O:(0,0)

Eje Y: (0,0)

Asintotas: No tiene.

Puntos singulares y crecimiento:
1 11

e

Puntos de inflexion:

— fes siempre creciente.

—X

(X) ) (x —4)\/@

En (-2,0) concava hacia abajo y en (0,2) concava hacia arriba.

=0= x =0= Punto de inflexién (0,0).

—f(x)= fesimpar.

. Maximo (%1} Minimo (1,0)

ENNTE] <
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c) Dominio: D(f)=[-11].

Simetrias: f(-x) = arccos((—x)z) = arccos(xz) =f(x)= fes par.

Puntos de corte con los ejes:

Eje X:

- N
/

arccos(x*) = 0= x* :%: X=t g = (\/%0] [ %o]

Eje Y: (0, E)
2

Asintotas: No tiene.
Puntos singulares y crecimiento:

f'(x)= 2X_ _0=x=0

Crece en (-1,0); decrece en (0,1). Maximo (0,1).

d) Dominio: D(f)=(—,0)u(0,+x).

Simetrias: f(-x) = arctg(—lj = —arctg(iJ =—f(x)= fesimpar.
X X

e S ERS

Puntos de corte con los ejes:

o
-

x| |

Eje X:

d
N

arctg(lj =0= 1 =0= No hay punto de corte con el eje X.
X X

Eje Y: No hay punto de corte con el eje Y porque f no esta definida en x = 0.

Asintotas:

. . . 1 . 1
Verticales: No tiene porque lim {arctg(—ﬂ =1 lim {arctg(—ﬂ =-1
x—0" X x—0~ X

Horizontales: y = 0 en +o porque lim {arctg[iﬂ =0;y=0en —o porque lim {arctg(lﬂ =0
X—>+0 X X X

Oblicuas: No tiene.

Puntos singulares y crecimiento:

f'(x)=—X*—<0= fes siempre decreciente.

Puntos de inflexion:

f'(x)= 2—X2 =0= x=0= No pertenece al dominio.

(x2 +1)

En (—oo,O) concava hacia abajo y en (O, +oo) céncava hacia arriba.

37y 38. Ejercicios resueltos.
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39. Partiendo de lagréaficade f(x)=Inx , traza las gréficas de:

a) f(x)=1+Inx b) f(x)=1+In(x-1)

Y
) =f1+inx
= = | """—_—F;)_- In x
1 e
0|//1 X
fx)=1+Inx(x—-1
40. A partir de la grafica de la funcion f (x)=e™ , traza la graficade g(x)=e™.
[ Y
|
|
|
f(x) = e\
\
\
\
f(x)= o7 !
0| 1 X
41. A partir de la graficade lafuncion f(x)= x?, trazalas de:
a) f(x)=|x*-1 b) 9(X)=\(X-1)2-1{+2
\o
\ /
f(x) = x2
\ /
0| 1 X
3) Yl b) \ Y [
\ /
00 = -1 A\ /
\ 1/
o[ 1 X !
of 1 X
fx) = [(x=12—1] +2

42. Ejercicio interactivo.

43 a 51. Ejercicios resueltos.
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EJERCICIOS
Dominios y puntos de discontinuidad
52. Paralas funciones dadas:

a) Estudia su dominio.

b) Indica los puntos de discontinuidad de especial interés (puntos de discontinuidad en los que al menos existe

uno de los limites laterales).
Indica también si en alguno de estos puntos la funcion es continua a la izquierda o a la derecha.
1 1

1. f(X):XZ_l_;

N

) f(x)=x/§+\/2x—3
3. f(x)=V1-v4-x*

4. f(x)=In(sen(x))
5. f (X) — ,/ez><2—5><+2

D(f)=(—0,—1)u(-10)u(0,1)U(L +x)

Los puntos de discontinuidad de especial interés son x =-1, x=0, x=1.

x>0
2x>0 3
= 3=>D(f)=|=,+0
2x-32>0 XZE 2

3 L .
En x = > la funcién es continua por la derecha.

4-x2>0 x2 < 4
Nrd 1:0£47X2Sl:>71SX274£0:>3£X2£4:D(f)=[72,7\/§}u[\/§,2}
-X° <

=
1-V4-x*>0

Enx=-2yx= \/§ la funcion es continua por la derecha, yenx =2y x = —\/5 la funcion es continua por la

izquierda.

senx>0= x (2km, (2k +1)7), con k € Z

Los puntos de discontinuidad de especial interés son x =kn, keZ

Las potencias de base positivas son positivas.

Por tanto, la raiz cuadrada siempre existe y el dominio es todo R . No hay puntos de discontinuidad.
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Puntos de corte con los ejes y signo

53. Para las siguientes funciones, calcula sus puntos de corte con los ejes y estudia las zonas donde su
imagen es positivay donde su imagen es negativa.

a)

b)

c)

d)

e)

f)

9)

b)

c)

d)

e)

f)

9)

f(x)=x%-x*-4x+4

f(x)=x*+x*-16x +20

X2 +2
f(x)=
() ="y
x-1
f(x)=
() X+2
1
f(x)=
()=10

f(x)=In(x*-8)

f (x) = sen’x + cos 2x

Los puntos de corte con el eje X son: x=-2,x=1,x=2. Con el eje Y es (0, 4). La funcién es continua en todo
R.En (—oo,—2) la funcién es negativa; en (—2,1), positiva; en (1,2), negativa; y en (2,+oo) , positiva.

Los puntos de corte con los ejes son:

Eje X: (-5,0),(2,0)
Eje Y: (0, 20)
En (—,—5) la funcion es negativa, y en (-5, 2) U (2, + ) positiva.

El signo de f(x) sera el mismo que el de 'y = X2 — 4 excepto en X = -2 y x = 2, en los cuales la funcién no
existe.

Punto de corte con el eje Y: (0,-%)

Por tanto, es positiva en (—»,-2) U (2,+x), y negativa, en (-2, 2) .

La funcién es positiva en todo su dominio que es (—w,—2)U[1+x) excepto en x = 1, que vale 0.
El dominio de la funcién es (—»,0)u (0,+x). La funcién no corta a los ejes.

En (-=,0) la funcién es positiva, y en (0,+x) es negativa.

El dominio de la funcion es (—oo,—\/g) V) (\/§,+oo) . La funcion corta al eje X en x=-3, x=3.

Por tanto, se consideran los intervalos (—oo,—3) , (—3,—«/5) , («/§3) y (3,+oo) . En dichos intervalos el signo de
la funcién es, respectivamente, positivo, negativo, negativo y positivo.
f (x) = sen®x + cos2x = sen’x + cos” x — sen’x = cos’ x . La funcion es positiva en todos los nimeros reales

T
excepto en los que cosx =0 = x :Eikn conkeZ.
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Simetria y periodicidad

54. Estudialas simetrias de estas funciones.

a) f(x)= x:(—l e) f(x)=sen(3x)+ cos(5x)
s s

c) f(x)= sz124 9) f(x)= xsen?gn;cosx

d) 1(x)=2 —ze-x

a) f(-x)=f(x)= fpar (simétricarespectoa).

b) f(-x)=-f(x)= fimpar (simétrica respecto a O).

c) No es par ni impar.

d) f(-x)=-f(x)= fimpar (simétrica respecto a O).

e) f(-x)=sen(-3x)+cos(-5x)=-sen(3x)+cos(5x)= fno es par niimpar.

_sen(—x)+tg(-x) -senx-tgx _

cos(—x) COS X

f) f(-x) —f (x) = fimpar (simétrica respecto a O).
_ —xsen(—x)+cos(-X) xsenx—cosx

=_f f es impar.
tg(—x) —tgx )= P

9 f(-x)

55. Estudia si son periddicas las siguientes funciones.

a) f(x)=senx+tgx b) f(x)=sen(2x)+tg(2x) c) f(x)=sen(3x)+tg(3x)

a) f(x+2n)=sen(x+2m)+tg(x+2n)=senx+tgx =f(x)= periédica con periodo T = 2= .

b) f(x+m)=sen(2(x+mr))+tg(2(x+n))=sen(2x +2x)+tg(2x + 2r) = sen(2x) +tg(2x) = f (x) = periddica con
periodo T =x .

c) f [x +%j = sen[S(x +%D + tg[S[x +%D =sen(3x + 2n) + tg(3x + 21) = sen(3x) + tg(3x) = f (x) =

periddica con periodo T = %

56. Sefala el periodo de cada una de las siguientes funciones.

a) f(x)=secx d) f(x)=sen’x

b) f(x)=tg(nx) e) f(x)=senx+cos(3x)
c) f(x)=sen(4x) f) f(x)=sen’x +cos®x

a) T=2n d T=n

b) T=1 e) T=2n

c) T=-=L f) Lafuncién es constante.

2
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57. Comprueba que si una funcién f (x) tiene periodo T, entonces la funcion f (ax) tiene periodo —.
a

Aplicando esta propiedad, halla el periodo de las siguientes funciones.

—sen™ - cotg? =X
a) f(x)=sen 3 d) f(x)=cotg 3
b) f(x):cosz% e) f(x)=sec(3nx)

c) f(x)=tg(3nx)

f[a(x + ID =f(ax+T)=f(ax)=f(ax) es periédica de con periodo T
a

a

a) T=2"_6 by T=2=3 ¢ T=2=2 dg71=F-3 ¢ 722
n n 3n 3 n 3n 3
3 3 3

Asintotas

58. Estudia las asintotas de la funcion polinémica: f(x)=2x"*-3x? +5x - 2.

Por ser una funcion polindmica, no hay asintotas.

59. Estudia las asintotas de las siguientes funciones racionales.

a) f(x):z";—j‘ e) f(x):%
b) f(x):‘“‘;—j" f) f(x):%
©) f(x):% 9 f(x):Xle
d) f(x):% h) f(x):x?f‘z_1

a) Asintota vertical: x =-1 a la izquierda y a la derecha. Asintota horizontal: y=0en +» yen —w.

b) No hay asintotas verticales. Asintota horizontal: y=4 en +o y en —w.

c) Asintotas verticales: x = \/g , X = —\/g ala derechay a la izquierda. No hay asintotas horizontales.

Asintota oblicua: y = x —% en +w y en—o.

d) No hay asintotas verticales. Asintota horizontal: y=1en +w yen —o.
e) No hay ningun tipo de asintotas. La funcién es la rectay = x + 1 con un agujero en (-1, 0).

f) Asintota vertical: x = -2 a la derecha y a la izquierda. No hay asintotas horizontales. Asintota oblicua: y = x en
+00 yen —o.

g) Asintota vertical: x =1 a la derecha y a la izquierda. No hay asintotas horizontales ni oblicuas.

h) Asintota vertical: x = 1 a la izquierda y a la derecha. Asintota horizontal: y = 0 en +o y en —wo. No hay
asintotas oblicuas.
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60. Estudia las asintotas horizontales y oblicuas, y su posicidn respecto de la curva, para las siguientes
funciones racionales.

-3 2x2 +x+2
a) f(x)= c) f(x)=——"—"—=—
) 1) x* + 4 ) 1) 2% — X +2
-3 2x3
b) f(x)= d) f(x)=
) F(x) X2 _4 ) 1) 2x% +1

a) Asintota horizontal: y =0 en +x yen —. En +o y en —o la curva queda por debajo de la asintota.

b) Asintota horizontal: y = 0 en +w y en —0. En (—,—-2) la curva queda por debajo de la asintota, en (-2,2) la
curva queda por encima de la asintota y en (0,+x) la curva queda por debajo de la asintota.

2x2 +x +2 1 2x

c) Asintota horizontal: y=1en +» yen —w. -1=
2x% —x+2 2x% —x +2

En +o la curva queda por encima de la asintota. En — la curva queda por debajo de la asintota.

2x3
d) f(x)= =X-
) 1(x) 2x% +1 2x% +1

debajo en +w.

. Asintota oblicua: y = x en + y en —o. La curva queda por encima en —oo Yy por

61. Hallalas asintotas de las siguientes funciones irracionales.

3

a) f(x)= X+ c) f(x)=vx*-1

b) f(x):# d) f(x):4/x4+%

a) El dominio de la funcion es [—% +ooj. No tiene asintotas verticales. lim ,/x +% =+ = No tiene asintotas

X—>+0

horizontales. No tiene asintotas oblicuas porque m = lim 4 _p.

X—>+w© X

b) El dominio de la funcién es (—,—2]U[2,+0). No tiene asintotas verticales. No tiene asintotas horizontales

Vx* -16 Vx* -16

porque lim ———=+400 y lim ———— =-w.y=Xxes asintota en +ow y en —wo porque:
X—>+0 X X—>—0 X
motim 10 gy (X216 16 -0
X—>dm x2 T oo X T o X( [y _16 + X2) T

c) El dominio de la funcién es (—»,—1]U[L+x). No tiene asintotas verticales ni horizontales. y = x e y = —x son
asintotas oblicuas porque:

2_ [2_
m= lim 2 1=1, n= Iim( xz—l—x):o m= lim % l:—l n= lim (Vx2—1+x):0

X—>+o0 X X—>+00 X—>—0 X X——00

d) El dominio es todo R . No hay asintotas verticales ni horizontales.

y = x es asintota oblicua en +ow y por ser una funcion par, y = —x es asintota oblicua en —c ya que:
4

AXT + 1
m=1lm-*—4_1 n=lm [4x4+z— ]:o.

X—>+0 X X—>+0
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62.

63.

64.

Determina las asintotas de las siguientes funciones.

a)

b)

a)

b)

c)

d)

X

f(x)=(2+x2)e2 c) f(x)=In(2x-3)

f(x):xijl d) f(x)=InVx+1

El dominio es todo R . No hay asintotas verticales.

X
lim (2 + xz)e2 =+ = No hay asintota horizontal en +o .

X—>+0

X

X _X 2
lim (2+x2)e? = lim (2+x%)e 2 = lim 2+ X :[ﬂ}(indet.)z lim 2—"X=o:> La recta y = 0 es asintota

X

X—>—0 X—>+0 X—>+0 +00 X—>+0 1 -
2
horizontal en —o.
x
_(2+x?)e? ; _
m= Ilim =+o0 = No hay asintota oblicua en +oo.
X—>+0
El dominio es todo R . No hay asintotas verticales.
2 .
X5+l | Ao |, . 2X |40 |tH 2 . .
lim =|—/|(indet.)= lim —=|—|— lim — =0 = Larectay = 0 es asintota horizontal en +ow.
x—>+0 @ +00 x—>+0 @% 400 x—>+0 @X
G . (X2 + 1) . . -
lim =+o0, m= lim =+ = No hay asintota horizontal ni oblicua en —o.
X—>-0 @ X—>-0  Xe

El dominio es (%+ ooj . lim In(2x -3) = -0 = x :% es asintota vertical por la derecha.
3+
72

lim In(2x —3) =+ = No hay asintota horizontal ni oblicua en +c.

X—>+0

El dominio es (—l,+oo) lim InVx+1=-0= x=-1 es asintota vertical por la derecha.

x—-1"
lim InVx+1=+w y lim Invx+1 | = (indet.) = lim _r 0 = No hay asintota horizontal ni oblicua.
X—>+0 X—>+0 X +00 X—>+00 2()( + 1)

Calcula las asintotas de la funcién f (x)=x*.

El dominio es (0,+x) .

lim x* =1. No tiene asintotas verticales.

x—0*

X

. . X . . . .
lim x* =+ y lim = =+ = No hay asintota horizontal ni oblicua en +w .
X—>+o0 X—>+o X

Estudia las asintotas de las siguientes funciones.

a)

a)

f(x)=senx b) f(x)=senx+3cosx

No tiene asintotas verticales ya que el dominio es todo R .

No tiene asintotas horizontales ya que no existe el limite en +o nien —o.

b) Aligual que la anterior, no tiene asintotas.
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65. Hallalas asintotas de las siguientes funciones con valores absolutos.

o ~ x| +2
a) f(x)=|2x-3|+x|x-1 d) f(x)= 2
1
b) f(X):M e) f(x)=In|x-2|
c) f(x)= Xil f f(x)=el

a) La funcion se puede escribir como una funcion definida a trozos en la que todos los tramos estan expresados
por polinomios. Por tanto, no tiene asintotas.

.1 . 1 p . o
b) lim ==+, lim -==+0 = x=0 es asintota vertical tanto por la izquierda como por la derecha.
x—0" X x—0" X

.1 . 1 . .
lim —=0, lim -——=0= y=0 es asintota horizontal, tanto en +© como en —w.
X—>+00 X X—>—0 X

¢) x=-1 es asintota vertical por la izquierda y por la derecha.

. X . X . .
lim —— =1, lim —— =1= y = les asintota horizontal tanto en +ow como en —o.
Xx—>+0 X + 1 x—-o X +1

d) x=-2 es asintota vertical por la izquierda y por la derecha.
En -0, y =-1 es asintota horizontal.
En +owo, y =1 es asintota horizontal.

e) x =2 es asintota vertical.

f) y =0 es asintota horizontal tanto en + como en —w.
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Funciones polinémicas

66. Dadalafuncion f(x)=x>-3x*-9x+5:

a) Traza su grafica estudiando previamente el crecimiento y la existencia de extremos relativos.

b) ¢Hay puntos de corte con los ejes de coordenadas?

a) f'(x)=3x*-6x-9.Sif'(x)=0= x=-1,x=3

Crece en (—o,—1) U (3,+x). Decrece en (—13). Al

Maximo (-110). Minimo (3,-22).

N

b) Cortaal eje Y en (0,5) y al eje X en tres puntos.

67. Dadalafuncion f(x)=x*+4x%-2x?-12x +9:

a) Traza su gréafica estudiando primero los cortes con los ejes, el signo, el crecimiento y la existencia de extremos
relativos.

b) ¢Cuantos puntos de inflexién tiene la funcién?

a) f(x)=x*+4x3-2x2-12x+9=(x -1’ (x +3)

fr(x)=4x% +12x% —4x-12 =4(x +D(x =D (x +3) {1\

Puntos de corte con los ejes: (1,0), (-3,0) (0,9)

———

La funcién es siempre positiva, excepto en los puntos que se anula. 11/

| —

Crece en (-3,-1) U (1,+). Decrece en (—o,-3) U (-11).

N

Méaximo relativo: (-116). Minimos relativos: (-3,0), (1,0).

b) Tiene dos puntos de inflexion.
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Funciones racionales

68. Dibuja las siguientes funciones racionales, realizando el estudio completo de las mismas.

2 3
a) f(x)=2X*4 b) f(x)=—2% c) f0=— d) f(x)=—2X
X-3 X -8 X +1 X* -4
a) Dominio y continuidad: D(f) =R —{3} Y|
Simetria: No es par ni impar. \
N\
N
Puntos de corte con los ejes: (-2,0), [0,—ij ™~ -
3 = 2
Asintotas: Verticales: x = 3. Horizontales: y = 2. L1 X
N
. - , 10
Puntos singulares y crecimiento: f'(x) = - \

(x-3)?

Siempre decrece. No tiene extremos relativos.

Puntos de inflexién y concavidad: f"(x) =

7 - Concava hacia arriba en (3,+x) y concava hacia abajo en

(x-3)
(-,3) . No tiene puntos de inflexion.

b) Dominio y continuidad: D(f) =R —{2} Y

Simetria: No es par ni impar.

Puntos de corte con los ejes: (0,0)

Asintotas: Verticales: x = 2

-
T

6(x° +4) RN X
(x?-8)* \

Decrece en (-4, 2) U(2,+ ) ycreceen (~o0,-¥4).

Puntos singulares y crecimiento: f'(x) =

3
Maximo en (—%/Z%)

18x%(x% +16)
(x®-8)°

3
céncava hacia abajo en (—Q/E,O)U(O,Z) . Puntos de inflexion: (—%%} )

Puntos de inflexion y concavidad: f"(x)= . Céncava hacia arriba en (—oo,—?‘/ﬁ)u(z,ﬂo) y

c¢) Dominio y continuidad: D(f)=R Y

Simetria: f es par.

Puntos de corte con los ejes: (0,0)

Asintotas: Horizontales: y = 1.

Puntos singulares y crecimiento: f'(x) = 2—X2
(x2 +1)
—1 L
Decrece en (—»,0) y crece en (0,+«) . Minimo en (0,0). 0] 1 X
_ 2
Puntos de inflexién y concavidad: f"(x) =2—6X3 .Concava hacia arriba en [—ﬁﬁ y concava hacia
(x* +12) 3 3

- V3) (V3 (V31 V3 1

abajo en | —oo,——— |U| ——,+ |. Puntos de inflexion: | —,= |y | ——,= |.
3 3 3 4 3 4
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d) Dominio y continuidad: D(f)=R —{-2,2} Y| l /

Simetria: f es impar. /

S

Puntos de corte con los ejes: (0,0)

Asintotas: Verticales: x = 2, x = -2. Oblicuas: y = 2x .

2 2 _ /
Puntos singulares y crecimiento: f'(x) = M /!

(x2—a) ;

Decrece en (—«/E,—z)u(—z,z)u(z,\/ﬁ) y
crece en (—w,—\/ﬁ)u(\/ﬁ,-k—oo) . Q
0l 1

Maximo (—v12,-3v12)  Minimo (V12,3v12). 1 \\
|

Puntos de inflexion y concavidad: E

P
LT
<~
~

2
16x(x +13'2)=O:>x:0 ;
(x2-4) /

Puntos de inflexion: (0, 0) z

f(x)=

~

Céncava hacia arriba en (-2,0)U(2, +») y a4

concava hacia abajo en (—»,-2)U(0, 2). / \

Funciones irracionales

69. Para la funcién f(x)= X +,/— , halla el dominio, los puntos de corte con los ejes, las asintotas y los
X

extremos relativos y, finalmente, traza su grafica.
Dominio: D(f) = (0,+)

No tiene puntos de corte con los ejes.

x—0"

. . . / 1
Asintotas verticales: x =0 porque lim [x + —j = 40
X

Asintotas oblicuas: y = x en +o
1 \F
=0=>x=3—.
2Vx3 4

3
Decrece en (Oi/%] y crece en [3\‘/%&00]. Minimo en (i/% Sf]

Y

f'(x)=1-

N
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70. Dadalafuncion f(x)=vx?-4x +8:

a) Dibuja su grafica estudiando previamente su dominio, los puntos de corte con los ejes, el crecimiento y la
existencia de extremos relativos.

b) De acuerdo con grafica, sefiala los intervalos de concavidad de la funcién.

a) Dominio: D(f)=R.

Corta al eje Y en (0, \/5)
X—2

Vx2-4x+8

Decrece en (—»,2) y crece en (2,+«). Minimo en (2,2).

f'(x)=

Y
N
N T
~ _—
2
0| 1 X

b) La funcién es siempre concava hacia arriba.

3
- /x +1 Lo . . .
71. Dada la funcion f(x) = , traza su gréfica estudiando previamente su dominio los puntos de corte
X

con los egjes, las asintotas y los extremos relativos.

Y|
Dominio: (-, =1)U(0, + )
Puntos de corte con los ejes: (—1,0)
x3+1
Asintotas verticales: x = 0 porque lim = 400
x—0" X
Asintotas oblicuas: y=xen +o ey=-xen —o.
2T~
(2x3-1) x*+1 6f o 1 X
f'(x)=—— ¥ X Minimo en [%/Iﬂj .
2x(x3 +1) 2° 2

Funciones exponenciales

=X

72. Realiza el estudio completo de la funcion f(x) =(1-x)e™ y dibuja su gréfica.

Dominio: D(f) =R 187

Puntos de corte con los ejes: (1,0), (0,1) |

Asintotas horizontales: y =0 en +wo porque lim (1-x)e™* =0

X—>+00

f'(x)=e*(x-2)=0=>x=2. \

Decrece en (—,2) y crece en (2,+oc) . Minimo en (2,-e72)

-

f"(x)=e*(3-x)=0=>x=3 ol 1 X

Coéncava hacia arriba en (-«,3) y céncava hacia abajo en (3,+w).

Punto de inflexién en (3,-2e7?)
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73. Trazalas graficas de las siguientes funciones realizando, previamente, un estudio completo de ellas.

a) f(x):(x2—4x+5)ex b) f(x):(x2—4x+5)e’x
a) Dominio: D(f)=R b) Dominio: D(f)=R

Simetrias: No es par ni impar. Simetrias: No es par ni impar.
Puntos de corte con los ejes: (0,5) Puntos de corte con los ejes: (0,5)
Asintotas horizontales: y =0 en —o Asintotas horizontales: y =0 en +©
f'(x):(x—l)ze"=0:> x=1 f'(x):—(x—S)ze’X:O: x=3
Creciente en todo el dominio. Decreciente en todo el dominio.
fr(x)=(x-1)(x+1)e*=0= x=1,x=-1 f'(x)=—(x-3)(5-x)e™* = x=3,x=5
Concava hacia arriba en (—oo,—1) U (1,+x) Concava hacia arriba en (—,3) U (5,+%)
Céncava hacia abajo en (-11) Céncava hacia abajo en (3,5)
Puntos de inflexion: (—lloe‘l) , (L2e) Puntos de inflexion: (3,2e‘3) , (5,10e‘5)

Y

f(x) = (X2 —4x + B)e™ |
|
|
J
f(x) = (@ =4x+5)e*
/
\
/ 4 \
/// 1
0| 1 X

74. Dadalafuncion f(x)=x%":

a) Traza su gréfica estudiando previamente el dominio, las asintotas, los puntos de corte con los ejes, el
crecimiento y los extremos relativos.

b) A la vista de la gréafica, indica cuantos puntos de inflexion posee la funcion.

a) Dominio: R.

Punto de corte con los ejes: (0,0) Y

No tiene asintotas verticales ni oblicuas.

y =0 es asintota horizontal en —oo . l,

f'(x):(x2+2x)ex:03 Xx=0 x=-2

-
—

Crece en (-«,-2) U (0,+) y decrece en (-2,0).

Maximo: (-2, 4e2) . Minimo: (0,0)

b) Tiene dos puntos de inflexion.
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Funciones logaritmicas

75. Realiza el estudio completo de la funcién f(x)=In(x2-4) y traza su gréfica.

Dominio: D(f) = (—o0,-2) U (2,+x)
Simetria: f es par.

Puntos de corte con los ejes: (,\/g 0) , (\/g O)

Asintotas verticales: x = -2, X = 2.

f'(x)= 2x__ 0= x =0 que no es un punto del dominio.

x? -4

Decrece en (—w,—2) y crece en (2,+x) . No tiene extremos relativos.

— 2 —
f(x) :H #0 = No tiene puntos de inflexion. Céncava hacia abajo en todo su dominio.
X -

Y|

\\\\ ///"—

\\ n //

4
0| 2 X

76. Haz un estudio completo de la funcion f (x) =In[ X _;J y dibuja su gréfica.
X +

Dominio: D(f) = (—0,~2) U (L +w0)
Simetria: No es par ni impar.

No tiene puntos de corte con los ejes.
Asintotas verticales: x =-2, x =1
Asintota horizontal: y=0en +w yen —w

3
(x-D(x+2) *0

Es creciente en todo el dominio. No tiene extremos relativos.

f'(x) =

6x+3

f'"x)s—m———=
(x-1D*(x+2)°

1 L
X = 5 gue no es un punto del dominio.

Concava hacia arriba en (—,-2) y céncava hacia abajo en (1, + «). No tiene puntos de inflexion.

Y

ury
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77. Dibujala gréfica de la funcién f(x) = 1+Inx

>—  estudiando previamente su dominio, los puntos de corte con
X

los ejes, las asintotas, el crecimiento y los extremos relativos.
Dominio: D(f) = (0,+x)
. 1
Puntos de corte con los ejes: | —,0
e

Asintota vertical: x =0

1
f'(x):%:O:x:e 2

1 1 1
Crece en (O,e ZJ y decrece en (e 2,+oo]. Maximo relativo en [e 2

1
f"(x):l+f¢=0:>x=e 6

1 1
Céncava hacia abajo en [O,e 6] y concava hacia arriba en (e 6,400

Funciones trigonométricas y sus inversas

5}

-

13
J . Punto de inflexion (e 6,%}.

78. Dada la funcién f(x)=2senx +sen(2x), traza su gréafica estudiando previamente las simetrias y
periodicidad, los puntos de corte con los ejes y los extremos relativos.

Simetria: f es impar.

Periodicidad: f es periddica de periodo 2rx .

Puntos de corte con los ejes: (0,0), (n,0) porque:

senx=0=>x=0,Xx=n
2senx +sen2x =0 = 2senx + 2senxcos x :0:{

f'(x)=2cosx +2c0s2x = 0 = 2c0s” X + cOSX ~1=0=

-1+41+8

= COSX = =
4

-1+3
=

cosx=-1=>x=

Crece en O,E ) 5—n,2n y decrece en E,S—n . Maximo E,ﬁ
3 3 3 3 3 2

1
COSX=—=X=
2

cosX=-1=>Xx=mx

b 5n
—, X=—
3 3
b1

2

. [5n 3\/5]
Yy minimo ?,—— .

Y

L~
~—
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senx
1+senx
verticales, los puntos de corte con los ejes y los extremos relativos.

79. Dada la funcién f(x)= , dibuja su grafica estudiando previamente la periodicidad, las asintotas

Periodicidad: f es periddica de periodo 2r .

Asintota vertical x = 371: por la izquierda y por la derecha porque:

senx senx

—— =0y lm —/—=-w
art 1+senx 3z~ 1+senx
x> x—>2T
2 2
Puntos de corte con los ejes en [0, 2n): (0,0), (=, 0) porque: _S€NX g senx=0=x=0,x=x
1+senx
f'(x):LXZ=0:>X=£.
(1+senx) 2

Crece en 0,E V] 3—“,271- y decrece en E,s—n . Maximo relativo en (E,i .
2 2 2 2 22

Y4
—— . I ™
N/ \ 1N\ [ X
\ \L [
\ \ VL
80. Traza las graficas de las siguientes funciones.
a) f(x)=arccos(1—x2) b) f(x)=arctg(\/;)
a) v b) v
\ |/ ‘
\ | / '
0| 1 X
0| 1 X
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Sintesis

81. Dada lafuncion f(x)=%x4 +ax® —2x2 +bx —%:

a) Calcula los valores de a y b para que tenga un punto de inflexién en (—2,0) . Utiliza los valores hallados para a

y b en el resto de los apartados.

b) Para los valores hallados de a y b, traza la grafica de f estudiando previamente el crecimiento, los extremos

relativos, la concavidad y los puntos de inflexion.

¢) ¢En cuantos puntos corta f al eje de abscisas?

f‘(x)=%x3+3ax2—4x+b, f"(x)=%x2+6ax—4

14

a) f"(—2):6—12a—4:0:>a:% y f(—2):032+%-(—8)—8—2b—?:0:b:—6

Por tanto, f(x) RTINSV JIPY: —6X% _14
8 6 3

1

b) f'(x):—x3+5x2—4x—6:>f'(x):%(x—3)(x+2)2.

1
2
Decrece en (—»,3) y crece en (3,+x).

Minimo en (3,—%j
24

, X =-2.

[IES

f"(x)=%x2+x—4=0:x=
. o 4
Céncava hacia arriba en (—o0,-2) U (§,+ooj

Céncava hacia abajo en [—2,%)

Puntos de inflexion (2,0) y (i ,_1250]_
3" 81

¢) Tiene dos puntos de corte con el eje de abscisas.

\ Y |
\
\
. |
N > |
K | X
/
/
\
./

82. Calcula el valor de k para que la recta y =

2x3 + kx? + 7x + 3k
x2+3

f(x)=

Estudia el resto de asintotas de f, si es que existen.

3 2
f(x):2X +kx2 +7X+3k:2x+k+
X +3 X“+3

No tiene asintotas verticales porque D(f)=R.
No tiene asintotas horizontales porque:

2x3 +5x% + 7x +15

lim f(x)= lim =+ y lim f(x)= lim

X—>+0 X—>+00 X2 +3 X—>—00

= k=-5

— 5 sea asintota oblicua de la funcién:

2x% +5x% +7x +15

x2+3
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180

83.

84.

Halla el valor de k para que f(x)= 2x +k

Vx -1

Para el valor de k hallado, determina el dominio, las asintotas, el crecimiento de f y traza su grafica.

. 5 L
tenga un extremo relativo en x =5 ¢Qué tipo de extremo es?

f'(x)

:M, f'(éj =0=k =1. Es un minimo.
2\(x-1)°
Dominio: (1,+o)

Asintota vertical: x = 1.

No tiene asintotas horizontales ni oblicuas.

Crece en (%,Jroo) y decrece en (lgj

f(x)= 12X o =1L punto de inflexion (2,4\5) _
4(x -1)° 2 2
. . . 11 , . . 11
Concava hacia arriba en (l;} y concava hacia abajo en (?,4-00] .
Y
\ L —
N ——
2
0| 1 X
Para la funcién f(x)= 22)(—+k :
X“=-2x+1

a) Halla el valor de k para que f tenga un maximo relativo en el punto x = 2. ¢ Cuél es el valor de este maximo?

b) Estudia, si es que existen, el resto de extremos relativos de la funcién.

2x+k  2x+k f,(x):—z(x+k+1)

a) f(x)= 3
(x) 1)

- x2—2x+1_(x_1)2'

=f'(2)=-6-2k=0= k=-3.

Se puede observar que a la izquierda de 2 la funcion crece y a la derecha decrece.

El valor de la funciobn en x =2 es 1.

-2(x-2)
(x-1)°

Por tanto, la funcién no tiene mas extremos relativos.

=0=> x=2.

b) f'(x)=
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85. Calcula, si es que existen, el valor o los valores de k para que la funcién f (x) = X tk :
e
a) Tenga un maximo relativo en x = -2.
b) Tenga un punto de inflexiéon en x = 1.
¢) Tenga la asintota horizontal y =0 en +«.
d) Tenga la asintota horizontaly =0 en —x.
iy LXKk o 1-(-2)-k
a) f (X):e—x, f (—2):?:0:> k:3
b) f--(x)zm, f"(l):ﬂ:o: k=1
e e*

c) lim X tk =0 para cualquier valor real de k

X—=>+0o @
d) lim X +Xk = —oo . Por tanto, no existe ningln valor de k para que y = 0 sea asintota horizontal en —.

X—-0 @

x? +k

86. Dadalafuncion f(x)= -
e

a) Halla el valor de k para que tenga un punto de inflexiéon en x = 0.

b) Para el valor de k obtenido, traza la grafica de la funcién estudiando previamente el dominio, los puntos de
corte con los ejes, el signo, las asintotas, la concavidad y los puntos de inflexion.

¢) Alavista de la grafica, indica cuantos maximos y minimos relativos tiene f.

d) A lavista de la grafica, indica, si es que existe, el valor del maximo y minimo absoluto de f.

x2 -2

eX

2 2
X —2X +k ' f"(x):x —4x+k+2

a) f'(x)=- - . ,£"(0)=0=k+2=0= k=-2.Luego f(x)=

b) Dominio: D(f)=R
Puntos de corte con los ejes: (O,—2) , (—«/E,O) , («/50) .
Signo: f>0en (—oo,—\/g)u (x/§,+co) yf<Oen (—\/E\/E)

Asintota horizontal y =0 en +ow.

Concava hacia arriba en (—»,0) U (4,+) y concava hacia abajo en (0,+x).

Puntos de inflexién: (0,-2), [4%]
e

SN

X

c¢) Méximo relativo: (1+ \/5;0,36). Minimo relativo: (-0,73;-3,04) .

d) No tiene maximo absoluto y el minimo absoluto vale —3,04.
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87. Hallael valor de k para que f(x) =w tenga en x = e un maximo relativo. ¢ Cudl es su valor?
X
f'(x)zw, f'(e)=$:0:>l—2k—2:0:>k:—%
X e

A laizquierda de x = e la funcion crece y a la derecha la funcion decrece.

L 1
Luego es un maximo y su valor es — -
2e

2
88. Halla el valor de k para que f(x)= XI tenga un extremo relativo en X =+/e . Para el valor encontrado
nx
traza la gréfica.
1
2 2 2e-—-e-k
f'(x):w, f'(\/g):z—:O: k=0.
x(Inx) e Y /
4
Dominio: (0,1) U (1,+) L
No tiene puntos de corte con los ejes. ”
2
tim =~ = 9 (indet) = lim 2X = lim 2x? =0 0|\ X
x—0* INX 0 x—0" 4 x—>0"
X
Asintota vertical: x =1

Decrece en (0,1)u(l«/g) y crece en (\/g,+w). Minimo (x/g,Ze).

2(Inx)’ =3Inx + 2 . L . .
f(x)= (Inx) . No tiene solucion real, por tanto, no hay puntos de inflexion.

(Inx)°

89. Dadalafuncién f(x)=e*"*.

a) Estudia su dominio, continuidad y su periodicidad.
b) ¢Por qué no posee ningun tipo de asintota?
c) Estudiando previamente sus puntos de corte con los ejes y extremos relativos, traza la gréafica de f.
a) Dominio: D(f)=R. Es continua en todo el dominio.
f(x+2m)= gSen(x+2m) _ gsenx _ ¢ (x) . Funcion periédica de periodo 27 .
b) No tiene ningun tipo de asintota porque el dominio es Ry ,Zflim f(x).

c) Puntos de corte: (0,1)

Y

f'(x) =cosxe**"™ =0 = cosx =0 = x :%,x :3_215
//’\\ N\
Crece en (O,EJ ) (E,an y decrece en (Eﬁj . g SUR. N
2 2 2 2

0| 1 X

Maximo: (E,ej . Minimo: (ﬁij
2 2'e
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90. Expresalafuncion f(x)=|x|+|x +1 como unafuncion definida a trozos, y traza su grafica estudiando sus

extremos relativos. Determina también el maximo y el minimo absolutos de f.

-2x-1 six<-1
f(x)=41 Si—-1<x<0
2x+1 six=>0

Los extremos relativos se encuentran en los puntos tales que f (x) =0 mas aquellos puntos del dominio donde no
existe la derivada. Por tanto, todos los valores de x pertenecientes al intervalo [-1 0] son puntos donde alcanza un

Y

0| 1 X

minimo relativo ya que en sus cercanias, a la derecha y a la izquierda, la funcién no toma valores menores.

La funcién no posee maximo absoluto. EI minimo absoluto de la funcién es 1 y se alcanza en cualquiera de los

puntos del intervalo [-1,0].

|x]
X -
ejes, asintotas, crecimiento y extremos relativos.

91. Traza la gréfica de la funcién f(x)=

six<0

f(x)= §—3

Xx—-3

si0<x

Dominio: D(f) =R —{3}
Puntos de corte con los ejes: (0,0)

Asintotas:

[ X _

Verticales: x = 3 porque |lim ——=+00 y lim
x—>3" X =3 x—3~ X—3

Horizontales:y=1en +w.y=-1en —w.

_3
oo (x=9
f(X): —% si0< x
(x-3)

six<0

—00

estudiando previamente su dominio, puntos de corte con los

N

S
é

No existe f'(0) porque f '(07) :% y f'(0") = —%. x =0 es un punto critico.

Creciente en (—»,0) y decrece en (0,3) U (3,+x) . Maximo relativo en x = 0.
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92. Dada la funcién f(x) =X +J|x| , traza su gréfica estudiando previamente su dominio, cortes con los ejes,
existencia de asintotas y extremos relativos.

f(X):{X_F\/; s?xzo v

X++-X six<0

Dominio: R

Puntos de corte con los ejes: (0,0), (-1,0). 1 /

No tiene asintotas. 0| 1 X
1+ 1 six>0

£(x) = 25 .f'(x)=0:>x:—%
1+ i x six<0

Los puntos criticos son x = —% y x =0 (ya que no existe f (0) )-

Crece en (—oo,—%j U (0,+) y decrece en (—%,Oj . Maximo relativo en (—%,%] . Minimo relativo en (0, 0).

93. Dadalafuncion f(x)=|sen(x +x)|+1.

a) Establece su periodo.
b) Determina sus puntos de corte con los ejes.

c) Dibuja la gréafica de la funcion.

a) f(x+m)=|sen(x+m+mx)+1=|-sen(x+m)+1=|sen(x+r)/+1="f(x). Periodo T = .

b) Puntos de corte con los ejes: (0,1).

c) f(x)=sen(x+mn)+1 0<x<m 4

Dominio: R

No tiene asintotas.

f'(x)=-cosx. f'(x):O:x:g
T

Los puntos criticos son x = 21 X= 0y x=mn (yaque no existen f'(0) ni f'(n))

Crece en (0, %) y decrece en (g nj . Maximo en (%2) Minimos en(0,1), (=, 1).

184 Unidad 4| Representacion de funciones E



SOLUCIONARIO

CUESTIONES

94.

95. Se considera la funciéon y =f(x) de la cual se sabe que es una funcién par. Razona si las siguientes

96.

a) ¢Puede una funcién cortar a una asintota horizontal suya? En caso afirmativo, muestra un ejemplo y en caso
negativo explica la razén.

b) ¢Puede una funcion cortar a alguna de sus asintotas verticales? En caso afirmativo, muestra un ejemplo y en
caso negativo, explica la razén.

X2 + X

x?+3

a) Sipuede ser cortada por alguna rama de la funcion. Por ejemplo, f(x)= , laasintotaen +wo esy=1

2
X2 +; =15 x> +x=x2+3=>x=3. Luego la funcién corta a la asintota en (3,1).
X+
. ., . . . — six<0
b) Si puede una funcién cortar a alguna de las asintotas verticales. Por ejemplo, f(x) =
X six>0

lim f (x) = lim —=-wo. Por tanto, x = 0 es una asintota vertical y la funcién corta a la asintota en (0,0) .

x—0" x—0" X

afirmaciones son verdaderas o falsas.
a) Sila funcion tiene una asintota vertical en x = a, entonces también tiene asintota vertical x = —a.
b) Sila funcién tiene la asintota horizontal y = b en +w, también tiene la asintota horizontal y = -b en —o0.

¢) Sila funcion tiene un maximo relativo en (—2, 4) tiene también un maximo relativo en (2, 4) .

d) Silafuncién es concava hacia arriba en el intervalo (—3,—1) entonces es concava hacia abajo en (], 3) .

a) Verdadero, porque lim f(x)=limf(-x) = limf(x).

X—>-a X—a X—a

b) Falso, porque XI|Hrr_130f (x)= lerwa (—x)= )!lirl)f (x)=b.

c) Verdadero, porque f(-2)=f(2)=4 y es simétrica respecto del eje Y.

d) Falso, porque la funcién es par y por tanto simétrica respecto del eje Y, luego es céncava hacia arriba en (1,3).

Se considera una funcién impar f. Razona si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas.

a) Si lim f(x)=-« entonces lim f(x)=-w

x—2" x—>-2"

b) Si lim f(x)=-3 entonces lim f(x)=3

X—>+00 X—»—00

c) Siftiene un maximo relativo en (—3,10), entonces también tiene un maximo relativo en (3,10) .

d) Silafuncion es creciente en el intervalo (-5,—2) entonces es decreciente en el intervalo (2,5).

a) Falso, porque lim f(x)=— lim f(x)=—(-x) =+

X—>-2" x—2"

b) Verdadero, porque lim f(x)= lim f(-x)=- lim f(x)=-(-3)=3

c) Falso, porque es impary f(3)=-f(-3)=-10.

d) Falso, porque la derivada es par y entonces f‘(x) >0 en (25).
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97.

98.

99.

Si la funcién f(x) tiene como asintota oblicua en +wo la recta'y = 2x + 1, ¢qué asintota oblicua en +wo
tendra la funcion g(x)=f(x +3)?

m= tim 90y FO8) ) FO

X—+o X X—>+0 X to+ot —3

n=lim (g(x)-2x)= lim (f(x+3)-2x)= lim (f(t)-2(t-3))= lim (f(t)-2t)+6=1+6=7

X—>+0 X—>+0 t—+o t—+00

Luego la asintota oblicua es y = 2x + 7.

Si la funciéon f(x) tiene como asintotas oblicuas y = x en +0 e y = —-x en —w. ¢Tendra la funcion
f(x . . . : .
g(x) =Q asintotas horizontales u oblicuas? Indica cuéales son.
X
. _f(x) . ] :
lim g(x)= lim —==1, pendiente de la asintota oblicua en +o.
X—>+0 X—>+0 X
. _f(x) : . .
lim g(x)= lim —==-1, pendiente de la asintota oblicua en —o.
X—>—0 X—=>-0o X
Luego tiene asintotas horizontalesy=1en +o ey=-1en —o.
Las siguientes figuras representan las graficas de las funciones f(x)=x?-1, g(x)=(x-1)°-1,

h(x)=|x2—1| y j(x)=(x-1)7°.

Indica cual es la gréfica que corresponde a cada una de ellas.

a) v ©) Y
\ / \ /
\ / \ /
\ / "
\
0 . 1 ) X 0 1 X
b) iy d N\ Y /
\ / \ /
\ / \ L/
N/
0 3 X 0 1 | X
a) g(x)=(x-1°-1 b) h(x)=|x*-1 ) j(x)=(x-1) d) f(x)=x*-1
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PROBLEMAS

100. Dibuja f(x) = e~ obteniendo sus asintotas y extremos relativos. Con la ayuda de dicha gréafica, dibuja las

funciones:

a) g(x)=e Y b) h(x)=1+e Y’

Asintota horizontal: y=0en +o yen —o.

Maximo relativo: (0,1).

=3

P
=
1
@

—(x 1

-
Th
(Y

Q
LV
<

101. Construye la grafica de una funcién que cumpla todos y cada uno de los siguientes requisitos:
I. D(f)=(-01) U (L+x)

Il. lim f(x):—oo, lim f(X)=+oo

x—1 x—>1"
lL. lim f (x)=0, Jim f (x)=0

IV. Tiene un maximo relativo en (0,0).

V. Tiene un minimo relativo en x =%¥-2 .

VI. Es creciente en el intervalo (\/3 —2,0)

VII.Es decreciente en (_w,@) U (0,1) U (1+0).

-
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102. Dibuja la funcién f(x)=e‘X2 obteniendo sus asintotas y el crecimiento de f. Con la ayuda de dicha
grafica, dibuja las funciones:

a) g(x)= e (2’ b) h(x)=-2+ e (-2’
Y |
gy = -3
)=
0| 1 X
h(x) = =2+ eX~2 )

103. Sabiendo que la funcion que aparece en la grafica es del tipo f(x)=a+bsen(cx +d), determina los
valores de a, b, cy d.

Y|
A 74\
\ \L\ /
\ A / /
J 0 M\

Se considera la gréfica de la funcién f(x)=senx. Si se comprime horizontalmente a la mitad, se traslada g

unidades hacia la izquierda, se dilata verticalmente al doble y, finalmente, se desplaza una unidad hacia arriba, se
obtiene la gréafica dada.

Por tanto, f(x)=1+ Zsen(ZX +%) y los valores buscadossona=1,b=2,c=2, d :g :
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104. Partiendo de la graficade y =cos x , construye las graficas de:

a) y=cos(x+m) d) vy :%cos(2x+§]
b) y =2cosx e) y=|cosx|
c) y =cos(2x) f) y=cos|x|
Y
f(x) =|cos x|
/ \ / N p, N
N 7 Tol 1 Y /
a) ~ d) Y
L N\ TN\ /
W N A > 3 4 0 L N X
b) v ®) 4
f / AN sl /1 \
\ / d /| N/
\ of 1\ | X 0| | 1 X
c) f)
Y Y
NJol A/
N\ / 0 1 N\ X
\\ / \ //
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105. En cierto momento, el nimero de bacterias en un cultivo es de 3000. Debido a ciertas condiciones

ambientales, este nimero evoluciona segtn el modelo N(t)=3-

2In(t+1
% donde t representa los dias que

han pasado desde el instante inicial y N(t) representa los miles de individuos que hay en cada momento.

a)
b)
c)
d)
a)

b)

c)

d)

Comprueba que, efectivamente en el momento inicial hay 3000 individuos.
Estudia si, con el paso de los dias, la poblacion se estabiliza e indica hacia qué valor.
En qué momento la poblacién es la menor posible. ¢ Cudl es dicha poblacion?

Dibuja la gréfica correspondiente e interprétala.

N(0)=3 _2inl_ 3. Luego hay 3000 bacterias en el momento inicial.
limN (t) =3-1Iim M =3-0=3. Se estabiliza en 3000 individuos.
t—w towo {4
2In(t+1)-2
N'(t :%:0:>2In(t+l)—2:0:>In(t+1):l:>t+1:e:>t:e—l.
t+1

Como la funcién decrece en (0,e —1) y crece en (e —1,+w), entonces hay un minimoen t =e —1.

2In(e-1+1) 2

La poblaciéon es N (e - 1) =3- 1 =3-—=2,264, es decir, 2264 bacterias aproximadamente.
e—-1+ e

Dominio: D(N (t)) =[0,+)
Puntos de corte con los ejes: (0,3)

Asintota horizontal: N(t)=3 en +o

Decrece en (0,e —1) y crece en (e —1+o0). Minimo en (e -13 —Ej .
e

Inicialmente hay una poblacién de 3000 bacterias que va descendiendo hasta, aproximadamente, el segundo
dia, cuando alcanza una poblacién aproximada de 2264 bacterias. A partir de este momento, la poblacion de
bacterias en el cultivo aumenta hasta estabilizarse en 3000 bacterias.

Y

-

Unidad 4| Representacion de funciones E



SOLUCIONARIO

PARA PROFUNDIZAR

106. Dibuja la gréafica de las funciones:

X2 +4x + 4 8 Inx
a) f = c) f = e) f =
) f(x) X+1 ) 1) 44+e7* ) 1) 1+Inx
b) f(x)=38-2x? d) f(x):ex+e:x f) f(x)=senxycosx
eX—e
///
P
7 \
poit AN
12 1
//’/\ 1 X 0| 1 X
7 N
\
\
|
b) v €) Y
TN A
0] 1 X o[ X
C) Y f) Y
/’4! 1
— 2\ N Pl
ol 1 X NN \J 1 X

107. Demuestra la igualdad algebraica: (3’/5—9/5)(3’/;2+3/£+§/b7) =a-b

Apoyandote en la igualdad anterior, demuestra que la recta y = 0 es una asintota horizontal de

f(x)=¥x®+1-x®-1.

S o EEERE s )

lim (3x3+1—3x3—1)=oo—oo(indet.): lim _

Xk o %/(x3 +1)2 +x® -1+ %/(xe' —1)2

lim A L) = lim 2 ~0

o i’/(x3 +1)2 +UxC -1+ %/(x3 —1)2 o %/(x?’ +1)2 +3x® —1+§/(x3 —1)2
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108. De una funcién f(x) continua en todo R se conoce la grafica de su derivada (figura adjunta). Se sabe,
ademas, que f(0)=1. Dibujala gréaficade f(x) y encuentra su expresion analitica.

vl

X+a six>0
f(x)=41 six=0
-Xx+b six<O0

Xx+1 six=>0

-x+1 six<0:>f(x)zlxl+1'

Como la funcién debe ser continua en 0, entoncesa=b =1 = f(x) = {

Y

[y

109. Se consideran las funciones f, peridédica con periodo T, y g otra funcién cualquiera:
a) Demuestra que (g of)(x) es una funcién periédica. ¢Es (f - g)(x) periddica?

senx

b) Aplicando la propiedad indicada en el apartado a, demuestra que f(x)=e es periédica

c) ¢Se puede aplicar la propiedad anterior a f (x) = sen(Inx).

a) (gef)(x+T)=g(f(x+T))=g(f(x))=(g°f)(x)=gef es periddica de periodo T.

En general, (f -g)(x) no es periddica.

b) f(x)=senx es periédica de periodo 2rx. Como g(x)=e*, por el apartado a, (g f)(x)=e*"* es periédica

de periodo 2r .

c) No. Para poder aplicarla, a la x debe afectarle directamente una funcién periddica.
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Autoevaluacion

Comprueba qué has aprendido

1. Determinael dominio y las posibles asintotas de las siguientes funciones.

2x° x?+1
b) f =
8-x°? ) f(x) 2X

a) f(x)=

a) Se trata de una funcién racional. Por tanto:

‘-8

Asintotas: Verticales x = \/5 , X = —\/5

Dominio: 8 — x? 203{x=\/§ :>D(f)=(—oo,—\/§)k)(—\/§.\/§)u(\/§.+oo)

Horizontales: No tiene, ya que lim f(x)=—-o, lim f(x)=+wo.

X—>+00 X—>—00

3
2X2:—2x+ 5
8-x 8-X

Oblicuas: f(x)= =y =-2x es asintota oblicua.

b) Como x?+1>0= el numerador de la funcién siempre existe. Por otra parte, el denominador se anula para
x =0. Por tanto: D(f)=(-,0) U (0,+x).

Vx2+1 1 oWx%s1 1

Asintotas: Verticales x =0 ya que lim =—=+0 y lim =—=-w.
x>0t 2X 0" x>0~ 2X 0"

. 1 A2+l 11
Horizontales: y == en +o yaque lim =—==
2 X—+0  2X 2 2

1 R G A N BV T |

y=-=en —o yaque lim = lim =—=—=

2 x—-o 22X X—+0  —2X -2 2

Obviamente, no tiene asintotas oblicuas.

2. Traza la gréfica de la funcion polinomica f(x)=(x-1)°(x+1) realizando, previamente, un estudio
completo de la misma.

Dominios: D(f)=R

Puntos de corte con los ejes: (1,0), (-1,0) y (0,1)

Puntos singulares y crecimiento: f'(x)=(x-1)(3x+1)=0=x = —%, x=1.

Crece en [—w,—%} U (1+0) y decrece en (—%,1}.

Minimo: (1,0). Maximo: [—l,gj.
3 27

—_—
—
—

Puntos de inflexién y concavidad: f"(x)=6x-2=0=x = %

Concava hacia arriba en (%,Hﬁj y concava hacia abajo en (—oo,%) . Punto de inflexion: (%;—3] .
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2

3. Dibujalagréfica de lafuncién racional f (x)= X +f , tras realizar un estudio completo de la misma.
Dominio: D(f)=R-{-1} ;
Simetrias: La funcion no es par ni impar. \

Puntos de corte con los ejes: (0,8). ’
Asintotas:
Verticales: x = -1 \\ =t

Horizontales: No tiene. AT
2 7
Oblicua:y:x—l,yaquef(x):X 8 149 A1
X+1 X+1 1 it
Puntos singulares y crecimiento: ,/1/ X
2 B e
f.(x):LXZB:(): X=-4,x=2 "
(x+1) ~
Crece en (-«,-4) U (2,+) y decrece en (-4,-1)u(-12).
Maximo en (—4,—-8). Minimo en (2,4)
/
N : ; 18 \
Puntos de inflexion y concavidad: f"(x)= 570 \
(x+1)
Coéncava hacia abajo en (—o,-1) y

concava hacia arriba en (-1 +) .

No tiene puntos de inflexion.

2
. - . X“+a
4. Calcula, en cada caso, los posibles valores de ay b para que la funcion racional f(x) =

tenga:

a) Por asintota oblicua larectay =x — 2.

b) Un méaximo relativo en el puno (-1-1).

2 2
f(x):x +a=x—b+b +a

a) b e Para cualquier valor de a y b = 2, la funcidn tiene una asintota oblicua y =x-2.
X +

2
b) f-(x):w

(x +b)2
l+a 1
f(-1)=-1 _ - a=-b ;
( ) = 1+b = —a=-1 b=1. Con estos valores la funcion  seria
f'(-1)=0 1-2b-a_, [a=1-2b
-1+b
2 p—
f(x)= X 11 =x-1si x#-1 yno existe en el punto en el que deberia tener un maximo.
X+

194 Unidad 4| Representacion de funciones E@



SOLUCIONARIO

5.

Realiza un estudio completo de la funcién f(x)=(x +1)e*™ y con los resultados obtenidos, traza su

gréfica.

Dominio: D(f)=R

Puntos de corte con los ejes: (-1,0), (O,e’l)

Y
Asintotas: |
Horizontales: y =0 en -, yaque lim f(x)=0 |
X—>—0 l
Puntos singulares y crecimiento: f'(x)=(x+2)e**=0= x=-2. /
Decrece en (—oo,—2) y crece en (—2,+«) . Minimo [—2,—%). Y
e 0| 1

Puntos de inflexion y concavidad: f"(x)=(x+3)e**=0= x=-3.

4

Concava hacia abajo en (—,—3) y céncava hacia arriba en (—3,+) . Punto de inflexion: (—3,—1) .

e

In(x*)

Dada la funcion f(x)=—5-—+,
X

dibuja su gréfica tras hacer un estudio completo de la misma.

Dominio: D(f)=R-{0}

4 4
Simetrias: f es par pues f(-x) = InE(—>;2 ) = In(>; ) =f(x).
—X X

Puntos de corte con los ejes: (-1,0), (1,0)

Asintotas:

In(x*) _
X2

Verticales: x =0 ya que lim
x—0
Horizontales: y =0

. . 4-4In(x?
Puntos singulares y crecimiento: f'(x) = ¥ =0=>x= \/E,x = —\/g
X

Crece en (—oo,—\/E)u(o,\/E) y decrece en (—x/E,O)u(x/g.+oo). Maximo en: (—«/e_,gj , [\/Egj

e

2 |5 | 5
Puntos de inflexion y concavidad: f"(x) = w =0=>x=-Ved3 x=\e?
X

5 5 5 5
Coéncava hacia arriba en (—oo,—\/e3 ju(\le3 ,+ooj y céncava hacia abajo en (—Ve3 ,0) U (O, es j
5 5
Puntos de inflexion: | —Ve3, 10 , | Ves, 10

5 5
3e3 3e3
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7. Estudiala periodicidad de la funcién f(x)= sen[%] y traza su gréfica estudiando sus puntos de corte con

los ejes, su crecimiento y sus extremos relativos.

X+4n

f(x+4n)= sen( j = sen[§+ an = sen(%) =f(x)= Periodo T =4z

Puntos de corte con los ejes: (0,0), (2m,0) y (47,0)
X X=mn

Puntos singulares y crecimiento: f'(x) = %cos[ 2) =0= {x 3
=OoTn

Crece en (0,n) U (3r,4n) y decrece en (r,27). Maximo: (m,1). Minimo: (37,-1).

Y

El
1

8. Silagréficade f(x) eslaque aparece en lafigura, dibuja las gréficas de:

Y
a) f(x+2) d) f(2x) 1
b) f(x)+2 e) |f(x) \ X
c) f(x+2)-2 f) f(x])
a) . d) v
O\ 1 X 1 X
\ \
\
|
b) Y e) Y| /
/
T\ AL/
0| 1 X
0| 1 X
c) v f) Y
0| 1 X \
0| 1 X
/ \
\
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Relaciona y contesta

Elige la Gnicarespuesta correcta en cada caso

2

1. Lafuncién f(x)= ;( 1:
x3 +

A. Es par. C. Presenta una simetria respecto del eje X.

B. Esimpar. D. Las tres respuestas anteriores son falsas.

La respuesta correcta es D. f(-x) = ); 1 que es distinta a f(x) y a f(-x). Por tanto, no es par ni impar, en
X +

consecuencia, no presenta simetrias.

2. Lagraficade lafuncion f(x)=1-in(x)| es:

A. v C. iy
1 ]|
0| 1 — X 0| 1 X
\\
B D.
Y| Y
1 1
0| /1 X 0| 1 — X
[ TT—

La respuesta correcta es D, porque la funcion pasa por el punto (], 1) y su dominio es (O, +o0).

3. De entre las siguientes posibilidades, ¢cual es posible para el nimero de puntos de corte con los ejes que
puede tener la gréfica de la funcion f(x)=ax*+bx®+cx*+dx +e?

A. Uno con el eje Y e infinitos con el eje X. C. Ninguno con el eje Y y cuatro con el eje X.

B. Uno con el eje Y y cinco con el eje X. D. Uno con el eje Y y dos con el eje X.

Al ser una funcién polinémica debe tener un punto con el eje Y y al ser una funcién polinémica de cuarto grado
puede tener cero, uno, dos, tres o cuatro puntos de corte con el eje X La respuesta correcta es la B.

4. *Si f(x)=mx>+nx?+mx —n tiene un punto de inflexién en x = 2, entonces la relacion entre los valores de
my n es:
A. 6m+n=0 B.2m-n=0 C.2m+n=0 D. m-2n=0

La respuesta correcta es A.

f'(x)=3mx* +2nx +m, f"(x)=6mx+2n:0:6m%+2n=0:>2m+2n:0:>m+n=0
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Sefiala, en cada caso, las respuestas correctas

5.

Dada la funcién f (x)=xe™:

A. Tiene un maximo relativo en x = 1. C. Es discontinua en x = 0.

B. Tiene una asintota horizontal en +w. D. Es siempre decreciente.

Las respuestas correctas son la Ay la B.
f'(x)=e™-xe*=(1-x)e*=0= x=1.
fr(x)=—e-(1-x)e™ =(x-2)e™, £"(1)<0.
Por tanto tiene un maximo en x = 1.

Ademas, lim f(x)= lim LX = 0. Asintota horizontal y = 0.

X—>+0 X—+0 @

- X
Dada la funcién f(x)=——:

Inx
A. Tiene un minimo relativo en x = e. C. Su dominio es (0,+x).
B. Tiene una asintota vertical. D. Es siempre decreciente.

Las respuestas correctas son Ay B.
El dominio de la funcién es (0,1) U (1+x).

En x = 1 tiene una asintota vertical ya que limf (x) = +o.
x—1

f'(x):lnx_;L:O:lnx:l: X=e
(Inx)

fr(x)= 20X ne)=22 1.0,
x(Inx) e e

Tiene un minimo en x = e. La funcion es creciente en (e, +x).
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Elige larelacion correcta entre las dos afirmaciones dadas

7.

*La funcion y =f(x) verifica que:

1. £'(0)=f"(0)=0; 2. Tiene un minimo relativo en x = 0.
A.le 2 C. 2= 1lperol = 2.
B.1= 2pero2 =1 D. Pueden ocurrir las dos cosas.

La respuesta correcta es D.

Si f'(0)=f"(0)=0, entonces no se puede de deducir que x = 0 sea un minimo de la funcién porque dependeria

del valor de f™(0). Si f™(0)=0 entonces x = 0 es un punto de inflexién pero no minimo y si f™(0)=0 se tiene
gue calcular la derivada siguiente.

Si x = 0 es minimo relativo, entonces f'(0)=0y f"(0)>0, perono f"(0)=0.

Sefiala el dato innecesario para contestar

8.

Para saber cuantos cortes con el gje X tiene una funcion f, se sabe:

1. Que f(x) tiene un una unica asintota y es vertical.
2. Que f(x) es pary cambia su crecimiento solo en x = 0.

3. Que f(x) no tiene puntos de inflexion.

A. Es innecesario el dato 1. C. Es innecesario el dato 3.

B. Es innecesario el dato 2. D. Hacen falta todos los datos.

La respuesta correcta es C porque para determinar los puntos de corte con el eje X de la funcién f no es necesario
conocer ninguna condicién sobre los puntos de inflexion.
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5 Primitiva de una funcion

EJERCICIOS PROPUESTOS

ly 2. Ejercicios resueltos.
3. Utilizalatabla de derivadas para calcular estas integrales:
a) Jx’dx:ix’*ﬂc (reR,r=-1)
r+1

b) jx*ldx =In|x|+C

c) J-exdx =e*+C

d) J- Xdx— (aeR>0,a=1)
e) Icosxdx:senx+C

f) J-senxdx =—cosx+C

dx = arcsenx +C

g)lef7

h) J- 12dx:arctgx+c
1+x

4, Calculalas siguientes integrales indefinidas.

—+1

X
a) j(senx—ex +\/;)dX =—-COSX—€e"+

—+1
2

+C:—cosx—ex+§\/x3+c
Xg*l X2+t
b) j( jdx——— \/ L +c

+C— Q/F+C

o) j\/idx J'«Fdx— ~
6
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5. Calcula, en cada caso, la funcion f(x) que verifica las condiciones dadas.

a) f'(x):cosx+x«/;yf(n):0
3
f(x) = I(cosx + X\/;)dx = ‘[(cosx + xzjdx = senx +§«/x—5+c
Para calcular C utilizamos, f(n)=0=0=senn +§\/n75+c =C= —%\/TTS
2 5 2 5
f(x) = senx +§x/x>—§\/n>
3
b) f'(x) = >—eyf(0)=1
1+x
1
f(x):SI dx—'[e*dx:3arctgx—ex+c
1+x?
Calculamos C, f(0) =3arctg0-e’+C =1=C =2
f(x) = 3arctgx —e* + 2
c) f'(x)=x-2cosxy la gréfica de f corta a la bisectriz del Il cuadrante en el punto de abscisa x =7 .

6. Prueba que F(x)=sen?’x y G(x)=

f(x)=J-(X—ZCOSX)dX=%X2—ZSEHX+C
1, 1,
Sabemos que f(n)z—n:f(n)zzn —ZSenn+C=—n:>C:—ETc -7,

f(x)= lx2 - 2senx —lnz -n
2 2

C0S 2X

diferencian? (Recuerda que sen2a = 2senocosa ).

Bastara comprobar que las derivadas de F y de G coinciden con f.

En efecto, esto es asi ya que:

2sen2x

F'(x) = 2senx cosx =sen2x y G'(x) = ;- sen2x

Para encontrar la constante que las diferencias restamos ambas expresiones:

F(x) - G(x) = sen®x + ———

COS 2X ,. COos?’x-—sen’x cos’x+sen’x 1
=sen’x + = ==

2 2 2

7. Ejercicio resuelto.

son primitivas de f(x)=sen(2x). ¢En qué constante se

Primitiva de una funcién] Unidad 5
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8.

10.

11.

12.

Unidad 5] Primitiva de una funcién

Calcula las siguientes integrales indefinidas.

+C

t+1 dt—J. 6t+6 J' 6t+6 dt_x/Stz+6t—5

2 | _
J3t2+ 6t -5 6x/3tz+6t—5 232+ 6t-5 3

b) Jll__\/X; dx=J-(1_\/1;_)f/1;&) dx=I(1+&)dx=x+§Jx—3+C

c) I(x3 +1)12 <4x2 dx = %I(ﬁ +1)12 3x%dx = %(x3 +1)13 +C

d) jww:—cos(lnthc
e3s

e

) J‘1+eGS

8x _ 8x X =§ 6x
) IJ1—9X“ & _I\/l—(sz)zd ‘3I\/1—(3x2)2

3e3S 1 .
3! :Earctg(e3 )+C

dx = iarcsen (3x*)+C

Halla las primitivas de las siguientes funciones.

a) f(x) = 2x(sen x?)(cos* x?) b) g(x)=tg(3x+2)

a) IZx(sen x?)(cos?* x*)dx = —%IZX(— sen x?)(5cos* x2)dx = —%cos5 x> +C

-3sen(3x +2)

= —lln|cos(3x +2)|+C
cos(3x +2) 3

b) J.tg 3x+2)dx =- 3I

Calcula las derivadas de f(x) =tg?x yg(x) = 12 , simplificalas al mdximo y explica qué observas.
cos?x

1 2senx , 2senx
y 9'(x)=

cos’X  cos® X cos® X

f'(x)=2tgx-

. . N 2senx
Sus derivadas son iguales, luego son dos primitivas de h(x) = 3
cos’® x

. Comof(x) =g(x)+C , mirando su valor en

x =0tenemos que 0=f(0)=g(0)+C =1+C.

Ejercicio interactivo.

Ejercicio resuelto.
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13. Obtén las siguientes integrales indefinidas.

a) I(xz —5x +1)cosxdx

f g'
x2-5x+1 COSX
2x -5 senx
2 —COSX
0 —senx

J-(x2 -5x +1)cosxdx = (x* —-5x +1)senx —(2x —5)(-cos x) + 2(~senx) +C = (x* —5x —1)senx +(2x —5)cos x +C

b) J‘ arctgxdx

f g'
arctgx 1

1 X
1+ x?

jarctgxdx:x‘arctgx—.[ X dx:x~arctgx—£|n(1+x2)+C
1+ %2 2

c) J.arcsenx dx

f g'
arcsenx 1
1
V1-x? X

- X
J‘ fx+5d
X

— 2 — —
x=j 10t zdt:—ij 1 dt+£j 12dt+5jidt+ij—lzdt:
(t2 _1) 2 (t-1) 2J)(t-1 2J (t+1) 2J) (t+1)

=§(—In|t—:Ij+i+ln|t+]j+ij+c=E —InJX+5 —j‘+ 1 X5 +1‘+ 1 +C=
2 t-1 t+1 2 X \/x+5 X \/x+5
X+ g X*9 4
X X
5 |Vx+5+x
2 XA VXL fx(x+5) +C
2 |Jx+5-+/x

d) jxsen(Zx)dx

f g'

X sen(2x)
1

1 ——cos(2x
> (2%)
1

——sen(2x
0 a (2x)

I xsen(2x)dx = —%x cos(2x) +%sen(2x) +C
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e) J.(x7 —-3x+1)senxdx

f g'

X' =3x+1 senx
7x% -3 —COSX
42x° —senx
210x* COoSX
840x3 senx
2520x? —COSX
5040x —senx
5040 COSX

0 senx

J.(x7 -3x+1)senxdx = (X" —3x +1)(-cos x) - (7x° —3)(-senx) + 42x° cos x — 210x* sen x + 840x*(-cos x) -

~2520x?(—sen x) + 5040x cos x —5040sen x +C = (—x" +42x° —840x* + 5043x —1)cOS X +
+(7x® —210x* +2520x* —5043)sen x +C

f) Ie” cos xdx

f g'
e¥ cosx
3e* senx
9e* —COSX

J.e:“ cos xdx = e* senx +3e* cosx + J. 9e*(-cos x)dx

e*(senx +3cosx) N

Despejando, J‘e“ cos xdx =
10

C.

14. Hallala primitiva de f(x)=(x +1)?senx que cumpla F(0)=1.

F(x) = I(xz +2x+1)sen xdx

204

f g'
x24+2x+1 senx
2X +2 —COSX
2 —senx
0 COSX

J.(x2 +2x +1)senxdx = (x* +2x +1)(—cosx)—(2x +2)(-senx)+2cosx +C =

=—(x*+2x+1)cosx +(2x +2)senx +2cosx +C

1=-1+0+2+C=C=0

Luego F(x) = —(X*+2x+1)cos X +(2x +2)senx +2cosx

Unidad 5] Primitiva de una funcién
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15. Determina las siguientes integrales indefinidas.

a) J'&|nxdx
f g'
Inx Jx
1 2/
X 3

3
I\/;Inxdx :glnx\/XT—I 2\/;dx :glnxeT—ix/xT+C :Ex/x—3(lnx—£)+c
3 3x 3 9 3 3
b) J-x(lnx)zdx

f g' f g’

(Inx)? X Inx X

2Inx 1. 1 2
X X

jx(lnx)zdx =%x2(lnx)2 —lenxdx =%x2(lnx)2—%lenx+j%xdx+c =%x2(lnx)z—llenx +=x*+C

c) J.x2 (Inx)dx

f g f g’
(Inx)? X2 Inx 2y
3
2Inx x3 2,
— =X
X 3 X 9

1 2 |2 2 1 2 2
x2(Inx )’ dx = =x3(Inx 2—J-—lenxdx:—x3 Inx —[—x3 Inx —J.—xzdx}:—x3 Inx)" ==x3(Inx)——x®+C
[ nx)? = e - [ 2 2 (I - | 2% - [ x|~ 2 (Imx) - 2x(nx)

d) J.x/;(lnx)zdx

f g'
(Inx)? Jx
2Inx g\/x—3

X 3

2 2 nx)’ 4 2Jx¥ (inx)’
J.«/;(Inx) dx—T—J‘glnx\/;dx === = _

_ 2% (Inx)’ _§JX—3(|nx_3j+c
3 9 3

3

%[%\/X—{Inx —%jj+c =
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e) J.(l— x)edx

f g
1-x e
-1 —-e
0 e

J.(l— x)edx = —(1— x)e* — (~De* +C = xe* +C

f) Ix“ezxdx

f g'
X4 e2><
1
3 e
4x 5
1
2 e
12x 2
24x Lo
8
1
24 _e2x
16
1
0 —e*
32

Jx“ezxdx:lx4e2x—x3ezx+§x2e2x—gxe2x+§ezx+c:ezx lx“—x3+—x2——x+— +C
2 4 2 2 2 4

16. Calcula, utilizando la férmula de la integracién por partes, una primitiva F(x) de la funcién f(x)=x2Inx?

que cumpla F(1)=0.

f g'
Inx2 X2
2 x
X 3

J.lenxzdx :lx3lnx2—J.§x2dx+C =%X3Inx2 —§x3+C =%x3(3lnx2 —2)+C

0= F(]):%(—z)w =C =§y F(X)=%X3(3lnxz—2)+§

17a19 Ejercicios resueltos.
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20. Calculalas siguientes integrales indefinidas primitivas previa descomposicion en fracciones simples.

a)j dx =1In|2x+5|+C
2x+5 2

2x -1 -1 3
) .[(x Dx_ 2™ .[x—ldx+j Stx =—In—1+3Inix -2 +C

c) I de :I dx dx:j dx+j—dx Inlx =2 —Inlx|+C

x(x-2
-t ——I ——| 3/+C
9 J-x 242x-3 I(x 1)(x+3) 4.[x 1 X130 nix -1 - =Inlx + 3|+
xadx 5 1

1
e = X+ = X —— =—(In|lx =12+ 9In|x + 3|-10In|x + 5|} +C
)J.(xfl)(x+3)(x+5) 24J x-1 8.[x+3 12J x+5 4( | | | )

5 _ 2 _ 3 2 _
) Ide I(x +x+4)dx+jwdx:x—+x—+4x+.[£dx+j 5 dx+I 3
- X(X—=2)(x+2) 3 2 X X—2 X+2

dx =

=X—+X?+4x+2In|x|+5|n|x—2|—3In|x+2|+C

21. Determina las siguientes integrales indefinidas.

—dx —dx dx 1
)J-(x D*(x-2) J‘x—lJr (X_l)z+IX_2——InIx—JJ+m+In|x—2|+C

)j1+8x [ 8de—arctgx+4ln|1+x2|+c
1+ x2 1+X
1
c) J. X' —3x-3 dx:I -1 dx+I =2 4y - _inlx— J. _x=2 4 J. — 2 4x=
(x-D(x2-2x+5) x-1 X2 —2x+5 2 x2 —2x+5 2 ( 1)
2

= —InIx—]J+§In|x2 —2x+5|+larctg(x—_1j+c
2 2 2

2
d) J. J. 3dx_ In|x+]J——J. 2x 1
1l (x+1)(x —x+1) 3 x+1 x? —x+1 X2 —x+1

% 2 J-Ld _—In|x+1IJ—EIn|x —x+ﬂ+£arctg[—x— )

K] e

J3
3
e) jx—dx:de+IX—+2dx_x —d(X 6) x+ =[x =
X2 +x-2 X3 +x-2 4 X2+ X+2 4) x-1
= _1 ﬂdx_giij \/— dx+_|n|x ]_I_
8J x2+x+2 8 7 7 (2x j 4
+1
J7
:x—lln|x2+x+2|—11\/7arctg 2x+1 +Linlx-1+c
8 49 7 ) 4
x3 -6 x3 -6 -Xx-3 2x+3
) I dx = X:I I dx =
x4 +6x%+8 (X% +2)(x? +4) X2 +2 x> +4
1

-

J- —— dx+J. 2x dx+§I 22

2 x+2 ( j xX2+4 2 (x)
=+
2

3 X 3
:—Eln(x +2)—$arctg(Tj In(x? +4)+2arctg(2j+c
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22y 23. Ejercicios resueltos.

24. Calculalas siguientes integrales indefinidas.

1
a t =1++/X, dt =—=dx = 2(t —2)dt = dx
)J-l+\/ 24X -3

1-+/x 2-DC-2 . [0 v ofO o ~
I1+J_ : dt = I(Zt 6)dt 4It =—t?+6t—4Int|+C =

—(1+\/;) +6(1+x/;)—4ln‘1+x/;‘+0

mj—i4x t =3, dt = — = _dx = 3t%t = dx
Yx +1 3(%/;)

J.\/;+1 J.—dt It—1)dt+3j:11dt:%t2_3t+3|n|t+q+czgz/x_Z_gg&+3ln|g/;+]J+C

1+e* dt
c) J.:—dx t=e* dt =e*dx = —=dx
e*+1 t
1+e* 1+t 2t
dx:‘[ dtf.[ dt+J. Int J-—dt+J. dt Intf—lnt2+ +arct =
[+ -5 [Zgats [zdt =ik -k« v arctg (1) +
1
=x-——=Ine* arctg(e*)+C
X=3 +1]+ g( )+
-1
d Isenx cos x dx t = senx,dt = cos xdx
senx+1

senx -1 t-1 2
J.—cosxdx =j—dt=jdt—.[—dt=t—2ln|t+1|+c =senx—2|n|senx+1|+C
senx+1 t+1 t+1

25. Determina las siguientes integrales indefinidas.

JIx N dx
a) jg/;+1dx t:x/;,dt:G(g/;)s

= 6t°dt = dx

5 3
J- _Jet ! dt_G'[ (t°- +t2—1)dt+61idt =§t7—§t5+§t3—6t+6arctgt+c =
3,X+1 t2 + t2 +1 5 3

7
:gxﬁ/;—gg/xis+2\/;—6§/;+6arctg(5/;)+c

b) J-,/X+5dx (toma X—+5=t2]
X X

2
X+5 2y 2o 1+E 2tdt = 5dx:—1(§j dx = dx = —20
X

_dt
5\ x tZ_)

X+5 10t2 5 1 5
.[\l I :_EI(t—l)dt+E.[t 1)’ 2I(t+1) zj

( In|t—]j+ +In|t+]j+ L ]+C=E i,/ X3 —1‘+ ,/ J‘ L +C=

+1 2 X \/x+5 \/x+5 41
X
\/§+\/_ X(x+5)+C

26. Ejercicio interactivo.

i
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27. Transforma estas integrales en otras polinébmicas o racionales.

a) JSEI’]SX cos? x dx
t = cosx, dt = —senxdx

jsens Xcos? X dx = —I (1-cos? x)? cos? x(—senx )dx = —I (1-t3)*t2dt

) J‘SGI"IX

cos® X

t = senx, dt = cos xdx

sen* x sen’ x
dx = cos xdx =

cos® x cos’ x

sen” x
(1-sen?x)?

C)J-ldx
COS X

X 2dt
t=tg| —|, dx =
g(Zj X 1+t2

J‘ 1 2dt
dx = | ——
CcoS X 1-t2

28. Transforma en polindmicas o racionales estas integrales:

a) J' Zsenxcosx

1+sen?x
2senxcosx 2senx
t=senx,dt:cosxdx:>.|. dx = cosxdx:J.
1+sen?x 1+sen?x 1+
b) J-sen“xcoszxdx
dt 4 5 t*
t=tgx, dx=——- = | sen*xcos* xdx = | ———
1+t (1+t%)

c) J-tg“x dx

dt
t=tgx, dx =
g 1+t2

1+t2

t4
sxdx = I—dt
L2

dt

t2

29. Utiliza las propiedades de las derivadas y prueba el reciproco del teorema de Liouville, es decir:

“la derivada de f(x)e9™ con fy g funciones racionales, es R(x)e?™ con R funcién racional”.

F(x) =f(x)e?® = F'(x) = f'(x)e% +f(x)g"'(x)e?™ = (f'(x) + f(x)g'(x))e*™®

Si f(x) y g(x) son funciones racionales, entonces, R(x)=f'(x)+f(x)g'(x) pues la derivada de una funcién racional

es racional y producto y suma de racionales es racional.
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30. Utilizando la no elementalidad deJ.x2n -e®dx , prueba que no son elementales las primitivas:
a) J-x/Inxdx b) j c) J.e—dx
Jinx Ix
Indicacion: pon Inx =t?’enayby x =t?enc.
a) J.x/In xdx . Llamando x =e", dx = 2te“dt = j\“ﬂ xdx =J. In(e‘z)Zte‘zdt = 2J‘t2e‘2dt que no es elemental.

b) de Llamando x =e", dx = 2te”dt = —dx I—dt—zj‘e'zdt que no es elemental.

eax
c) j—dx . Llamando x =t2,
JIx

= Zjea‘zdt gue no es elemental.

31 a 36. Ejercicios resueltos.

EJERCICIOS

Primitivas e integral indefinida. Propiedades

37. Asocia acada funcion f(x) una primitiva F(x).

f(x) F(x)
6sen®(2x +1)cos(2x +1) sen(2x +1)°
cos(2x +1) lsen(ZX +1)
2 3 2
6(2x +1)*cos(2x +1) sen[3(2x N 1)]
6cos(6x +3)
sen’®(2x +1)
f(x) F(x)
6sen?(2x +1)cos(2x +1) sen*(2x +1)
cos(2x +1) %sen(Zx +1)
6(2x +1)? cos(2x + 1) sen(2x +1)°
6cos(6x + 3) sen[3(2x +1)]

38. Comprueba que F(x)=arcsenx y G(x)=-arccosx son ambas primitivas de la misma funcién. ¢;De qué
funcion se trata? ¢En qué constante difieren?

1 y G'(x) :# , luego son ambas primitivas de f(x) = 1

V1-x2 1-x? 1-x2

F'(x)=

Como F(x)-G(x) es constante, para ver en qué se diferencian basta calcular F(0)—G(0) = arcsen0 + arccos0 :g
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39. Una primitiva de cierta funcién f(x) es F(x) =x?-3x +1 . Encuentra otra primitiva de f(x) cuya gréafica pase

40.

41.

por el punto A(1, 5).

Las primitivas de f(x) son de la forma G(x) = x? -3x +1+C Haciendo x =1 tenemos:

5=1-3+1+C = C =6. La primitiva buscada es G(x) = x> —-3X+1+6 .

. . . Senx +cos x 1-sen?x
Determina, razonando la respuesta, si las funciones F(x)=—— y G(X)=———
senx CcOoS X senx
primitivas de una misma funcion.
Derivando ambas funciones obtenemos:
Fi(x) = (cosx—senx)senx —(senx+cosx)cosx  sen’x+cos’x 1
sen?x sen?x sen?x
G'(X) = —2S€enx cos X - Cos Xsenx — (1— sen’x)(—senxsenx + COSXCOSX)  —2sen’x cos? X — Cos? X(COS® X — sen’x)
= > = =
(cosxsenx) cos’ xsen’x
_ —2sen’x-cos’x+sen’x 1
sen?x sen®x
Como sus derivadas son iguales, ambas son primitivas de la misma funcién. Dicha funcion es f(x) = -————.
sen®x

Comprueba que:

a) IGsen(x +1)cos(x+1)dx =3sen’(x +1)+C

’

Comprobamos que, efectivamente, (3 sen®(x +1) +C) =6sen(x+1)cos(x+1).

dx 4
b) IW:4&+C

Comprobamos que, efectivamente, (4(‘/;+C) = %

I
C) J-\/aX_+= 2(ax+b)\/ax+b +C

3a

' ’

2 b b 2 b)*?
Comprobamos que, efectivamente, [M-rcj :{(ax:a;)+c =+rax+b.
a a

son
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Primitivas inmediatas

42. Calculalas siguientes primitivas inmediatas indicando de qué tipo son.

r+1

a) J-i/x—3dx Tipo: Ix'dx:x 1+C = J-Q/xjdx:gi/x—s+c
r+
b) J.Ll_zidx Tipo: jade=|a—+c = I y-32y Iz*dx 3J.dx—
X na

_ r+1
c) jde Tipo: jx’dx X _icy J-idx =In|x|+C
r+1 X

3 —
[T [ af a5 Jax 7] Lax- s - L ac
X X X

d) J‘senx+cosx Tipo: J.cosx dx=senx+C vy Isenx dx =-cosx+C
senx+cosx 1 1 1 1
J. —J‘senxdx+—.|.cosx dx =—-=cosx+—=senx+C
2 2 2 2
\' — 2 p—
e) Iudx Tipo: j ! dx =arcsenx +C
V1-x? V1-x2
IZ 21X 23y ‘-3 —2Idx—3‘[%dx=2x—3arcsenx+c
1-x
f) je*xdx Tipo: J-e“x)-f’(x) dx=eM+C = J.e*xdx=—e*x+C
2
g) 2Ltdt Tipo: J- 1 dx =arctgx+C = J-zidt_J-dtJrJ.idt:tJrarctgHC
1+t2 1+ x? 1+t2
h) J.Ldt Tipo: dex =arcsenf(x)+C
V1-t° J1-(F())?

1arcsen(t3)+c

J‘x/l t6 3-[\/1

x%?+3

Ix

43. Hallaunaprimitivade y =

2 3 1
'[X +3dx =J‘x5dx+3'|‘x_5dx=gx2 X +6vVx +C
- X 5

Luego una primitiva seria: f(x) = %xz X + 63X

44. Determina f(x) sabiendo que:
£(x) = 24x; £(0) = 0; f'(0) = L; f"(0) = 2
f"(x) = 24x entonces f"(x)=12x*+C, comof”(0) =2, se deduce queC =2.
f”(x)=12x*+2 entonces f'(x)=4x*+2x+C , comof’'(0) =1, se deduce queC =1.
f'(x) = 4%+ 2x +1 entonces f(x)=x*+x*+x+C, comof(0)=0, se deduce queC =0.

Por tanto, f(x)=x*+x"+Xx.
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45. Calcula J.xln(1+x2)dx )

Comenzamos llamando t =1+x? , dt = 2xdx = '[xln(l+ x2)dx = %J‘Intdt

Esta integral se realiza por partes tomando f(t)=Int y g'(t)=1.

f g
Int 1

t

~ P

lj.lntdt 1 tInt—J.}tdt =1t(lnt—1)+c
2 2 t 2

Asf pues, len(1+ x?)dx = %(1+ x?)(In(L+x?)-1)+C

46. Halla la ecuacion de una curva y =f(x), sabiendo que pasa por el punto (1, 1) y que la pendiente de la
recta tangente en el punto de abscisax es 3x +1.

Sabemos f'(x)=3x+1, luego f(x)=%x2+x+c ycomof(1)=1 entonces C =—%.

La curva tiene ecuacion y = f (x) :%x2 +X —% :
47. De una funcion y =f(x), x >-1, se sabe que tiene por derivada y’:li donde a es una constante.
+ X

Determina la funcién si, ademas, se cumple que f(0)=1y f(1)=-1.

f(x) = J'idx —aln(l+x) +C
1+Xx

Sustituyendo:
f(0)=a-ln1+C=1=C=1
2
f()=a-n2+l=-1a=-——
In2

_ 2In(1+x) 1

La funcién es f(x) = 1
n

=-2log,(1+x)+1.

48. Halla una funcion F(x) que verifique que x°F'(x)+x®+2x =3 para x #0.

3-2x-x°

X5

3-2x-x8 3 2 1
F(x :I—dx:——+—+—+c
) x® 4x* 3x® X

XF(X)+x3+2x=3=F'(x) =

3 2 1

Como nos piden una funcién, tomando C =0 tenemos F(X) = ———+—+—.
4x* 33X x
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49. Delafuncion f: (-1 +o) - R se sabe que f'(x):L)2 y que f(2)=0.

50.

51.

Unidad 5] Primitiva de una funcién

(x+1

a) Determinaf.

b) Halla la primitiva de f cuya grafica pasa por el punto (0, 1).

a) f(x):j 8 —dx =— 3 ¢ como f(2)=0 entoncesf(Z):—iJrC:O:C:l
(x+1) 1 2+1

X+

Luego f(x) = —%4—1
X+

b) F(x) :j(—%wtljdx =-3In|x+1+x+C

1=-3Inj0+1+C=C=1

F(x)=-3In|x+1+x+1

Calcula estas integrales.

a) J'—\’E’_Stgx dx = —%1/(5—3tgx)3 +C

cos? x

b) J-«/x+3 dx =§\/(x+3)3 +C

2 2
c) J‘Inxz dx = (Inx’) +C

X 4
d) IX+;/;dx:In|x|—i+C
X Jx
e) J. )2(+2 dx:lln|x2+4x|+c
X +4x 2
7
f) jsenxscosxdx:sen Xic

De todas las primitivas de la funcién f(x)=2tgx sec®x , hallala que pasa por el punto P(% 1].

F(x):thgxseczxdx= 12 +C
cos? x
Como P(%,lj, entonces F[E):;+C =1=>C=-1.
cosz(ﬁj
4
Luego, F(x)= 1
cos? x
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52.

53.

54.

55.

Calcula la primitiva de la funcion f(x) = xvx?—1 que se anula en el punto de abscisa x =2.

F(x) = .[X\/X —1dx = “X71)3

2 _1\3
Como x = 2, tenemos que 0:%+C:>O:¥+C:>C:—x/§.

Luego, F(x)= —“()(23_1)3—\@.

Calcula las integrales:

—1) s
a) j%dx b) jezx 43 (1- 4x)dx

f

(3x -10x+15)+C

a) J'(X dx —J.\/_dx '[—dx j\/_

b) je”zw (1-4x)dx = 6> 4.C

X

Halla la funcion F(x) tal que F(0) = 2, y que sea primitiva de la funcion f(x) =

F(x):J.e—dx=In(eX+1)+C
e*+1

Como F(0) = 2, entonces IN2+C=2=C=2-In2.

Luego, F(x)=In(e*+1)+2-In2.

Calcula laintegral I[\/xz +20x +(x? +20x)}(x +10)dx .

J.[x/x2+20x+(x2+20x)}(x+10 J.\/X +20x -2(x +10)dx + = J.(x2+20x)-2(x+10)dx=

(X + 20x)°

3 4(x +20x)° +C

e
eX+1’
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Integracion por partes

56. Calcula:

a) jln(x+l) dx

f g'

In(x+12) 1
1 ol

X+1 *

Jln(x+1)dx:(x+Dln(x+D J'X—Jrldx (X+DIn(x+)-x+C

b) jx arctg(x + 1)dx

1 1 —2X -2
arct 1)dx = =x2arct ——j—d =—x2arct .[d I )=
.[X 9(x+1)dx g X arctlx+y Tr@ax? 2 g0x+D - [ ) a2

2 2
_X arctg(x+1)_i+ln(x +2x+2)+C

2 2 2
¢) J'Inx
J‘Inx __Inx J‘_d Inx+1
d) J-xlnxdx

2 2 2 2
lenx dx =X—Inx—J.X—~ldx=X—Inx—X—+C
2 2 X 2 4

e) J- X(Inx)2dx

f
(Inx)?

><N><(Q

2(In x)%

N

2 _X_z 2 _ _X_2 2 _ X_z _X_2
'[x(lnx) dx = 5 (Inlx]) J.xlnxdx = (Inlx) [ 5 Inlx| 2 }+C
J‘I (x+1j
J‘In(X—H)XdX:J‘xIn[X—HJdX:lle (X+1] I —llen(x—ﬂ}rjdx—j
x-1 x-1 2 (x+1)(x 1) 2 x-1

—len(X—HJ+x—j 1 dx:llen(XJrlJ J. 2 dx + 2 dx = x In(x+1)+ - 2 d +J. 2 dx =
x-1 x2 -1 2 Xx+1 2 -1

1

2

%len(x+ﬂ+x——ln|x ]j+—|n|x+]j:—(x+1)(x 1)In[ +3+X+C
X7

dx:

i
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57. Determina laintegral indefinida Ixzsen(2x)dx .

f g'
X2 sen2x
2X —%cos 2X
2 —%sean
0 %cos 2X

J x?sen(2x)dx = —% X2 cos(2X) + % xsen(2x) + %cos(Zx) +C

58. Calcula con latabla auxiliar de integrales sucesivas:

a) I x® cos xdx

f g'

X8 COSX
6x° senx
30x* —COSX
120x3 —senx

360x2 COSX

720x senx
720 —COoSX
0 —senx

j x®cosxdx = 6cos x(x® — 20x® +120x) + senx(x® — 30x* + 360x? — 720) +C

Primitiva de una funcion| Unidad 5 217



SOLUCIONARIO

b) _[x?e“dx

X7 eg;X
7x° %e“
42x° 7—126”
210x* 7—1367"
840x° 7—14e7*
2520x2 7—15e7x
5040x 7—16e7*
5040 7—17e7x
0 7—18e7*

7 7 T 7° 74 7 7° 77

7 6 5 4 3 2
Ix7e7x dx = e”(x x®, 6x° 30x* 120x° 360x*  720x 720]+ c

C) J.ealx cosbxdx

f g'
cosbx e
eax
-bsenxb —_—
a
eax
—b?cosbx —
a

e (acosbx +bsenbx) C

'[eax cosbxdx = 1eax cos bx —ieax(—b senbx) + Iieax(—bz cosbx) =
a a’ a’ a?+b?

2
(1+ b—z)J.e""x cosbxdx = 1eax cos bx —izeax(—b senbx) = J.e'slX cosbxdx = PR
a a a a’+b

d) J.(x3 +x? +1)e*dx

f g'
X2+ x2+1 e*
3x% +2X e
6Xx +2 e*
6 e

0 e”

.[(x3 +x? +1)e*dx = e*(x* - 2x* +4x-3)+C
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50.

60.

61.

62.

63.

Determina las funciones f : R — R que satisfacen la condicion de que la pendiente de la recta tangente en
un punto genérico (x,y) de su grafica viene dada por la expresion xe* .

f(x)= jxexdx = xe* —Iexdx ==*(x-)+C

Sea f:(-1,1) — R definida por f(x)=In(1-x?) . Calcula la primitiva de f cuya gréafica pasa por el punto

G 3.
2x? ) 1
1_ X2 dX = Xln(l— X )— ZIdX + ZIde

1-x
1+X

F(x) = Iln(l— x?)dx = xIn(1- xz)—I—

+C

xIn(l—x?) - 2x + idx+J. 1 dx = xIn(1-x?) -2x-In
1-x 1+x)

1-X

Como pasa por (0,1) se tiene que —In1+C =1=C = 1 y la funcion es F(x) = xIn(1—x?)-2x —In +1.

Calcula la siguiente integral indefinida J.eax (x2+bx +c)dx en funcién de los parametros a, b y c.

'[eax(x2+bx+c)dx =§ee‘x(x2 +bx+c)—§je“(2x+b) dx =™ (x* +bx+c)—a—12eax (2x+b)+a—12'[2eax dx =

ax(x2+bx+c 2x+b 2]
e - +C

a a’ a®

Hallar la primitiva de f(x) = x2Inx cuya grafica pasa por el punto A(1, 2).

f g'
Inx X2
1 x3
X 3

Ilenxdx :lxe’lnx—jlxzdx “emx-twic :1x3(3lnx—1)+C
3 3 3 9 9

1 19
F)==(-1)+C=2=C=">
@ 9( )+ = 5

Luego una primitiva seria F(x) = éx3 (3Inx-1) +% .

Utiliza la integracion por partes para calcular la funcién f(x) que cumple f(0)=1y f'(x)=e*cosx .

f(x) :J-ex cos xdx = excosx+J‘ex senxdx = e* cosx +e* senx—J‘ex cos xdx .

e*cosx +e*senx N
2

C.

Despejando tenemos f(x) = Iex cos xdx =
f(O):1+C =1=C _1
2 2

Luego, f(x) = e?(cosx +senx+1).
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Integracion de funciones racionales

4x -5 A B
= +

64. Encuentra dos numeros reales A y B tales que:

4x -5 A B
= +

= = AX-D)+B(x+1)=4x-5
x2-1 x+1 x-1 (x=D+B(x+])

En particular, si hacemos x =1 obtenemos 2B=-1=B= —% .

Y si hacemos x =-1, —2A=—9:A=%

dx==|—- |x+]j——|n|x 1+cC

J‘4x—5 9 dx 1 dx
x2-1 2)x+1 2)x-1 2

65. Se consideran las funciones reales f(x)=12x®*-8x?+9x -5 y g(x)=6x

H(x):Jf(X) dx que cumpleque H(1)=1
a(x)

3_gy? -
H(x) = J-f(x)d J‘12x 8x“ +9x SdX:J.(ZXH)dXJrJ.lZX—?dX X2 +X+In

6X2—Tx +2 TX+2
Como H)=1=1+1+INnl+C=1=C=-1

La funcion es H(x) = x? + X +In(6x? - 7x +2) - 1.

x?-1 x+1 x-1

ycalcuIaJ.

4x -5
2

dx

(6x2—7x+2)+C

2_7x+2. Calcula la funcion

66. Resuelve las siguientes integrales que dan lugar a funciones tipo arco tangente. Para ello, primero debes

transformar las fracciones en otras de la forma:

a
———dx =arctg(ax +b)+C
j1+(ax+b)2 ol )

a) I 2 > dx = 2arctgx +C
1+x

1 1 1
b) I1+ v dx =$IW dx :ﬁarctg(\/ﬁx)ﬂ;

1
1 1 3 1 X
c d :_J—d =—arctg| — [+C
) .[9+x2 X=3 1+(Xj2 X=3 9(3]+

:larctg[x _3j+C

I4+(x 3 2.[ [ j 2 2

1
=|———dx=arctg(x -2)+C
e) J- 4x+5 -[(x—2)2+1 o )

1
f) j 2 dx:I dx:—j—zdx=1arctg(
X +10x + 41 X157 +16 2 (x+5) PR
4

il
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_y2
67. Calcula J‘z;dx.
X“+X -2

X—2

— 2 p—
I;dx=J‘—dx+J‘x—2dx=—x+ —_—
X2 +X-2 X2 +X-2 X-D(x+2)

:—x—lln|x—]j+iln|x+2|+c
3 3
68. Hallalaintegral racional J-—dx .
+ X

2
Jx fx 2 .[x X+2 X:J‘xild“—jxiZ
(x=D(x+2)

69. Calculalaintegral indefinida J.);—_lzdx .
X3+ X

J'xfl dx=J‘ x-1 dx
X3 +x? X2(x +1)

dx =-x+

_1 4
_3dx+jid)(:
- X+2

dx:ln|x—]j+2|n|x+2|+c

=Igdx+j;;de+I;2dx:2In|x|+i—2ln|x+Jj+C
X X X+1 X

70. Determina estas integrales correspondientes alos diferentes casos de funciones racionales.

J‘ dx
a)
2X —
Esta integral es inmediata.
X _Linf2x-7)+C
2x-7 2

Caso C. Polinomio de 2.° grado sin raices reales.

dx 1 %dx 1 X
I > == 3 :—arctg(—j+c
x*+4 2J/71 2 2
(5) +1

),[ 4x5

Caso A. Raices reales distintas.

J‘%dx:
X*—4x -5

d j— dx
) X*+3x2+2
Caso D. Raices complejas de multiplicidad 1.

1 5

Jemeg
xX+D(x-5)

1 1 1
'[ dx:J. dx:'[ dx
X4 +3x%+2 (X2 +1)(x?+2) x2+1

=arctgx — ﬂarctg (Lj +C
2 V2

+'[ -1 dx =
X2 +2

X = 6 dx I 6 dx——In|x+]j+—In|x 5/+C

_Ixzildx_gj- x\/lz2 o=
&)
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e) J‘ x+5 dx
-Xx+1

Caso B. Solo tiene raices reales, algunas de ellas iguales.

J. X¥5 gy X+5 dx:j = dx+I -1 dx+J. 3 2dx:ln|x+]j—|n|x—]j—i+c
X2 -x?2-x+1 X+ (x-1? X+1 x-1 (x-1) x-1

f j—dx
) X2 +4x+7

Caso C. Polinomio de 2.° grado sin raices reales.

J- j 2x+4 j 2 dx=1In|x2+4x+7|—J-;dx=
X2 +4x+7 2] +4x+7 X2 +4x+7 2 (x+2)?2+3
=—In|x2+4x+7|72\/—‘.. > dx:lln|x2+4x+7|ﬁarctg(x+2]+c

2 3 (x+2] 2 3 V3
+1
3
9) Ix ‘4
Caso D. Raices complejas de multiplicidad 1.
1 1 1 1
— =X+ =X+
J‘ 1 (84 ax+ [-B 4 ax-
x*+4 X2 —2X+2 x +2X+2

1 2x -2 J‘ J‘ 2X+2 J‘
— | =————dx+= dx+= X =
16J x*-2x+2 8 (x—])2+1 16 X2 +2X+2 8J (x+1)*+1

1 1
=——In X*=2Xx+2)+—arctg(X -1 +— In X*+2x+2)+—arctg(x+D)+C
% (x? ) Sarcty (x -1+ (x? ) Sarctg (x+1)

h) J‘ 2X+1
3x+2

Caso A. Raices reales distintas.

J' 22X+1 dx = 2x+1 dx:I S dx+.[ -3 dx =5In|x-2|-3Injx-1+C
X2 —3X+2 (x-2)(x-1) x-2 x-1

Integracion por cambio de variables

71. Calculalas siguientes primitivas realizando el cambio de variable que se indica.

X
a dx , x2=t
) J.x4+1

x? =t = 2xdx =dt
j j ——arctgt+C —larctg(x2)+c
2J x* +1 2l 2

, 2X—1=t?

b) J'
V2X—1+4x— 2’
2X —1=1? = 2dx = 2tdt

J. :—J :—J 2tdt2:1 2dt :lln|1+2t|+c:Eln(1+2\/2x—1)+c
Vox—1+4x-2 2 ox-1+22x-1) 2Jt+2?2 2)1+2 2 2

i
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72.

73.

74.

Calcula la primitiva Isen(ln x)dx .

Hacemos el cambio de variable x =e' = dx = e'dt

J.sen(ln x)dx = J.e‘ sentdt = e' sent —Ie’ costdt = e'sent —e' cost —J.e‘ sentdt = x sen(In x) — x cos(In x) —Isen(ln X)dx

x (sen(Inx) - cos(In x)) ‘0

J.sen(ln x)dx = >

Sea laintegral Jezxsen(ex)dx:

a) Resuélvela mediante el cambio t =e*

b) Calcula la constante de integracion para determinar la primitiva que pasa por el origen de coordenadas.

a) t=e*=dt=edx
J.e2X sen(ex)dx = It sentdt = -t cost —I—costdt =-tcost+sent +C = —e* cos(e*) +sen(e*)+C

b) 0=-e°cos(e’)+sen(e’)+C = C =cosl-senl

Calcula las siguientes primitivas.

2 1
a dx x/;:t:>—dx=dt
) h& 2%

[ 2 ax= [ o= [H D af oot = at-aiie+C = adx - din(1e V)
14X 1+t 1+t 1+t

b) .[ xl —dx e =t=edx=dt
e +e”

=arctg(t) +C = arctg(e*)+C

j L dx=I 1 odgi-
eX +e™* ( 1}

X =t% = dx = 6t°dt

1
c) J‘—\/;+%/;dx

I jets J.isdt—J. 6t2—6t+6)dt+J‘ ot _ s -3t*+6t—6Inft+1+C =
&+f t3 +12 t+1 t+1
= 2Vx ~33x + 68/x —6In(¥x +1)+C

1+ x3 =t2 = 3x%dx = 2tdt

X5
d) J' dx
V1+x®

3 2 241+ x3 (x3-2
J- X J- (1+x%)-1)3 :1J~(t -D2t tz—I(tz—l)dt:Et3—Et+C: +x3 (x )+C
\/1+x K Ji+x? 3 9 3 9

2" =t = 2*In2dx =dt

1 1
t = —arcsen(t) + C = —arcsen(2*)+C
In2 In2

2 1 1
———dx = —J—d
j\/1—4x In2J y1-t2

f) J‘ xarcsen x 1

t =arcsenx = dt = dx

\1-x2 1-x2

J‘ xarcsenx

\V1-x2

dx = It sentdt = -t cost + Icostdt =-tcost+sent+C = —/1-x?arcsenx +x+C
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75. Utiliza el cambio de variable t? =1+ x? para calcular la integral indefinida J.

3
X dx
V1+x?
t2 =14 x? = 2tdt = 2xdx = tdt = xdx

x3 X2 t?2-1 t3 1
.[ dx = xdx = | —tdt = | (t*-Ddt = — -t +C = =1+ x?)°® —v1+x® +C
V1t x2 I J1+x? «f t «f 3 3

76. Usando el cambio de variable t =e*, calculalas siguientes integrales indefinidas.

a) J- 2x_ e +1)X t=e*=dt=e"dx
1 1 1
'[ o - " N ot N R +J.—4dt N 50
(e -1)(e*+1) (t-y)(t+y) Je-ye+y* Sy T+ J(evry
11 1o . 1
—In|t—]j——|n|t+]j+——l+c 2nle 1 —2(e*+1)+c
ex
b) J' dx t=e" = dt = e’dx
l-e™
J. =I J.—dt_J.1+—dt_t+In|t “~1+C
e ~

c) Ize—dx
e -1
Llamando t =e* = dt =e*dx :

ex dt dt
.[e?*-ldx_.[t?—l_z t_l__ t+1 2 |t_]l __Inlt”l_

=In

]l_

*+1

77. Calcula Jx(ln(1+x2)+e*x)dx

Jx(ln(1+ x?)+e™)dx = Jxln(l+ x?)dx +J.xe*xdx

Para resolver la primera integral hacemos el cambio t =1+ x? = dt = 2xdx y después la hacemos por partes. La
segunda la hacemos por partes directamente:

len(l+ x?)dx +J.xe*xdx = 1J.Intdt —xe™*+ J.e*xdx = 1tInt —lj.dt —xe*—eX= ltlnt —it —xe*—e*+C
2 2 2 2 2

Deshaciendo el cambio de variable obtenemos:

'[x(ln(1+ x?)+e™)dx = %(14— x?)(In(1+x?)-1)—e™ (x+1)+C

78. Usando el cambio de variablet =e*, calcula J‘e“e‘dx .
t =e* = dt =e*dx

J.e“exdx = J-exeexdx = J.e‘dt =e'+C=e*+C
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79.

80.

Calcula jsec*” xdx (el cambio senx =t lleva a una funcién racional).

senx =t = cos xdx =dt

1 1 1 1
[sec® xax = [ S Xax - | 1 gt Ades [ Ay _Agre [—4 dt-
cos® x (1—t2) t+1 (t+1) t-1 (t 1)
:lln|t+:q—1i—— |—]j—liJrC:—In|senx+]j——;—lln|senx—]j—l;+c
4 4t+1 4 1 4 senx+1 4 4 senx-1
dx . .
Calculaj (realiza el cambio Vx? -2 -x =t).
Vx?-2
2
\rz_z_x:tDdt:{L_l]dx:udx
VX2 -2 VX2 -2
X _zdx=j 1 X 2 4x = j—dt_—ln|t|+C_—In‘x/x -2- x‘
\/x - \/x ~2 x- \/x - x—\/x2—2 \/x

Integracion de funciones trigonométricas

81.

82.

Dada la funcién f(x) =cosx —cos®*x :

a) Halla su integral indefinida.

b) ¢Cual es la primitiva de f(x) que pasa por [g OJ ?

a) Hacemos el cambio senx =t = cos xdx = dt

sen® x

J.(cosx —cos® x Jdx = J.cos x(1—cos? x)dx = jtzdt = %t3 == +C

sen® [g)
by —2/4+C=0=>C=-=

3
_— sen®*x -1

La primitiva buscada es F(x) = —3
Calcula estas dos integrales.
a) jsen3xdx b) jcos3xdx

a) Haciendo el cambio cosx =t = —senxdx =dt :
J.senS x dx = J.senz X senxdx = J.(l—cosz X) senxdx = —J-(l—tz)dt = %t"' -t+C= %COSS X—-cosx+C
b) Haciendo el cambio senx =t = cosxdx =dt :

jcos3 x dx = Icosz Xcosx dx = j(l—senz X)cos x dx = I(l—tz)dt :t—%ﬁ +C= senx—%sen3 x+C
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83. Calculalas siguientes integrales.

a) J(Zsenzx—fscosx) dx =2jsen2x dx—BIcosx dx

Para calcular Isenzx dx lo hacemos por partes:

jsenz X dx :—senxcosx+jcoszxdx = —senxcosx+J‘(1—sen2 X) dx = —senxcosx+x—jsen2 x dx

. X —Senxcos x
Despejando, obtenemos Isenz x dx = fﬂi .

Y por tanto: I(Zsenz x—3cosx)dx = 2J.sen2 X dx—3jcosx dx = x—senxcosx—3senx+C

b) Jcoss x sen? x dx

Hacemos el cambio senx =t = cosxdx =dt :

jcoss x sen?x dx = Icos“ X sen? x cos xdx = I(l—senz x)2 sen? x cos xdx = I(l—tz)ztzdt = I(ts —2t* +t3)dt =

:1t7—£t5 1t3+C senx 2senf’x+lsen3x+c
7 5 3 7 5 3
0) J'cos X 4
sen? x

Hacemos el cambio senx =t = cosxdx =dt :

3 _ 2 2
jcoszxdxz @ sezn X)cosxdx:jl—tdt—Iizdt—jdt:—}—t+C:— —-senx+C
sen® x sen® x t t senx
d) J'cos X g
sen®x
_ 2
Hacemos el cambio tglzt:cosx:l—t;senx: 2 ;dx = 2dt :
2 1+t2 1+t2 1+t2
2
J.COS de:I( Itdt I dt + 1 ——In|t|——+C—
sen® x 4t3 8t2
X
cotgz(—)
:ltgz i]_lm tg i _—2+C
8 2) 2 2 8
84. Halla estas integrales haciendo el cambio tg%:t
x\1 2dt 1-t2 2t
Como |1+tg° = |=dx =dt = dx = COSX = senx = ——
( g 2)2 1+t2 y 1+t2 y 1+t2
1
1 1 2 2 t 2
a dx:j . dt:j j = —arctg| —— |+C = —=arct
) J.2+cosx o, (117 14t? s B L 5O\ NChahe
1+12 \/g *
b) J‘ 1 dX:I 1 . 2 dt:I dt :J' dt2
2+senx 2t 1+t2 t2+t+1 1 3
2+ 2 t+=| +=
1+t 2 4
2 1 X
—=dt 2 t+= 2tg| = |+1
2 J‘ NE) 2 ( 2) 2
=—|—"———=—arctg| —=—=+ |+C =—=arctg +C
V3 2(t+1j ENE] V3 V3 J3
2
— </ 41
NE)
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85. Busca en tu libro de 1.° las férmulas de las sumas y restas de senos y cosenos y empléalas para calcular
estas integrales:

a) J-cos(5x -3)sen(3x -1) dx

a=0Bx-3)+(3x-1)=8x-4

a-b a+b
Usamos 2sen (—j cos (—j =sena-senb = .
2 2 b=(5Bx-3)-Bx-1)=2x-2

_ cos(8x —4) . cos(2x —2) L C
16 4

jcos(Sx -3)sen(3x-1)dx = %Isen(Sx —4)dx —%Jsen(Zx - 2)dx =

b) jcos(Zx +6)cos(4x —2) dx

a=6x+4

a-b a+b
Usamos 2cos| —— |cos| —— |=cosa+cosh = .
2 2 b=2x-8

sen(6x + 4) N sen(2x —8) e
12 4

J.cos(2x +6)cos(4x—2)dx = %J.cos(Bx +4)dx +%J.cos(2x -8)dx =

c) Isen(Zx +1)sen(3x +5) dx

a=5x+6
b=x+4"

a+b

Usamos 2 sen(%] sen (—j =cosbh-cosa = {

sen(>2< +4) sen(5x +6) LC

sen(2x+1)sen(3x+5) dx = 1 cos(x + 4)dx _1 cos(5x + 6)dx =
2 2 10

d) J'sen(2x+1)cos(3x +5)dx

a-b a+b a=5x+6
Usamos 2sen cos =sena-senb = .
2 2 b=x+4

Jsen(2x +1)cos(3x +5) dx = L Isen(Sx +6)dx —%Jsen(x +4)dx =

-2 —cos(5x + 6) N cos(x +4) LC

10 2

Integrales no elementales

. e - .
86. Partiendo de que J.—ndx ,a=0,neN no es elemental, demuestra que las siguientes integrales tampoco
X

lo son.

a) J'I‘:]—))‘( b) I e”'dx 0) Jln(lnx)dx

t
a) Hacemos el cambio e' = x = e'dt = dx J.Id_x = J.ert )
nx

e®

X

t
b) Hacemos el cambio t = e* = dt = e*dx Iee“dx :J. eXdx = Iert .

c) Hacemos el cambio e' = x = e'dt = dx Iln(lnx)dx = Ilnt -e'dt .

t

Ahora, integrando por partes, tenemos jln(lnx)dx = .[Int -e'dt =Int - —Iert .
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87. Utilizando la tabla de integracién por partes demuestra que Je—dx , ho es elemental.
X

Si tomamos f(x):l y g(x)=e*:
X

f g'
1 X
— e
X
1 X
_7 e
2 X
F e

Sitomamos f(x)=e*y g'(x) = 1 :
X

f g

. 1

e =

X

e* Inx
e* X(Inx =1)

Se observa que tanto de una forma como de la otra se llega a sumas de infinitos sumandos vy, por tanto, la integral
es no elemental.

Actividades de sintesis

88. Resuelve las siguientes integrales por el método que creas mas conveniente.

2, 93y _ e o
a) J-de=lj. dx+J‘x3dx71J‘x2dx+§J‘1dx=1x2+33/;7x/;+iln|x|+c
2X 2 2 2Jx 4 2
b) J-sensxdx

Como sen® x =sen*xsenx, se pone cosx =t y —senxdx = dt , quedandonos:

Isens xdx = J(l—cosz x)* senx dx = —j(l—tz)2 dt = —éts —t +§t3 = —écos5 X —COS X +§cos3 x+C

c) J-\/;(lf x2)dx

3 7
Poniendo x =t? y dx = 2tdt, se tiene: Zj.t(l—t“)tdt = 2%—2%+C =§\/x—3—%\/x>7+c

d) j 21 dx=I dx =Iﬂ+ d—X=—In|x|+ln|x—ilj+C
X=X X(x =1 X x-1

e) jx2\/1+ X dx

Haciendo 1+x =t? y dx = 2tdt , se tiene:

7 5 3 2
J.(tz—])zt 2tdt = 2(%—2%+%] —2Ja+xy (@—ém x)+%j+c

2

= 1+ X)*(15x2-12x +8)+C
TR )
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x-22/x 6 2 6 1 6
) J'[ - 7—;}1 —I( —W+?—;jdx=x—4x/——;—ln|x|+c

9) J.tg(ax)secz(ax)dx

2 1
=—tg*(@ax)+C.
2a

Haciendo tg(ax) =t yasec?(ax)dx = dt, se llega a 1J.t dt = it?
a a

2 2
h) J-xln(x+a)dx= X In(a+x)_1J‘ _X In(a+ x) 1J‘(X a)dx - _
2 2J) x+a 2 2 2 x+a

2| 1 » a 1 , o 1 )
=@——(x—a) —a?ln(x+a)+C=EIn(x+a)(x -a )—Z(x—a) +C
i) J‘ X J‘ _ 1 1 odx
(X =2)(x* - 9) (x- 2)(x 3)(x + 3) 5 X = 2 20 x- 3 10J x+3

= —Eln|x -2 +—In|x -3 ——In|x +3/+C
5 2 10

)] J-x sen(2x) dx

g
X sen(2x)
1
1 ——cos(2x
> (2%)
1
——sen(2x
0 a (2%)

jxsen(Zx) dx = —%x cos(2x) +%sen2x +C
89. Resuelve estas integrales por el método méas adecuado.

a — 1 a+l 1 a+l 1 — 1 a+l 1 Xa+1 — 1 a+l 1
a) Ix Inxdx_a+1x Inx a+1jx de_a+lx Inx — a1l arl a+1X Inx +C

Sia=-1, Jxalnxdx I—dx:%(lnx)z+c

b) _‘-e*x cos(5x)dx = —e~* cos(5x) + 5e*sen(5x) — 25_“e*X cos(5x)dx = J‘e*x cos(5x)dx =

_—e cos(5x)2423 5e~*sen(5x) e

c) Ixmdx

Haciendo x -3 =12 y dx = 2tdt, se tiene:

J‘x\/xfs dx :j(t2+3)t»2tdt =2[E

5
d) J‘Inx

+t3] = %J(x -3 +2/(x-3)* +C

Se denomina f(x)=Inx y g’(x):X_l3

Inx 1 1 1¢1 1 1 1 1
[P = ginxss 3 [tk =g X -z +C
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4
e) I—X4_ldx
4 4 _Ax+B C D (AX+B)(x2-D)+C(x*+1)(x-1)+D(x* +D(x +1)
x4 -17 (Z+D(x+D(x-1D) x2+1  x+1 x-1_ x4 -1

De la igualdad 4 = (Ax +B)(x? —1) + C(x? + )(x —1) + D(x? + J)(x + 1), haciendo:
x=1=4=4D=D=1

X=-124=-4C=C=-1

X=0=>4=-B-C+D=>B=-2

X=2=>4=6A+3B+5C+15D = A=0

Luego la integral pedida es:
J‘x“i—ldx =-2arctgx—In| x+1|+In|x-1]+C
f) len 1+ x2 dx
Como xInv1+x2 = %x N+ x?) = Ix InV1+x2dx = %Ix In(1+ x2)dx . La integral se puede resolver haciendo
1 1 1
1+x2 =t y 2xdx =dt y se transforma en fjlntdt = E(tlnt -t)= it(lnt -1.
Asi que la integral pedida es Ix INV1+x2 dx = %(1+ x?)(In(@+x?)-1)+C .
) Jx (ax?+b)" dx
Sin=-1 J’de=i|n|ax2+b|+c
"Jax?+b 2a

Si n#1, haciendo ax? +b =t y 2axdx =dt, se tiene que:

n+l

1 1
2 n ——— |t dt = - 2

Ix(ax +h) dX_ZaIt dt 2a(n+1)(ax +b) " +C

h) J.;dxft (nx-1)+C
cos?(nx—-1) 9
: Jx -1
) ™
. . t3-1
Haciendo x =t® y dx = 6t%dt, se tiene que resolver Gjﬁ_ﬂ' t5dt

Como t8 —t5 =(t2+(t® —t*—t*+t2+t -1+ (1-t) laintegral pedida es:

1-t
t2+1

:e[;vx—?-éw—%w%vx—s%vx—z—w}sarcth-sm(vx—ul)m

dt =

sj(t6 St 2 4t - Dt +6j

senx
1+tg?x

k) j(ex_zeszdx

)

1
dx = Isenx cos?xdx = —§cos3x +C

ex—ex) 1
(—j =—(e*+e>-2)
2 4
Como
2
ex—e™ 171 Zx_l %
nei [ 5 jdx_4(ze 2e 2xj+C
sf pues

il
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XZ
" Jx3+x2—2x dx

x2 X X A . B AX-D+B(x+2)
XCHx2-2X X2+x-2 (X+2(x-D) x+2 x-1  (x+2)(x-1)
Como x—A(x—1)+B(x+2):>A—gB—1 or lo que J.X—zdx—gln|x+2|+lln|x—l|+c
- T3P T POTOA e et T3 3

1
x-3 X B 3 _1 B 3 _1 3 X
m) Jx2+9dX_Ix2+9dX IX2+9dx_2In(x +9) J—(x)z ldx_zln(x +9) arctg[3)+c
=1+

n) J‘x\/x2 —9dx Haciendo x?2-9=t y 2xdx =dt :

w

J'x\/xz —9dx =%jﬁdt :%%\/t—3 =%1/ x2—-9)® +C
0) J(ese”ax)s cos(3x)dx

Haciendo es"¥*=t y es"*.3cos3xdx =dt , se tiene que:

J.(esem)3 cos3x dx = Ejtzdt = éﬁ :%(es‘*”3X )3 +C

p) Icos%cos X dx

a-b a+b a=5X
Usamos 2cos =5 |eos| =5~ =cosa+cosbh =
b_

Jeos{ 5 Jeosax =5 foos( 5 a5 feos( 3 jdg(?’zj(z)c

I\J| RN W

a) Jx +X2+de——3|n|x| J 3X+24 dx y esta Ultima integral se resuelve como:
(“E) 2
2x+8 2X+1+2
_XH4 G _3[018 g3 3 2 5
jx2+x+1 _2.[ x2+x+1dx_2.‘- Erxr1 %72 In(x +X+1)+ZJ(X+1) +§dx Y. finalmente,
2 4
1 2 % 2 2x+1
3 X +
X =— | —"——= ——=arct
I 1 3 SI 2 \/§J. B g( NE) j
(x+—) 2 X+L 14 2x+1)
2 4 1 2 3
B
2
. 3 5 2x+1
Asi pues, Imdx -3In|x| + —In(x +x+l)+ﬁarctg( el )+C
X2+3x-2
2 j(X+1)2(X+2)2 dx
x*+3x-2 A . B N C D AX+D(X+2)*+B(x+2)?+C(Xx+1)*(x+2)+D(x +1?
(X+D*(x+2? x+1 (X+D* x+2 (x+2)7? (X +D*(x +2)°

X243 —2=AX+1)(X+2)°+B(x+2)?+C (x+1)*(x+2)+D (x+1)°

Six=-1=-4=B

Six=-2=-4=D

Six=0=>-2=4A+4B+2C+D

Six=1es2=18A+9B+12C + 4D

Por tanto, B=-4, D=-4, 4A + 2C =18; 18A + 12C =54, por lo que A =9, C =-9y la integral pedida es:
x2+3x-2

dx=91In|x+ 1|+ 4 -9In|x+2|+ 4 +C
x+1 2
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@+x)®
S) J N d

1+ x)° -1 1 3 s 1+ x)® [5 6 [5 2 [7
=X 2 + 3Xx2 + 3x? + x2,asique dx =24X +24X° + — 4/xX> + = 4/x" +C
Jx a I N3 5 7
J‘In(x+1)d
VX +1

. 1 .
Poniendo /x+1 =ty ——— dx = dt, se tiene que:
29x+1

X+

I'r\‘/()’%l)d _ZIIntzdt_4(tInt—t) 4 fx+1 [nVx+1-1)+C
5.2 43 _
u [251d

X X X
Operando: ﬂ =15 [E) +3
3t 3

X X X X
Asi pues J.ﬂdx =15 J.(Ej dx + 3x = £(z +3x+C
3t 3 | 2.3

ni
3
V) J' 2X+5
x? +x+1
Como 2x+5 _ 2x+1+4 se tiene que:
X2+Xx+1 x2+x+1' que:
2x+5 Cfu2 2 2x+1
Imdx_ln(x +X+1)+4Jx2+ dx In(x? +x+1)+4\/§arctg N +C
eX—-e™ ex e™
dx — dx
)Ie +e™ J.e +e7™ J.ex+e*x

Llamando t=e*;dt=e*dx y s=e7;ds =-e™dx

J.t2t+1dt+-[1+ssz ds :%In(t2+1)+%ln(sz+1)+c :%In((=3zx+1)+%ln(e‘2X +1)+C
x+2 X+1 1 _2 3
X) I JX+1dx+IJX+1dx_3./(x+l +2/x+1+C
X2
y) Imdx Llamando t = x® = dt = 3x?dx :
x2 o lpdt  lpdt 1pd 1 1 1 ol ,
T3l el ot - =In|1 t|+gln|1+t|+C— Eln|1 X |+€In|1+x |+C
«/x+ dx
z) I i —X+1—2\/x+ ~In|x+1+C
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90. Sealafuncion definida f : R > R por f(x)= (1—x2)e’x. Determina la primitiva de f cuya gréfica pasa por el

91.

92.

93.

punto A(-1, 0).

u=1-x2 v =e™
-2X —e
-2 e
0 —e~

F(x) :I(l— x?)e*dx =—(1-x2)e* +2xe* +2e*+C = (x+1)°e* +C

Como F(-)=0=0=(-1+1)’e'+C =C =0 la funcién buscada es F(x) = (x +1)"e™.
A partir de los datos, halla en cada caso la funcién f(x).

a) f'(x)= (x-13x-3),f(0)=1

3 3 2 4 3 2 XS 3X4 3 2
f(x):j(x—l) (x —3)dx :j(x —3x? +3x —1)(x — 3)dx :I(x —6x3+12x? —10x + 3)dx :?——+4x -5x2+3x+C

2

5 4
Como f(0)=1=C =1, la funcién buscada es f(x) :%—3%+4x3 —5x%+3x+1.

b) f'(x)=(3x-2)*(x-2),f(2)=0

f(x) = I(Sx—2)2(x—2)dx = J.(Qx3 —30x2 + 28x — 8)dx :%x“ —10x® +14x2-8x +C

Como f(2):O:O:%-16—10-8+14-4—8-2+C = C =4, la funcién buscada es:

f(x)= %x“ —10x% +14x%-8x + 4.

Dada la funcién f(x) = — +M,hanajf(x)dx.
x% -4 X+1

X In(x +1) _ X In(x+1) 1 ., 1,
j[x2—4+ X+1 jdX—IX2_4dx+J 1 dX—§|n|X 4|+§In (x+1)+C

Halla la integral indefinida J‘( i 33x +2;( S)dx.
x2—-3x +2)(x -
J‘ 3X+7 = 3X+7 dx
(x2=3x+2)(x-3) I (x-D(x-2)(x-3)

Debemos integrar una  funcién racion racional por lo que la escribimos
A N B N c 3xX+7
x-1 x-2 x-3 (x-D(x-2)(x-3)

A+B+C=0
Resolviendo {-5A—-4B-3C =3 obtenemos A=5, B=-13, C =8 y podemos escribir la integral como:
6A+3B+2C =7

3X+7 5 -13 8
I(x2—3x+2)(x—3) dx :I(x—l) dx+f(x_2) dx+I(X_3)dx =5In|x-1-13In|x -2/ +8In|x -3|+C

como:
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94. Calculalas siguientes integrales.

a) J‘\/l—4x2dx ) J.ﬂ/l—(2x—])2dx
b) J‘\/Gx—x2—8dx d) J‘\/S—x2+2xdx

(Pista: jdl—xz dx se calculacon el cambio x =sent).

a) I\/l— 4x2dx = J.\/l— (2x)%dx

Haciendo 2x =t y 2dx =dt , se tiene que J‘\/l— 4x2dx = %j\/l—tzdt .
Poniendo ahora t =senu y dt =cosudu se tiene:

1 ) 1(u sen2u) 1 > 1 5
2J.cos u du —2(2+ 7] J—Z(arcsent+tx/l t )_Z(arcsen2x+2x\/1 4x )+C

b) IJGX—XZ —8dx

Como 6x —x2-8=1-(x-3)?, se tiene que IJGX—XZ—de =IJ1—(X—3)2dX .
Haciendo x-3=t y dx =dt se tiene:

J‘\/l—t2 dt = %(arcsen t+tVI-t%) = %(arcsen (x=3)+(x-3)1-(x =3)*)+C

) j,/l—(zx—nz dx

Haciendo 2x-1=t y 2dx =dt, se tiene que:
J-,/l—(2x —1? dx = %Jlxll—tz dt = %(arcsen t+tVI-t?) = %(arcsen (2x-D+@x-DJI-(x -1 )+C

d) .‘-\/3— X%+ 2x dx

Como3-x2+2x =4—(x—-1?, se tiene que IJs—x2+2x dx :jJ4—(x—])2 dx .

Haciendo x-1=2t y dx = 2dt , se tiene:

2
2jx/4—4t2dt=4j‘\/l—t2 dt=2(arcsent+t\/1—t2)=2[arcsen )(2_1+X2_1 1—(X2_lj J+C

234 Unidad 5] Primitiva de una funcién



SOLUCIONARIO

95.

96.

Escribe como integral de un cociente de polinomios J‘\/x2 —1dx y resuélvela (haz el cambio x :—t).
sen

, 1 —-cos t . cos’t
Poniendo x = y dx = >—dt , la integral dada se transforma en —f 3
sent sen’t sen’t

2
Haciendo en esta Ultima integral cost =u y —sentdt =du, se tiene que J‘(lquu , cociente de polinomios.

)
u? A B C D  A@l+u)(1-u)’+B(l-u)’+C(1-u)d+u)* +D(1+u)?

A—u?? 1+u  (+uy 10 (@-uy A+ u)P(-uy
En laigualdad u? = A (1+u)@-u)>+B (1-u)>+C (1-u)(1+u)?>+D (1+u)?, haciendo:

u:l:>1:4D:>D:%

u:—l:>1:4B:>B:%
u=0=0=A+B+C+D

u=2:4=3A+B—9C+9D}:A:C:_

NI

La integral sera:

J-Ldu——iln|1+u|——~i+lln|l—u|+1- 1 _t_u 1,lvu
@-ud?>"" 4 4 1+u 4 4 1-u 2 1-u® 4 1-u

Deshaciendo el cambio, se tiene:

h-t
u _ cost X _ T

1-u? = sen?t 1

XZ

[ 1
1+, 1-— X7 1
1+u l+cost X2 _ X+/X 1_(X+m)z

1-u  1-cost —JIxZ—
1_\/1_)(712 x-/x?-1

LuegoJ‘\/x2 —1dx :Iﬁdu :%l_uT—%lni—E:%(xx/xz —I-In|x+xZ=1])+C

a) ¢Cuando una funcién F(x) es una primitiva de otra funcion f(x)?

b) Con el cambio de variable t =+/x -1, halla la primitiva de la funcién f(x)=x+x-1 cuya gréafica pasa por el
punto (1, 0).

a) Cuando F’(x) = f(x).
b) Llamando t =vx-1=>x=t?+1 y dx =2tdt
2 2 2 5 2 3
F(x):jxdx—ldx =_[(t2+1)t-2tdt :I(2t4+2t2)dt =gt +3t+C =g(\/x—1) +§( x-1) +C

Como F(l):0:>§( 1—1)5+%( 1—1)3+C=O:>C:Oylafunci()n es F(x):%x/x—l(x—l)2+§\/x—l(x—l).
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CUESTIONES

97. Observando que si F(x)=f(x)g(x) entonces F'(x)=f'(x)g(x)+f (x)g'(x) , encuentra f(x) y g (x) en los casos
siguientes y decide quién es F(x):

a) F'(x)=2xe* +x%*
f(x)=x2yg(x)=e*yF(x)=x%*
b) F'(x)=2xcosx—-x?senx
f(x)=x2y g(x)=cosxy F(x)=x2cosx
c) F’(x):%senxﬂnxcosx
f(x)=Inxy g(x)=senxy F(x)=Inxsenx
d) F'(x)=e*senx+e*cosx
f(x)=e*y g(x)=senxy F(x)=e*senx
e) F'(x)=e*senx—e*cosx =—e*Ccosx+e*senx
f(x)=-€e*y g(x)=cosxy F(x)=-e*cosx
f) F’(x)=l+lnx=%~x+lnx«l

f(x)=Inxyg(x)=xyF(x)=xInx

98. Un estudiante no maneja el método de integracion por partes y tiene que calcular Ixexdx . Como le han

explicado que todas las primitivas de f(x)=xe* son de la forma F(x)=Axe*+Be* con A y B nameros
reales, se ha basado en ello para resolver el problema. ;Cémo lo hizo?

Como F’(x) debe ser igual a xe*, derivé F(x) y obtuvo:
F’(x) = Ae* + Axe* + Be* = xe* para todo x.

Si x=0 obtenemos A+B=0 y si x=1 obtenemos 2Ae+Be=e por lo que A=1y B=-1 y la primitiva
buscada es F(x)=xe* —e*.

99. ¢Qué curva pasa por (0, 8) y en cada punto (x, y) de su grafica la pendiente de la tangente es 3x2%y ?

f(X) _ 5y
m—sx

La pendiente de la tangente en el punto (x, f(x)) es f'(x) por lo que f'(x) = 3x2f(x) =

Asi pues mdx = | 3x%dx .Luego In|[f(x)| =x®+C = f(x) =e***¢ =e¥.D
f(x)

Como f(0)=1-D=8=D=8

La funcién buscada es f(x)=8e*’ .
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100. Justifica que si I

101.

102.

1

1
dx = dx , entonces
xZ+bx+c »|‘(x+p)2+q2 I

| =

1 dX:l

rury vk o Tows e Ll [ e
e L T

dx

Comoj

T |

Llamando t = x;_p =dt= %dx se tiene que:

T @k

1J.—dx _1 dt dx :iarctgt+C :iarctg[uj+c .
q q q q

O .

Justifica que jln" xdx = xIn" x —nJ‘In”*lxdx y calcula Iln3 xdx .

n-1
Llamando f(x)=In"x y g'(x) = 1se tiene que f'(x)=n|nTXy g(x)=x.

nin"tx

Integrando por partes Iln” xdx = xIn" x —Ix-

X2 +bx +c

dx = xIn"x - nJ‘In"*1 xdx .

dx = larctg (ﬂj +C.
q q

Iln3 xdx = xIn3x—3J‘In2 xdx = xIn® x—3(x|n2x—zjlnxdx) = xln3x—3xln2x+6(xlnx—jdx) =

xIn® x —3xIn? x +6xInx —6x +C

Sea f una funcion derivable. Al calcular If(x)cos 2x dx se obtiene:
J.f(x) cos2xdx = %f(x)sen 2x — Iezx sen2xdx

Si f(0) =%e2, calcula f(x).
Hemos integrado por partes llamando f(x) = f(x) y g’(x) = cos2x.
Como g(x) = g(x) = %sen 2x la integral quedaria:

1

J.f(x)c052xdx— f(x)sen2x—j%f'(x)sen2xdx. Asi  pues, J%f'(x)seandx=J.e2*sen2xdx y, por

T2
f'(x) = 2 por lo que f(x)=e*+C .

Como queremos que f(0)=e**+C =1+C = %ez =C-= %ez -1 yla funcién buscada es f(x) =e* Jr%e2 -1.

Primitiva de una funcién] Unidad 5
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1
1 . 1 %2 1 . 1
103. Al calcular I dx , un estudiante observa que ——=—="—— y como —— es la derivada de —, se
1+ x? 1+x? 1+(1j x? X
X

dx no era arctgx+C? ¢Hay algan error en el

dice que J‘de=—arctgi+c. ¢Pero j 1
1+x?2 X 1+x?2

razonamiento del estudiante?

No, no hay ningun error en el razonamiento, lo que ocurre es que esas dos funciones solo difieren en la constante

1+x2°

[%] y, por tanto, ambas son primitivas de la funcion f(x) =

PROBLEMAS

Senx +cos X
3+sen2x
resolveria. Pero el calculo es mucho mas comodo si se busca una funcion g(x) tal que g'(x) =senx +cosxy

se hace g(x)=t y g'(x)dx =dt . Hazlo asi.

. . . . X
104. La integral I dx es una integral racional en senx y cosx por lo que el cambio t:th la

Si g'(x) =senx+cosx , entonces g(x) =—-cosx +senx, por lo que g?(x)=1-sen 2x.

g'(x) dx
4-9%(x)

senx+Cosx

3+sen2x que, con g(x)=t y g'(x)dx =dt, se

Asi pues la integral I dx, se puede escribir como

Descomponiendo en fracciones simples:

transforma en J dt
4-t2°

1 A . B AR2-t)+B(2+t)
4-t27 24+t 2-t 4 —t2

se tiene que 1=A (2-t)+B (2+t) y haciendo t=2:>1:4B:>B:%y
1
t:—2:>1:4A:>A:Z

a1 1 1 |2+t
Luego JW_Z|n|2+t|_Zln|2_t|_Zln 2=

Sen X+ Ccos X 1, 2+senx—cosX
dx ==In

Asi pues | ————— _—
P 3+sen2x 4 2+c0osSX-senx

105. Halla I dx con un cambio de variable.

eX
B+e*We* -1

Si ex-1=12 y e*dx = 2tdt , se tiene que:

X

2+C

t
7 = arctg- = arctg

J‘ e dx = 2tdt ¢ 2dt _EJ-
(3+e)Ver-1 ~ J(E+ar Ja+tr 2 L
+

o
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N . 1 _In(x2+1)
106. Calcula una primitiva de la funcion f(x)=1—2 de modo que F(2)=I|rr(1)—.
_X X—> X

dx dx 1 1 1 1 1 1
F(x):jl_)(2 :I(l—x)(1+x) :E.[l—xdx +§Imdx =—§In|l—x|+iln|l+x|+c

2X

cIn(x®+1) . 272X ,
Como F(2) = leirg " = le_r]g 1= le_r]g N 0, queremos que:

F(2) = —%In|1— 2|+%In|1+ 2/+C =%In3+c =0=C= —%Ins.

Luego F(x) = %In|1— X| —%In|l+ X| —%In3

107. Si para calcular If(x)sen xdx , donde f es una cierta funcién derivable, se aplica integracién por partes, se

obtiene:
jf(x)sen xdx = —f(x)cos x +J3x2 cos xdx

Sabiendo que f(1) = 2, encuentra la expresion de f.

Si jf(x) sen xdx = —f(x)cos x +J.3x2 cosxdx se tiene que f'(x) =3x2, porlo que f(x)=x3+C.

Como f()=2=2=P+C=C =1, luego f(x)=x®+1.

108. En un examen se ha pedido a los estudiantes que resuelvan la integral IZsen X cos xdx .

. Gemalaresolvid con el cambio de variable u =senx .
Il. Fernando utiliz6 el cambio de variable u =cos x .
I1l. Ivan lo hizo usando la formula 2sen x cos x = sen2x .

Aunque los tres alumnos dieron respuestas distintas, sin embargo, el profesor les dijo que los tres la
habian hecho bien.

Encuentra las tres respuestas dadas y explica por qué todas eran correctas sin ser iguales.
Gema: u=senx = du =cosx dx = IZsenxcosx dx = I2u du=u2+C=sen’x+C
Fernando: u=cosx = du=-senx dx = '[Zsenxcosx dx = —'[Zu du=-u?+C=-cos?x+C
. 1
Ivan: 2senxcosx =sen2x = IZsenxcosx dx = fsen 2x dx = —ECOSZX +C

Las tres respuestas son correctas, pues difieren solo en una constante.

1 1
En efecto, sen?x =-cos?x+1, —ECOS2X = —c0s? x+§ .
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109. Un punto se mueve en linea recta con una velocidad dada por la formula v(t) =12t —5(m/s) .

Calcula el espacio recorrido, e(t), en cada instante t, sabiendo que e(0) = 10 m. ¢ Cuédl es la velocidad media
entret=0syt=2s? (Recuerda que la velocidad es la derivada del espacio respecto del tiempo).

Se sabe que e(t) = Iv(t)dt :J(12t —5)dt =6t2 -5t +C .

Como e(0) =10 = C =10entonces e(t) = 6t> -5t +10.

e(2)-e(0)

270 =7m/s.

La velocidad media es v, (0, 2) =

. o ~ 1
110. Se trasplanta un arbol y se observa que su tasa de crecimiento a los x afios es de 1—( 7 metros por
X +
afio. Si alos 5 afios media 5 m, ¢cuanto media al ser trasplantado?
. . L . 1 1
La tasa de crecimiento es la derivada de la funcion que mide la altura, luego C(x) = Jl—( 1)2 dx =x + x+1+C .
X+
1 1
Como 5:C(5):5+§+C =C = %
Luego C(x)—x+i—1:>C(0)—E Por tanto, al ser trasplantado media > m
g Xt XT16 G ! P e
X3
111. Calcula J.—zdx :
(x-1)
a) Por fracciones simples.
b) Mediante el cambio t =x-1.
x3 3x-2 3x-2 3 1

a)

m =X+2 +m y descomponiendo la fraccion se tiene que -1 X _1+ e
X3
_1)2

dx+j s dx:%x2+2xf%+3ln|xf]j+c.

Luego J-(x dX:I(X+2)dX+J(X1 =

_ 1)2

b) Sise hace el cambio t =x -1y dt =dx se tiene:

X3 o+ 3 1 1, v ) L
-[(x—l)z dx—j 2 dt—j(t+3+T+t—2jdt_§t +3t+3In]t T_f(x 12 +3(x —1)+3In|x -1 mﬂ;

Observa que %(x—l)2 +3(x—1):%xz—x+%+3x—3=%x2 +2x+C.
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112.

113.

114.

Encuentra en cada caso la funciéon y = f(x) tal que:
a) f'(x)=-3xf(x) y corta al eje Y en el punto de ordenada 1.

_x
f(Xx) + x3(x)
c) Su gréfica pasa por (0, 0) y f'(x) = x2f2(x)+x2 —f2(x)-1.

b) fi(x)= y f(0) = -1

a) Como f'(x)=-3xf(x), entonces —3x_];,((x)) (Inf(x)) Asi pues, J‘—3xdx=.|.(lnf(x))’dx y por tanto

7§x2+ ,Exz .
—%xz +C =Inf(x) . Se tiene entonces que f(x) = e[ 2 c] =e 2 .C' ycomo se sabe que f(0)=1 se tiene que

3.0
C’' =1. Luego la funcion buscada es f(x) =e 2"

'

=101 = 3{(F0)°)

X

, _ _ X
b) 100 = t507x7 00 ~ Fwas <)

y por tanto ———~

(1)

Asf pues X = %j((f(x))z) "dx = %In(1+ x?)+C = %(f(x))z

X
' .[(1+ X?) d
Luego puede ser f(x) = +/In(1+ x?)+C y como f(0) = — 1, entonces debe ser f(x) = —/In(1+x2)+1.

c) f/(x)=f2x)(x?-1)+x2-1=(f2(x)+1)(x>-1), luego (x*-1) = % = (arctg (f(x))),

Asi pues, I(xz ~Ndx = J(arctg (f(x))) dx y por tanto %x3 —x+C =arctg (f(x)) = f(x) = tg(%ﬁ —X +Cj
Como f(0)=0= C =0. Luego la funcién buscada es f(x)=tg ( 1 x3 - xj

Halla el polinomio de grado dos P(x) tal que P(0)=1, P'(0)=0 y I&dx sea una funcion racional.

1y

ax?+1
dx sea una funcion racional.

x3(x -1
Si se descompone el integrando en fracciones simples, se obtiene:
ax2+1 A B C D E ax?+1
WZY+F+F+ 1" w1 y para que jm
A=0yD =0 porlo que la descomposicién tomaria la forma:

ax?+1 B C E  B(x-12x+C(x-1?+Ex?

-1 X2 k=D X3(x 12

Se pide encontrar el polinomio P(x) =ax?+1, y tal que I

dx sea una funcién racional, deberia ocurrir que

Asf pues ax2+1=(B+E)x®+x2?(-2B+C)+x(B-2C)+C, con lo que, identificando coeficientes, se tiene que:
C=1,B-2C=0,2B+C=ay B+E=0,esdecir,C=1,B=2,a=-3, E=-2.

Por tanto, el polinomio pedido es P(x) = -3x2+1.

La aceleracion de un mévil con trayectoria rectilinea viene dada por la

gréfica siguiente: 10

Si se sabe que parat =0, su posicion era x(0)=0 y su velocidad inicial
también era v(0) =0, determina las ecuaciones que dan la aceleracion,

la velocidad y la posicion de dicho moévil para cualquier instante de
tiempo. Recuerda que la aceleraciéon es la derivada de la velocidad
respecto del tiempo.

a(ms2)

N B O

A la vista de la gréafica, se deduce la ecuacion de la aceleracién es a(t)=2t.De 0 1 2 3 4 510
este modo:

v(t):ja(t)dt:jzt dt =t?+C  Como v(0)=0=C =0 = v(t) =t

x(t):jv(t)dt:jtz dt =§+c Como x(0)=0=C =0 = x(t) = —
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PARA PROFUNDIZAR

242

115. Demuestra las siguientes férmulas de reduccién.

a)

b)

c)

Unidad 5] Primitiva de una funcién

1 n-1
Isen"x dx = —Fsen"*lx COoS X +TJ. sen"2x dx con n par mayor que 2.
Isen“ xdx = J-sen”’lx senxdx , que llamando f(x) =sen"*x y g'(x) =senx, resulta ser:

Isen“ xdx =—sen"1xcosx+(n —1).[ sen"2 x cos? xdx = —sen"txcosx+(n —l)j sen"2 x(1-sen? x)dx =

=—sen"txcosx+(n —1)j (sen"2 x —sen" x)dx
Asi pues, jsen"xdx =—sen"xcosx —(n —])Isen”*zxdx +(n —Djsen”x dx , es decir:

n n-1 n-2 n 1 n-1 n_l n-2
n|sen"xdx =—sen"'xcosx +(n-1)| sen"2xdx = | sen xdx:—ﬁsen XCOSX +—= | sen xdx .

1 n-1
Icos” x dx = Fcos“x senx JrTJ.cos"*2 x dx con n par mayor que 2.
De forma analoga resultaria la férmula pedida, pero podria ser mas comodo si se escribe:

jcos" xdx = J‘senn (E—x ] dx y, llamando T x=t y —-dx =dt, quedaria —Isen“t dt . Luego volviendo al

2 2
apartado a:
- —isen"’l X _x|cos| Z-x —n—_lj-sen"*2 I _x|dx =icos"’1x senXJrn—_lj'cos”’2 x dx
n 2 2 n 2 n n

Obsérvese que estas férmulas son vélidas aunque n no fuera par. La observacion de n par tiene sentido pues
si n fuera impar seria mucho mas cémodo hacer la integral directamente sin acudir a ninguna férmula de
reduccion.

1 X 2n-3 1

1
I(1+ x2)n dx = 2n -2 (1+x2)"1 "on2 1+ x2)nt dx

1 1 x?

Se tiene que A+ X2 @+ x2)" T (L+x2)

1 1 x?
or lo ueI dx:j dx—I dx.
P a 1+ x3)" 1+ x?)"? (1+x3)"

2

Para resolver J-X—de ,seaf(X)=x,9'(x) = 1
1+x°)"

1 2y1n
n:>g(X)=E(1+X) E

_x
1+x?)
1 1 1 X 1 1
[ _.[ EECIEA [2(1 n) @A) 2n-1) I @+ x?)rt dx]

De este modo:_[

1 1 X 1 1 1
I Ty X2 mey f x> o2 I Tixy >

_ 1 LN P 1 I 1 dx = -1 X +2n—3 1 dx
T2-2n (1+x2)t 2n-2 JJ @+x2)" 1" T 2-2n 1+ xA)" 2n-2) @+ xH)?
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116. Utilizando las formulas deducidas en los apartados a) y b) del ejercicio anterior, obtén:

1
a) Icos“ X dx = Zcos3 X Senx +%J.cos2 x dx

. 1 . L .
Finalmente, como cos? x = §(1+ cos2x) sustituyendo en la Ultima integral, se tiene que:

1 3 sen 2X
4 _ 3
jcos xdx——4cos xsenx+—8(x+ > j+C

b) Isene xdx = —%sen5 X COS X +%jsen4 xdx .
1 3
Ahora Jsen“ xdx = —ZsenS X COS X +Zj‘sen2 x dx
. 1 . L .
Finalmente, como sen?x = E(l—cos 2x), sustituyendo en la Gltima integral, se tiene que:

1 5( 1 31 sen2x
6 _ 5 _ 3 - .= - =
Isen xdx = —GSen xcosx+—6( 4sen xcos.x+4 Z(X 5 D

= L sens xcosx——-sen® xcos x + | x =381 2X | ¢
G 24 16 >
117. Obtén J‘e*xxs dx de dos formas diferentes:

a) Por partes, utilizando el método de la tabla.

b) Utilizando que J‘e*Xxs dx =e™>(a, +a,x +---+a;x%) =1(x) y obteniendo los coeficientes a, por derivacién.

a) ¢ g
x> e™
5x* -

20x3 e
60x° -

120x e
120 e

0 e™

J‘E’XXS dx = —x%™ —5x*e* —20x%e* —60x%e*-120xe™* —-120e™ +C =—e*(x° + 5x* + 20x® + 60x? +120x +120)+C

b) J-e’xxf’ dx = (g, +a, X +a,x* +a,x* +a,x* +a;x>)e™

Derivando:
e™x% = (a, +2a,X +3a,X* + 4a,X3 + 5a,x*)e™ —e*(a, + a,X + a,X? + a,x* +a,x* +a;x°) =
=ex%dx = —e™ (a;Xx® +(a, —5a5)x* + (8, —4a,)x* +(a, —3a,)x* +(a,— 2a,)x +a, —a,)

Asi pues, identificando coeficientes, se tiene que:

a, =-1 a, =-5, a, =20, a, = 60, a, =120, a, =120

j e x%dx == —e~*(X® + 5X* + +20x° + 60x? +120x +120) + C
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118.

119.

120.

Unidad 5] Primitiva de una funcién

Expresa como integrales de cocientes de polinomios las siguientes integrales.
\/— X+3 Xi_l
a) j +24 b) J'— VX-2 4y
x+J— , o [x-1
X?-2
X-2

8
a) Si x=t? y dx =12t"dt, se tiene jj:;f —12'['—tt12 Udt = 12_“t 1+t29t
o ox-1 . 6 6 6 6 2t6 1
b) b) Si > =tf, esdecir, x - 1= t°x - 2t = 2t° -1 =x(t° - 1) =>x= © y, de este modo, se tiene
5046 _1\_ at5(916 _ _@At5
entonces: dx = 12e(t 12 6t2 (2t -Y) dt= 66t 5 dt
(t°-1 t°-2
3' 2t6 +t2 t5
c) Por tanto, I j . dt, que es una integral cociente de polinomios.
-2,/2==

(2t6 ) _ot3 (t°-1?

Demuestra que las siguientes integrales se pueden reducir aintegrales de cocientes de polinomios.

a) [xyi-xax b)  [4x(1-xyex 0 [xia-xx

_ 3 _ 2 23 _ 3t3
a) Sil-x=t3® y —dx =3t4dt, se tiene jx Y1-xdx = .[(1 oy 3t3dt .

b) Haciendo x =t* y dx = 4t3dt, se tiene JW(l— x)%dx = Jt(l—t4)24t3dt .

w|

c) J‘x%(l— x)3dx :J.(l_TXjaxzdx pues 2—%:

5
Asi J‘x%(l—x)g dx=jx23/ 1_TX dx y haciendo 1_Tx:t3, es decir, 1—x=xt3:>1=x(t3+1):>x=ﬁ y

-3t? t?
———7 dt , se transformaria en SI—t
G G+ B+

————dt, que es un cociente de polinomios.

Sean p y g numeros racionales. Demuestra que Jx"(l—x)qu se puede poner como integral de un
cociente de polinomios si se cumple alguna de estas condiciones:

I. p es entero.

Il. g es entero.

Ill. py q son no enteros pero p+q si.

En el ejercicio anterior, se ha visto que pr(l— x)4dx con p y q racionales se podria poner como cociente de

1 5
polinomios, al menos en estos tres casos: p=-2,q=2,p+( =3t3= 2

En general, procediendo exactamente igual que antes, si peZ, qeZ 0 p+qeZ, laintegral dada se convierte
en cociente de polinomios:

. m
En a, si q=F,setoma 1-x=t".

. m . 1-x ) . m 1-x
Enc,sip = se toma x =t" en b se escribe x" (1 - x)q como (—j xP*a, ysiqg= —,setoma ——=t".
X n X

il
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121. El matematico ruso Tchebycheff (1821-1894) probd que las integrales pr(l—x)q dx solo son elementales

en los tres casos citados en el ejercicio anterior. Utiliza este resultado para demostrar estas afirmaciones:

a) J‘\ll— x3dx no es elemental.

1

b) j(l— x”)E dx con ny m enteros positivos es elemental siysolosimon=10m=n=2.

c) J‘x/senx dx no es elemental.

d) jsenpx cos x dx siendo p y q niUmeros racionales, solo es elemental cuando alguno de los dos es un entero

impar o cuando p+q es un entero par.

e)

e

f) Isenqx dx con q racional es elemental solo si q es entero.

dx con n entero positivo, es elemental solo sin =1, 2 0 4. Calcula la integral en los tres casos.

a) Bastaria ver que J'\/l— x3dx no responde a ninguno de los casos anteriores.

En efecto, haciendo x3 =t y 3x2dx =dt, se tiene J‘\/l—x3 dx :%Jl/l—t 3th2 es decir, %J‘t%(l—t)%dt en la

1
que p:—éeZ, q:EeZ y p+q:—%+—:—gez.

2

b) Haciendo x" =t y nx"dx =dt , se tiene j(l— x")rdx

Asi pues, sim o n =1, se esta en uno de los dos casos: a o b.

1 1-n

Sim=n=2, _+T:0 y se esta en el caso c.

m

. .1 . 1-n 1 1 . .
Sim=#1, n#1ni — ni —— son enteros y susuma — + — — 1 tampoco, si my n no son ambos igual a 2.
m n m n

1 j(l—t)%tl’T"dt .

I

c) Haciendo senx =/t y cosxdx = itdt , la integral dada se transforma en:

2Vt
1 1 i 1 L 1 1, . 11 3

4t-—-—dt:—jt‘f 1-t)2dt ynipnigsonenteros (p=——,0=——=),Ni p+gq=————=——.

jfzﬁmz()ypq (P=-7 A== niprq=—Z-5=—7
d) Escribiendo Isenpx cos xdx = jsenpx cos?tcosxdx y haciendo senx =+t y cosxdx :%dt
Como cos®!x =(1—sen2x)%1 se tiene J‘t%(l—t)%l- 1t =1Jt°74(1—t)q74dt
24t 2

Sip 0 q es un entero impar, pT—l 0 971 e entero.
Si p+Q es un entero par, resulta que p2—1 + 3 —1_p+a _ 1 seria entero.
Pero si ni p ni g es un entero impar, pT—l ni g-1 es entero y si p + g no es un entero par pJqu -1¢ Z.

Primitiva de una funcién] Unidad 5
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. . 1 1 -1 in 1 2 -1
e) Haciendo x" =t y nx"'dx =dt , se tiene FItF(lH) ftodt :ﬁjti’l(lﬂ) *dt

1
q= —5 noes entero.

Sin=102, %—l es entero. Sin=4, %—1—%e3 entero.

. 2 2 1 2 3 .
Sinzl 204, ﬁ—leZ y F—l—E_F—E gue es entero solamente sin = 4.

Si n = 1 haciendo 1+x=t2 y dx=2tdt, se

X
, €s J‘ﬁdx y
J‘tzT_lZIdt:ZJ‘(tz—l)dt:Z(—V(l;W—\/1+x]+c

. X . 11
Sin=2,es | ——dx y haciendo 1+x? =t y 2xdx =dt , se transforma en: = | —=dt =+t =+1+x? +C
.[~/1+ X2 y y 2 J Jt vt
Sin=4,es I X dx y haciendo x? =t y 2xdx =dt , se transforma en: lJ‘;dt
N 2J) J1+12
. 1 1 1 cosu
Poniendo ahora t =tgu y dt = 07U du , resulta Efmdu =5 | T-cer?s
y dy =cosudu.
. A B - .
Finalmente como, 1 > = + _ A y)+BZ(1+y)l de la igualdad 1=A (1-y)+B (1+y), se
1-y l+y 1-y 1-y
' L1 1 1 1+y 1 1+senu
obtiene A=B = 5 por lo que Il—yz dy = 2In Ty~ 2|n1—senu .
. . 1 2 1 1 t
Sit=tgu setiene que 1+t*= , COsS“u= ,senu= ,J1-—— = ——
J q cos?u 1-t? 1+t% 1412

1+t
2 N 2 2
Lrsenu 1et? _ VIHU AL (WHJ , por lo que Lpieseny =In(V1+t% +t)
l-senu 1___t \/1+t2 —t 2 1-senu

V1+t?

Asi pues,

J‘ﬁdx =%In(\/l+ x4 +x2)+C .

f) jsenqx dx

. -1
Poniendo Isenqx dx = jsen‘H senxdx = J.(senz X)7 senxdx .

Haciendo cosx =+t y —senxdx =idt , Se tiene Isenqx dx = —%J-(l—t)q% 73t

2t

1 1
du _Ej‘wdy con y =senu

246

Asi pues, como Jtp(l—t)q dt es elemental solo cuando p, g 0 p+Q son enteros, se tiene que esta integral

seria elemental solo si qT_l eZ o qT—l_% sea entero, es decir, q2—1 eZ o %e 7 ,es decir qeZ.

Nota: Obsérvese que, en cualquier caso, esta integral se reduce al apartado d, Jsenqx cosP xdx conp=0y alli se

vio que era elemental cuando alguno era entero impar, en este caso g, o cuando la suma era entero par, en este

caso ¢, es decir, Isenqx dx es elemental solosi qeZ.
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AUTOEVALUACION

Comprueba qué has aprendido

1. Calcular las primitivas de f(x) = podria no ser muy cémodo si lo intentas hacer directamente,

X
X —vx2-1

pero si racionalizas previamente te resultara muy fécil. Hazlo asi.

X X (x++/x2-1)
—Ix2-1 x2-x2-1

=X%2+XxJx2-1.

Racionalizando se tiene f(x) =

X —[x2 R Tdx = %X R Tdx = X+ 2 [(x2 1) X 1200 g o
Ix— x2—1dx_.[x dx+jx X 1dx—3+jx X 1dx—3+2I(x 1) 2 dx =+ 3(x 1)*+C=

=%(x3+M)+C

2. Si f:(0,+0) > R es la funcion f(x)=x(1-Inx), encuentra la primitiva de f cuya gréfica pasa por el punto
Al D).

2
Calculamos If(x) dx = X?—jxlnxdx .

2
Llamando u(x) = Inx y v'(x) = x , se tiene que jxlnxdx :%lenx— X?-%dx :%lenx—%x2

. _x* (1, x2) 3x* 1., . 1 ,(3
Asi que J.x(l—lnx)dx—?—[fx Inx—Tj—T—Ex Inx—ix i—lnx +C.

13
l—§-§+C =C=

1
Como la curva pedida pasa por (1, 1) resulta que 4 y la primitiva buscada es

1.,(3 1
g(x)7§x (E—Inx]+z.

3. Determina f(x) sabiendo que f'(x) =e* senx y que f (gj =1.

Para calcular Ie”sen x dx , se construye la tabla:

f g'
e senx
2e* —COSX
Le —senx

IeZX senxdx = -e? cosx + 2e%senx —4JeZX senxdx, por lo que 5J.e2x senxdx =e¥(-cosx + 2 senx)de donde
f(x)= jezx senx dx :%e“(—cosx+2 senx)+C

T

Como f(z

1 2
j—ge '2+C—13C—1—§e

Luego f(x)= %eZX(—cosx +2 sen x)+1—§e“
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4. Obtén j dx .

1
1+Vx +1

. . 1 2t dt 2
_t2 _ _ — 2t _
Poniendo x+1=t2 y dx = 2tdt, se tiene que J1+JX+1dx it J(Z 1+t]dt 2t 2In(1 +t).

Deshaciendo el cambio, nos lleva a

1
J-1+de 2Jx+1-2In(1+/x+1)+C

5. cCalcula j(xzmx ~xInx?)dx .

x2Inx —xInx2 = x2Inx — 2xInx = Inx(x? — 2x)

Escribiendo la tabla, se tiene que:

f g'

Inx X2 —2X
1 X3 )
X 3 X

x3 1( x® x3 x®  x?
2 _ —| I _y2 I I IR} - = _x2 R T,
Ilnx(x 2x)dx [3 X )Inx Jx( 3 X de (3 X ]Inx 9 + 5 +C

6. Determina la funcion f:(1+w) >R que verifica que f(2)=In4 y cuya derivada sea la funcién
x3-x-1

P =X XX

X3 —x

s oy X+1 X+1
Efectuando la division dada, tenemos que f'(x) = x B x? asi que f(x)_ 5 I 2x=1) dx .

X+1 A B C

Por el teorema de descomposicion en fracciones simples, — ——=—+—S+—
x3(x-1) x x* x-1

asi que
Ax(x-1)+B(x-1)+Cx? =x+1 y haciendo:

Xx=0=B=-1

Xx=1=C=2

X=-12A-2B+C=0=>A=-2

X+1 2 1
IXZ(X+D I dx+j—dx+dex——2 In|x|+;+2ln|x—:q
X2 1 xz 1 X
Luego f(x)=5-+2 In|x|—7—2In|x—]j+C =S5 - +2n—|+C
1 X 3
Como f(2)=In4, tenemos que In4 = 2—§+2In2+C =C _——y f(x)_——— +2In|—— 1" 2
- sen®x
7. Calculatodas las primitivas de f(X) = ———.
JJcos x
3 1-cos?x)senx . .
Sen X :I( ) dx . Poniendo cosx =t y —senxdx =dt, se tiene que:
Jcosx Jcosx

ol

—j (1:/;2) dt = Jt% dt —jt'% dt = %t _ot

. . sen® X
Deshaciendo el cambio nos lleva a dx = \/cos5 —24Jcosx +C.
JJcos x

il
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8. Observa estas dos integrales:

a)j 2X5dx:|n|x2—5|+c b)J'

2X
NC 5dx:ln(x2+5)+C

X2 +

¢Por qué en la primera integral es preciso tomar el valor absoluto y en la segunda no?

Porque x? -5 puede tomar valores negativos (por ejemplo si x =0) mientras que x2+5 es siempre positivo.

9. Calcula szezxdx .

Escribiendo la tabla:

f g'

X2 e
2x %e”
2 %ezx
0 %e”

J‘xze2x dx = %xze2X —%xe2x Jr%e2x +C

Relaciona y contesta

Elige la Unica respuesta correcta en cada caso

1. SiF(x)es laprimitivade f(x)= gue pasa por el origen, entonces:

1
A9 —4x?

3x

A. F(x)= %arcsen 5

2 b
B. F(EJ_E
C. F(x):arcsenz?X

D. FQ)= %arcsen%

w| N

1 1 1 1 2X
F(x) = f 79 —4x? dx :I \/9_(2)()2 dx —ijﬁdx = arcsen=—+C
3

VR

Como pasa por el origen, F0)=0=C=0
1 2
F@Q = Earcseng

La respuesta correcta es la D.
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2. Sea f una funcion derivable, definida en [1,+x)que cumple la condicién f(x)f'(x)=1, siendo f(8)=4.
Entonces:

A. (F(x))* +F(x) = 2x
B. f(2)=2

2
c. im™® o

x—o X

D. f(x) =X

Integrando por ambas partes If(x)f '(x)dx = I]dx se tiene que %(f(x))2 =x+C

Como f(8)=4=C =0y f(x)=+2x

La respuesta correcta es la B.

Sefiala, en cada caso, las respuestas correctas

3. Sea f(x) :Me I el intervalo (1,+o0):
2x2+x -3
1 1
A. Paratodo x el , f(x):—3+m.

X+5

B. La funcién F(x) = %In|2x +3|+2In|x -1 es primitiva de fen I.

C. Existe una primitiva F de fen | tal que F(2)=5.

D. Existe una primitiva F de f en | tal que F(2)==.

5(x +1) d 71_[ 5x+5 dx

z (x—l)(x+%)

— 7 dx=
2x2+x-3 2
Aplicando el teorema de descomposicion en fracciones simples:

3
—_— A B A(x+§j+8(xfl) _ .
= + = e igualando se tiene:

o] O g e

5X+5= A(x +%] +B(x-1) y haciendo:

le:lO:gA:A:4

3 5 5
X:—ED—EZ—gBszl

5x+1) 1
F(X) = J-mdx = 2|n|X—1|+§|n|2X+3|+C

La respuesta correcta es la B.
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4. Seaflafuncion definidaen R por laformula f(x) =1L2y F la primitiva de f tal que F(0)=0:
+ X
s
A. F(l)_Z'
B.SiG: (7%% — R con G(x) = F(tgx) , entonces G(X)G'(x) = X .

C. Sea H:(0,4%) > R con H(x)=F[LJ+F(

X+1

T
T 2) . Entonces H(0) = 7

D. Para todo x positivo, H'(x)=0.

F(x)= .[T1><2dx =arctgx +C. Como F(0) = 0 = F(x) = arctg x.

Si F(D) =% entonces F(1) =arctgl= x

IN

{G(x) = arctg(tgx)

G =1 = G(X)G'(x) =x

Las respuestas correctas son la Ay B.

5. Las funciones primitivas de f(x) =6senxcosx son:

A. F(x)=3sen’x+C C. F(x):—%co_¢,2x+c
B. F(x)=3cos?x+C D. F(x)=3cos2x +C

F(x) = J'Gsenxcos xdx = GJ'senxcosxdx =3sen?xdx +C

Aplicando la formula del angulo mitad sen% = i,[l_c% se llegaa F(x) = —%cos 2x+C.

Las respuestas correctas son la Ay la C.
Sefala el dato innecesario para contestar

6. Laaceleracion de cierta particula viene dada por la expresion 3—\: =a+bt +ccos(2nt). Se pide la velocidad,

v,ent =2y sedispone de los siguientes datos:

1. v(0) 2. v(—%} 3. v(—lj 4. v(-)

A. Puede eliminarse el dato 1.
B. Puede eliminarse el dato 2.
C. Puede eliminarse el dato 3.

D. Puede eliminarse el dato 4.

v(t) = at +1bt2 +2 sen2nt+C = v(0)=C
2 2n

Con v(—%) y v(-1) se pueden hallar a 'y b. Por tanto el dato innecesario es 2.
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6 Integral definida

EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Ejercicio resuelto.

2. Obtén, con el método visto, el area del trapecio limitado por larectay =2x + 1, el eje Xy las verticales x =0
y X =4, Calcula el area geométricamente y compara los resultados.

. . . : 1 .
Se divide el intervalo [0, 4] en 4n subintervalos, cada uno de longitud —. Se calcula la suma de las areas de los
n

rectangulos obtenidos tomando como base la longitud de cada subintervalo y como altura la ordenada del extremo

derecho.
- 2+4+6+---+2(4n-1)+8n
Sn:i{[2£+1j+(23+1}t...+(24n 1+1)+[24_n+1ﬂ_£{ +4+6++2( )+ +4n}—
n n n n n n
2+8n4n
2 2 2
2 zi{w+4n}:i{4n+16n +4n }:4n+50n _4+20n _4 o
n n n n n n n n n

Se toma, como area del recinto, el nimero A= |lim S, es decir, A= |im (—+ 20) =20 u®. Geométricamente, el

n—+o0 n—>+0\ N

trapecio tiene altura 4 y bases 1y 9. Su dreaes A= 97+1 4=20 U, que coincide con la obtenida con el método

anterior.

3. Obtén una férmula para 1®*+2%+...+n®, procediendo como el ejemplo y desarrollando las potencias
cuartas de (n+1).

=1
20 =(1+1)" =1+ 4.2 +6-2+4-1+1

(n+1)4:n4+4-n3+6-n2+4-n+1

Sumando los primeros miembros y los segundos miembros, se obtiene:

+2 4+ (n+1)° :(1"’+24 +~-~+n4)+4(13 +28 +---+n3)+6(12 + 22 +-~-+n2)+4(1+2+~--+n)+n+1
Luego (n +1)* =4(13 +28 +---+n3)+6(12 + 22 +---+n2)+4(1+2+~-~+n)+n+1

Se despeja la suma de los n primeros cubos y se aplican las férmulas ya conocidas:

Baaaps (Y 6@ +2% 4 4n?) 442+ 4m)-(n+D) _ (n+D)' -n(n+D@n+H-2An+Dn-(n+1)
4 4

(n+1)(n®+3n*+3n+1-2n*-n-2n-1) (n+1)(n®+n®) n’(n +1)°
4 - 4 4

Asipues, B +2%+...4+n% = =
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Usa el resultado del ejercicio anterior para calcular el area limitada por la grafica de Y| )
f (x) =x3+1, el eje Xy las rectas x =0y x = 1. Toma en cada subintervalo como C
el extremo derecho.

4

0| 1 X

- . , , 1 .
Se divide el intervalo [0,1] en n subintervalos, cada uno de longitud —. Se calcula la suma de las areas de los
n

rectangulos obtenidos tomando como base la longitud de cada subintervalo y como altura la ordenada del extremo
derecho.

r 3 3 3 3 3 3
Sn:i [EJ +1+[£j +1+...+(ﬂj +1}:i[n+1+2++n}
ni\n n n n n

Aplicando la férmula encontrada en el ejercicio anterior:

" n n® n " 4n 4n? 4 4n?

il 13+23+...+n3} 1[ nz(n+1)2} 1{4n2+n2+2n+1} 5n°+2n+1 5 2n+1
S, =—|n+———————|==|n+ s - = ==+
n

p . , . . . 5 2n+1) 5
El &rea del recinto es el nimero A= lim S, es decir, A= lim (—Jr J; jz TS
n—+w no+ol 4 4an 4

Ejercicio resuelto.
4 4
Seaf continaen [-1, 4] y g(x)=f(x)+2.Si j f (x)dx =5,ca|cuIaI g(t)dt.
-1 -1
4 4 4 4
J' g(t)dt:I (f(t)+2)dt=J. f(t)dt+J. 20t =5+ 2(4—(-1)=5+2-5=15
-1 -1 -1 -1

1 2 3
Si I f(x)dx =2 I f(x)dx=§yj f(x)dx =22 halla:
0 3 & 3 0 3

a) J.:f(x)dx b) Ilsf(x)dx c) J.Zsf(x)dx

2 1 2
a)jf:ff+jf=f+§=4
0 0 1 3 3
3 3 1
o [Cr-[r-[lr-dotT
1 0 0 3 3 3

3 3 2
o [fr-[lr-]r-1-8-2
2 1 1 3 3 3

8y9. Ejercicios resueltos.
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10. Para la funcion de la grafica, halla su valor medio y el valor ce[0,3] cuya Y

existencia asegura el teorema del valor medio. T

-

0 1

X

3
Se debe encontrar el valor f(c), siendo c el nimero del intervalo [0, 3], que cumpla I (§+1]dx =f(c)(3-0).
0

3

Como I

0 0

Entonces, f(c)(3-0) = % =f(c)= % es el valor medio de la funcion en dicho intervalo.

Por tanto, si f(c) = %+1: % , despejamos y concluimos que ¢ :% .

11. Halla el valor medio de las funciones g y h:

a) b) Y|
Y . h
PEER 1
o 1 X
0 1 X

9

3
(§+ljdx es el area de un trapecio de altura 3y bases 2 y 1, su valor es .[ (§+1jdx = %3 =3

5
a) Se debe encontrar el valor g(c), siendo c el nimero del intervalo [0,5] que cumpla j g(x)dx=g(c)(5-0).
0

Se calcula esta integral hallando el area de las tres regiones (un cuarto de circulo que esta por encima del eje

X; un tridangulo que esta por debajo del eje X; un tridngulo que esta por encima del eje X).
2

. , Y
El area del cuarto de circulo es

=7 . El area del triangulo que esta por debajo del eje X es 271 =1. Esto

4
indica que J. f(x)dx = -1, ya que al estar por debajo del eje X, la integral es el opuesto del area. El area del
2

triangulo que esta por encima del eje X es 171 = %

5 2 4 5
Contodoesto:j g(x)dx:j g(x)dx+I g(x)dx+j g(x)dx:n—1+1:n—1
0 0 2 4 2 2

Por tanto, g(c)(S—O):n—%:g(c):% es el valor medio de la funcion en dicho intervalo. Como

2n—-1

glc) = 10 =0,53, habrd dos valores de c: uno en la circunferencia x2+(g(x))2:22, es decir,

2
c2+(2251) =4, de donde sacamos que ¢ =193.Y el otro en la recta y =x -4, es decir, g(c)=c-4,

0,53=c—-4, c =4,53. Asi pues, hay dos valoresde c: ¢ =193 y ¢ =4,53.

b) El recinto limitado por la funcién h y el eje X en [O, g} se descompone en tres partes:

3 3
1+— 1 5 1+— 5
e Dos trapecios, uno de area S, = 2.2-2 yotro de 4rea S, = 2.1=2
2 2 8 4
L (1Y 8-n
e Un cuadrado menos un semicirculo: S, = 1—5 5) =78
5 3 3 5 5 8.7 5 23
Con todo esto J Zh(x)dx :I 2h(x)dx+."12 h(x)dx+J‘32 h(x)dx =2+ 2% 2 2277
0 0 : 3 8 4 8
Por tanto, h(c)(g—o): 23-n =h(c)= 23-n =0,99. Hay dos valores de ¢ en la circunferencia

correspondena ¢, =05 y c, =15.
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12. Calcula las siguientes integrales definidas.

1 4
a) I x(xz—l)dx c) J. Jx dx

-1 0
b) J.fcostdt d) J‘nsen(2xfl)dx

— 0

1
x2 1)
a) j x —1 = lu _1o-Lo-o (observa que la funcién f(x):x(xz—l):x3—x es una
2 2 4 4

-1
funcién impar y como el intervalo de definicién esta centrado en el origen, la integral ha de ser cero).

T TC_\/g_\/E

b) I costdt =[sent]® =sen— —sen— =
2 3 4 2

4
c) JA«/;dx_[z XS] _16
0 3 . 3

IS

d) jonsen(ZX—l)dx :{— > =- + =0

cos(2x-1)|°  cos(2n-1) cos(0-1)
, 2 2

13. Determina el valor de estas integrales.

13 e? Inx
a dx J.
) J:1X2+1 ©)

2 L3
b) I e *dx d) J“‘tgxdx
-2 0

1 3 3
a) le dx = [3arctgx] 3[%—(—%}}:%

b) Jizze’X dx = [—e’x ]Z =-e?- (—e’(’z)) =e? —iz

e? 2 2)? 2
0 J- |n_xd _{In;)} =(Inez) _(In;:) 22_%22

N

d JZ _I- G- Y2 __ __ 1 _1
) Otgxdx [ In(|cosx|)]61 In > Inv2 +1n2 2In2+|n2 2In2
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14. Ejercicio resuelto.

15. Calculalas derivadas de las siguientes funciones con estos métodos:
1. Calculando laintegral y derivando.

2. Aplicando el teorema fundamental del calculo.

a) g(x):IXOtht b) g(x):thgtdt c) g(x)zraeada

0 X
: . _ _ _ 27X 2 , _
a) Integral y derivando: g(x)_'[X 2tdt _—L 2tdt _—[t ]O =-x*=9'(x)=-2x

0 X
Teorema fundamental del célculo: g(x) = I 2tdt = —J. 2tdt = g'(x)=-2x
X o]

_ (=senx) i
COS X

b) Integral y derivando: g(x)= I tgtdt = [—In(cost)]: = g(x)=-In(cosx) = g'(x) = gX
0

Teorema fundamental del célculo: g(x) :I tgtdt = g'(x) =tgx
0
c) Integral y derivando:

g(x) =J-eaeada= —Ixaeada: g(x) - le*a-D] =—e*(x-D+e° (e~ = g'(x) = —xe*

e

e X
Teorema fundamental del calculo: g(x) = J. ae®da= —J. ae® = g'(x) =-xe*
X e

16. Hallalas derivadas de las siguientes funciones.

3 2
X X7 +X 2

a) g(x):j ,sen2tdt b) g(x):j e™ dt

—X

x3
a) f(x)= {—cc;s Ztl - %(—cos(2x3) + cos(—2x2)) , su derivada es: f'(x) = 3x’sen(2x? ) + 2xsen(-2x?)

También se puede calcular observando que g (t) =sen2t es continua y por ello:
f(x)=[G (t)]i2 =G (x3) —G(—xz) , donde G'(t)=sen2t

Por tanto, f'(x) =G'(x®)3x® - G'(-x?)(-2x) = 3x’sen(2x°) + 2xsen(-2x?)

X2+X

Loy (Xz + x) -H(3x-2),con H'(x) = e , por tanto:

b) La funcién h(t):e’12 es continua = g(x) =[H(t)]

9'(x) = (2x + H"(x? + x) - 3H"(3x - 2) = (2x + 1)3*(*”)2 e3P

17. Ejercicio interactivo.

18 a 20. Ejercicios resueltos.

256 Unidad 6] Integral definida



SOLUCIONARIO

21.

22.

23.

24.

Calcula el area de laregion limitada por la graficade y = I X elejeXylasrectasx=1y x=2.
+

x?'
La funcion es positiva en [12] = A= j "X = 1[In(1+ xzﬂ2 = 1(In5 -In2) v’
11+ x° 2 102

Calcula el area de la region finita limitada por el eje horizontal y la graficade y = x* —2x — 3.

La funcién es una parabola concava hacia arriba que corta al eje X en los puntos de abscisas -1y 3.

3 3 ? 2) 32
La regién queda por debajo del eje X = A= —J- (x2 -2 — S)dx = {X? -x% - 3x} = —[—3?] = % u?.
1
1

Dibuja el recinto encerrado entre las gréficas de las funciones y = x> —6x ey =3x y calcula su area.

La grafica de f(x)=x*-6x =x(x-6) es una parabola concava hacia arriba que corta al eje X ||| Y |
en los puntos A(0,0) y B(6,0). La grafica de y = 3x es una recta creciente que pasa por el \ f
origen. Los puntos de corte entre ambas graficas se encuentran resolviendo la ecuacion /

x? —6x = 3x , es decir, son los puntos A(0,0) y C(9,27).

n—"

El recinto esta limitado superiormente por la recta e inferiormente por la pardbola y su area es: /

9 9 3 2P y X
A :J‘ [3x - (x* ~ 6x) ] dx :I (- +ox)dx=| -2 201 28 10150 2 \

0 0 3 2 o 2

Calcula el drea de laregion limitada por estas cuatro curvas: y=x+5,y =2,y =-1, y2 =X

La gréfica de la curva y2 =X, que no es una funcidn, se puede obtener dibujando estas dos graficas:
y =x y=-x

Por tanto, la regién es la que se muestra.

Los vértices de la region son los puntos de interseccion de las curvas Y
gue se cortan: y=x+5 _ld
B c_l +—
A(-6,-1) B(-3,2) V=2 ) —
C(4,2) D(1-1) :
’ 01 X
La regi6n que esta a la izquierda del eje Y es un trapecio de altura3 | A | y=r1 D T
y bases 6y 3. I —
y=-1x
Suédreaes A, = 6+3 -3:2—27 ul
Otra region esté limitada superiormente por y = 2 e inferiormente por y = Jx , Su &rea la da la integral:
4 4
A, =J. (2—&)dx:[2x—g\/2x3} _g_16_8
0 3 0 3 3
La otra regién esta limitada superiormente por y = —/x e inferiormente por y = -1, su area:
1 1 1
A :'[ (—/x = (~1))dx :J @-+/x)dx :[x—gvz xﬂ I SA=A+A +A _2r 8,1 3 p
0 0 3 o 3 2 3 3 2
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25.

26.

27.

Se considera el recinto del plano limitado por la curvay =—x%+2x y por lacurvay = x? = 10x.

a) Dibuja el recinto. b) Calcula el area del recinto.

a) Lafuncion y = —x2 +2x es una parabola concava hacia abajo que corta al eje X [
en los puntos A(0,0) y C(2,0). A(0,0)

[$)]

La funcién y = x? —10x es una parabola céncava hacia arriba que corta al eje X / I\ 1\ /
en los puntos A(0,0) y D(10,0).

y=X 10x
Los puntos de corte entre ambas se encuentran resolviendo el sistema formado / B(6,=24)
por sus expresiones y son A(0,0) y B(6,-24). y =+ 2x
b) El area del recinto es:
6 6 2x° ° 2
A:J [—x2+2x—(x2—10x)de=J (—2x2+12x)dx= - sex?| =72 WA
0 0 3 0

Dada la funcion f(x)= 3+2x2-x*, hallalos puntos de corte con el eje X y calcula el area de la regién del
plano encerrada entre esa curvay el eje X.

Los puntos de corte con el eje X se encuentran resolviendo la ecuacion Y

bicuadrada 3+ 2x? - x* =0 y obtenemos Gnicamente dos puntos:

A(—\/§,O) y B(\/§,O) . Como la funcién es pary lim f(x)=-o,

X—>+0

B(0,+3)

ya podemos realizar un esbozo de la gréafica y la regién de la que se habla.

c—i —
|

Como la funcién es par el area pedida sera:

5 5

5
2% xsr 323

\/5 2
A=2J' (3+2x2—x4)dx:2 3X+T__ =222 21109 u%
0

Calcula el &rea de laregién encerrada entre las gréficas de f (x)=2x —x* y g(x)=x? —g.

Primero hay que calcular los puntos de corte de ambas funciones: \ M EIE /
x2—§=2x—x2:>4x2—4x—3=0:>x=—1,x=g \ NRLEY

2 2 2 T, {

s A\ /

La region esta limitada entre dos curvas: f(x)=2x-x> por arriba y g(x)=x? ) / 1 \ X
por debajo; asi pues, el area pedida es: Yy /

: : : /S

3 3 3 3 ;
A:J-2 2x — X2 —(xz —gj dx :IZ (—ZXZ +2x+§)dx ={—2L+x2 +3—X} e

_% 2 _% 2 3 2 ,% 3

28y 29. Ejercicios resueltos.
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30.

31.

32. Sobre una particula a x metros del origen, actta una fuerza F(x) =3x2 +2x (N). ¢Qué trabajo realiza F al

33.

. ) e* +e™
Halla la longitud de la catenaria y = — entrex=-1yx=1.

, e —e 1 o2 14 +e® +e2* -2 1 1\/7,
f (x):T: L%’:IO’,:HF (x)] dx:joqffdx:gj.o e +e® +2dx =
1 1
:lj ,[(ex+e”‘)2dx=1j (e"+e’x)dx:1[ex—e’x]l=1(e—lj u.
2Jo 2Jo 2 o 2 e

L 1
Por ser una funcién par L', =2L; =e —=.
e

Calcula la longitud de la llamada pardbola semicubica (aunque no lo es su grafica se parece a una

3
parabola) y =x2 entrex=0y x =4.

3 1

La derivada de la funcién f(x)=x2 es f'(x) = %xz .
La longitud pedida es:

2 4

1 3
4 4 2 4 4 >
LéZI VI+[F(x) zdx:j 14 22 dx:I ,}1+9—de:ij- 24}1+9—de:i E(Hg—sz =9,07 u.
0 0 2 0 4 9Jo 4 4 93 4

5
moverla desde x =1 hasta x =5 m? (El trabajo se calculacomo W =I Fdx).
1

5 5 .
W=I F(X)dX:J. (3x2+2x)dx:[x3+x2J —148 J
1 1 1

* Halla el volumen del sélido que se forma al girar la region bajo la graficade y =1+cosx en [0,2x].
2n 2n
\Y :I n(1+cosx)? dx = n_[ (1+ cosx)? dx
0 0 v
J(1+cosx)2 dx =J1+ 2cosx +cos? xdx = x+23enx+jcoszx dx RN <
I N //
y, por partes: o 1 X
f(x)=cosx f'(x)=-senxdx
g'(x) = cosxdx g(x)=senx

jcosz x dx :senxcosx+Isen2xdx =SenXCOSX+I(1—COSZ x) dx = senxcosx+x—jcoszx dx

X +Senxcosx 4

Despejando se obtiene: Icosz X dx = >

C

2n 2n

X +Senxcos x
Portanto, V = | (1+cosx)®dx = n[x +2senx +—J =3 u®
0

2 0

'w Integral definida | Unidad 6
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34. Lapoblacién de Circulandia, una tipica ciudad, decrece conforme nos alejamos de su centro. En efecto, su
densidad de poblacién es 10 000(3-r) habitantes/km” siendo r la distancia al centro en km.

a) ¢Cuél es el radio de la zona habitada de la ciudad?

b) ¢Cuél es la poblacion de la ciudad?

a) Como la densidad en los confines de la ciudad es 0, entonces 10 000(3-r) =0, es decir, r = 3 km.

N 3
b) P= Ilim ZaniArf(ci)=I 27tr10 000(3 —r)dr . Se calcula esta integral:
n—+wo = 0

3 3 2 373
j' 27r10 000(3 - r)dr = 20 000% I @3r —r2)dr =20 ooof{%—%} =90 000x = 282 743 habitantes.
0 0
0

35. Ejercicio interactivo.

36 a44. Ejercicios resueltos.
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EJERCICIOS

Area bajo una curva

45. Halla el area de la region sombreada utilizando los diferentes métodos propuestos en los distintos

apartados. Comprueba que siempre obtienes el mismo resultado.

a)

b)
c)

d)

a)

b)

c)

d)

Y

—

Dividiendo el intervalo [2,3] en n subintervalos de longitud —, tomando como altura de cada rectangulo la
n

ordenada de su extremo derecho y calculando, finalmente, el limite de la suma de las &reas de los rectangulos

cuando N — +o0.

Procediendo como en a, pero tomando como altura de cada rectangulo la ordenada de su extremo izquierdo.

Hallando una primitiva F de la funcion cuya grafica es la recta oblicua que limita la regién y hallando

F(3)-F(2).

Utilizando la formula que nos da el area de un trapecio.

La ecuacion de la recta que limita superiormente el trapecio esy = x + 1.

2 2
S, :1[2+£+1+2+3+1+...+2+£+1}:E[Sn +l+2+—+nJ:i2{3n2+1-;n n}:i{w}:

n n n n n n n n? 2

1|7n%+n| 7n+1 7,1
2 2n 2 n’

. . 7 1 7
El area del recinto es: A= lim S, = lim [—+—J:E u.

nN—-+0 ns+o\ 2 N

Sn=1[2+1+2+£+1+...+2+n—_1+1}=1[3n+M}=%[3nz+w(n—1)}=
n n n n n n 2
2 a2 2 B
_Lfen’+nfon] 1i7nion| -1 7 1 A jms = fim (Z_LJZZ o2
n? 2 n?| 2 2n 2 2n nowe 1 onowe(22n) 2

x? 3? 2 9 7 5
Una primitiva de y = x + 1 es F(x):7+x:> A=F(3)-F(2)=—+3-|—+2|==-1=—u

La region sombreada es un trapecio de altura 1y bases 4y 3. Su areaes A= 4+3 4.

'w Integral definida | Unidad 6
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46. Calcula el area limitada por lacurva y = x2+1, el eje horizontal y las rectas verticales x=-2y x = 2.

\L Y] =@t

0| 1 X
Se divide el intervalo [—2, 2] en 4n subintervalos, cada uno de longitud i

Se calcula la suma de las areas de los rectangulos obtenidos tomando como base la longitud de cada subintervalo
y como altura la ordenada del extremo derecho.

2 2 2
Sn:l[[—h—ij +l+(—2+£} +1+...+[—2+4—nj +1}:
n n n

n
2 2 2
:i{4+(1) —i+1+4+(£j —§+1+-~-+4+(4—nj —J'G—n-rl}:
n n n n n n n
1 +22+--(4ny
:£[20n+ : (4n)” 4+8+--+16n
n n n
Aplicando las férmulas ya conocidas:
4n(4n+1)(8n+1) 2n(4+16n 2(4n+1)(8n+1
Sn=1{20n+ ( )2( ) _2n( )}=1{20n+w—8(1+4n)}=
n 6n n n 3n
1 2 28n?+2 28 2
=——|60n“ +2(4n +1)(8n +1)-24n(1+4n)|=———=—
S [60n7 +2(4n +1)(8n +1) - 24n (L4 an) | = TS = T
. . 2 2 2
El area del recinto es: A= Ilim S, = lim (—8 —2]=—8 u?
n—>+o no+o\ 3 3n 3

(Como la funcién y =x?>+1 es simétrica respecto del eje Y y el intervalo [—2,2] esta centrado en el cero,
podriamos haber calculado el area entre 0 y 2 y luego hallar su doble).

47. Determina el area de la region limitada por la funcién f(x)= x3, el eje X y las rectas verticales x =0y x = 1.

2
., n(n+1
Paraello, usalaexpresion ® +2° +...+n% = [%} .

Se divide el intervalo [0,1] en n subintervalos, cada uno de longitud i.

y como altura la ordenada del extremo derecho.

2 2
n®(n+1)
1{(1)3 (2)3 (nﬂ 1{13+23+---+n3} 1174 | n*+2n®+n?
Sy =—||=| +|—=| +..+| =] |=— 3 =— =
n n n n n n

Se calcula la suma de las areas de los rectangulos obtenidos tomando como base la longitud de cada subintervalo

n® 4n*

1 2 1
4 4n  4n?
Y /

-2y
4 4n  4n?

4
1

. . 1 2 1 1
El area del recintoes: A= lim S, = lim ( j—z u?

nN—>+0o n—>+0
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Integral definida. Propiedades

48. Esbozala gréficade f (x) = e en [LZ] y divide este intervalo en 5 subintervalos para probar que:
X

1 1 1 1 1 21 1 1 1 1 1
02| —+—+—+—+— <I —dX<02| =+ —+—+—+—
12 14 16 18 2 1 X 1 12 14 16 18

Y

1
Observando el dibujo se aprecia que el area bajo la curva es mayor F<
que la suma de las areas de los rectangulos inferiores y menor —
gue la suma de las areas de los rectdngulos superiores.

o’ 2 X

Teorema del valor medio. Regla de Barrow

49. Comprueba si se cumplen las condiciones para aplicar el teorema del valor medio a la funcién
2 . . . . . . .
f(x)=(x—-2)" en el intervalo [0,2]. Si es asi calcula el valor medio de f en dicho intervalo y la abscisa del
punto en el que se alcanza dicho valor.

Como f es una funcién polindmica, entonces es continua en R, en particular, en [0,2] . Aplicando el teorema del

2
valor medio, se busca ¢ €[0,2] tal que I (x-2)%dx =f(c)(2-0).
0

2 4 23 2.3

2 o2 P
J‘(xz)zdx:{Ml :g,portanto,ng(c)z:f(c):%:(c—z) :§:>c:2+ 3 ’sz_T’

0 3

pero solo la segunda pertenece al intervalo [0,2] .

50. Calcula una aproximacion por exceso y otra por defecto de In 2 utilizando una particién en cinco

2
subintervalos para calcular laintegral definida d_x
1 X
Por defecto: Se toman 5 rectangulos de base 0,2 y altura el extremo derecho.
Por exceso: Se toman 5 rectangulos de base 0,2 y altura el extremo izquierdo.
2
012(i+i+i+i+ij<j idx <0’2[}+i+i+i+ij
12 14 16 18 2 1 X 1 12 14 16 18

2
idx =In2-In1=In2<0,7456.
X

Operando: 0,6456 <'[
1

Por tanto, 0,645 6 <In 2 < 0,745 6.

S
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51.

52.

La siguiente region esta limitada superiormente por la grafica de la funcion y = e*.

Y

T~
~—

4

0| 1 X

Halla la altura que debe tener un rectangulo de base 2 para que su area sea igual a la de la regién

sombreada.

Zede:[eXJz =e?-1.

El area de la region sombreada es I
0

El teorema del valor medio nos asegura que existe un nimero c del intervalo [0,2] que cumple

j;ex dx =1 (c)(2-0).

e?-1
T

Asi pues, e -1=f(c)2=f(c)=

. -1 . . . L
Por tanto, el rectangulo de base 2 y altura tiene igual area que el de la region.

Determina el valor de las siguientes integrales definidas.

1 0 1
a) I (x3 —2x%+ 5)dx d) I 2% dx 9) J' _dx
-3 -2 114X
b) J. 2ﬂcos,(3x ~2)dx e) j X g h) J‘ 7 senx
o 03x%+1 0 cos? x

c) J‘gsen(ZX—l)dx f) J‘\/i i) Izzxe*XZdX
o 1-x -

4

1
! x* 2x® 56
a x*—2x* +5)dx =| — - ——+5x| =-— I
) J-_S( ) { 7 3 }_3 3 \/ﬁ = [arcsenx]; =

n _ n 1
b) J cos(3x—-2) dx = sen(3x-2) =0 9) J >dx = [5arctgx]1 -5 _-785
—n 3 . 114 X -1 2
3 _cos(2x-1) T x 3
o J.zsen(ZX—l)dX={M} 054 n [52onx dx:[ 1 T:ﬁ‘l
-n 2 . 0 COS” X COSX |y
0 2 3 2 e e |
d) J 2% dx = ——2108 ) J xe X dx =| - =0
-2 In2|, 1Inl6 2 2 )
o) J‘3 X gy In(3x? +1) 3_In28~056
03x?+1 6 , 6
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53. Calculalas siguientes integrales definidas.

1 1 1

a) I xarctg x dx d) I xe*dx 9) J. 2x+1 ——dx ) I X dx
0 1 x +x+1 Iy1+x*
n 1445 3

b) j x*senx dx e) I ;(+1 dx h) _[ dx
-n 142 X° - 2X 0 1+2e*
2 dx 1(2x—1)2 . 1 x

c f I ————dx i J dx

) .[1 X2 + 2% ) 0 4x%+1 ) 0l+x*

1 x?

a) J.xarctgxdx. Integracion por partes: f(x)=arctgx, dg(x)=x, df(x):1 >
+X

2 2 2 2
Ixarctgxdx:arctgxx——j 1 X—dx:arctgxx——1 x—J. dx arctgxx——1x+1arctgx+0:>
2 1+x? 2 2 2

1+x2 2 2 2

1 x2 x 1 e
= I xarctgxdx = | —arctgx — — + —arctgx | =——-—
0 2 2 2 , 4 2

b) szsenxdx. Integracién por partes: f(x)=x>, dg(x)=senx, df(x)=2x, g(x)=-cosx, por lo que

szsenxdx:—xz Cosx+I2xcosxdx. Para obtener ahora IZxcosxdx, se procede de la misma forma:

f(x)=2x, dg(x)=cosx, df (x)=2 g(x)=senx, Por tanto:
J.xzsenxdx=—xzcosx-r[szenx—J-Zsenxdx}=—x2 COSX + 2Xsenx + 2cosx +C.

T 7[
I x2sen xdx = [—xz COSX + 2XSen X + 2C0S x] =0.
-7

—T

1 1
dx 2 2 J‘ 1 2 1 (3]
C =||= dx =—(I | 2 C ==|Inx -1 2 ==In| =
) .[x2+2x .[ x "xx2 |7 (nx n(x+2)+c= 1 %% +2x z[nx n(x+2)]; 2"\ 2

d) jxexdx. Integracion ~ por  partes:  f(x)=x, dg(x)=e*, df(x)=1, g(x)=e

1
Ixexdx = xe* —Iexdx =xe* -e*+C =(x-1)e* +C. Por tanto, I xe* dx :[(x —1)ex]11 _2
-1 1 e
“1/2  3/2 1 3 1y 41 1 3 w5
e) J( +—]dx=——In|x|+—|n|x—2|+C: dx:[——ln|x|+—|n|x—2|} =149
X  x=2 2 2 12 X% —2x 2 2 vz

2
f) dex=j[l— 4x )dx:x—il (4x +1)+C:>I 2X—l)dx=[x—%ln(4x2+l)} =1-—

4x% +1 4x% +1 0o 4x% +1 o

2 2
9) J 2x+1 2dXz[— 5 1 } :—1+1:E
0(x2+x+1) 7 7

o 1+2e* 0 1+2e

h) J'S L dx:_[s(l Zexxjdx{x|n(1+e*)]zzo,38

i 1 X 1 1
) J.1+x 2.[1+ :Earctg(x2)+cj oI dX:g[arctg(xz)L:g

=——In(| x*+1-x |)+C:>I

11+ x*

-1

J.\/ljx“ dx:-[\/1+z(X2)

S
'w Integral definida | Unidad 6

g(x)= - Por tanto,

dx =[—%In(| x4 +l—x2|)}1 =0.
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54.

55.

s dx

> - Lailatrabajo asi:

Un profesor apresurado pidié a sus alumnos que calcularan la integral definida j

-3 X
2d_x_[_1T __l_[_i)__i
-3 x2 xls 2 -3 6

Y después razon6: “estoy segura de que hay algo mal porque sé que la funcion f(x) -1
X

> €s positiva en

- . : 2 dx . . .
todo su dominio y por tanto, laintegral pedida, j — , ho puede ser negativa”. (Donde esta el error?
-3 X

La funcién f(x)= 1

> ho esta definida para x = 0, por lo que no es continua en el intervalo (-3,2), asi, que no
X

2
existe la integral definida J izdx .
-3 X
Sabiendo que 2 = 1,1487; puedes encontrar otra aproximacion de In 2 haciendo una particién en cinco

1
subintervalos para calcular I 2%dx .
0

[n(Q/E—l)]:InZ.

Utiliza la integral anterior y laregla de Barrow para demostrar que lim
n—+w

Se divide el intervalo [0,1] en 5 subintervalos, cada uno de longitud % .

1 2 3 4 5
Ss :%{25 +25 425 425 +25} :%[11487+114872 +11487° +1,1487* +J,14875] =1545

1 7
Por otra parte, I 2%dx = > =—=-—"—"=1545=1In2=0,64724
0 n

0 In2 In2

Analogamente, se divide el intervalo [O,l] en n subintervalos, cada uno de longitud: 1
n

1 1 1
12 n 12 on_on | on 0

Snzi{zn+2n+...+2+1{2n+2n+...++1 22n-2 | 2 1 ZEW ]

n n n 1 n| 1 n{v2-1

2n -1 2n -1
1 0 lim 2
lim S, :I 2%dx = —L = lim ﬁ( 1 J: N> = 1 L o im n(¥2-1)=mn2
n—+0 0 In2 no+o N Q/E_]_ lim n(Q/E_]_) lim n({‘/z_l) In2 N—>+0
n—+0o n— -+
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Teorema fundamental del calculo

56.

57.

58.

Calcula la derivada de las siguientes funciones.

X sent cosx (t

a) f(x):L St c) f(x):L T
x? x2+1

b) 1(x)= % d) f(x):J'X e dt

. n . . . . .
a) La integral J‘%tdt no es elemental, asi que no se puede calcular dicha integral para después derivarla, pero

g(t)= setnt es continua para t > 0 y el teorema fundamental del célculo nos asegura que la derivada de
X sent senx
f(x =I ——dt es f'(x)= .
(x)=[ = (x)=%
dt 1 e 1 1 Inx 1
b) f(x)= —=Z[Int]* ==(Inx®-Inx)==(2Inx —Inx)=—=, su derivada es f'(x)=—.
) ()= =50t =2 )=5( )= (x) =2,
cosx dt cos x : —senx
c) f =J- — =|(Int =In(co , su derivada f'(x) = =—tgXx.
) 100=] =[] =In(cosx) (x) =% = —1g
d) Laintegral Ie‘tzdt no es elemental, asi que no se puede emplear el método de los dos apartados anteriores.
2
La funcion g(t)=e™ es continua, asi pues, f(x)=[G(t)]" " =G(x* +1)-G(x), siendo G'(x) e, por
—(x2+1)2 2
tanto: f'(x):G‘(x2+1)2x—G'(x)=2xe —e*

1

1+h
I Vx? +8dx

Calcula lim
h—0

Si se llama f(x)=vx*+8 'y F(x) a una primtiva suya, F'(x)=f(x), entonces,
F(1+h)-F(h)

1+h
I Vx? + 8dx
lim =L = lim . =F'()=f(1)=v1*+8=3.

h—0 h h—0

X
Halla los puntos de inflexién de la funcién g(x) =I e dt.
0

X
Por el teorema fundamental del célculo se sabe que la derivada de g(x) :J. edt es g'(x)= e y la segunda
0

derivada es g"(x)= —2xe™, que se anula six =0,

Ademas, la segunda derivada es positiva a la izquierda de x = 0 (g es concava hacia arriba) y es negativa a la
derecha de x = 0 (g es concava hacia abajo).

Asi pues en x = 0 se produce un cambio de curvatura, por tanto, el punto A(0,g(0))=A(0,0) es un punto de

inflexion de g (x) .

S
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X
59. Calculaladerivadade la funcién f(x)=‘[ cost?dt .
0

Por el teorema fundamental del calculo se sabe que f'(x) = cosx®.

60. Hallala derivada de estas funciones.

a) f(x):thzdt c) f(x):J.Stzdt

X

b) f(x)=re”tzdt d) f(x):J.l:x 2t

X

a) Por el teorema fundamental del calculo se sabe que f'(x) =x%.

senx 3 senx 3
b) f(x)= t2dt=| T =N X _9. suderivada es f'(x)=sen’x.
3 3], 3

3 X
c) Por las propiedades de la integral definida se sabe que f(x)= j t?dt = —j t*dt . Por tanto, f'(x)=-x2.
X 3

3

1 a1 (14x%) o 3(1+x3) 3x%  gys
d) f(x)= T egro| L :( ) —X—:f'(x):g—&:sz(h—x?’)z—2x5.
2 3 3 3 3

61. Calculaladerivada de estas funciones.

) f jx L ) f J‘Sénx LI
a X)=| —— c X) = _
N ey S R Ty
b) f 1 g - [ — 1o
X)=| ———dt X :I _
() J.x In(t2+1) K2 In(t2+1)
La integral J.;dt no es elemental pero si se sabe que la funcion g(t):; es continua.
In(t2 +1) In(t2 +1)
a) Por el teorema fundamental del calculo se sabe que f (x) =
In(x2+1)
3 1 X 1 1
b) f(x :j —dt:—j ———dt, asi pues, f'(x)=——F—.
R P e i P (e AL ey
senx . 1
c) f(x)=|G(t =G(senx)-G(3),siendo G'(t)=———.
) 1(x)=[6(1)]3" =6(senx)-G(3) O35y
Por tanto: f'(x)=G'(senx)cosx - oosx
In(sen2x+1)
d) f(x):[G(t)];X3 =G(1+x*)-G(x?), siendo
1 3x2 2x
G'(t)=———=f'(x)=G"(1+x%)3x* -G'(x?)2x = -
In(t* +1) ( ) (%) In((1+x3)2+1) In(x* +1)
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62.

63.

64.

65.

2

X
Sea F(x)=I Intdt con x >1.
1

a) Calcula F'(e).

b) ¢Es F"(x) una funcién constante? Justifica tu respuesta.

x2 2
a) F(x):j Int dt =[tint —t]}" =x?Inx* - x* + 1= F'(x) = 2xInx? +x22—>2(—2x=2xlnx2 =4xInx.
1 X

Por tanto, F'(e) =4elne =4e.
b) F (x) =4Inx + 4x1 =4Inx + 4 . No es una funcién constante porque su derivada no es nula.
X

sent
t

X
Sea la funcion F(x)=I dt definida para x >21. Halla los valores de x en los que alcanza sus
1

maximos y minimos relativos.

F'(x) = 38X Esta derivada se anula si senx =0 ,es decir, six=n+knconk=0,1, 2,... Maximo si k = 0, 2,
X

4,...,yminimosik=1,3,5,...

eX—x-1
La funcion F(x) esta definida por F(x)=I e dt . Halla los puntos en los que se anula F'(x).

1
La integralje*‘zdt no es elemental, asi que no se puede calcular dicha integral para después derivarla. La
funcion g(t)=e™ es continua, asi pues, F(x)=[G(t)] Tog(e” -x-1)-G(1), siendo G'(x)=e™, por

X 2
tanto: F'(x) = G'(ex —X —1)(ex —1) -0= (eX —1)e7(e ) . Dicha derivada se anula si e* -1=0= x=0.

2
Sea F(x)=I “edt . calcula F'(0).
0

2

La funcién g(t)=e =G(2x)-G(0), siendo G'(x):exz, por tanto:

es continua, asi pues, F(x):[G(t)];X

F'(x)=G'(2x)2-0 =26 = F'(0)=2.

'w Integral definida | Unidad 6
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66. a) Calcula los extremos relativos y absolutos de la funcién f :[-7,1] - R dada por f(x)=x>+6x* +49.

B
b) Sea B el punto en el que f alcanza su maximo absoluto. Calcula J. f(x)dx .
-7

a) f'(x)=3x*+12x =3x(x +4) se anula si x = 0 0 si x = 4. Aplicando el criterio de la segunda derivada se ve

que A(—4,209) es un maximo relativoy B(0,49) es un minimo relativo. Se comparan los valores:
f(~4) =209 f(0) =49 f(-7)=0 f(1) =56
Asi pues, A(-4,209) es el maximo absolutoy C(-7,0) es el minimo absoluto.

4L X, “ 675
b) Ya se ha calculado B =-4 3I (x + 6X +49)dx = 7+ 2x° + 49x :T
-7

-7

X
67. Si I f (t)dt =5x%+40, ¢qué funcion es f(x)? ¢Cuanto vale c?

Cc

X
Sea g(x):j f(t)dt =5x + 40 ; entonces g'(x) =f(x)=15x>.

C

Por otra parte, tomando x=¢, g(c)=0= 5¢3 + 40, de donde ¢ = —2.

X -
68. Halla el punto del intervalo [0,2] en el que la funcion f(x)=j %dt alcanza su minimo.
o1+

t—12 es continua, se sabe que la derivada de f(x) es f'(x) = X_i .
1+t 1+x

Como la funcién g(t) =

Esta derivada se anula si x = 1 y como a la izquierda de 1 es negativa y a su derecha es positiva, en el punto de
abscisa x = 1 se encuentra el minimo de la funcion f(x).

X
69. a) Sifes una funcién continua, obtén F'(x) siendo: F(x)=j

O(f(t)+t2+t3)dt.

1
b) Si f(1)=1 y ademas I f(t)dt =1, halla la ecuacién de la recta tangente a la gréfica de F(x) en el punto
0
(LF().
a) Como la funcién g(t)=f(t)+t>+t* es continua, el teorema fundamental del calculo asegura que la derivada
de F(x) es F'(x)=f(x)+x*+x>.
b) La ecuacion de la recta tangente buscada es y — F (1) = F'(1)(x —1). Se calcula entonces F(1) y F'(1):

L : t L el 7 11 19
F(l):J. (f(t)+t2+t3)dt=j f(t)dt+j tzdt+J‘ Pdt=1+|—| +|—| =1l+Z+>="

0 0 0 0 31, L4, 3 4 12
F'()=f(1)+r+2=1+1+1=3

La recta tangente es y —% =3(x-1), es decir, y =3x —%.
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4X

— a
70. Dada f(x)= ﬁ determina el valor del parametro a > 0 para el que I f(x)dx =-1.
1+ x? 0

a _4x 2 7? 2 2 ) .
'[ dx = = -2=-1=> =l 1+a“"=2=a=21a=-1, y como solo vale la solucién
2 2 2 2
°(1+x2) 1+x

o l+a l+a
positiva, concluimos que a = 1.
71. Sean las funciones F(x) =IX\/5+e‘2dt y g(x)=x?, calcula [F(g(x))]".
1

., 2 . , .
Como la funcién f(t):\/5+et es continua, por el teorema fundamental del calculo se tiene que

F'(x)=V5+e* . Aplicando Ia regla de la cadena, [F (g (x))] =F'(g(x))g'(x) =F'(x*)2x = 2x\5 + e

3
X
I edt
72. Calcula lim =%———

X =+ X tz ’
XI e dt
0

Al presentarse una indeterminacién del tipo hd y estar en las hip6tesis del teorema de L"Hopital, se aplica la toma
0
de derivadas en el limite y el teorema fundamental del célculo:
X
J. e dt X6 oo 2 5.x% 5,2 x8 x8 6
0 . e” 3x 6x°e” 3x“ +6xe 6xe* [3x° +1] oo

= lim —; = lim S " S lim T 4]
X—>+0o0 X 2 X—>+00 X 2 4 X—>+00 2xex +4xe>( + 2X eX 4)( X—>+00 2xe>< 3+ 4X
xJ. j e' dt + xe* 2x

Areas de recintos

73. Calculael 4rea encerrada entre f (x) = y el eje de abscisas para X € [2,5].

x2+1

A:J- i [ij de ~[3In(x* +1)]z —~3(In26 -In5) u2.

Y

||

(o ™

'w Integral definida | Unidad 6
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74. Dibujala superficie limitada por larectay =x + 1y la pardbolay = x® = 4x + 5. Halla su area.

Los puntos de corte de ambas funciones se obtienen resolviendo la ecuacion:
X*—4x+5=x+1=>x*-5x+4=0=>x=1x=4

Los puntos de corte son A(12) y B(4,5).

La region esta comprendida entre dos gréaficas: la recta y = x+1 por encima y la parabola y = x* —4x+5 por

debajo.
=x+1 B
\ /
\ /
/
A
N
4 Y
) y=x-4x+
0 1 X
4 4 -x® 5x2 ‘g 2
El area de la region es: A :I (x +1—(x2 —4x +5))dx :j (—x2 +5x —4)dx | —+== —4x| == u
1 1 3 2 1 2
75. Dibujala graficade f(x)= |x2 —4| en el intervalo [-3,3] y calcula su integral.
La gréafica de f(x) se dibuja muy facilmente a partir de la de la funcién \ Y 2 [
fix) =|x"—4
g (x) =x? -4, sin mas que reflejar su parte negativa respecto al eje X. \ |
Como la funcion es positiva y simétrica respecto al eje Y, y el intervalo \ |
) . . , \WARAY
esta centrado en el origen, se calcula la integral de esta forma: 1
3 2 3 Y H X
I |x2—4|dx:2J‘ (—x2+4)dx+2j (x2—4)dx: \ /
-3 0 2 \ /
L) =2

3 2 3 ° 46
2| X yax| 42| X —ax| =22
3 3 3

0 2

a-1
76. Hallael valor de a> 0, tal que I (x +1)dx =§.
0

a-1 2 " o(a-1)
J. (x+1)dx{x7+x} _{ 2) +a—1:%:>a2—2a+1+2a—2:9:>a2:10.
0

Descartando la solucién que no es positiva, concluimos que a =+/10 .

272 Unidad 6] Integral definida



SOLUCIONARIO

77. Hallael areadelaregion comprendida entre las parabolas y = x% e y =-2x"+3.

x2=-2x2+3=3x2-3=0=>x=-1x=1. \ Y y=x2//

Los puntos de corte son A(-11) y B(1,1) .La region estd comprendida entre dos gréficas,

|~
™~
|~

y= —2x? + 3 esta por arribaey = X esta por debajo. Como ambas funciones

~

>
=
|
—
—
-

son simétricas respecto del eje Y, el area de la region es: [\ /

1 1 1
A=2L(—2x2+3—x2)dx=210(—3x2+3)dx:2[—x3 +3x}0 =4 W2 /

T WO~

<
I
|
b
F

1
78. Calcula el area de la region limitada por las curvasy =x°, y = x3 ylas rectas x=-1y x =1

\ | Y /

Las graficas de las funciones se cortan en los puntos 0(0,0) y A(11). \ /

La region esta formada por dos trozos:
0 1 1 1 3 0

A:I X2 - X3 dx+J x3 —x2 |dx = | X33 3(
-1 0 3 4 o

79. Calcula el area limitada por la gréfica de la funcion y =1In x, el eje X y la recta tangente a dicha gréfica en el
punto x =e.

ury

3
i 0 X
=3 )

0

La recta tangente tiene por ecuacion y —f(e)=f'(e)(x —e), es decir y = Ly
e

El recinto esta formado por dos regiones. Una, limitada por la recta tangente P

-y

y el eje X entre 0y 1, es un triangulo de base 1y altura 1 ,Sudreaes A = Zi . 1
e e

X

2 2e

e 2 € 1
El area de la otra es: A2=J- (i—lnxjdx= X xinx+x| =S-2 1 /
1le 2e . /

El drea del recintoes A=A + A - —+S- L 18 12,
2 2 2e 2

80. *a) Dibuja el recinto limitado por las curvas de ecuaciones y =senx, y =cosx,X=0y X :%

b) Calcula el area del recinto del apartado anterior.

a) El punto de corte de ambas funciones se encuentra resolviendo la ecuacion Y

L, . . b b1
senx =CcosX , cuya unica solucion en el intervalo [O, E} es X = Z

b) Alzj.z(cosx—senx)dx:[senx+cosx]oz=\/§—1 <
0

kg

A = j (senx —cosx)dx =[-cosx —senx]

_1_£ 3
2

A\::w\::

A=A +A =2 1_l_£+ 253 J— a2 23 RS
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81. a) Representa las curvas de ecuaciones y = x?> -3x+3 ey =x.

b) Halla el area del recinto limitado por dichas curvas.

a) Los puntos de corte se encuentran resolviendo la ecuacion \’\/ y=x*-3x+ 3//
x?-3x+3=x=>x?-4x+3=0=>x=1x=3 (3,13)
Los puntos de corte son A(11) y B(3,3). \ | r=x

b) El recinto esta limitado superiormente por la recta e inferiormente por la parabola.

-

Su area viene dada por el valor de la integral: A1, 1

3 1 X
A=jl3(x —(xz —3x +3))dx ={—X?3+2x2 —3Xi|1 =% ul,

82. Hallael area que encierra unalomade f(x)=senx.

Elegimos la una loma que quede por encima del eje X, por ejemplo, la que nos encontramos entre 0 y «.
Y

-

f(x) = sen

k3
A=J senxdx =[-cosx]} =-cosm+cos0=2 u’.
0
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83.

ax®+b si|x|<2

Se considera la funcién f(x) =14 1 _ .
— si|x| 22
X
a) Calcula ay b para que f sea continua y derivable en R.
b) Para los valores de a y b obtenidos en el apartado anterior, determina el area de la regiéon acotada por la
grafica de f, el eje horizontal y las rectas x =1, x = 3.
a) Como intervienen valores absolutos, debemos expresar la funcién desglosando dichos valores absolutos:
1 .
— six<-2
X2
f(x)={ax®*+b si-2<x<2
1 .
— six>2
X2
Estéa claro que la funcion es continua en el interior de los tres intervalos de definicion. Se impone la condicion
de que sea continua en los extremos de estos intervalos.
. . 1 1 ) 2 1 1
lim f(x)=lim — |==, lim f(x)= lim (ax +b):4a+b f(-2)===4a+b="=16a+4b=1
X—>-2" x—-2"\ X 4 x2F x—-2" 4 4
. . 2 . . 1 1 1 1 .
lim f(x)= lim (ax +b):4a+b, lim f(x)=lim| = |=—, f(2)==-=4a+b==—, que es la misma
x—2" X—2" x—2" x—2"\ X 4 4 4
ecuacion que la anterior.
Asi pues, si 4a+b :% , es decir, si 16a + 4b =1 la funcién seréa continua en todo R .
Se impone ahora la condicién de que también sea derivable.
—~ six<-2
X3
La funcién derivada para valores de x distintos de -2y 2 es: f'(x)=<2ax si-2<x<2
_—3 six>2
X
. . -2) 1 .
lim f'(x)=lim (—st—, lim f'(x)= lim 2ax :—4aai:—4a:>a:—i
X—>-2" x—>-2"\ X 4 x2t x—-2" 4 16
(Muy importante: ahora hay que comprobar que este valor de a es el mismo que hace que exista f'(2). Si no
fuese el mismo, concluiriamos que f no es derivable en todo R).
. . -2 1 1 1
lim f'(x)= lim 2ax =4a, lim f'(x)= lim [—3j:——:——:4a:a:——.
x—2~ Xx—2" x—2" x—2"\ X 4 4 16
1 1
Para este valorde a, b=—-4a=—.
4 2
iz six<-2
X
] : 1 1 9 . . X% 1
Asi pues, si a=—-—y b ==, lafuncién es continua y derivable en todo R . f (x) ={—+= Si-2<x<2
16 2 16 2
1 .
— Six>2
X
b) Como la funcién f(x) es positiva en todo R , el area pedida coincide con esta integral definida:

2( _y2 3 43 2 r 53
A= L_Fl dx+J (ijdx: L_Fi +|:_2:| :£+1:§ uz_
116 2 2\ x? 48 2] [x*], 48 6 48

S
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84. Halla el area del recinto limitado por la grafica de la funcién f(x) =x%-2x2+x,y larectatangente a dicha

85.

86.

Unidad 6] Integral definida

grafica en el maximo relativo.

Representa graficamente la funcién hallando los puntos de corte con los ejes y los extremos relativos.

La funcion f(x)=x° -2x2 +x = x(x-1)° corta al eje Y en el punto O(0,0) y al eje

Y

X en los puntos O(0,0) y A(1,0).

-

La derivada de la funcion es f'(x):3x2 -4x+1 y se anula si x =1 0 si x :%.

3' 27

B( 1 i) es un maximo y A(10) es un minimo.

x

Lo 4 .
La recta tangente en el maximo es y = 57" Para hallar los puntos de corte de dicha

tangente con la gréafica de la funcién, se resuelve la ecuacién x® —2x? + x :E' cuyas soluciones son x

X = 3 El recinto esté& limitado superiormente por la recta e inferiormente por la cubica.

4
2

3

1

4 4 4 3 B
Azj.f(i—(x?’—2x2+x)jdx=.|.l3[—x3+2x2—x+i)dx: SIS S .. L S
3 27 3 27 4 3 2 271 12

1,
3

Sean las funciones f(x)=x?y g(x)=x?, halla el area encerrada por las gréficas de f, de g y de la recta

X=2.

Las dos funciones se cortan en los puntos A(0,0) y B(11).

Debemos hallar el &rea del recinto limitado superiormente por g(x)zx3 e

inferiormente por f(x)=x*, entrex=1y x = 2.

2 4 3 2
El &rea la da la integral: A:j (x3—x2)dx={%—%} =4—§—(1—1j:E u?
1

Sea la funcién definida por f (x)=x2 ++/2x +%.

a) Dibuja el recinto limitado por la grafica de f y sus tangentes en los puntos de abscisa X,

b) Prueba que el eje de ordenadas divide el recinto anterior en dos que tienen igual area.

a) La ecuacion de la tangente en el punto de abscisa x, :% es y= (1+ \/E)X yla de la
tangente en el punto de abscisa x, = —% esy-= (—1+ x/E)x .

b) Six<0, el &rea es:

0 3 2 0
A:I 1(x2+ 2x+i—(—1+\/§)x)dx: [ x X _1 W2
2 4 3 2 4|1

2

1 1 3
Six >0, el area es: A:jz(x2+ 2x+%—(1+x/§)xjdx:jz[xz—x+%jdx:{x——x—+—
0 0

o

Y
f=x3| |/
/
[/
/
1/fx) = x
M B
0 1 X
Lyt
27Ty
Y
o/
/
/
/A A
T
A 1X
/
, 1
2 , 24
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87. a) Halla el area del triangulo formado por el eje X y las rectas tangente y normal a la curva y =e™ en el punto de

88.

89.

b)

b)

abscisa x = —1.

Halla el &rea de la region limitada por la curva de ecuaciéon y =e™ y el eje X para los valores -1<x <0.

La derivada de f(x) —e X es f'(x) — _e™*. La recta tangente a f(x) e
y—f(-1)=f'(-1)(x+1), es decir: y =—ex .

Larecta normales y —f(-1) = (x+1), es decir: y = Iyilie.
e e

-1
(1)
Asi pues, estas rectas cortan al eje de abscisas en los puntos de abscisas

X =0, x=-e’-1, respectivamente, con lo que la base del triangulo en
cuestion es e’ + 1 y su altura e.

3
. e+e
Su &rea es u’.

La region esta situada por encima del eje X.

0 0
Su area es el valor de la integral: A = I e dx = [—e’XJ = -l+e=e—-1 1
-1 -

en el punto de abscisa x = -1 es

Y
=
G:éi
L
// —
— A 0 X

Calcular a > 0 para que el area encerrada por la grafica de f (x) =senx,elejey=0,ylarectax =a, sea %
a a 1 1 T Y /"\
j senxdx =[-cosx], = —cosa +cos0 = —cosa+1:5:> cosa=_=a= ;
0 =—
T2
a X
Sea f :(=1+®) > R lafuncion dada por f(x)=In(x +1).
a) Esboza el recinto limitado por la grafica de f, el eje Y y la recta y = 1. Calcula los puntos de corte de las
graficas.
b) Halla el area del recinto anterior.
a) La gréfica de f(x)=In(x+1) es la grafica del g(x)=Inx desplazada hacia su izquierda Y Ao 110D
e—1,
una unidad. Su dominio es D(f)=(-1+x), es siempre creciente y tiene una asintota
vertical en x = —1. i
X
Los puntos de corte con y = 1, se calculan resolviendo la ecuacién In(x +1)=1, es /
decir. x + 1 = e, x = e — 1. El tinico punto de corte es A(e-11).
e-1
b) El area del recinto pedido nos lo da el valor de la integral A =I [1-In(x +1)]dx . Calculemos primero
0

Jln(x +1)dx por partes: f(x)=In(x+1), f'(x)= !

=1 g'(x)=1, g(x)=x

In(x+1)dx =xIn(x +1) - de:xln X+1)— 17i dx =xIn(x+1)-x+In(x+1) =
[+ ax=xinx+y (c+3- [[1- 22 o= xin(xs - xsin(c s

X+1 X+1

=(x+1)In(x+1)—x+C Por tanto, el area es:

A= Ioe’l[l— In(x +1) Jdx = [x —((x+1)In(x+1)- X)]Zil ~[2x~ (x +Jin(x +1)]§71 o2 &2
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2

-1
90. Dadalafuncion f(x)= X T4 calcula el area de laregion acotada encerrada por su gréficay el eje X.
X+
La funcién corta al eje X en los puntos A(—\/12,0) = A(—Z\/E,O) y B(2\/§,O) . Y

-

D

El recinto esté por debajo del eje X; ademas la funcién es simétrica respecto del eje Y, asi Ui

o 2342 12
pues, el &rea de la region viene dada por: A =2 —j 2 dx
0 X +

Se calcula esa integral:

2
sz_lzdx:j( jdx jdx 8.[
X +4 X2 +4

—45 —dx=x- 8arctg( j +C
X

1+ (Ej
A:Z( J-OZI x2 +142d ] —Z{X—Sarctg[gﬂ ( 8;) 6% N

91. a) Hallalarecta tangente a la curva de ecuacion y = x®-3x enel punto de abscisa x = —1.
b) Dibuja el recinto limitado por dicha recta tangente y la curva dada y calcula el area.
a) La derivada de ecuacion y = x> -3x es f'(x)=3x*-3.
La ecuacion de la recta tangente es y —f (1) =f'(-1)(x —(-1)), es decir, y = 2.

b) Los puntos de corte de la curva y=x3—3x y la recta y = 2 se obtienen resolviendo la ecuacion
x°-3x=2=x*-3x-2=0=(x+1)°(x-2)=0:

A(-1,2) y B(2,2) son los puntos de corte.

A= j x —3x))d = L+3L+2x =6- _3 :E u?
4 2 N 4 4
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92. Sea f(x) =x2, calcula en funcién de t el area limitada por la pardbolay la cuerda [y M
OM. Sean N el punto de la parabola en el que la tangente es paralela a dicha cuerda. /i
T/
Demuestra que sea cual sea el valor de t, el area del segmento parabdlico es % del |1 E
area del triangulo OMN. N :
1
2 0 1 f X

. p . t
El punto M tiene por coordenadas M (t,tz), asi pues, la pendiente de OM es T =t.

La recta tangente en el punto N(n,nz) tiene, pues, pendiente t, asi pues, f'(n) =1, es decir, 2n =t y, por tanto,

2
n :%. El punto N es N[%%J La recta que contiene a OM tiene por ecuacién y = tx, asi pues, el segmento

parabdlico tiene un area de:

t R
=| (x—x®)dx=|=—-2-| =———=—1u
- )| -2

Hallemos ahora el area del triangulo OMN.
2
Tomamos como base el segmento OM, cuya longitud es (tz) +t2 =tVt2 41,

L

2 4‘_ t2
J2i1 a2 e1

2
La altura, h, del triangulo OMN mide h = d(N,OM) = d ([%,%}tx _y-= o] _

2
tVt? b1 v
I N G o
8

El area del triangulo es: A, = >

u?. Asi pues, A
A,

w|h

, de donde A, :%AQ, como se queria

probar.

Aplicaciones de la integral

93. Un movil se desplaza con la ecuacion de movimiento y = (t +1)3 , donde t representa el tiempo. Calcula el

espacio recorrido en el intervalo de tiempo [0,3].

3 3
S:I 1/(x+1)3dx:{§1/(x+1)5} =§ 45 —é i :%—%:%u
0 0
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2 2
94. Esbozalagréficadelafuncion x3 +y3 =9 y hallalalongitud de dicha curvaentrex=1y x =27.

Se expresa la funcién de la curva de manera explicita, es decir, |Y

despejandoy: y3 =9-x3 =>y=|9-x3| . \

2 1
Su derivadaes y'= %(9 —x3 )2 (_Ejil .
3

La longitud del tramo de curva pedido es:

27 3 9¥x2
L= 1 N dx =
RETESE

27
9
=2(9-1)=36
] >(9-1) u

1

95. Dada f(x)=+v1-x? calculalalongitud del arco de curvaentrex=0y x=b donde b < 1.

Representa graficamente dicha funcion, calcula geométricamente la longitud de dicho arco y observa la
igualdad de los resultados obtenidos.

_ —2X __ =X
W1-x2 J1-x2

La derivada de la funcién f(x)=+v1- x> es f'(x)

La longitud pedida es:

b b 2 b 2 b 1
b= | J1+[f'(x 2dx=j I dx=J- 1/1+ X dx=I dx =[arcsenx]". = arcsenb u
Lo J-o [F00)] 0 Jiox2 0 1-x? oVi-x2 [ Jo

Y

-2

=
™
N

o b 1x

La grafica de la funcién es una semicircunferencia y la longitud del arco pedido es justamente el arco que
corresponde al angulo B que es precisamente el &ngulo cuyo seno es b, es decir, el arco seno de b.
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96.

97. Halla el volumen del cono que se obtiene al girar alrededor del eje X la region comprendida entre dicho eje
y el segmento de la figura. Comprueba el resultado.

Calcula la longitud de los siguientes arcos de curva:

w en [19] b) f(x):x—4+4—>1(2 en [13]

a) f(x)= 5

4x—1

a) Laderivada de la funcién f(x)= ;\/—(4X 3) es f'(x)=

4 1 9
La longitud pedida es L] j ,/1+[f ] dx = I 4X 1 dx _J' / X + J« 44)(\/11
1

Esa ultima integral la calcularemos mediante un cambio de variable:

g(x)=vx =t, g'(x)dx =—— IX _ it = dx = 24/xdt = 21t
20x
3
2 3 2(Vx
I4X+1d I4t Jrlztdt:J‘4t +1dt=J(2t2+1jdt:2L+i: (¥ PRI
ax 4t 2 2 3 2 3 2
3 9
9 94x+1 2(\/;) Jx 55
Por tanto, L1=J‘ = = =2y
1 4J— 3 2 3
1
4 3 3 6
b) La derivada de la funcién f(x) = X +i es f'(x) = 4L+ Bx _X 1 _X 1

16x* 2 23 2x°

x +l 3
La longitud pedida es L} J-,/1+[f 2 dx = J'\/i J' J‘ x +1 B

J-3 X1 x* 1 92
=| | =—+—|dx=|———] === u.
1l 2 2x8 8 4ax*] 9

Y

-

Se trata de hallar el volumen del sélido de revolucién que se obtiene al girar y =§ alrededor del eje X.

2 4,2 374 3
Se sabe que dicho volumen esigual a: V = I ( ] dx = nI Xde = n[x_} = n4— :16—7T u?

0 12 | 12 3
Z1: . . 1 2 16n 3
El sélido que se forma es un cono de radio 2 y altura 4. Su volumen es: V = gn -2°-4= ru u

Integral definida | Unidad 6
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1

N2+ x2

98. Calcula el volumen del cuerpo que se obtiene al girar laregion entre el eje Xy lagraficade y = , en

torno al eje Xy entre las rectas x=0y X = V2.

Se trata de hallar el volumen del sélido de revolucién que se obtiene al girar y = ;2 alrededor del eje X.
2+X
7 1 ¥ g Y
Se sabe que dicho volumen es igual a: V :.[ b dx = nj dx
a g 0o (24x2 0o 2+x°
1
Se calcula esta integral que va a dar lugar a una arco tangente.
1 0 111X
J. 1 - dx :iJ‘LZdX :iarctg[ij+c :ﬁarctg(ij_;_c
2+X V2 [ X ) V2 V2 2 2
1+ —
V2
V2 g TE\/E X 2 n\/E TE\/E T w2 3
El volumen es: V = ch 5 dx = ——|arctg| —= =——(arctgl-arctg0) = == u
0 2+X 2 2/, 2 2 4 8

99. Halla el volumen engendrado por la region plana definida por el eje X, la curva de ecuacion y =e™, el eje
Yy larectax =3 al girar alrededor del eje X.

3 2 3 a2 3 -6
\% =J. ﬂ:(efx) dX=TcJ. e Xdx=n e = e +1 zf[l_i) s
0 0 2 2 2) 2 e

100. Calcula el volumen del sélido de revolucién que se obtiene al girar alrededor del eje X el recinto limitado
por lagraficade f(x)=In(x),ylasrectasy=0,x=1,x=e.

e

e
El volumen nos lo da la integral J- n(In x)2 dx = ch (In x)2 dx .
1 1

La integral I(Inx)zdx la calculamos por partes: f(x):(lnx)z, f'(x)= 2Inx L 9'(x)=1, g(x)=x
X

J(Inx)zdx = x(Inx)2 —J-2|¥xdx = x(Inx)2 —2j|nxdx = x(Inx)2 -2(xInx—x) = x((lnx)2 —2Inx+2)

Y, =J.:rc(lnx)2dx = nI (Inx)2 dx = n[x((lnx)2 —2Inx+2ﬂe =(e-2)n=226 u®.

e
1 1
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101. La velocidad de un movil que parte del origen viene en m/s por la grafica:

v (m/s)

-

0 1 t(s)

a) Calcula la funcion que da el espacio recorrido en funcion del tiempo y esboza su gréfica.

b) Prueba que el &rea bajo la curva que da la velocidad coincide con el espacio total recorrido.

a) La funcion espacio recorrido es una primitiva de la velocidad, puesto que la velocidad es la derivada del
espacio. Observando la grafica, la funcion velocidad es continua y esta definida a trozos por la siguiente

2t si0<t<l1
expresion: v (t) =<2 sil<t<3
-t+5 si3<t<5

t>+A si0<t<1
Por tanto, el espacio recorrido serd: s(t) =42t +B sil<t<3
—t2

T+5t+C si3<t<5h

Falta calcular los valores de los parametros A, By C:

Como s(0) = 0, entonces, A = 0. Ademas, por continuidad:

lim s(t)= lim t* =1, xlijr;ﬁ(t): |erl1+(2t+|3)=2+s, f(1)=2+B.

x—>T x—1 X

Asi pues, 2 + B=1, es decir, B =-1.

x—37 x—3~ x—3" x—3"

2
lim s(t)= lim (2t+B)=6-1=5, lim s(t)= lim [%+5t+C]=%1+C, f(3)=5.

o1 " t? si0<t<1
Asi pues, ?+C =5=C-= 5 La funcién espacio recorrido es: s(t) =<2t -1 sil<t<3
_t2
L+5t—£’ si3<t<5h
2
cuya gréfica es: s(m)
1
0| 1 t(s)
b) El espacio total recorrido es s(5) =7 m.
5+2 2

2=7 U

El area bajo la curva de la velocidad es la de un trapecio de altura 2 y bases 5y 2, es decir, A=
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102. La densidad de poblacién en miles de habitantes por km? en una ciudad depende de la distancia r en
r
kilometros a su centro de acuerdo a f (r)=3e 3.

a) ¢ Cuantas personas viven a menos de 5 km del centro?

b) ¢Cuéntas viven entre 5y 10 km del centro?

r r
Primero calculamos la integral j2nr3e Sdr = BnJ re 3dr por partes:

r r

f(r)=r g'(r)=e?3 g(r)=-3e 3

f'(r)y=1
_r _r _r _r _r _r

GnIre 3dr —67{—3re 3-|-3e 3dr]—67{—3re 3 —9e 3]+C——18n[ 3(r +3)]+C

5

5 _r _r

a) J. 2nr3e 3dr = —18nMe 3(r+ 3)ﬂ = 84,201 miles de habitantes, es decir, 84 201 habitantes.

0
0

10
10 _r _r
b) 2nr3e 3dr = —18nMe 3(r+ 3)]1 =59,220 miles de habitantes, es decir, 59 220 habitantes.
5

5

Sintesis

X
103. Dada la funcién F(x)=I (t2 —1)e‘tzdt , con dominio R:
0

a) Calcula F'(x), estudia el crecimiento de F(x) y halla las abscisas de sus maximos y minimos relativos.
b) Calcula F"(x), estudia la concavidad y convexidad de F(x) y halla las abscisas de sus puntos de inflexion.
a) F'(x)=(x*-1e™". Estaderivada, F'(x), se anula six =—1 0 x = 1. Se estudia su signo:
X (—0,-1) (-11) (1+%0)
Signo de F' + — +
Comportamiento de F | Creciente | Decreciente | Creciente
Maximo relativo en x = —1. Minimo relativo en x = 1
b) La derivada segunda de F es F"(x) = 2x(2—x2)e'x2 ,queseanulasix=0, x= —\/E, X = \/E :
X (-o,—2) | (2,0) (0+2) (0+2)
Signode F" + — + —
Comportamiento de F Concava Concava Concava Concava
P hacia arriba | hacia abajo | Hacia arriba | hacia abajo
Puntos de inflexibnen x =—/2, x =0, x=x/§.

2n
104. Calcula el valor de la integral I |x|senxdx .
-

2n
J‘-n

0
|x|senxdx=J

-T
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105. Dada la funcién y =

106.

7,5 calcula el area encerrada por la curva, el eje de abscisas y las rectas
X“ +

perpendiculares al eje X que pasan por el maximo y el minimo de la funciéon dada.

2-x?

La derivada de la funcién es f'(x) = ————, que se anula si x = 2, x=+2.

(x2 +2)

V2

Estudiando el signo de la derivada: A[—ﬁ,—T] es minimo y B[ﬁg] es maximo.

El recinto esta comprendido entre x = —x/E y X = x/E

m

>o—

La funcién es simétrica respecto del origen. Por tanto, el &rea pedida es igual a:

& i
A=2I 2X dx:[ln(x2+2ﬂ =In4—|n2=|ni=In2 u?,
0 X°+2 0 2

COS X six<0
Sea F(x)=41 six=0
X
i-[ e’dt six >0
xJo
a) Prueba que F es continuaen R.
b) Estudia si existe F'(x) si x =0 y si F es derivable en x = 0.
c) Estudia la continuidad de F'(x).
a) El Unico punto problematico seria x = 0.
X
I et dt o
lim F(x)=1; lim F(x)= lim =%>——= lim =1. Finalmente, como F(0)=1, F es continua en x = 0.
x—0" x—>0" x—0" X x—0"
X
¢
b) Six<0, F (x) =-senx. Six >0, F'(x) =20 , que existe por tratarse de dos funciones derivables y no

X
anularse el denominador.

Para estudiar si F es derivable en x = 0 se calculan las derivadas laterales en x=0, F '(O’) =-sen0 =0 pues si

x<0, F(x)=cosx.

F'(o*): lim F(h)-F(0) _ lim
h—0* h h—0" h ho* 2h h—ot 2

Asi pues, F es derivableen 0y F'(0)=0.
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-senx six<0
c) F'(x)= 0 six=0 . Porun lado, F' es continua en R —{0} . Se estudia la continuidad de F' en
X
xe* —j e dt
0 .
— ——— six>0
XZ
x=0.
2 X 2
Xex —.[ et dt )(2 2 x2 X2
lim F'(x)= lim o _im & F2XE "€ jim xe® =0

x—0" x—0" X x—0" 2X x—0"

lim F'(x)= lim (-senx)=0y F '(0)=0, resulta que F' es continua en x =0y, por tanto, es continua en R .
x—0" x—0"

6

107. a) Encuentra una primitiva de f(x) = —5————.
X“+2x-8

b) Calcula el area del recinto limitado por la gréafica de la funcion f(x) ,eleje Xylasrectasx=-2yx=0.

a) Debemos descomponer en fracciones simples la funcién racional dada:

6 6 A B A(x-2)+B(x+4)

x2+ZX—8:(x+4)(x—2):x+4+x—2_ (x +4)(x-2)

Si x = -4, obtenemos que A = -1. Si x = 2, obtenemos que B = 1. Por tanto:

f(x)=

6 -1 1
= +
x> +2x-8 X+4 x-2

I%dx:,[( -1 + L jdx:—ln|x+4|+ln|x—2|+c
X“+2x -8 X+4 Xx-2

b) Como la funcién f(x) es negativa en el intervalo (—4, 2) , €l recinto se halla por debajo del eje de abscisas y su

6

ﬁdx:[|—In|x+4|+ln|x—2|ﬂo2 =2(In4-In2)=2In2 v’
X% +2x - -

0
area nos la da la integral: A= J
-2

108. La curva y = 2x* divide al cuadrado de vértices Vl(O, 0), V,(1,0), V4(11) y V,(0,1) en dos recintos.
Dibujalos y halla el area del recinto mayor.

. . ., . 1
La abscisa del punto de interseccion de la pardbola y el segmento V3V es x = E .
Por tanto, el area del recinto de la izquierda viene dada por la integral: \\ Y /I
3
1 3 1 2[1j \ /
= V2
A = I 2 (1-2x?)dx = {x —%} 2 —%—% ~0,4714 W2
0
o V2 \ L/
El area del recinto de la derechaes A, =1- A =1-0,4714 =0,5286 u°.
0 1 X

Con lo cual, el recinto mayor es el de la derecha.
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109.

110.

Calcula el valor de aeR, a> 0, para que el area de la region plana encerrada entre la pardbolay = x2 y la
. 4 . -
rectay =aseaigual a 3 de unidades de superficie.
x3 ava

Ja Ja
El area nos la da la integral A:ZI (a-x?)dx :Z{ax—?} :Z{a\/a—T}:z
0 0

2ava

3

4 4
=—ava=—=a=1,
3 3 y

. 4 .
como ha de ser igual a 3 concluimos que a = Ya .

Calcula el volumen del paraboloide de revolucion que se obtiene al girar la regién comprendida entre la
parédbolay = x? y el eje horizontal, alrededor del eje X desde x =0 hastax =4.

4 2 5 4
Se sabe que dicho volumen es igual a: V :I n(xz) dx = nI X } = 10247 u’,
0
0

4
x4 dx = | =—
0 5 5

CUESTIONES
1
111. ¢Cual es el valor de j senx dx ?
—1(x2 +1)
— 1
f(x):ix7 es una funcion impar pues f (—x) = sen( X)7 ___sen X7 =-f(x), asi que I &dx =0.
(x2 +l) ((—x)2 +1) (x2 +1) ’1(x2 +l)

112.

-1 2
Sea f :[-2,2] > R continuay tal que I f (t)dt =j f(t)dt.
-2 1

¢Se puede asegurar que existen b y ¢ en [-2,2] tales que b<-1, c>1 y f(b)=f(c)? Justifica la
respuesta.

Por el teorema del valor medio se sabe que:

2
A) Existe un nimero c del intervalo [1,2] que cumple J. f(t)dt=f(c)(2-1)=f(c).
1

-1
B) Existe un nimero b del intervalo [-2,~1] que cumple I f(t)dt =f(b)(-1-(-2))=f(b).
-2

Como ambas integrales son iguales, se concluye que, en efecto, existen b y c en [—2,2] con b<-1, c>21y

f(b)="(c).

S
'w Integral definida | Unidad 6

287



SOLUCIONARIO

288

113.

114.

115.

Unidad 6] Integral definida

2 2
n°x sen x
I dx ?

>—dx o

L 2se
¢Qué namero es mayor,
1

X 1 X

En el intervalo [l 2] , Sen x es positivo y como sen x < 1, tenemos que sen’x < sen x.

2

2 2
sen<x senx
por lo que I >—ax SJ dx , de hecho
1 X 1 X

2
. . . sen“x _ senx
Por otra parte, en dicho intervalo, x < X2, asf que >— <
X
senx sen®x

>— es continua en [12], f(x)=0, y no es

es estrictamente menor pues la funcién f(x)=

X X

2 2 2 2 2
. senx sen‘x . senx sen-x
idénticamente nula por lo que I - dx > 0, es decir, j dx > I dx.
1| X G 10X 1 x°

b b
Demuestra la igualdad I f (x)dx =j f (b —x)dx . Paraello, realiza el cambio t =b - x.
0 0

Se utiliza el teorema de sustitucion en integrales definidas llamando g(x)=b-x y entonces g'(x)=-1.
b

J':f(b— x)dx = —J'O F(g(x))g"(x))dx = —Igg(o f(t)dt = j:f(t)dt - J' "t (1)t = J' "t (x)dx .

0 0

Razona si son ciertas o no las siguientes afirmaciones.

a) j dx+J. ()dx='|.cf(x)dx

a

(x)dx - Jbg (x)dx

a

b) Iabf(x)g(x)dx=jbf

a

b
c) Si I f(x)dx =0, entonces a = b.

a

b
d) Si I f(x)dx =0y f(x)>0 paratodo x, entonces a = b.

a
b b b
e) J. [f(x)+g(x)]dx = I f (x)dx +I g(x)dx
a a a
a) Es verdadera. Es la propiedad 6 de la integral definida.

2 2 2
b) Es falsa. Por ejemplo, U Ix dx = 2] # U 1dx I xdx =22= 4} .
0 0 0
1
c) Es falsa. Por ejemplo, I xdx=0.
-1

d) Es verdadera. Si la funcion es positiva en [a b] J. x) dx mide el area bajo la curva, asi pues, esa area solo

puede ser cero sia=b.

e) Es verdadera. Es la propiedad 4 de la integral definida.
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116.

117.

118.

a

Sea f :[-a,a] > R con a> 0, continuay tal que I f(x)dx =0.
-a

a) ¢Es necesariamente f(x)=0 paratodo x de [-a,a]?

b) ¢Es necesariamente Ia |f (x)| dx=072¢Y J.a |f (—x)|dx =07
_a -a

c) Calcula r (f(x)+2x)dx .

—a

a

1
Supongamos que f sea una funcién impar, por ejemplo, f(x) =2X ya=1. Asi pues j f(x)dx :.[ 2xdx=0.
-1

—a
a) Ciertamente no es necesario, que como acabamos de ver, por ejemplo, f(x) =2X.

b) Obviamente tampoco pues en nuestro caso

1
J. |f (x)| dx es el &rea sombreada que obviamente no es cero.
-1

-

Tampoco J.a |f (-x)|dx =0 En nuestro caso f(-x)=-2x,
-a

1
por lo que I |—2x |dx vuelve a ser el area rayada, obviamente no cero.
-1

a

f(x)dx +ja 2xdx = 0+[x2Ja
“a -

c) j:(f (x)+2x)dx =I

—a

=0+0=0.
a

. ¢Le harias caso?

1
Para calcular I 5

. . 2
dx , un amigo te sugiere que pongas x =
1x2 -4 cost

Con amigos asi no hacen falta enemigos, pues si x esta en [—ll] , es imposible que x = ost ya que " 22
cos cos
asi que |x| > 2, o sea, no estariaen [-11].
€ . . . oy
Para calcular I Inx dx , si no se quiere integrar por partes, se puede utilizar el Y|
1 97
dibujo de la derecha. Justifica esta afirmacién y calcula dicha integral. 4 _—
y:eux ﬂ
0[/4 €X
y=Inx

Como las funciones y = €, y = In x son inversas la una de la otra, sus graficas son simétricas respecto de la
bisectriz del primer cuadrante por lo que las areas sombreadas son iguales, asi que:

e 1 1
'[ Inxdx:e-l—J. exdx=e—[eXJ =e-(e-1)=1
1 0 0
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%2
J. sen \/{

119. ¢Existe lim ~&——0—2
x—0 X

Dicho limite presenta una indeterminacion del tipo % por lo que, aplicando el teorema de L"Hdpital:

XZ
J- sen+tdt
lim =2 = lim
x—0 X x—0 3

senVx?2x 2. xsenx 2. senx 2
XL XSSNX 2 i SENX_ 2
X 3x-50 X 3x-50 X 3

120. Sea f :[-11] > R, integrable y tal que para x €[-1 1] es |f (x)| <1+x?. ¢Cudles de entre los numeros -3;

1
-2; -1; 2,5y 2,75 pueden ser el valor de j f(x)dx ?
-1

1 1 1
1(1+ x2) dx < J:lf (x) dx gj 1(1+ x2) dx .

Como —(1+x%) <f(x)<1+x?, se tiene que —I

1
Es decir, —E sj
3

f(x)dx s% por lo que solo -2, -1y 2,5 podrian ser el valor de la integral.
-1

PROBLEMAS

121. Halla el volumen del sélido formado al girar en torno al eje X la regién bajo la graficade y =./senx en el
intervalo [0,x]?

v =Innf2(x)dx =7cj “senxdx = n[-cosx]; =2n u®
0 0

122. Determina el volumen generado al girar respecto al eje de abscisas la regidon acotada por las gréficas de
las funciones f(x)=x?y g(x)=2x.

Ambas graficas se cortan en los puntos O(0,0) y A(2,4). Y A
La recta va por arriba y la parabola por debajo. /
El volumen pedido lo da la integral:
2 2 2 2 2 3 8" 64n ] /
Y =I n(2x) dx—j n(x?)" dx =ch (4x2 —x4)dx=n{T—?} -5 ul. '
0 0 0 0 N /
X

123. Calcula In|f(x)|dx siendo f(x)=senx —%.
0

En el intervalo [0, x|, senx —% >0 si Xe [

n z Sn n
Iz'[ senx—idx=J‘6 1—s,enx dx+j ° senx—1 dx+J. 1—senx dx =
0 2 o\2 z 2 s\ 2

(1 s(1 (1 X 5 x Q X "
=J — —senx dx+I — —senx dx+I —-—senx |[dX =| —+COSX| +|—+COSX| +|—+cCOSX| =
ol2 (2 sz( 2 2 2 2

0

:[ T +£— J+[l+£—5—n+£}r[£—l—ﬂ+£]:2«/§+£—2.
2 12 2 6

57 . .
"5 |’ siendo negativa en el resto.

ol

12 2 12 2 12 2
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124. Lafuncién p(x)= 300[2+ sen(4 X +0,15)], da la densidad de coches (en coches por km) en los primeros

20 km de una autovia, siendo x la distancia en kil6metros al comienzo de la misma. Calcula el niumero total
de coches en los 20 km.

20 20 20 20
p(x)dx = I 300(2 +sendyx + 0,15)dx - GOOJ. dx + 300_[ sendy/x + 0,15 dx
0 0 0 0

Se cambia de variable: \x+0,15 =t , d—x =dt = dx = 2yx +0,15dx = 2t dt
2\x +0,15

J.sen 4x +0,15 dx = IZtsen(4t)dt - 2jtsen(4t)dt S f(t)=t, g'(t)=sen(4t), f'(t)=1, g(t)=-

cos(4t)

4
2[tsen(4t)dt =2~[_t%s(4t)+%jcos(4t)dt]: ~tcos(4t) . sen8(4t) N

—/X + 0,15 cos(4+/x + 0,15 sen(44/x + 0,15
2Jsen4\/x+0,15dx: \/ 2( \/ )+ ( . )3

20

~Jx+015cos(4/x+015) sen(4x+015) ®
= 300(2+sen4 x+0,15)dx=600-20+300
0

+ =
2 8
=11513 coches

125. La aceleracion en m/s? de un mévil con movimiento rectilineo viene dada en funcién del tiempo t por la
expresion a(t)=3cos(2t+1). Si la posicién y la velocidad de la particula en t = 0 eran x(0)=5 my
v (0) =1 m/s, respectivamente, determina:
a) La funcion que da la velocidad del movil en funcion de t.
b) La funcién que da la posicién del mévil en funcion de t.

a) La velocidad es la integral de la aceleracion, asi pues:

v(t)= J.a(t)dt = J.3cos(2t +1)dt %jZCos(Zt +1)dt = %sen(Zt +1)+C
Como sabemos que v (0) =1, ya podemos calcular la constante C:
3 3
v(0) =Esen(2~0+1)+c =1=>C=1-=senl
. . 3 3
La funcién velocidad es v (t) = Esen(Zt +1)+1-=senl.

b) La posicioén es la integral de la velocidad, asi pues:

x(t) = jv(t)dt = I[gsen(Zt +1)+ 1—%sen1}dt = —%cos(Zt +1)+ (1—%sen1]t +C

Como sabemos que x(O) =5, ya podemos calcular la constante C:

x(O):—gcos(2-0+1)+ 1—§sen1 .0+4C=5=C :5+§cosl
4 2

La funcion posicion es x(t) =

—Ecos(Zt +1)+ (l—gsenljt +5+ > cosl.
4 2 4
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126. Un objeto se mueve sobre una recta debido a la accion de una fuerza F que depende de su posicion x a lo

largo de dicha recta en la forma, F(x)=%. El trabajo realizado por F al mover el objeto desde x =a

(x-9)
b
hastax=bes W =I F(x)dx .
a
a) Calcula el trabajo para ir desde x = 3 hasta x = 5.

b) Determina sila fuerza G(x) = ﬁ realiza mas o menos trabajo que F (x) para el mismo desplazamiento.
2
X“+1

5 5
a) EItrabajoesW:I 2 de:[ 2 } :l 3.
3 (x-1) 1-x]; 2

b) Al ser ambas fuerzas positivas en [3,5], se pueden identificar los trabajos con las areas que encierran las
fuerzas bajo ellas.
2 < 2
(x2 +1)2 (x —1)°

se concluye que el trabajo de la fuerza G(x) es menor que el de F(X).

Como G(x)= =F(x)en [3,5], ya que el denominador de G(x) es mayor que el de F(x),

127. Para estudiar la capacidad de memorizar de un nifio se usa el siguiente modelo: si x es su edad en afios,

entonces dicha capacidad viene dada por: f(x)=1+2xInx con 0<x <5.

Calcula el valor medio de la capacidad de memorizar de un nifio entre su primer y su tercer cumpleafios.

El teorema del valor medio nos asegura que existe un ndmero c del intervalo [],3] que cumple

3
J (1+2x-Inx)dx =f(c)(3-1). El valor f(c) sera el valor medio pedido.
1

Se calcula, pues, el valor de la integral y luego se halla f(c): j(l+ 2xInx)dx :J dx + 2Jxlnxdx =X+ 2Jxlnxdx .

Esta ultima integral se calcula por partes:
2

f(x)=Inx, f'(x):%, g'(x)=x, g(x):x7

x? 1x? x? X2  x? 1
lenxdx =—Inx —I——dx =—InXx—-——=—|Inx-=
2 X 2 2 4 2 2
Entonces:

3 3
J(1+ 2xInx)dx = x + x? [Inx —%) :I A+ 2x-Inx) dx = {x +x? (Inx —%H =7,89=>f(c)2=7,89="f(c)=3,95
1 1

es el valor medio de la capacidad de memorizar de un nifio entre su primer y tercer cumpleafios.
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(x-1% six<1

] . Dibuja el recinto acotado por la grafica de f (X) ylarectay =1,y determina
Inx six>1

128. Sea f(x) ={

Su area.

La parabola g(x)=(x —1)2 y el logaritmo h(x)=Inx se cortan en el punto A(1,0) y el recinto, como se aprecia,
esta formado por dos recintos.

Y f(x) =/(x = 1)?
N y=1 /
T
L~
N\ -
0 /'j e X
7 h(X) =Inx

1 1
Calculemos sus areas: A :J. [1—(x —1)2}dx :-[ (—x2 + 2x)dx = —X?+ xz} :é u’.
0

A, :J'le (1_|nx)dx:[x—(xlnx—x)]: ~[2x—xInx[ =e-2 u?

El area del recinto es §+ e-2=e —% u?.

Recuerda que la integral del logaritmo neperiano se calcula por partes: | = I Inxdx .

1
u=Inx=du==dx 1

X 3I:xlnx—J.—xdx:xlnx—x+C:x(Inx—1)+C
dv:dx:v:J-dx:x X

a a
129. Si I f(x)dx =0, ¢sera entonces I xf(x)dx =07? Si es cierto, pruébalo, si es falso confirmalo con un
a

—-a -

ejemplo.

a
Es falso: basta que f sea impar para que I f(x)dx=0.
-a

Por ejemplo f(x) = x, por lo que Ia xf (x)dx =Ia x2dx #0.
a

- -a

'w Integral definida | Unidad 6 293



SOLUCIONARIO

6 6
130. a) Sea g una funcién derivable que cumple g(6) :I g(x)dx . Calcula I (x=5)g"(x)dx.
5 5
. e 1 x ( 1)
b) Sea f continuay tal que I f(u)du =5 Calcula J. e2fle2/dx .
1

a) Calculamos la integral I(X—S)g'(x)dx por partes:
(()=x-5, (=1, g'()=9(x). 9(x) =g (x)

I(x -5)g'(x) dx =(x —5)g(x)—J.g(x)dx

6 6
Por tanto, la integral definida pedida es: j (x=5)g'(x)dx =[(x-5)g (x)]z —J. g(x)dx=g(6)-0-g(6)=0
5 5

2 X [ X
b) Para calcular J‘ e?f (e2 )dx empleamos el teorema de sustitucién en integrales definidas:
0

b g(b)
Sify g' son continuas, entonces I f(9(x))g"(x)dx =J. f(t)dt.
a 9(a)

X 2

2 (X)X 2 [ X)g2 e? e

Asi pues: I f(eZ)ezdx:ZI f(e2)e—dx:2.[0f(t)dt=2j f(t)dt:2-1:1
0 0 2 e2 1 2

131. Sea g(x) =Ixf (t)dt con f, definidaen [0,10], dada en lafigura.
0

Y
}

N/
a) ¢Tiene g algin maximo o minimos relativos? ¢ Donde estan?
b) ¢En qué valores de x alcanza g el maximo y el minimo absolutos?

c) ¢En qué intervalo es la gréafica de g concava hacia arriba?

d) Esboza la grafica de g.

Alser g'(x)=f(x),seveque g'(x)=0six=1,3,5,7,9.

a) En los puntos de abscisa 1, 5, 9, g'(x) pasa de ser positiva a negativa, luego g pasa de ser creciente a
decreciente, es decir, se trata de maximos relativos.

En los puntos de abscisa 3, 7, ¢ (x) pasa de ser negativa a positiva, asi que en ellos g (x) presenta minimos
relativos.

b) Se estudia el valor de g en x =0y x =10y en los puntos del interior en los que se anula la derivada.
g(O):IOOf(t)dt:O; g9(1)>0, 9(3)<g(1), 9(5)<g(1), 9(7)<g(1) pues g(7)<g(5). 9(9)=9(5) y
9(10)<g(9).

Asi pues, el maximo absoluto de g se alcanza en x = 1. Andlogamente, se ve que el minimo se alcanza en 3.

c) g"(x)>0 sif'(x)>0 yesoocurreen (2,4)u(6,8).

d)

Y
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2
132. Determina un polinomio P(x) de segundo grado sabiendo que P(0)=P(2)=1y que I P (x)dx =%.
0

P(x)=ax’+bx+c cona=0.P(0)=c=P(2)=4a+2b+c=1,esdecir,4a+2b=0yc=1.

20, 1 .. 8 1
Por otra parte, ‘[ (ax +bx+1)dx =—,esdecira — +2b+2=—,
0 3 3 3

5

Por tanto, si 2a+b:0y§a +b:—€,setieneque %a: ,a

oo
Il
|
(e
I
I
|
<
B
—~
x
SN—
Il
|
<
I
|
x
+
=

133. En la figura se muestra la parte positiva de la gréafica dey = 4x — x%. Encuentra la ecuacién de una recta

vertical para que el &rea de la zona sombreada sea de 9 u’.

Y

—
T~
|~

—0
—

a 372 3
I (4x-x*)dx =9, es decir: {sz—%} =9, 2a2—a?:9, a®-6a’+27=0, (a-3)(a’-3a-9)=0,a=3,
0

0

pues las otras soluciones no estan en [0, 4] .

La recta buscada es x = 3.

PARA PROFUNDIZAR

X
134. Sea g : R —» R unafuncién continuatal que si x =0, g(x)=XL:L y sea f(x)=I g(t)dt.
e’ — -X

135.

Calcula g(0), estudia la continuidad de f y obtén f'(x).

=1.

Como g es continua en 0, se tiene que g(0) = Iimog(x) = lim — 1
X x->0e” —

X 0 X
fes continua en R pues es derivable ya que g es continuay, al ser f(x) = J‘ g= I g +I g, se tiene que:
-X -X 0

1) = (-0 (=0) (D) 0(0) -9 (x) rg (1) - XL

e*-1 e*-1

Sea f una funcién continua y positiva en el intervalo [0,1]. Halla razonadamente el nidmero de raices en

(0,1) delafuncién F(x)=joxf (t)dt —Ilf (t)dt .

La funcién F(x) es continua en [0,1] (pues es derivable), siendo F(O):Ioof —I:f :O—I:f <0 pues f es
positiva en [0,1].

Anélogamente, F(1)= j;f - Llf = I:f -0>0.

Asi pues, F tiene al menos una raiz en (0,1).

Se estudia F'(x): F'(x)=f(x)-f(x)(-1)=2f(x)>0

Asi pues, como F'(x) nunca se hace cero en (0,1), se desprende que F no puede tener mas de una raiz en dicho
intervalo por lo que, junto al argumento anterior, se concluye que solo tiene una raiz.

S
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136. La figura muestra un semicirculo de radio 1, didmetro horizontal AB y rectas

Unidad 6] Integral definida

tangentes en Ay B. ¢ A qué distancia del diametro debe colocarse la recta horizontal
MN para minimizar el area sombreada?

Hazlo de dos formas: minimizando una funcidn integral y minimizando una funcién
que dependade o. o

Se toma un sistema de ejes perpendiculares con origen en el centro del semicirculo, cuya
ecuacion seria:

y =v1-x2 . Seay =k la ecuacion de la recta MN y se escribe el area sombreada en funcién de k.

A—ZUW\/l—xzdx—k\/l—kz +k(1—\/1—7) ﬂdx]_

i

0

V1-k? V1-k?
_z“ \/1—x2dx+j VI-x%dx +k - 2kV1-K? | = f (k)
0 1
Para obtener el minimo valor de f(x), con k €[0,1], se calcula su derivada respecto de k.

— — 2 o2 2
f'(k):z[l« k)6 +1—2[\/1—k2— k H:z{iu—z K2 4
1-k?  V1-K? 1-k? V1-K? 1-k?

V3
>

, k=

=2[1—2 1- kz]Asi pues, f'(k)=0 si V1-k2 =

N |-

Asi pues, la recta MN se debe situar a una distancia de ? del diametro AB. Se comprueba, posteriormente, que

para ese valor de k, f alcanza el minimo absoluto.

Se resuelve ahora el problema sin utilizar el calculo integral, como indica el enunciado. El area sombreada es:

n o 1 1+1-cosa o T T
2[————Esena cos<x+Tsena—E}:Z[Z—owsenoc—sena COSQ:‘:f(OL) con ae[o, 5}

f'(a)=2[-1+cosa—-cos2a]=0 si cos2a-cosa+1=0, es decir, cos’a-sen’a-cosa+1=0, es decir,

. 1
2cos? o —cosa =0 . Asi pues, cosa = 0,cosa =5

3

1 . - .
Se nota que el valor cosa = > corresponde al valor de k = - obtenido por el procedimiento anterior.

1 . -
Se comprueba que coso = Ecorresponde efectivamente al minimo absoluto.

2157 f[E)e2 | BB qlo2 1o T =22 L 0,43
2 4 2 4 2

. 1 T
Sicosa=—,a=—Yy f(0)=2-
o > o 3 y £(0)

f(szz. o 3 V3] LB | 3B-m_ .o,
3 4 3 2 4 4 12 6
Asi pues, el minimo valor corresponde a a:% o k :é.



SOLUCIONARIO

137. a) Escribe J.sen”xdx en términos de J.sen"'zxdx-

(Haz u=sen"x y dv =senxdx e integra por partes).

b) Utiliza el apartado anterior para demostrar:

K k4

> n-1 _
Izsen”x dx = jzsen“ 2% dx
0 n 0

c) Sinesunimpar positivo, prueba la férmula de Wallis:

ki

z 2.4.6-..-(n—
Izsen”xdxze—(nl)
0 3:5-7-...-n

a) Isen”x dx = -sen""'xcosx + I(n -1)sen"?xcos” xdx = -sen""'x cos x + (n —1)Isen”‘2x(1— sen’x )dx =

=—sen"xcosx + (n —1)Isen”’2x dx —(n —1)Isen”xdx

- - -1 - n-1 -
nIsen"xdx =-sen"'xcosx+(n —1)J.senn xdx = Isen”xdx =—sen""'xcosx +—Isen" xdx
n n

Fl 1 } : n-1(: _ (2 n-1(z2 ;
b) J. sen"xdx = {——sen” Ix cosx} + I sen""2xdx , es decir, J- sen"xdx = —J- sen"?x dx
0 n n n

0 0 0

0

2 _ n-3(2 _ (2 n-1n-3r:
c) Izsen” 2x dx :—I “sen"“xdx , es decw:j “sen"xdx = ——— > | *sen"“*xdx
0 -2Jo 0 n n-2Jo
Reiterando, si n es un entero positivo impar:
2 n n-in-3n-5 2r32 n-1n-3n-5
sen"xdx = —— ..— | senxdx =——
0 n n-2n-4 3Jo n n-2n-4
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SOLUCIONARIO

138. Sea f : R » R definida por f(x)=xe'™ .

1
a) Calcula |1=I f(x)dx.
0
1
Paracada n>1, sea |, =I x"e™ dx .
0

b) Demuestra que si X €[0,1], entonces x" < x"e™™ <ex" .

<l, <
n+1 n+1

1
c) Calcula J, =J- x"dx y prueba que si n>1, entonces . Deduce que |, no es un namero
0

entero.

d) Por integracion por partes demuestra que I, =(n+1)l, -1.
e) Sea k, =nle-I,, escribe k,,; enfuncién de k, y prueba que k, es un nimero entero para todo n.

f) Utilizando c) y d) prueba que nle =k, +1, no es un entero.

g) Demuestra que el nimero e es irracional.

! 1-x 1-x7t ! 1-x
a) I1:J.0xe dx:[—xe ]0+J.01~e dx=e-2

b) Si xe[0,1], 1<e*™ <e, asique x" <x"e"* <ex"

1 L 1 1 e
<| x"e*<e- = <lI, <
n+1 0 n+1 n+1 n+1

. 1 e .
Por tanto, sin>2, es 3 <l < 3 I, =e—-2. Luego I, noes un nimero entero.

1 1
d) l,,= Io x" el dx = [—x”*l . el’xll) +(n +1)J.O x"edx = -1+ (n+1)I,

e) Por induccion:

Sin=1, k,=lle-l,=e-(e-2)=2.

Suponiendo que K, es entero se demuestra para K, .

koo =(n+2)le -1, =(n+1)le—(n+1)l,,,+1=(n+1)[nle—1I ]+1=(n+1)k, +1 es entero.
f) Como, segln c), |, no es entero con n > 1, sigue que nle =Kk, +1, no es entero conn > 1.

. o . a .
g) Si nle no es entero, e es irracional pues, en caso contrario, e :B' setomarian=by nle= b!%=(b—1)!a

seria entero.
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Autoevaluacion

Comprueba qué has aprendido

1.

En la parabola que corresponde a la funcion f(x) =x?+a, siendo a un ntimero real, las tangentes en los

puntos de abscisas 1y —1 pasan por el origen de coordenadas.

Obtén ay calcula el area del recinto limitado por la grafica de f y dichas tangentes.

Los puntos de abscisas 1y —1 tienen ordenada 1 + a.
Las rectas tangentes en dichos puntos son y —(1+a)=2(x-1) e y —(1+a)=-2(x +1).
Al pasar por O(0,0), la primera, por ejemplo, es —(1+a)=-2,a=1.

Asi pues, la parabola es y = x* + 1 y nos piden el area del recinto sombreado.

1

. 1 1)
Area sombreada = ZI (x2+1—2x)dx=2 =" S22
0 3 3 3

[o]

x-1

Calcula el valor del area limitada por lacurva y =

Un esbozo de la regién de la que nos piden el area seria la sombreada.

4y
Asi que el &rea pedida esJ. 1 dx .
3 X° -4
x-1 x-1 __A B _A(x-2)+B(x+2)
x> —4 (x+2)(x-2) x+2 x-2 x* -4

Xx=2=1=4B

L -1=A(x-2)+B 2) . Por tanto, si
uego X (x=2)+B(x+2). Por ano,3|{)(:_2:>_3:_4

or lo que:
A p q

4

4 _
J' X 1clx=[§|n|x+2|+i|n|x—2|} _3
3 X -4 4 4 , 4

In6+£|n2—iln5 =§Ing+iln2 u’
4 4 4 5

Obtén el area del recinto acotado limitado por las gréficas de f(x)=x?-x-2y g(x)=1-|x|.

El recinto del que se pide el area es el sombreado.

Asi pues, las coordenadas de los puntos de corte son las soluciones de los sistemas:

{y:xz—x—Z:(x+1)(x—2) {y:(xﬂ)(x-z)

y=x+1 y=-x+1

queson x=-1y Xx= \/§ respectivamente, por lo que el &rea pedida seré:

,eleje Xylasrectas x=3yx=4.

o/a

||

J_O [X+1-(x+1)(x-2)]dx +Jﬂ6[—x +1-(x+1)(x-2)]dx = I_O (=x% +2x +3)dx +I£(—x2 +3)dx =

3 0 3 V3
:[—X—+x2+3x} +[—X—+3x} :1—1+3+(—\/§+3\/§):2\/§+1 u?
3 1 3 o 3 3

'w Integral definida | Unidad 6
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4. Dibuja el recinto limitado por las graficas de las funciones y =—-,y=x ey =28xy calculasu area.
X

1
= = Y
A T :A(%Aj; B:Y T2 éB(ll),C[%,lj /
y:8x y=X A
|
Area del triangulo OCA: 1(4—1 L7 u? Bl
2""2) 278 1
, . 11 1 x?T 1 .1 5, e X
Area region ACB = I (—Z—Xde: ——] =-1-—+2+=—=—u
1 x x 2| 2 8 8 II
2

Asi que el area del recinto sombreado es %+§ :% u’.

5. Halla el area del recinto limitado por la grafica de la funcién f(x) =x%-2x2+ x y larectatangente a dicha
grafica en el maximo relativo.

+416 —
f'(x)=3x*-4x+1=0 six:w:x:lx:l Y Tt
6 3 P(1.24)
l o (]
" o1 - . 1. (1
f"(x)=6x-4, f"| = |<0 por lo que el maximo relativo es P| =,f| = ||. /! /
3 3 \3 N /
Nos piden el area de la region sombreada. / 11X
1N 4 y =x3 —2x% +x /
T

L 4 - 1 p .
Resolvemos la ecuacién x® —2x% + x —— = 0. Sabemos que una solucién es x = 3 asi que factorizamos como

x3 —2x2+x—i:(x—lj(x2 _5y +iJ
27 3 3 9

x2 —Ex +i=0:x=l,x =i por lo que B(iEJ y el area pedida es:
3 9 3 3 33

i 4 ax Xt 23 21

J [——(x3—2x2+x)}dx: Z_ Ly 2=

1127 27 4 3 2 12

ES
3

1 J+Il=-cosl+e

1
6. Si I=| et =_[
il I e~ costdt y J J-l=-senl

0 0

e’'sentdt, comprueba que { , y calcula después las

integrales.

1 1 el
I :I el costdt :[el‘tsentJ +I el'sent dt = senl+J
0 0 0

¢ !

f 9

1 '
J:I el 'sentdt :[—el“cost] —J. el cost dt =—cosl+e—|
0 0 0

4 I
f g’
| =senl+J | +J =-cosl+e ) I-J =senl (1%ecuacion)
, debemos probar que y efectivamente, o
J=—-cosl+e—I | -J=senl I +J =-cosl+e (22ecuacion)
1 1
por tanto, | =E(sen1—cosl+ e),J :E(—senl—cosl+ e).

o
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SOLUCIONARIO

7. Encuentra el valor de ¢ para que la recta x = ¢ divida al area de la region bajo la grafica de

f(x) = 1—%entre 1y 2 en dos regiones, tales que el area de la de la izquierda sea el doble del area de la
X

de la derecha.

¢ 1 2 1
Hay que hallar ¢ para que I (1——2jdx:2J‘ (l——zjdx, es decir: Y
1 X c X
C 2 "
[x+i} =2[x+l} , asf que c+1—2=2(2+l—c—1j, ' ]
X | X g c 2 c |
0 X
c+i—2:5—20—3,osea: \ /
c [ \ {
+
3(c+£j—720+1—%33c2—7c+3—0:>c—7_62/1_3 y como ¢ > 1, la solucion es c:7+g/ﬁ
c c

2x
8. Calculalos puntos donde se anula la derivada de la funcion f(x)=-2x +I gt 101424 gy
0

f1(x) = —2+%° 224 9 _ 0 si @ 22 _1 es decir, 4% —20x+24=0= X=2yX=3

9. Calcula el volumen del cuerpo generado en la rotacion alrededor del eje X de la superficie limitada por la
curva y =senx con 0<x <m Yy el gje.

V:“I senzxdx:nJ. l(1—c052x)dx:E x—Lsen2x | =En=""u
0 02 2 2 2

Relaciona y contesta

Elige la Unica respuesta correcta en cada caso

1. Si f(x)=-[xtg4tdt y g(x)=2x?, entonces (g of)(%) es igual a:
0

A 2n-1 B. 3n—% C. 275—% D. n—g

La solucién es D. (g of)'[%) =g '[f (%Df (%) .

g(x)=2x*, g'(x) = 4x, f(x)=I0xtg4tdt;

f[ﬁj =th4tdt =th2t(1+tgzt ~1)dt :jztgzt(l-rtgzt)dt —thztdt =th3t}4 —I (1+tgt ~)alt =
4 0 0 0 0 3 o

1

1 (% ) i 1 L n
—E—J.O(1+tgt)dt+jodt—g—[tgt]g+[t]g—§—1+z

2
4 3

2 8 T 8
Por otra parte, f'(x)=tg*x, con lo que f' E)zl. ' f(ﬁj =4[£——j= ——. Asi pues, of '(—): -—
p (x)=tg q [4 9’13 27 3)°" 3 p (9°f) 2773
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302

2n
Sobrelaintegralj |senx|dx podemos afirmar:
0
A. Vale 0. C. Vale 4.
B. No existe, pues y =|senx| no es integrable. D. Es |-cos2n|+|cos0|.

La solucion es C.

2n T 2n T 2n
senx|dx = senx|dx + senx|dx = | senxdx — senxdx =[-cosx|" +[cosx[?* =1+1+1+1=4
0 T
0 0 T 0

T

Sea f una funcion definida en el intervalo abierto (0,4) con derivada segunda continua. Si f tiene extremos

2
locales en los puntos 1y 2, de la integral | =I xf "(x)dx , podemos asegurar que:
1

A 1=f(2)-f(1) B. I=f(1)-f(2) C. I=F'(1)-f'(2) D. I=2f'(2)-f(1)

La solucion es 8. 1= [[xt*(x)dx = [xt*(x) —sz (x) =[x () ~[F (T =2F(2) - F (1)~ (F(2) -1 (1))

1

Al tener f extremos locales en 1y 2, se tiene f'(2) =f'(1)=0 por lo que | =f(1)-f(2).

Sefiala, en cada caso, las respuestas correctas

1 1
4. Sean I=I tcos?(nt)dt y J =I tsen®(at)dt .
0 0

1
A 1>0 B. 1+J=1 C. 11 D. I—JSJ.tCOSZMdt
0

La respuesta A es verdadera pues las funciones continuas f(t)=tcos?(nt) y g(t)=tsen’(nt) son no negativas
en el intervalo [0,1].

1
La respuesta B es falsa porque 1 +J = I tdt =%
0

1 1
La respuesta C es verdadera porque | = J tcos? (mt)dt < I tdt =% .
0 0

1 1
La respuesta D es verdadera porque |—J =I t(cos2 (nt)-sen® (nt))dt =J‘ tcos(2nt)dt .
0 0

Unidad 6] Integral definida '@



SOLUCIONARIO

5. Seaflafuncion definidaen [0,n] cuya representacion gréafica es la de la figura. Y

N

= Igf (x)dx — J.Enf (x)dx

Al rf(x)dxzo c.
0 0 2 0

J.nf(x)dx

0

[NIE]

D. Elvalor medio de f en [0,7] es inferior a 1.

B. j:|f(x)|dx =

Ionf(x)dx

kg

La respuesta A es verdadera pues J‘Ef (x)dx > —.[ f(x)dx.
0

N a

<jogf(x)dx.

La respuesta B es falsa, pues J-n|f (x)|dx > J-Ef (x)dx y
0 0

J:f (x)dx

La respuesta C es falsa pues I f(x)dx >0, por lo que
0

b

= J.nf (x)dx = J.ff (x)dx + J.zf (x)dx = J-ng (x)dx —J.;f (x)dx .

J-nf(x)dx

0

0

f (x)dx < J?f (x)dx <%-2 =n, por lo que el valor medio de f en [0,n] es

La respuesta D es verdadera ya que I
0

0

s
menor que —=1.
s

Elige larelacién correcta entre las dos afirmaciones dadas

6. *Seafunafuncion continuaen [a, b].

1. =0 2. f(x)=0en [ab]

I:f(x)dx

A le 2 B.1= 2,pero2 » 1 C. 2= lperol = 2 D. 1y 2 seexcluyen entre si.

b
La solucién es C. Si f(x)=0 en [a,b], es I f(x)dx =0, por lo que 2 = 1. Obviamente 1= 2, como lo justifica
a

cualquier funcion cuya grafica sea como la del ejercicio, es decir, simétrica respecto del punto medio del intervalo
[a b].

Sefiala el dato innecesario para contestar
8

7. Paracalcular I f (x)dx nos dan estos datos:
0

1. f(x) es periddica de periodo 4.
2. f(x) es unafuncion par.

3. f(x)=x para0<x<2.

A. Puede eliminarse el dato 1. C. Puede eliminarse el dato 3.

B. Puede eliminarse el dato 2. D. No puede eliminarse ningun dato.

La solucién es D. Los datos 1, 2 y 3 son los tres necesarios para saber como es la funcién en [0,8] . Asi pues no
puede eliminarse ningun dato.

S
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b)

Bloque | Andlisis @

PRUEBA | SOLUCION A LOS EJERCICIOS PROPUESTOS

Dada la funcién:

=

si —2<x<-1
f(x)=

2

xX X

si —1<x<0

a) Prueba que f(x) es continua en el intervalo [-2, 0] y derivable en el intervalo (2, 0).

b) Estudia si la funcién es creciente o decreciente en los intervalos (-2, -1) y (-1, 0).

a) Se estudia la continuidad de la funcion en el intervalo [-2, 0], tan s6lo en el punto x =—1, ya que g(x) =l es
X

2
X“ -3 .
es continuaen R.

continuaen R—{0} y h(x) =

Como Iimrf(x) = Iimrf(x) = Iimlf(x) = -1, f(x) es continua en dicho intervalo.
La derivabilidad se estudia en el punto x =—1.

1 .
F1(x) = —z Si —2<x<-1
X si —1<x<0

Como Iirprf '(X) = Iirprf '(X) = IirTJlf '(x) =-1, f(x) es derivable en el intervalo dado.

b) El dominio son todos los reales, ya que el denominador no se anula para ningin valor de x. Para estudiar el
crecimiento y decrecimiento de la funcién se iguala la primera derivada a cero:

, —i:O,no existe si —2<x<-1

f'xX)=0—>< x?

x=0 si —1<x<0

Luego no tiene maximos o minimos ya que el tnico punto en el que pudiera haberlos, x = 0, coincide con el
extremo absoluto de la funcion.

-2 -1 0
f' _ _
\ \

Por tanto, la funcién es estrictamente decreciente ya que la derivada es siempre negativa en todo el intervalo.

Resuelve:

ax’+b

a) Seafla funcion definida como f(x) = para x # a. Calcula a 'y b para que la grafica de f pase por el

punto (2, 3) y tenga una asintota oblicua con pendiente —4.

b) lim ~/3x2 + 2x + 2 —\/3x% + x

X—>+0

4da+b

a) La funcion pasa por el punto (2, 3):f(2) = > =3->4a+b=3a-6 »>a+b=-6

Como m = —4, pendiente de la asintota oblicua, se tiene que:

- f(x) . _ax’+b 1 . ax’+b a
m:Ilmﬁzllm—-—:hm ~=—=-4->a=4
x—o X x>0 g —X X x=®0 X — X -1

4x%2-10

Porlotanto a+b=-6 >4+b=-6 —>b=-10. La funcién es: f(x) = a
-X

im (\/3X2+2X+2—\/3X2+X)~(\/3X2+2X+2 +\/3X2+X) — iim 3X2+2Xx+2-3x2-x

X (V3x2 +2x +2 +/3x2 + X) x>0 (\[3x2 1+ 2% + 2 +4/3x2 + X) -

im X +2 _ 1 3
o (J3x2 4 2x+2 +4/3x2 +x) 23 6




SOLUCIONARIO

3. Sea h(x)=x*-2x3*-1:

a)
b)

c)

a) Sif es una funcion real y continua en un intervalo cerrado [a, b] y, ademas, signo f(a) # signo f(b), entonces

b)

Enuncia el teorema de Bolzano.

Determina los extremos relativos y estudia la monotonia de h.

Utiliza el teorema de Bolzano para probar que la ecuacion h(x) = 0 tiene exactamente dos soluciones reales.

existe al menos un ¢ €(a, b) tal que f(c) = 0.

Se iguala la primera derivada a cero: h'(x) = 4x®-6x*>=0— 2x?(2x-3)=0= x = % x=0

Estos valores son los candidatos a extremos. Para estudiar la monotonia de la funcion.

h' - _ +

. 3 . 3
Por lo que es decreciente en 0 y creciente en >

h"(x) =12x2 —12x = h"(0) =0 h[%) =12%—12%>0

. L 3 .
Para x = 0 tenemos un punto de inflexion, y para x = unminimo.

Resolver la ecuacién x*-2x°*-1=0 es equivalente a hallar los puntos de corte de h(x) con el eje X. Para ello,
aplicamos el teorema de Bolzano. Teniendo en cuenta que la funcién es continua en todos los reales,
buscamos valores para los que la funcion tiene signo distinto y vamos acotando:

h(=2) = (-2)* - 2(-2)* -1> 0 h(0)=-1<0 h(2)=24-2-22-1<0
h(-1) = (-D)*-2(-2°-1>0 h=1"-2-1*-1<0 h(3)=3*-2-3*-1>0
Por lo tanto podemos resumir:
h(-1) >0 h(2) >0
3 -1,0) tal h =0 3 2,3) tal h =0.
{h(0)<0 = 3¢, (-1 0) tal que h(cy) {h(3)<0:> c, € (2, 3) tal que h(cy)

Es imposible que haya mas soluciones si atendemos a la monotonia de la funcién.

4. Dadas las funciones f(x)=5-xy g(x) :ipara x #0:
X

a)
b)

a)

b)

Esboza el recinto limitado por las gréficas de f y g indicando sus puntos de corte.
Calcula el area del recinto.

f(x) =5—-xesunarectay g(x) = 4 , €s una hipérbola de 1 y Ill cuadrante.
X

Y

-

Para ver los puntos de corte se iguala f(x) y g(x), es decir,
5-x= 2 dedonde x*—5x + 4 =0,

X
Resolviendo la ecuacion obtenemos x =1y x = 4.

4 2 4
A =j [ (X) — g(X)]dx =5x —X——4In|x|} B RTAT
1 2 , 2
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SOLUCIONARIO

5. Calculalas siguientes integrales, explicando el método de resolucion:

-1 dx
a) jxcos(3x)dx b) 2 (X —x)(x—1)

a) Se aplica el método de integracion por partes: ju(x)dv(x) =u(x)-v(x)— Iv(x)du(x)
u=x — du=dx

dv = cos(3x)dx — v = J.cos(3x)dx =%sen(3x)

J xcos(3x)dx = %sen(Sx) - %j sen(3x)dx = %sen(Sx) + %cos(3x) +C

- dx = dx < odx . . )
b) J- 5 = = >, que se puede descomponer en fracciones simples:
2(X*=-x)(x-D) Jox(x-D(x-D J2x(x-I
1 _A+ B C  AX-1?+Bx(x-1+Cx
X(x-1? x x-1 (x-1? X(x -1

1= A(x-1)?+Bx(x-1)+Cx
Para x = 0 tenemos que 1 = A.
Para x = 1 tenemos que 1 = C.
Para x = 2 tenemos que 1 = A + 2B + 2C, y sustituyendo los valoresA=1yC=1,B =-1.
-1 -1
Por tanto, la integral queda:j (i—i+ 1 —)dx =In|x|—-In|x —1]- 1 } ~ 1 oin2ims3
2 X x-1 (x-1) (x-n], 6

Bloque | Analisis




SOLUCIONARIO

PRUEBA Il SOLUCION A LOS EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Sequiere obtener el limite lim % donde P(x) y Q(x) son funciones polindbmicas. Se dan los siguientes

~>—2Q X
datos:
1.P(0)=Q(0)=0 3. El resto de dividir Q(x) entre (x + 2) es 0.
2. El resto de dividir P(x) entre (x + 2) es 3 4. El resto de dividir Q(x) entre (x + 2)2 es 2.

¢ Cuédl es el dato innecesario para contestar y, por ello, puede eliminarse?
A. Puede eliminarse el dato 1. C. Puede eliminarse el dato 3.
B. Puede eliminarse el dato 2. D. Puede eliminarse el dato 4.

im M = [9} = lim M = {E} =o Solucién D
=2Q(X) L0 *2Q(X)(x+2)+0 [0

2. Alavistade lagraficade la siguiente funcidn, ¢cudl o cudles de las siguientes afirmaciones son ciertas?:
Y

|

/

BN
/

0| 1 X

Tiene una discontinuidad evitable en x = -1.

Tiene una discontinuidad de salto infinito en x = 2.
Tiene una discontinuidad de salto finito en x = 9.

Es continua por la derechay por laizquierda en x = 15.

OO0 w>»

Solucion: (B, C)

3. Se desea construir un paralelepipedo rectangular de 9 L de volumen de tal forma que un lado de la base
sea el doble que el otro. Las longitudes de sus lados para que el area total de sus 6 caras sea minima son:

A.x:%dm,h:de C.x:%cm,h:ZCm
3 3
B.x:2dm,h:Edm D x:20m,h:Ecm

Para relacionar las variables se utiliza la formula del volumen:V = A -h=2x-x-h=2x*h=9 > h =

XZ
3
Por tanto, el area queda: A(x) = 4x? + 6xh=4x? + 27 = X427
X X
3 —
E igualando la primera derivada a cero: A'(x) = u =0->Xx= %dm
X
3
2
A — +
A ~— _—7
Como x :% dn—h=2dm Solucién: A
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4. Paraquelafuncién f(x)=ax®+bx+c pase por el origen de coordenadas y tenga un minimo en el punto
(1, -1) los valores de a, b y c tienen que ser:

A.a=0,b:1,c=0 C.a:l,bzl,czo
2 2 2

B. a= % ,b=—=,c=0 D. Este caso no puede ocurrir.

N | w

Si f(x) pasa por el origen de coordenadas entonces f(0) = ¢ = 0, entonces f(x) = ax® + bx

Por otro lado, sabemos que la funcién pasa por el punto (1, —1) y que ademas éste es un minimo:
f=a+b=-1 a+b=-1

{f '(X)=3ax?+b=0—>f'() =3a+b =0, entonces {3a+b =0

Y resolviendo el sistema: a = % b=-3a= _73

Por lo tanto la funcion sera f(x) = %x3 —%x Solucion: B

5. Lorenzo, que no sabe derivar, dice que las funciones f(x) y g(x) son primitivas de una misma funcion.
Seflala cual o cuales de las siguientes opciones verifican las afirmaciones de Lorenzo.

X 2X+1
A. f(X)=X+1,g(X)=

X+1
B. f(X) =In(2x3+ 1), g(X) =In(24x%+ 12)

N3

C. f(x)= sen'?x - cos®x — cosx, g(x) = cos’x sen"?x + cosx

D. f(x) =arctgx, g(x) = —arctg 1
X
Dos funciones son primitivas de una misma funcién solo si difieren en una constante.

2x+1  x+1 X

= =1+ f(x), luego A es verdadera.
x+1 Xx+1 x+1

A g =

B. g(x)=In [12(2x2 +1)J =1In12 + In(2x* + 1) = In12 + f(X) y B es verdadera.

2 x cos®x a- cossx) por lo que C es falsa.

C. g(x)—f(x)=2cosx + sen
D. f(x)-g(x)=arctg x + arctg 1. g , con lo que D es verdadera.
X

Solucion: A,By D
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sen(x) si x e[-2n,0)

) , el eje de abscisas y
x2-2x si x€[0,3]

El 4rea de laregién limitada por la gréfica de la funcién f (x) = {

las rectas verticales x =0y x =3 es:

A. 0 B. L c 1 p. 8
4 3
La gréfica de la funcion es:
Y
ARy,
oh. 21| 0N X

Observando la gréfica de la funcion, el area pedida es:

2 3 3 2 3 3
I —(x2—2x)dx+j (x2—2x)dx=[—x—+xzﬂ +(X——x2ﬂ _8 u?
0 2 3 b \3 ; 3
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7 Matrices

EJERCICIOS PROPUESTOS

1y 2. Ejercicios resueltos.

3. Dadas las matrices A y B indica, si es posible.

3 2
o 1 4 3
A=l 0 1 B=[“ 3 5
30 10 -2 1

a) Loselementos a,, y b,

b) La dimensién de cada una de ellas

c) La matriz traspuesta de cada una de ellas

a) a,, no existe, ya que la matriz A solo tiene 2 columnas. b,, :% .

b) La matriz A tiene dimension 3 x 2. La matriz B tiene dimension 2 x 4.

2 1
1
3 0 3 - 0
c) Al= t:3
) (210jy8 5
3
5

4. Escribe lamatriz de dimensién 2 x 4 en la que: a =(-D'(2i —j) para 1<i<2,1<j<4

a,=(-0(21-)=-1 a,=(-1(2-1-2)=0 a, =(-)"2-1-3)=1 a, =(-)"(2-1-4)=2
a, =(-0*2-2-)=3 &, =(-1*2-2-2)=2  a,=(-1)*2-2-3)=1 a, =(-0*(2-2-4)=0
La matrizes A= [_1 01 2] .

3 210

5. Escribe:
a) Una matriz triangular inferior tal que los elementos de la diagonal secundaria sean nulos.
b) Una matriz simétrica.

¢) Una matriz antisimétrica.

100 -1 5 3 0 2 4
a) A=(2 0 0 b) B=| 5 0 -4 c)C=| 2 0 -3
0 3 2 3 -4 2 -4 3 0
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6. Hallaqué condiciéon deben cumpliriy j paraque a, =0 si A es una matriz:

a) Triangular superior c) Diagonal

b) Triangular inferior d) Simétrica

a) En una matriz triangular superior son nulos todos los elementos situados debajo de la diagonal principal, es

decir, a; =0 si i>j.

b) En una matriz triangular inferior son nulos todos los elementos situados encima de la diagonal principal, es

decir, a; =0 si i<j.

¢) En una matriz diagonal son nulos todos los elementos que no pertenecen a la diagonal principal, es decir,

a,=0sii=j.
d) En una matriz simétrica no es necesario que ningin elemento sea nulo.
7y 8.

Ejercicios resueltos.

9. Dadas las matrices M, Ny P:

1 -1 2 3 -10 2 -1
M:(z _o 3) N:(l _2 1] P= 3 1
- -2 0
Calcula:
a) M+N c) -M e) 2M-3P!
b) 2N d) Im-an f) 3(N'+P)-M!
5 2

a)M+N:1_12+3_10:4
-2 0 3 1 2 1 -1

6

b) ENZES -1 0)_1s
5 51 2 1 E
5

Q) M= 1 -1 2 _ -1 1 -2
-2 0 3 2 0 -3

1
1 -1 2 3 -10) |3

d) Em-oan=im-an-1 -3 =] 2
2 2 2 0 3 12 1) |,

-2 2
2 4

gals alN
alNn o

sy
2 2
4 5 -3

2

) 2M-3P' =2 1 -1 27323—2: 2 -2 4\ 69—6:—4 -11 10
-2 0 3 -1 1 0) -4 06){(3 3 0 (1 -3 6

3 1 2 -1 1 -2 5 0 1 -2) (15 0 1 -2\ (14 2
f) 3(N'+P)-M'=3||-1 2|+ 3 1||-|-1 0|=3] 2 3|-|-1 0|=| 6 9|-|-1 O|= 7 9
0 1) (-2 o 2 3 -2 1 2 3) (-6 3 2 3) (80

Matrices | Unidad 7
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312

10. Halla una matriz X tal que 2A+ X =3B siendo:

11.

12.

13.

14.

15.

Unidad 7| Matrices @

SR

2A+X:3B:>X:3B—2A:>X:32 3 o[t 01_(6 ) (2 )[4
0 1 2 1) o 3/ 14 2) 4 1

Justifica las siguientes propiedades.

a) O'Amxn =Oan b) )\‘ER )\"Omxn =O

mxn

a) 0-A,, esla matriz de dimension m x n que se obtiene multiplicando cada elemento de A por 0, con lo que
0-A,,, eslamatriz nula de dimension m x n como afirma la propiedad.

b) A-O,,, es la matriz de dimension m x n que se obtiene multiplicando cada elemento de O, por A. Al ser

todos los elementos de O, nulos se obtiene la propiedad enunciada.

n

Demuestra la propiedad asociativa del producto de nimeros reales por matrices.

Si A, =(a;) ¥ & peR, el elemento ij de la matriz % (pA) es A (na;)=Aua; = (u)a

i+ €S decir, coincide con el
elemento ij de la matriz (An) A, porlo que A(pA)=(Ap)A.

Escribe la matriz M =(6

=5 25 o)

Calculaa, by c en la expresion:

12) como suma de una matriz diagonal y otra matriz.

3 b 1 1 -1 1
3 =4 -5
1 -1 a 2c 1 c
Realizando las operaciones en ambos miembros de la igualdad tenemos:
3f3 b)_(9 8B} (1 -1) (-1 1) (4 -4 (5 5) (9 -9
1 -1 \3 -3 a 2c 1 c) \4a 8) |5 5c) (4a-5 3¢
Igualando elemento a elemento obtenemos:
3=4a-5 a=2

3b=-"9 =ib=-3
-3=3c c=-1

Escribe la matriz A como combinacion lineal de B,, B, y B, , siendo:
2 1 10 01 00
A= Bl = Bz = B3 =
0 3 00 00 01

A:2 0+O 1+0 O:ZBI+BZ+SB3
00 00 0 3
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-2 -3 -1 3
16. Dadas las matrices A =[ 4 Oj y B =( 1 GJ' halla las matrices X e Y que verifican:
2X-Y =A
X+Y =B

) -3 0
Sumando ambas ecuaciones obtenemos: 3X =A+B = X = %(A+ B)= X = %[ 3 6)

-1
Sustituyendo en la segunda ecuacién obtenemos: X +Y =B=Y =B-X =Y =[ 1 Zj —(

17 a 19. Ejercicios resueltos.

20. Realizalos productos de dos factores que se pueden hacer con las matrices:

1 1 2 1 -1
-1 0o -2 1 1
M= N=(2 3 0 1) P=
2 3 1 -1 1
-2 3 0 -1 1
1 2 30 1 1
-1 -2 -1 -
MN= (2 3 0 1)= 30 NM=(2 3 0 1) !
2 4 6 0 2 2
-2 -4 -6 0 -2 -2
1 2 1 -1 1
-2 1 1| -1
MP no se puede realizar. PM = 0 =
3 1 -1 1| 2
3 0 -1 1){-2
1 2 1 -1
-2 1 1
NP=(2 3 0 1 0 =5 -2 4 2 PN no se puede realizar.
3 1 -1 1
3 0 -1 1

1

21. Calculael valor de ay b para que las matrices A = [2
AB:l 2\(1 a:7 a+2b
2 1){3 b 5 2a+b

BA_la 12_l+2a 2+a
"3 b)l2z 1) \3+20 6+b

2 B = 1 a conmuten
1)Y"73 b '

7=1+2a
AB  BA — 7 a+2b _ 1+2a 2+a N a+2b=2+a:>a:3‘b:1
5 2a+b 3+2b 6+b 5=3+2b
2a+b=6+b

22. Calculalos valores de x e y para que se verifique la igualdad:
1 232 1)_42 1
x -1)\ly 1) (2 1

1 2Y2 1) (2 1) (2+2y 3 6 3y |2T¥=°
=3 = s = =2X-y=6=>x=4,y=2
x -1)\y 1 2 1 2x-y x-1 6 3

Xx-1=3

-1 0
1 2

1ale
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1 -2
23. Calcula 2M +1-M? donde M :[2 1).

M2 = 1 -2)(1 -2 _ -3 0 . por tanto, 2M +1—M?2 = 2 4 . 10) (83 0 _ 6 -4
2 -1){2 -1 0 -3 4 -2 01 0 -3 4 2

24. Demuestraque |, A, =Amn Y Ao lh = Anse

Para demostrar que I, - A, = A, , supongamos que I, =(b,) y A, =(a;).
Observemos que 1, -A,,, es una matriz de dimensién m x n cuyo elemento de la fila i y columna j viene dado por

m lsii=]j m . I
glb'ka"j y, como b, = {0 o i« Jj , tenemos kZ:;lbikakj =b,a; =a;, es decir, | -A  coincide con A_ .

De manera completamente analoga se prueba que A, -1, = A, -

25. Ejercicio interactivo.
26y 27. Ejercicios resueltos.

28. Calculael rango de las matrices:

2 6 1 -1 12 1 ; 2 i
M=|1 0 2| N={ 3 1 1 -1| P=
4 3 -6
5 -2 3 4 4 6 O
10 -9

1 1 0 2 1 0 2 1 0 2 1 0 2
M=|1 0 2/ 5|2 6 1| - |0 6 3| 5|0 2 7| — |0 2 —7|=rgM)=3
3)"% s 2 3JE3EElo 2 —7)°"%lo 6 -3)""" 0 o0 -24

112 1 11 2 1 112 1
N=l3 11 -1 - |0 4 7 2 0 4 7 2|=rgN)=2

4 4 6 0JF3RiEl 0 8 14 4)°"™( 0 0 0 0

13 3 1 3 3 1 3 3 1 3 3

2 2 1 0 -4 -7 0 -4 -7 0 -4 -7
P = rg(P)=3

43 6lomlo -8 18lp-Pw|0 0 -9lniwmlo o -9 9"

Fy—>F,—4F, F, —>4F,-3F,
1 0 -9)firA 0 -3 -12 0 0 -27 0 0 O

29. Escribe una matriz de dimensién 3 x 5 que tenga rango 2.

10 11 -1
M=0 1 -1 0 1
11 0 1 O

La primera y segunda fila son linealmente independientes, pero la tercera es combinacion lineal de ellas, ya que la
tercera fila es la suma de la primera y la segunda. Por tanto, el rango de M es 2.
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30. Estudia segun los valores de a el rango de las matrices:

1 -1 1 ! _11 (1)
A=[3 1 a|yB= L1 1
2 2 1 B B
2 -3 a+4
1 -1 1 1 -1 1 1 -1 1 1 -1 1
A=|3 1 a - 0 4 a-3| 5|0 4 -1 - 0 4 -1
F,>F,-3F, FyoF, Fy>Fy—F,
2 2 1)fsFRl0 4 -1 0 4 a-3 0 0 a-2

Asi,si a—2=0=a=2 tendremos rg(A)=2 ysi a=2 tendremos rg(A)=3.

1 -1 1 1 -1 1 1 -1 1 1 -1 1
B 3 1 0 N 0 4 -3 . 0 4 -3 N 0 4 -3
-1 1 -1 ESEI%FI 0 O 0 |rRer|0 -1 a+2|ro4r+r|0 0 4da+5
2 -3 a+4)RoR-2/0 -1 a+2 0 O 0 0 O 0

Asi,si 4a+5=0=>a= —% tendremos rg(B)=2 ysi a= —% tendremos rg(B)=3.

31. Encuentra una matriz de orden 5y rango 2.

01 2 01
10 2 2 1
M=/0 1 2 0 1
2 0 4 4 2
11 4 2 2

La primera y segunda fila son linealmente independientes, la tercera coincide con la primera, la cuarta es el doble
que la segunda y la quinta es la suma de la primera y la segunda. Por tanto, el rango de M es 2.

32. Ejercicio resuelto.

33. Comprueba si las matrices My N son unalainversa de la otra:

5 3 2 -3 (3 4y (-1 -4
REHF R oy -0

a) MN = 5 32 -3 = 10 Yy NM = 2 -3)(5 3 = 10 , por lo que My N son inversas.
3 2){-83 5 0 1 -3 5){3 2 0 1

3 4\(-1 -4 1 0 .
b) MN = = , por lo que M y N no son inversas.
11 1 3 0 -1

34. Calculael valor que debe tener el parametro m para que las matrices Ay B sean unalainversa de la otra:

1 0 0 1 0 O
A=-1 m m+1llyB=m m -3
0o 1 2 -1 -1 2
1 0 0 1 0 O 1 0 0
AB=-1 m m+1|m m -3|=m’-m-2 m?>’-m-1 -m+2
0 1 2 -1 -1 2 m-2 m-2 1

Para que Ay B sean inversas, AB debe ser la identidad, por tanto, obtenemos que m=2.
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35. Calcula A utilizando la definicién de matriz inversa, siendo A =(3 2).

b
Si At= (a ] tenemos:
c d

1 7 by (1 0] [lla+7c=1 (1lb+7d=0
AAT=| = a b o arie=a A —~a=2b=-7,c=-3d=11
3 2)lc d)7lo 1) 7 13a+2c=0 7 |3b+2d =1
Por tanto, A = 2 .
3 11

36. Calculala matrizinversa de cada una de las siguientes matrices utilizando el método de Gauss-Jordan:

B HMES

1 1|1 0 11 10 1 0| 6 -1 ” 6 -1
- - =>A"=
5 6|0 1)rs/s5\0 1|5 1)r5r-r\0 1|-5 1 -5 1
10 1 3 1 3
5 3|10 5 3| 10 20 0|-5 15 4 4 L | 4 4
- — - =>B"=
3 1|0 1)r55r-3r\0 -4 | -3 5)rser+r,\ 0 -4|-3 5 Fole 0 1 3 _E E _E
sz"fz 4 4 4 4
1 1
0 2|1 0 2 0|0 1 10]0 5 » 0 5
2 0/0 1)ronl0 2|1 0). 2 "N e Y
o AivgRlo 1= 0 =0
F,->=F, 2 2
2
37. Calculala matrizinversa de las siguientes matrices.
1 0 1 2 11 4 -1 1
M={0 1 5| N={3 2 1| P=|-1 1 O
2 0 3 111 3 -1 1
1 1)1 0 10 1] 100 10 0] 3 0 -1 3 0 -1
15/01 0/ » |0 15/ 010/ » (01010 1 -5(=>M'=|10 1 -5
2 03/00 1)°"™o0 o0 1/-2 0 1)22%5%l0 0 1|2 0 1 20 1
2 1 1|1 00 21 1] 10 0 2 0 2| 4 20 2 00| 2 0
i1/j/0 20/, » |01 -1/-3 20, »|01-1{-3 20, » |020|4 2
F,—2F,-3F, F—>F-F, F—>F—Fs
1 11 O O 1 F3—>2F;-F 0 1 1| -1 O 2 F3—>F-F, 0 0 2 2 —2 2 Fy—>2F,+F3 0 0 2 2 —2
100 1 0 1 1 0 -1
5|0 1 0|2 1 1|=N*'=-2 1 1
1
FPsRlo 0 1] 1 -1 1 1 -1 1
anle
2
FsalFZ
2
4 -1 1|1 0 0 4 -1 1, 100 12 0 4| 4 4 0
-1 10(0 10| » |0 31| 14 0 = 0 3 1| 14 0| >
F,—>4F,+F, F,—>3F+F, Fi>F—F3
3 —1 1 O 0 1 F3—>4F;-3F o _l 1 —3 O 4 F3>3F;+F, 0 O 4 _8 4 12 Fy—>4F,—F;
12 0 0|12 0 -12 1 00| 10 -1 10 -1
0 12 0|12 12 -12| » |0 1 0| 1 1 -1|=>P?'= 1 1 -1
1
0O 0 4|-8 4 12 Fﬁqﬁ 00 1|2 1 3 -2 1 3

F,—>—F,
277502

F;—>—F
37,8
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38.

39.

40.

41.

42.

Si A® =1 demuestra que A es invertible y calcula, en funcion de A, su inversa.

Como A*=A-A-A=(A-A)-A=A-(A-A) por la propiedad asociativa, entonces A®=A?.A es decir,
I =A%.-A=A-A?, loque implica que A™=A?,

Ejercicio interactivo.

Ejercicio resuelto.

El grafo siguiente recoge las relaciones de influencia en un grupo de cuatro personas:

A »B
V!D
a) Halla la matriz G asociada al grafo.
b) Calcula G +G? e interpreta el resultado.
0100
a) G- 0 011
0 001
0 00O
0100 0 011 0 1 1 1
b)G+G2=0011+0001=0012
0 0 0 1 0 00O 0 001
0 00O 0 00O 0 00O

Los elementos de esta matriz indican el nUmero de posibles relaciones de influencia entre las cuatro personas
con un maximo de un intermediario.

Por ejemplo, el elemento de la segunda fila y cuarta columna nos indica que B puede influir sobre D de dos
modos distintos, bien directamente, bien a través de un intermediario. De hecho, uno de estos modos es la
influencia directa que muestra el grafo y el otro es la influencia a través de C.

Al punto M(-1, 2) se le aplica un giro de amplitud 120° y centro el origen y una simetria de eje la recta
y =X . Halla las coordenadas de su trasformado.

La aplicacion del giro y la simetria trasforman el punto M(-1, 2) en el punto

c0s120° sen120°)(0 1) _ _% % 0 1) % _% 2443 1-23
o e 3ol e g ol (28 2]

-sen120° cos120°){1 O J3 1\1 0 2 2

2 2 2 2
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43. Traza un grafo dirigido para el que la matriz de adyacencia sea una matriz triangular superior de dimensién
5x 5 cuyos elementos distintos de 0 son a; =1.

La matriz de adyacencia es:

>

[
O 0O o o P
O OO PR
O O R Rk R
O R R, Rk PR
[ = S S SN

y un posible grafo es:

44 a 53. Ejercicios resueltos.

EJERCICIOS
Matrices

54. En lamatriz:

1 -2 6 O
A=/5 -1 0 -3
2 0 10 3

a) ¢Qué valor tiene el elemento de la segunda fila y tercera columna?

b) Escribe los elementos nulos con la notacion a; .

a) a,=0

b) a,=0,a,;=0ya,=0

55. En cada caso, escribe una matriz que cumpla las siguientes condiciones:
a) Que su traspuesta sea una matriz columna.
b) Que sea triangular superior de orden 2.
c) Que sea simétrica de orden 3, tenga tres elementos iguales a 0 y el resto sean iguales a 1.

d) Que sea antisimétrica de orden 2 y uno de sus elementos sea igual a 1.

010
a) A=(1 -3 5) c) C=/1 11
011

b) B:(l 3] d) D:[o 1)
0 -2 -10
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56.

57.

Identifica con expresiones de la forma a, los elementos de la matriz:
1 -2 3
-3 2 -
a,=la,=-2a,=3a,=-3a,=2ya,=-1

Halla a, b, c y d para que las matrices siguientes sean iguales:

3a-b+2 c+d+6 b-a -3c +3d
1-c-d 2a+b 2c-8d 10a-2b+1

Igualando los elementos correspondientes de cada matriz tenemos:

{3ab+2:ba {4a2b=2

a=1b=3
2a+b-10a_2b+1 | 8at3b=1 2 %

=>c=-2d=-1

c+d+6=-3c+3d N 4c-2d =-6
l-c-d=2c-8d -3c+7d=-1

58. Escribe la matriz cuadrada de orden 3 cuyos elementos son:
_f2j-i sii<]
TED i
1 35
A=l-1 2 4
1 -13
59. Escribe la matriz de dimensién 3 x 4 cuyos elementos son:
3i—j si i<j
a; =10 si i=j
j=2i si i>]j
0 10 -1
A=|-3 3 2
-5 -4 0 5
Operaciones con matrices
60. Dadas las matrices:
2 3 -1 13 1 S
A= B= C=| 0 2
1 4 -2 5 2 -2
-1 1
Calcula, cuando sea posible:
a) A+B c) B+C! e) B+C
b) B-A d) 2A+3B f) 3A+2C!
16 O 2 3 0
a) A+B= c) B+C'= e) No se puede realizar.
6 6 —4 4 4 -1
-3 0 2 1 15 1 12 9 -5
b) B-A= d) 2A+3B= f) 3A+2C'=
4 -2 0 17 14 -10 116 -4
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1 2 5
61. Descompén la matriz M=|1 4 -1| en suma de la matriz identidad, una matriz simétrica y otra
3 -2 3

triangular superior.

Una posible solucion es:

00 0 1 3
1 0|+|1 2 -2+
0 1 3 2 1

w
|
()
w
o o o
O KR K
B RN

Las soluciones son de la forma:

1 2 5 1 0 O z 1 3 -z 1 2
M=|1 4 -1|=|0 1 O|+|1 x -2|+| 0 3-x 1 |,con xVy,zeR
3 -2 3 0 0 1 3 2 vy 0 0 2-y

-1 12
62. Dadala matriz A:( : 2 9) , Halla tres matrices A, A,,y A, tales que:
1
a) 3A =A b) 2A,=A c) A=A
1 2 6 4
a) 3A,=A ==A=
) SA=AS A= (—2 1 3}
1 3 -9 6
b) 2A2=A:>A2=EA= 3 3 9
2 2
1 12 -36 24
c) =A, =A =2A =
) FHEAZA (—12 6 18]
63. Dadas las matrices:
2 -1
1 -1 2 2 1 4
A:(fs 2 1} B_(fl ) o) =1 1
2 -3
Calcula:
a) AC c) AC-I, e) (BC)
b) CB d) CA f) B'A
5 -4 3
7 -8
a) AC:[ 6 2} d) CA=|-4 3 -1
B 11 -8 1
5 4 8 11 -13)\/11 -13 121 -130
by CB=|-3 -3 -4 e) (BC)Z:(O 1](0 J:( o J
7 8 8 - N
7 -8) (1 0 6 -8 > 43
c) AC—|2=(6 2)—(0 1J=(6 1) f) B'A=|7 -5 0
B - 4 -4 8
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64. Dadas las matrices:

2 2 1 5 1 -2 13
A:[s 4 1] B:(l 3 2) =12 0
4 -1
Calcula:
a) ACB b) B'C'A! c) (BC)*A

2 2 1 -2 17
a) Ac=(% Sl=ace=[2 2| ° _(° 6
7 10 2) 25 37 6

7 10)\-1 3
5 25
b) B'C'A'=(ACB) =|17 37
6 6
-1 17\(-1 17 222 -102 138 -852 324
c) (BC) = = = (BC)'A=
13 -5){13 -5 -78 246 582 1140 -324
65. Dadas las matrices:
1
3
A=(2 -1 3 1) B=
2
Calcula:
a) AB b) BA c) (A'+B)A
2 -1 3 1 6 -3 9 3
6 3 9 3 4 -2 6 2
a) AB=(-5) b) BA= c) (A+B)A=
-4 2 -6 -2 2 -1 3 1
4 -2 6 2 6 -3 9 3
66. Dadas las matrices:
3 1

Al 3 e[t Y clo 2
2 1 0 2

a) Comprueba que C(A+B)=CA+CB.

3 1), 4 (215
a) C(A+B)=|0 2 ( ) 3)’ -4
1 -1 2 1

) (A+B)C‘:(O 4)(3 0 1)2[4 8
-2 3)\1 2 -1 -3 6

6|y CA+CB=|-4

b) Comprueba que (A+B)C'=AC'+BC'.

1 10\ (-3 5) (-2 15
2|+ 0 4|=|-4 &
3 2) -1 1) 2 1

), actspoio[ 88 2)[2 2 2)_ (48 4
-5 5 2 -3) 2 4 2) (36 -5

Matrices | Unidad 7
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1 0 2
67. Sealamatriz A=|0 1 0|,compruebaque se cumple laigualdad (A2—5I)2=16I.
2 0 1
5 0 4 5 0 0y (0 0 4 0 O 40 0 4 16 0 O
A>-5/=/0 1 0|-|0 5 0|=|0 -4 0|=(A*-5l=|0 -4 0|0 -4 O|=|0 16 O |=16l
4 0 5 0 0 5 4 0 O 4 0 0)l4 0 O 0 0 16

10
68. Calcula A - A siendo A la matriz A:(2 J,

Calculemos las primeras potencias de A para poder formular una hipétesis sobre el valor de A" :

A= 10 ,A2: 10 ,A3:A2A: 10 ,A4:A3A: 10 s, AN = 10
21 4 1 6 1 8 1 2n 1

Demostremos nuestra hipétesis por el método de induccién:

Primero comprobemos que la hip6tesis es cierta si n =1, lo que es inmediato, ya que A coincide con la expresion
de A" si n=1.

Comprobemos ahora que la hip6tesis es cierta para n+1 suponiendo que lo es para n:

at a1 0L O\ 1 0_( 1 o
2n 12 1) \2n+2 1) 2(n+D 1

T 1 0 1 0 0 0
Demostrada nuestra hipétesis, tenemos A% — AX° = - = .
204 1 200 1 4 0

111
69. Dadalamatriz A={1 1 1| hallaunaexpresién que permita calcular A" para cualquier n.
111

Calculemos las primeras potencias de A para poder formular una hipétesis sobre el valor de A" :

111 3 3 3 9 9 9 27 27 27 3t 3t 3t
A=(1 1 1|, A*=|3 3 3|, A’=A*A=|9 9 9|, A*=A%A=|27 27 27|,.., A"=|3"* 3t 3
111 3 3 3 9 9 9 27 27 27 3t gt 3t

Demostremos nuestra hipétesis por el método de induccién:

Primero comprobemos que la hipétesis es cierta si nh =1, lo que es inmediato, ya que A coincide con la expresion
de A" sin=1.

Comprobemos ahora que la hipétesis es cierta para n+1 suponiendo que lo es para n:

3n71 3n71 3n71 1 l 1 3 . 3n—1 3 . 3n71 3 . 3n71 3n 3n 3n 3(n+1)71 3(n+1)71 3(n+1)71
An+1 — AnA — 3n71 3n71 3n71 1 l l — 3 . 3n—1 3 . 3n71 3 . 3n71 — 3n 3n 3n — 3(n+1)71 3(n+1)71 3(n+1)71
3n71 3n71 3n71 1 1 1 3 . 3n—l 3 . 3n—1 3 . 3n71 3n 3n 3n 3(n+1)7l 3(n+l)fl 3(n+1)71
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70.

Calcula A" paracualquier n, siendo A =

)
N - O
e

Calculemos las primeras potencias de A para poder formular una hipétesis sobre el valor de A" :

18 18 18
9|, A*=A%A=|27 27 27|, ...

101 2 2 2 6 6
A=l1 1 1|, A?’=13 3 3|, A=A’A=|9 9
121 4 4 4 12 12

2'3n72 2_3n72 2.3n72

6

12

Nuestra hipétesis es que A" =| 3" 3t 3"t |sinx>2.

4.3n72 4.3n72 4.3n72

Demostremos nuestra hipétesis por el método de induccién:

Primero comprobemos que la hipdtesis es cierta si n=2, lo que es inmediato, ya que

expresion de A" sin=2.

36 3

Comprobemos ahora que la hipétesis es cierta para n+1 suponiendo que lo es para n>2:

2.3"2 2.3"2 2.3"2)\(1 0 1
A" =A"A=| 3! 3t 3t 11 1|=
4.3"2 4.3"2 4.3"2)l1 2 1
2.3"1 .30l 9. gl 2.30:)-2 5 3(n+D-2
= 3n 3n 3n —| g 3(+)-1
4.3"1 4.3"1 4.301 4.30D-2  4.30+D-2

1 0 1 2.32
Por tanto, tenemosque A"=|1 1 1|sin=1y A"=| 3"!
1 2 1 4.3"2
0 1 0
71. Halla C?® siendo ClamatrizC=|{0 0 2
1 0 O
0 0 2 2 0
Observemos que C?=|2 0 0|yC®*=|0 2
010 00

. 2 1 - - . .
72. Demuestra que la matriz A = 1 2 verifica una ecuacién del tipo A2+aA +Bl =0, determinando o y B.

CZOO 20198Cz — (03)66C2 — (2' )Gﬁcz — 266lc2 — ZGGCZ —

3.2.3"

3.3

3.4.3"
2. 3(n+1)—

3(n+1)71

4 . 3(n+1)7

2 . 3n—2
Sn—l
4372

A2+aA+BI=[5 4j+[20‘ aj{ﬁ 0]2[5+2a+;3 4+a ]
4 5 o 20 0 B 4+q 5+20+p

5+20+p=0
a=0

Si queremos que esta matriz sea la matriz nula, tendremos: {4
+

Por tanto, A verifica la ecuacion A2 -—4A+31=0.

6 36

2 3.2.3"2 3.2.3m7?

3.3 3

. Sn—l —

2 3.4.3"2 3.4.3"2

2

2

2‘3n72
3" |sinx>2.
4372

0
0 |=2, por tanto, tenemos que:
2

o o 2%
2 0 0
0 2% 0

= o=-4p=3

Matrices | Unidad 7
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Ecuaciones y sistemas de matrices
73. Hallatodas las matrices X que satisfacen la ecuacion:
2 1 3 12
X =
-1 0 -1 2 1
2 1 12
Sean Az[ 1 Oj y B =( 3; 5 lj , Si A tiene inversa tendremos AX =B= X =A"B.

Intentemos calcular por tanto la inversa de A por el método de Gauss-Jordan:

2 1|1 0 2 1|1 0 2 0/0 -2 100 -1)_,, (0 -1
1 0[0 1)rsmrl0 1|1 2)romelo 101 2). 210 1]1 2 “l1 2

F1~>1F1

2
asi, x —ag=(0 (3 1 2t 2 A1)
1 2)\-12 1) 1 5 4

. _[-a . o
74. Halla qué valor debe tomar a en la matriz ( ] para que su inversa coincida con su opuesta.
a

13

Sea A= [—a

-2 .
13 a j queremos que A-(—A)=1, es decir, que —A” =1, por tanto:

a2 10
_Az_|[2%6-2 0 —26-a’=1=a’=25=a=15
0 26-a2) \0 1

75. Halla una matriz columna B tal que AB =3B +C siendo Ay C las matrices:

SIS

Observemos que AB=3B+C = AB-3B=C = (A-3I)B=C, por tanto, si A—3I=(

3) .. .
2j tiene inversa,

tendremos B = (A -3l )’1c .

Intentemos calcular la inversa de A—3l por el método de Gauss-Jordan:

-2 3]10 -2 3|10 -10 0] 2 3 _5_103
2 210 1)l 0 5|1 1romal 0 —5[-1 1) 11
5

1
Fl%*EFl 0 1

anlez 5
5

13
- (A-3y'=| 5 10
.
5 5

13 1

- 5 2) |5

Asi, B=(A-31)'C= i 1(1’ ( 2]: i

5 5 5

L . S . . L, . a
También podriamos haber resuelto el ejercicio observando que B tiene dimensién 2 x 1 y haciendo B :[bj’

obteniendo:

ABZSB"’CD[ :}a:%,b:%jB:

a+3b 3 3a+2 N a+3b=3a+2 N -2a+3b=2
-2a+b) (3b-2 —2a+b=3b-2" |-2a-2b=-2

als gle
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76.

77.

78.

Halla todas las matrices A, de dimension 2 x 2, que cumplen A>=0, (1 1)-A=0 donde O denota la
matriz nula de dimension 2 x 2.

b - .
Sea A= (i dj , de la segunda condicién concluimos que:

(1 1)-A=O=(a+c b+d)=(0 0):>c=—a,d=—b:>A=(a; bb]

De la primera condicion concluimos que:

A2=0 a’-ab -b’+ab) (0 O N az—ab=03 a(a-b)
-a’+ab b’-ab 00 b?-ab=0 " |b(b-a)=

0
:a:b:A:(a aj
0 -a -a

. - . a a .
Obtenemos, por tanto, que las matrices que verifican las condiciones son de la forma A:[ J para algun

ndmero real a.

3
2 10 3 4 2
Sean las matrices A =| 2 1 y B :(2 1 8)' Halla las matrices X e Y de dimensiones 2 x 3 tales que
2 = 5
2
- . - 3X+Y =A
verifican el sistema matricial:
4X +2Y =B

Multiplicando la primera ecuacion por 2 y restandole la segunda obtenemos:

0 -1 -1
2X =2A-B= X = >(2A-B)= X =
2 1 0 1

Sustituyendo en la primera ecuacion obtenemos:

N | w

Y=A-3X=Y=

N~ N

Halla la matriz X que verifica la ecuacion AX +1=B-X donde | es la matriz identidad y A y B son las
matrices:
A 0 3 B 30
2 4 1 2

. 1 3) . .
Observemos que AX+l1=B-X =AX+X =B-1 :>(A+I)X =B-1, por tanto, si A+l =(2 5} tiene inversa

tendremos X =(A+1)"(B-1).

Intentemos calcular la inversa de A+ por el método de Gauss-Jordan:

1 3|10 1 3] 10 1 0|5 3 10
2 500 1)emaml0 1|2 UYromeml0 -1|-2 1)eml0 1

Asi, x:(A+|)’1(B—|):(_z _ij[i 2):(_; _:3

-5 3

2 —J = (A1) = (72 —31j

@ﬁ Matrices | Unidad 7

325



SOLUCIONARIO

326

79. Encuentralas matrices Ay B que cumplen las siguientes ecuaciones:

80.

Unidad 7| Matrices @

3 2 0 1 4
8A-5B=|-2 1 3 2A-B=|2 -1
0 3 -3 0 1

Multiplicando la segunda ecuacion por 5 y restandole la primera obtenemos:

2 22 0 1 -11 O
2A=112 6 12|=>A=|6 -3 6
0 2 -2 0 1 -1

Sustituyendo en la segunda ecuaciéon obtenemos:

1 -18 O
B={10 -5 9
0 1 1

Considera las matrices siguientes:

(3 e e

Determina dos matrices My N tales que:

AM+BN =C
AM =N

0
3
-1

Sustituimos AM =N en la primera ecuacion para obtener: N+BN =C = (I +B)N =C

Por tanto, si | +B y A tienen inversas obtendremos N =(1+B)"'C y M=A"N .

Intentemos calcular las inversas de | +B y A por el método de Gauss-Jordan:

1
2 2|10 2 2]10 4 0]1 -2 102
-1 1|0 1r2r\0 4|1 2)rzrl0 4|1 2) 7 o 1|1

: 1
F,—>=F, 4
4
1 410 1 4|10 9 0|1 -4 1o
2 -1/0 1)pomerl0 -9 |2 1rswmanl0 9|2 1) 7
e 101
Fz"*%':z
1 1 1 4
. 2 2104 2) (2 2 9 9|2
Asi, N=(1+B)'c=|% 2 - ymM=AnN=| & 9
1 12 3) (0o 1 2 1o
4 2 9 9

_1
2 -1
=(l+B) =
2
1 _4
9 =Al=
_2 1
9 9
2 2
2) | 9 3
-4 1
9 3

N TN N
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Rango

81. Las tres matrices fila F,, F, y F, sonindependientes:

82.

83.

84.

FF=1 3 -1 4) F,=(-2 3 1 2) F,=(0 1 1 2)

a) Escribe tres matrices de dimension 3 x 4 en las que la primera fila sea F, y cuyos rangos sean,

respectivamente, 1, 2y 3.

b) Escribe una matriz de dimensién 4 x 3 cuyo rango sea 3.

13

a) A=|13
13

-1 4 13
-1 4|,A=-2 3
-1 4 13

-1 4 13 -1 4
1 2|yA=[23 12
-1 4 01 12
120

3 31

) B=A= 1
2

4 2

Halla el rango de las siguientes matrices observando la relacion entre sus filas o entre sus columnas:
2 -1 0 3

A=/4 -2 0 6

2 -1 0 3

13 2
B=|5 4 -1
2 2 0

En la matriz A tenemos F, =2F, y F, =F, por lo que su rango es 1.

En la matriz B tenemos C, =C,-C, y C,, C, son linealmente independientes, por lo que su rango es 2.

Determinar, sin utilizar el método de Gauss, el rango de las siguientes matrices:

23 1 0 1 3 2 2
8§ 1
5 -3
0 4

A:4
2
0

= N O
|
[y
|
w
o
o

En la matriz Atenemos F, =F, +F,, F, =F, —F, y F, F, son linealmente independientes, por lo que rg(A)=2.

En la matriz B las filas son linealmente independientes, por lo que rg(B) = 4.

Calcula el rango de las siguientes matrices, utilizando el método de Gauss.

3 10 -1
-1 2 1 1 2 -1 3

1 3 2 -
A:( j B=| 2 11 5 cC=|3 7 0 11 D::L S

5 1 2 -1 -
2 1 -3 -4 -6 10 -3 118
2 10 7

13 -2 1 3 -2
A= =rg(A)=2
[5 1 2JF2£Z_5F1(0 ~14 12] 9(A)

1 2 1 -1 1 1 2 1
B=| 2 11 5| - |0 15 7| - |0 15 7|=rg(B)=3
F,—F,+2F, Fy—3F;-F,

-3 )RoRi2R| 0 5 -1 0 0 -10

-1 3
3 2|=rgM)=3
0 5

1 2 -1 3 1 2 -1 3
0 11y - |0 1 3 2| -

F,—F,-3F, Fy—>F—2F,
-4 -6 10

-3 )R-oR+r(0 2 6 9

1 2
0 1
0 0

3 10 1 3 10 -1 3 10 -1 3 10 -1

o_| 1 3 -1 0 -1 -2 0 -1 -2 0 -1 2| 3
N 8l |0 7 23|eere|0 0 9leswelo o o 9VT
F;—>3R+F F,—F,+10F,

7)R~%-25(0 10 23 0O 0 3 0 0 O

Matrices | Unidad 7
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85. Obtén el valor de a para que el rango de la matriz A seaigual a 2.

123 0
A=l2 3 0 -1
4 -1 6 a
1 -2 3 0 12 3 0 1 2 3 0
A=|2 30 -1| - |0 7 -6 -1| » |0 7 -6 -1
4 16 afFi@lo 7 %6 a0 0 0 a+1

Para que el rango de A sea 2 la Ultima fila debe ser nula, por tanto, a=-1.

86. Halla, segln el valor de a, el rango de la matriz:

1 2 4
1 a 4
1 a a?
12 4 1 2 4 1 2 4
A=|1 a 4| » |0 a-2 O - |0 a-2 O
F,—F,—F, F;—>F;—F,
1 a a?)r-orR-R\0 a-2 a’-4 0 0 a*-4
1 2 4
Si a?-4 0, esdecir,si a=-2 y a=2 tenemos rg(A)=rg|0 a-2 0 |=3.
0 0 a*-4
1 2 4 1 2
Si a=-2 tenemos rg(A)=rg|0 -4 0|=2ysia=2 tenemos rg(A)=rg|0 O
0 0 O 0 0

87. Estudia el rango de la matriz segln los valores del pardmetro m.

m 0 1
0 1 1
m 0 m
m 0 1 m O 1
M=/0 1 1| —» |0 1 1
Fy—>F;-F
m 0 m 0 0 m-1
m O 1
Simz#1ly m=0 tenemos rgM)=rg| 0 1 1 |=3.
0 0 m-1
1 0 1
Si m=1tenemos rgM)=rg|0 1 1|=2.
0 0O
0 01
Si m=0 tenemos rgM)=rg|0 1 1|=2
0 0O
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Matriz inversa

88. Determina cudl de las siguientes matrices es inversa de otra:

A

3 8% (G G2

o2 0 ap_[1 0
9 -41 01
se 41 9 oo 3 16

9 -2 -4 21

Por tanto, Ay C son inversas, al igual que By D.

89. Calculala matrizinversa de cada una de las siguientes matrices utilizando la definicién.

A:118
4 3

) - 3

Si Flz(a bj tenemos:
c d

FF1=| :(11
4

Por tanto, F* = [

8)a b _ 10 N 11a+8021y 1]b+8d:0:>a:3,b:—8,c:—4,d:ll
3)\c d 01 4a+3c=0 4b+3d =1

3 -8
-4 11

Si G* :[a b} tenemos:
c d

GGlzlz(z 3J(a bj_(l 0)3{2a+3c:1y{2b+3d=02a:lb:_lcz_1,d:g

1 3)lc d) (0 1 a+3c=0 ’ |b+3d=1 3 3
1 -1
Portanto, G'=| 1 2
3 3
a; &, a5
SiH®=|a, a, a,| tenemos:
a31 a32 633
2 01 a, 4, a5 100 2a11+a31:1 2a12+a32:0 2a13+a13:0
HH'=1=|0 1 O|la, a, as|=/0 1 0|=<a,=0 ,iay, =1 Yy 8, =0 =
101 a; 3; 45 0 01 a11+a31:0 a12+a32:0 a13+a33:1

a,=la,=0a;=-1
=>a,=04a,=14a,=0
a;=-la,=0a;=2

1 0 -1
Portanto, H*=| 0 1 O
-1 0 2

Matrices | Unidad 7
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90. Calcula, si es posible, la matriz inversa de cada una de las matrices por el método de Gauss-Jordan:

) 1 10 1 2 1
A=[l 4) B=| 1 0 0 c={2 10
2 -1 1 3 0 1
2 7110 2 7110 2 0| 8 -14 10| 4 -7 L (4 -7
- - - => A=
1 4]0 1)rs2r,r0 1|-1 2)rsr-7m,\0 1]-1 2 Fole 0O 1|-1 2 -1 2
2
1 10[10 0 110[/100 10 0|0 -1 0 100[/0 10
1 00/0 10/ - |o10|l110| 5|0 101 10/ 5]0 101 10>
2 -1 1|0 0 1)238%|l 0 1 1|2 0 1)F2E%(0 0 1|1 -1 1)"o 0 1|1 -1 1
0 1 0
=B'=l1 1 0
1 -1 1
1 -2 1/10 0 1 -2 1] 100 30 -1]-12 0

2 -10/0 10f » |0 3 -2|-2 10| -5 |0 3 -2|-2 1 0|=Cnotieneinversa.
3 0 1/0 0 1JF3ERlo0 6 4] 3 0 128%lo 0 of-1 2 1

91. Calcula, si es posible, lainversa de la matriz:

12 0

A=l 1 1 1

10 -1
1 0100 1 2 0/l100 1 0 2|-12 0
11 1/0 10/ - |0 -1 1/-1 10| - |0 -1 1|-1 1 0| o
10 -1/0 0 1E3ERl0 2 -1 1 0 1E2EE( 0 o0 1]|-1 2 1)REE
1 00|12 -2 1001 -2 -2 1 2 =2
0 -10/0 -1 -1l 5|0 10|l0 1 1|=D'=|l0 1 1
0 0 1/-1 2 1) ™o0 0 1/-1 2 1 102 1

92. Calculael valor de k para que B sea la matriz inversa de A, siendo:

2 2 -1 0 1 1
A=1 -1 1 B=1 -2 -3
0 1 1 1 -2 k
1 0 -4-k 1 00
AB=1=|0 1 4+k |[=|0 1 O|=>k=-4
0 0 -3-k 0 0 1

93. Determinarazonadamente para qué valores de k tienen inversa cada una de las siguientes matrices:

1 2 1 2 0 2
A=|0 k 3 B = -3 1
0 0 O 0 0 k-1

Recordemos que una matriz cuadrada de orden n tiene inversa si y solo si su rango es n.

Puesto que rg(M)=2 para cualquier valor de k y rg(N)=3 < k =1, concluimos que M no tiene inversa para

ningun valor de k y N tiene inversa si k = 1.

Unidad 7| Matrices @
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94. Dadas las matrices:

10 -1 3 x vy
A=/2 3 0|y B=|-2 1 -2
01 1 2 x vy

estudia si existen numeros reales x e y tales que la matriz B es lainversa de la matriz A.

Para que B sea la inversa de A debe ser AB =1, es decir:
2 =1
1 0 0 100 X+130
X+1=
0 2x+3 2y-6|=/0 1 0|=>
2y -6=0
0 x+1 y-2 0 01
y-2=0

De las dos primeras ecuaciones concluimos que x =-1, pero las dos Ultimas son contradictorias, por o que no
existen valores para x e y que hagan que B sea la inversa de A.

95. Estudia para qué valores de m la matriz siguiente tiene inversa y, si es posible, halla su inversa para

m=-1.
m 0 1
0 1 1
0 m
m 0 1 m O 1
M=/0 1 1| » |0 1 1
m o m "o 0 m-1
m O 1
M tendré inversa si rgM)=rg| 0 1 1 |=3,esdecir,sim=1y m=0.
0 0 m-1
-1 0 1
Sim=-1,M=| 0 1 1] tieneinversa, que calculamos con el método de Gauss-Jordan:
-1 0 -1
-1 0 1|1 0 O -1 0 1| 1 0 O -2 0 0| 101
01 1|0 1 0f » |0 1 1{0 10 »> | 02 0|-1 21 >
Fy—>F—Fy F,—>2F +F, e L
-1 0 -1/0 0 1 0 0 -2|-1 0 1)rom+r O O -2|-1 0 1)
FZ%%FZ
F3~>71F3
2
100—10—1 —10—l
2 2 2 2
0 10/-+ 1 LiomeoLt o 12
2 2 2 2
0 0 1 1 0 1 1 0 1
2 2 2 2
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Sintesis
0O 3 4

96. Dadalamatriz A=| 1 -4 -5|sepide:
-1 3 4

a) Comprueba que se verifica la igualdad A® +1 = O, siendo | la matriz identidad y O la matriz nula.

b) Justifica que A tiene inversa y obtén A™.

c) Calcula A,

0 3 40 3 4) (-1 0 1 -1 0 10 3 4) (-1 0 O
a) A2=| 1 -4 5| 1 -4 5|=[ 1 4 4|y A= 1 4 4|| 1 -4 5|={0 -1 0=,
-1 3 4)l-1 3 4) (-1 -3 -3 -1 -3 -3)l-1 3 4) {0 0 -1

porloque A®+1=0.

1 0 -1
b) Lainversade Aes A*=-A’=|-1 -4 -4|,yaque AA'=A(-A?)=-A’=1.
1 3 3
0 -3 -4
c) A®=(A)”.A=(1)"-A=®A=-A=|-1 4 5
1 -3 -4

97. Dadala matriz A prueba que la matrizinversade Aes A7 =-A?2+A+2l.

1 0 -1
A=-1 -1 1
o 1 1

Basta comprobar que AA™ =1, es decir, que —-A®+A?+2A =1, Y, en efecto, tenemos:

1 -1 -2 2 -1 -4
A= 0 2 1|yA=l-2 -1 3
-1 0 2 -1 2 3

-2 1 4 1 -1 -2 2 0 -2

1
conloque -A*+A?+2A=| 2 1 -3|+| 0 2 1|+/-2 -2 2|=|0
1 -2 -3 -1 0 2 o 2 2 0

98. Encuentra dos matrices, A, B, cuadradas de orden 2 que sean solucion del sistema matricial:

2A+B =C?* . 1 3
siendo C =
A-B=C?? 2 5

Sumando ambas ecuaciones obtenemos 3A=C2+C*'= A :%(C2 +C*1), sustituyendo en la segunda ecuacioén

obtenemos B = A-C™. Calculamos C™ por el método de Gauss-Jordan:
1 3|10 1 3| 10 1 0|-5 3 10753301_753
2 5|0 1)romenl0 -1|-2 1)romenl0 -1|-2 1)535l0 1] 2 -1 2 4

Asi, tenemos:

2 2 17
Z 7 Z 7 — 4
7 1 - -
A:%(Czwl):%ﬁlz 381]+[2 m: 13;1 yB=A-C"= 13;1 _[2 ij: 2 '
B 10 5 10 B 3 11

3
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99. Determinaa, by c para que la matriz:

1 0 O
o L 1

2 2
a b ¢

verifique que su traspuesta A' coincide con su inversa A™. Calcula en todos esos casos la matriz A*.

Queremos que AA' =1, es decir, que:
122128‘100 10 ba 1 0 0] [a=0
0 = 5|0 & pl=|0 Lt oj=l0 1 j_c -0 1 0|={b+c=0 =
b2 2 12 00 1 X 2 0 0 1) l|a2+b?+c?=1
a o = ¢ a 2FC a2ip2ic?
2 V2
a=0 a:O,b:i,c:—%
=>Cc=-b = 21 12
2b2 =1 a=0b=-—"-,c=—
V2 2
i i o 1 1 -1 t 2
En el primer caso, es decir, si a=0,b=— yc:—T, observemos que A" =A'=A, conlo que A’=1 Yy, por
2 2
tanto, A* = A2A%2 =1,
1 1 1 0 O 1 0 O
En el segundo caso, es decir, si a=0,b=-—— yc=——,tenemos A>=/0 0 1|y A*=A?A’=|0 -1 0|
\/E \/E 0 -1 0 0O 0 -1

100. Obtén, para todo niumero natural, el valor de:
1 1) (1 -1
+
11 -1 1

11 1 -1
Sean A= yB= , tenemos:
11 -1 1

A2:22A3:44A4:88...
2 2) 4 4) 8 8)

B2 - 2 2 B — 4 -4 B¢ _ 8 -8
-2 2/ -4 4) -8 8/

Observando estas potencias podemos concluir que A" = [2" ;n] yB" :( ;n _sz , con lo que

1 1y 1 -1 (2 0
+ =
11 -1 1 0o 2t

@ﬁ Matrices | Unidad 7 333



SOLUCIONARIO

-1 -2 2
101.Sealamatriz A=| 1 2 1}:
0o -1 -1
a) Comprueba que se verifica A®* -1 =0, con | la matriz identidad y O la matriz nula.

b) Calcula A®.

c) Basandote en los apartados anteriores, y sin recurrir al calculo de inversas, halla la matriz X que verifica la
igualdad A?2X +1=A.

1 -2 -2)(-1 2 -2) (-1 0 2 1 0 2)(-1 2 -2) (1 0 0
a A=/ 1 2 1|1 2 1|=(1 1 1|y A=1 1 -1/ 1 2 1|={0 1 0|=I, porlo
0 -1 -1){o -1 -1) (-1 -1 o0 -1 -1 o)lo -1 -1) o 0 1
que A>-1=0.
1 -2 -2
b) A®=(A°)-A=(1)'-A=I"A=A=| 1 2 1
0 -1 -1

-1 0 2 -1 -2 -2 0 2 4
c) AX+I=A= AX+A=A?= X+A=A’=> X=A’-A=| 1 1 -1|-| 1 2 1|=|0 -1 -2
-1 -1 0 0 -1 -1 -1 0 1

1+m 1

102. Sea la matriz B =
1 1-m

j e | la matriz Identidad.

a) Halla para qué valores de m se verifica que B2 = 2B +1 .

b) Calcula B™ para los valores m hallados en el apartado anterior.

1+m) +1
a) B2= (1+m) + 5 y ZB+I:[2(1+m)+1 j,portanto,
2 (1_m) +1 2 2(1—m)+1
2
B?=2B+l = +m) +1=2(1+m L cismex
1-m)’+1=2(1-m)+1

b) Observemos que B>=2B+| < B?-2B=1<B(B-2l)=1, porlo que, si m=+1 tenemos B*=B-2|.

Es decir, si m=-1, B*lzo L (20 = -2 l;ysimzl, Bl= 2.1 (20 = 0 l.
1 2 0 2 10 1 0 0 2 1 -2
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CUESTIONES

103.

104.

1065.

106.

Sea A una matrizm x n.

a) ¢Existe una matriz B tal que BA sea una matriz fila? Si existe, ¢qué dimension tiene?
b) ¢Se puede encontrar una matriz B tal que AB sea una matriz fila? Si existe, ¢,qué dimension tiene?

c) SiAB es una matriz cuadrada, ¢qué orden tiene B'A'?

a) BA sera una matriz fila de dimensién 1 x n si B es una matriz fila de dimensién 1 x m.
b) AB sera una matriz fila solo si m =1 y B tiene dimensién n x k, en cuyo caso AB tendra dimension 1 x k.

c) Si AB es una matriz cuadrada, su orden serd m y B tendra dimension n x m. Por tanto A' tendra dimension
nxmy B' tendr4 dimensién mxn, con lo que B'A' tendrd orden m. También podriamos observar que

B'A' = (AB)' tendré el mismo orden que AB, es decir, orden m.

A es una matriz de dimensién 3 x 4 cuyo rango es 3. Determina qué variaciones puede haber en su rango
cuando:

a) Se afiade una fila. c) Se elimina una fila.
b) Se afiade una columna. d) Se elimina una columna.

Observemos que las tres filas de A son linealmente independientes y hay tres columnas linealmente
independientes.

a) Silafila que se afiade es lineal independiente de las tres filas originales de A, el rango de la nueva matriz sera
4, si es linealmente dependiente, el rango seguira siendo 3.

1000
Por ejemplo, si A=|0 1 0 0| y afladimos la fila (0 0 0 1), la nueva matriz tendra rango 4, pero si
0 010

afiadimos lafila (0 0 0 0) tendrérango 3.

b) Las tres filas de la nueva matriz seguiran siendo linealmente independientes, por lo que el rango de la nueva
matriz seguira siendo 3.

¢) Las dos filas no eliminadas seran linealmente independientes, por lo que el rango de la nueva matriz sera 2.

d) Elrango de la nueva matriz puede seguir siendo 3 o puede ser 2.

1 000
Por ejemplo, si A={0 1 0 0| yeliminamos una de las tres primeras columnas el rango de la nueva matriz
0 0 10

es 2, si eliminamos la cuarta columna el rango sera 3.

Sean A, B y C tres matrices tales que el producto ABC es una matriz 3x2 y el producto AC' es una matriz
cuadrada, siendo C' latraspuesta de C. Calcula, razonando la respuesta, las dimensiones de A, By C.

Sean m; X n,, m, X n, y m, X n, las dimensiones respectivas de A, By C.

Para poder calcular ABC debe ser n,=m, y n, =m,; ademas, para que ABC tenga dimensioén 3 x 2 debe ser
m=3yn,=2.

Por otro lado, para poder calcular AC' debe ser n, =n,; ademas, para que AC' sea cuadrada debe ser m, =m,.

Por tanto, obtenemos n,=n,=m,=2 y m,=m, =n, =3, es decir, A tiene dimension 3 x 2, B tiene dimension
2 x 3y C tiene dimensién 3 x 2.

Si Ay B son dos matrices cuadradas de orden n demuestra que:

(A-B)’ = A?-2AB +B? < AB =BA

Observemos que (A-B)’ =(A-B)(A-B)=A’-AB-BA+B?, por tanto,

(A-B)? = A2-2AB+B? < AL ~AB-BA+ BY = AY —~2AB+ B < —-AB—-BA=-2AB < 2AB—AB = BA < AB = BA
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107.La matriz A es de dimensién m x n y la matriz B de dimensién p x q. Determina, en cada caso, qué relaciéon
debe haber entre m, n, py q para que:

336

a)
b)
c)

a)

b)

c)

Exista (AB) .
Se pueda calcular A?-B2.

Se pueda calcular AB'-A.

Para que exista (AB)’1 debe existir en primer lugar AB y debe ser una matriz cuadrada, es decir, debe ser
n=pym=q.

Para que se puedan calcular A? y B?, Ay B deben ser matrices cuadradas. Ademas, deben ser del mismo
orden para poder calcular A2 -B2. Por tanto, la condicion buscadaes m=n=p=q.

Para que se pueda calcular AB' debe ser n =q. Ademas, para poder calcular AB'—A la dimensién de AB',
m x p, debe coincidir con la de A, es decir, n = p . Por tanto, la condicién buscadaes n=p=q.

108. Estudia como varia el producto de dos matrices A y B si se hacen en ellas los siguientes cambios:

a)
b)
c)
d)

a)
b)
c)
d)

Se cambian de orden las filas i y k de la matriz A.
Se cambian de orden las columnas j y k de la matriz B.
Se multiplica por 2 la fila i de la matriz A.

Se suma a lafila i de A la fila k multiplicada por 2.

Las filas i y k del producto cambian de orden.
Las columnas j y k del producto cambian de orden.
La fila i del producto queda multiplicada por 2.

La nueva fila i del producto es la suma de la antigua fila i con la fila k multiplicada por 2.

109. Se considera la matriz A, cuadrada de orden 3, de modo que rg(A) =2. Determina, si es posible, el efecto
que tienen sobre el rango cada una de las siguientes acciones o pon ejemplos en caso contrario.

a)
b)
c)
a)
b)

c)

Multiplicar A por 2.
Sumarle la matriz identidad.

Anadir una fila de unos.

El rango de la nueva matriz seguiria siendo 2.
Es imposible saber que efecto tiene esta accion sobre el rango, podria tomar cualquier valor entre 1y 3.

La Unica posibilidad que podemos descartar es que la nueva matriz tenga rango 0, ya que en este caso deberia
ser A+1 =0, es decir, la matriz A deberia ser —I, que no tiene rango 2.

-1 0 O 1 0 O 100
Por ejemplo, las matrices A/ =|0 -1 0|, A,=|0 -1 0|y A, =0 1 0] tienen rango 2, pero al
0O 0 O 0 0 O 0 0O

sumarles la identidad tienen, respectivamente, rango 1, 2y 3.

El rango de la nueva matriz podria ser 2 o 3, pero nunca menor que 2, ya que en A hay dos filas linealmente
independientes que seguiran siéndolo en la nueva matriz.

1 1 1
Por ejemplo, si A={0 1 0|, al afiadir una fila de unos el rango de la nueva matriz seguiria siendo 2; pero si
0 0O

>

I
© O
o r O

0
0 |, al afadir una fila de unos el rango de la nueva matriz seria 3.
0
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110.Sea A una matriz cuadrada de orden n de modo que A?=0, siendo O la matriz nula (la formada
completamente por ceros).

a) Comprueba que (A+ In)2 =2A+1,.
b) Comprueba que las matrices B=1,—-A y C = A+, son una inversa de la otra.
a) (A+1) =(A+1)(A+1)=A2+ Al +1 A+12=0+A+A+| =2A+I,
b) BC=(l,-A)(A+l,)=1,A+12-A*-Al, =A+], -O-A=I = By C son inversas.
111. Sea A una matriz cuadrada tal que A?=A+I, donde | es la matriz unidad. Demuestra que la matriz A es
invertible.
A2=A+I=>A’-A=I=AA-1)=1=Aesinvertibley A*=A-1.

112.a) Determina qué condicién debe cumplir una matriz diagonal para ser invertible.
b) Halla la inversa de cualquier matriz diagonal de orden 3 que cumpla la condicién del apartado anterior.

a) La condicién es que ningun elemento de la diagonal principal sea nulo.

a 0 o0
b) Si A=|0 b 0| es una matriz diagonal de orden 3 con a, b y c distintos de 0, su inversa es

0 0 c
1 0 O

a

Al=|0 1 01l.
b

0 0 1
c

113.a) Si A es una matriz no singulary (B—C)A =0, la matriz nula, comprueba que B =C .
2

) —6 L . - i
b) Segun el resultado del apartado anterior, cuando Az[ 3} la Unica matriz X que verifica la ecuacion

XA =0 es la matriz nula. ¢ Es cierta esta afirmacion?

a) Como A tiene inversa, tenemos (B-C)A=0=B-C=0A'=0=B=C.

b) X =0 es solucién de la ecuacion XA =0, pero no se puede afirmar que sea la Unica solucién usando el
apartado anterior, ya que A no tiene inversa, lo que se puede comprobar intentando calcularla por el método de
Gauss-Jordan.

. - . . 12 . L
De hecho, la afirmacion no es cierta, por ejemplo, X = (1 ZJ es otra solucion de la ecuacion XA=0.

b=

NOTA: i X =[2 P tenemos xA=0 =
c d d=

2a . -
, por lo que las soluciones de la ecuacion XA =0 son de
(¢

a 2a
laforma X = con a,ceR.
c 2c

114.Sean A y B dos matrices invertibles que verifican la identidad A+B = AB . Comprueba que entonces se
tiene la formula:

(1-B)"=-BA

Basta comprobar que (I-B)(-BA) =1, ahora bien, tenemos:
(1-B)(-B*A) = -B*A+BB'A=-B'A+IA=(-B*+1)A
por tanto, basta comprobar que (-B'+1)A=1, es decir, que A*=-B*+l, o lo que es lo mismo, que
A?*+B*=1. Para ello, observemos que:
A+B=AB=A'(A+B)B'=A'ABB = A'AB '+ A BB =1’ IB'+Al=1=B'+Al=1= At+B!=|
guedando asi demostrada la férmula pedida.
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115. Dada la matriz:

a 0 0 -b

A-|O @b O R ax0bx0
0 -b a
b 0 0 a

a) Calcula AA', donde A' es la matriz traspuesta de la matriz A.

b) Razona que siempre existe la matriz inversa de A, independientemente de los valoresde a,beR,a=0,b=0.

a 0 0 -bya 0 O00b a®+b? 0 0 0
0 b O0f O -b 0 2 4 p?
a) AA - a a _ 0 a‘+b 0 0 :(a2+b2)l
b a 0|l 0b a0 0 0 a®+b? 0
b 0 0 a)il-b 0 0 a 0 0 0 a?+b?
b) Segun el apartado anterior, si B = — o A' tenemos AB =1, es decir, A es invertibley A™ = 5 1b2 Al
a%+ a‘+

116. Se dice que una matriz cuadrada es ortogonal si su inversa coincide con su traspuesta. Se pide:

cCosa -—sena

a) Demostrar que una matriz de la forma
seno  CoSa

j o € R es ortogonal.

1 00
b) Calcular x e y de modo que lamatriz |0 1 x| sea ortogonal.
0 0 vy
—sen
a) Si A:(COSOL S€ QJ tenemos:
seno.  CoSa
AAL [ COS@ —sena)( cosa  seno) sen? o +cos® a 0 (1 0 -
“|sena.  cosa)l-sena cosa) 0 sena+cos’a) \0 1) '
es decir, A = A", por lo que A es ortogonal.
100
b) Si A=|0 1 x| tenemos que A es ortogonal si:
0 0 vy
1 0 01 0 O 1 00 1 0 0 1 00 1+x2=1
AA'=1=[0 1 x||0 1 0|=|0 1 0|=|0 1+x® xy|=|0 1 O|=xy=0 =>x=0y=+1
0 0 y)lO x vy 0 0 1 0 xy vy?) \0 0 1 y2=1

117.Halla las coordenadas del punto en el que se trasforma el punto P(2, 5) al aplicarle, sucesivamente, un giro
de centro el origen y amplitud —60°, una simetria de eje el de ordenadas y unatraslacion de vector (-3, 2).

La aplicacion del giro, la simetria y la traslacién trasforman el punto P(2, 5) en el punto:

1 B
cos(—60°) sen(-60°)\(-1 0O > Tol-1 o
2 5)(—sen(—60°) cos(—60°)J(0 1)+(_3 2)=(2 5)£ 1 [0 1j+(—3 2)=
2 2
1B
=(2 5) ¢2§ 12 +(-3 2)=[_2_25J§ 5_§£J+(—3 2):[‘8—25J§ 9—;@]
2 2
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PROBLEMAS

118.

1109.

Se dice que una matriz cuadrada es involutiva si cumple que A%? =1, donde | denota la matriz identidad.
a) Justifica razonadamente que toda matriz involutiva es regular.

b) Determina para qué valores de los parametros a y b la siguiente matriz es involutiva.

a a o0
a -a 0
0O 0O b
a) Puesto que una matriz involutiva verifica que AA =1, cualquier matriz involutiva es regular y su inversa

coincide con ella misma, A =A..
a a O0)a a O 1 00 22 0 O
b) |la -a 0O|la -a 0|=|0 1 0|=| 0 2a® O |=
0O O bJ)lO 0 b 0 0 1 0 0 b?

2

=t-—,b=21

Sa=+ ,
2

-

b?2=1

o O
o - O
= O O

{Za2 =1
ft

El grafo siguiente contiene la informacién sobre la capacidad de influencia que tiene cada uno de los
miembros de un grupo de personas sobre los demas.
B
A
E
C
D

a) Escribe la matriz, M, asociada al grafo.
b) Determina las matrices M? y M3,

c) Interpreta la informacion que proporciona la matriz M +M? + M2,

01010
00100
a M=[1 10 0 1
1000 1
00000
1010 1 120 11
1100 1 01110
by M?=|0 1 1 1 O|yM3*=|2 1 1 0 2
01010 1010 1
0000O0TO 00000
2 312 2
12211
c) M+M2+M*=|3 3 2 1 3
2 111 2
0000O0O

Los elementos de esta matriz indican el nimero de posibles relaciones de influencia entre el grupo de personas
con un maximo de dos intermediarios.

Por ejemplo, el elemento de la tercera fila y quinta columna nos indica que C puede influir sobre E de tres
modos distintos, bien directamente, bien a través de uno o dos intermediarios.

Estos tres modos son la influencia directa (ningln intermediario), la influencia a través de A y D (dos
intermediarios) y otros modos de influir a través de dos intermediarios que no tienen significancia real pero que
aparecen en el grafo, la influencia a través de B y C. No hay ninguna influencia de C sobre E a través de un
Unico intermediario.
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340

120.

121.

122.

a)

b)

a)

b)

1
Se consideran las matrices A :(4

a)

b)

a)

b)

Halla la matriz asociada a una simetria cuyo eje es la bisectriz del segundo y cuarto cuadrantes.

Determina qué movimiento resulta de la composicién de la simetria del apartado anterior y de la que tiene
como eje la bisectriz del primer y tercer cuadrantes.

s-(
-1

respecto de la bisectriz del segundo y cuarto cuadrantes.

1 o
0], que trasforma cada punto P =(x y) enelpunto P'=(x y)S=(-y -x), simétrico de P

o . L (0 1)y 0 -1 -1 0
La composicion de ambas simetrias viene dada por la matriz 1 ol o)™l o , que se corresponde

-1
con una simetria respecto del origen de coordenadas.

-1 1 0
B = .
oJre-le )
Determina los valores de c tales que la matriz A+cB no tenga rango 2.

Calcula, para los valores hallados de c, la matriz A(A+cB) y su rango.

1+c -1
4+4c 2-c
4+4c 2-c
1+c -1

A+cB =( J no tiene rango 2 si sus filas son proporcionales, esto ocurre si 1+c=0=c=-1 0 si

=>2-c=-4=>c=6.

) 1
Si ¢ =-1 tenemos A(A+cB)=A(A-B)= (4

o 3)-(o
e 2-(a

-4
Zj , CUyo rango es 1, ya que F, = -2F,.

1
Si ¢ =6 tenemos A(A+cB)=A(A-B)= (4 3) , cuyo rango es 1, ya que F, = —4F,.

-12

En una pasteleria se elaboran dos tipos de tartas: de limon y de chocolate. De cada tipo hace tres tamafios.
Cada semana fabrica las tartas que aparecen en la tabla:

Limoén Chocolate
10 5
16 20

12 10

Grande

Mediana

Pequefia

De las tartas de chocolate vende en la pasteleria el 60 %, y de las tartas de limén, el 50 %. El resto se
reparten a domicilio.

a) Escribe la matriz que expresa el nimero de tartas segun el tamafio y el sabor.
b) Escribe las matrices que expresan el nimero de tartas y el porcentaje segun el sabor y el tipo de venta.
c) Calcula la matriz que expresa el nimero de tartas segun el tamafio y el tipo de venta.
10 5
a) A=|16 20
12 10
b) : -
Pasteleria Domicilio
Limdn 50 % de 38 50 % de 38
Chocolate | 60 % de 35 40 % de 35
19 19 . 50 50
Ndmero de tartas: B, = Porcentaje: B, =
21 14 60 40
1 8
c) La matriz viene dada por A-——B, =| 20 16 |.
12 10
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123.Dos matrices cuadradas A y B de igual orden son semejantes si existe una tercera matriz M tal que
B = M™AM . Comprueba si son semejantes las matrices:

124,

125.

a5 5) =0

oo . . a b ,
Queremos comprobar si existe una matriz invertible M = [c dj tal que B =M™AM , es decir, tal que MB = AM :

-3a+2b

MB = AM =
(—3c+2d

-3a+2b=2a-c¢ -ba+2b+c=0
—6a+3bj_(2a—c 2b—dj —6a+3b:2b—d:> —6a+b+d=0
—6¢c +3d a-2c b-2d -3c+2d =a-2¢c —-a-c+2d =0
-6c+3d=b-2d -b-6¢c+5d =0

Resolviendo este sistema por el método de Gauss obtenemos como solucibn a=b=c=d =0, es decir, M
deberia ser la matriz nula, pero entonces no seria invertible, por tanto, las matrices A y B no son semejantes.

En una cadena de supermercados hacen tres tipos de lotes de verdura para ensalada, A, B y C, de modo
que el lote A incluye 400 g de lechuga, 200, de tomate, y 100, de zanahoria; el lote B incluye 200 g de
lechuga, 300, de tomate, y 150, de zanahoria; y el lote C incluye 500 g de lechuga, 300, de tomate, y 50, de

zanahoria.

Se ha recogido la informaciéon sobre las ventas de cada tipo de lote en dos supermercados de la cadena.
En el supermercado X se han vendido 50 lotes de tipo A, 30 lotes de tipo B y 25 lotes de tipo C. En el
supermercado Y se han vendido 40 lotes de tipo A, 20 de tipo B y 25 de tipo C.

a) Escribe la matriz M que engloba la informacién de los tipos de lote y su composicion.

b) Escribe la matriz V que recoja la informacion de las ventas por supermercado.

¢) Halla la matriz que contenga la informacioén de la cantidad de cada tipo de verdura que ha hecho falta en cada

supermercado.
400 200 100
a) M=|200 300 150
500 300 50
b) V = 50 30 25
40 20 25

c) La matriz viene dada por VM = [

38500 26500 10750
32500 21500 8250

Halla todas las matrices triangulares superiores de orden 2 que verifican que su cuadrado es la matriz
identidad.
Sea X = (g :] una matriz triangular superior de orden 2 tal que X? =1, tenemos:
a? -1 a=1b=0c=1
a b)(a b) (1 0 a’ b@+c)) (1 0 § a=-1b=0c=-1
= = = =<:bl@a+c)=0=>
0 c)\0 ¢ 01 0 c? 01 21 a=1lbeRc=-1
- a=-1beRc=1
Por tanto, puede ser:
x <[22 xo[ % xo(r Ploxo[t Plconber.
0 1 0o -1 0 -1 0 1
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126. La figurarepresenta el tendido de comunicaciones entre cinco lugares.
A B

(o

a) Escribe la matriz A, de adyacencia del grafo.

b) Halla las matrices A% A® e interprétalas.

¢) Hallala matriz A+A?+A® e interprétala.

01110
100 10
a A=[1 0 0 1 0
11101
00010
3112 1
12211
by A2=|1 2 2 1 1
2 1140
11101

Sus elementos representan el nimero de conexiones que hay entre los puntos con una escala, por ejemplo,
a,, =a,, =2 significa que hay dos maneras de conectar los puntos B y C con una escala, en concreto
B-A-CyB-D-C.

4 55 6 2
5 2 2 6 1
A*=|5 2 2 6 1
6 6 6 4 4
2 11 40

Sus elementos representan el nimero de conexiones que hay entre los puntos con dos escalas, por ejemplo,
a, =a, =6 significa que hay seis maneras de conectar los puntos A y D con dos escalas, en concreto

A-B-A-D, A-C-A-D, A-D-A-D, A-D-B-D, A-D-C-Dy A-D-E-D.

7 7 7 9 3
7 4 4 8 2
c) M+M2+M3*=|7 4 4 8 2
9 8 8 8 5
3 2 2 5 1

Sus elementos representan el nimero de conexiones que hay entre los puntos con un maximo de dos escalas,
por ejemplo, a,, =a,, =7 significa que hay siete maneras de conectar los puntos A y C con un méaximo de dos

escalas, en concreto A—C (conexién directa, sin escalas), A—D—B (conexién con una escala), A-B-A-C,
A-D-A-C, A-C-A-C, A-C-D-C y A-B-D-C (conexiones con dos escalas).
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127.En una fabrica se utiliza, para la fabricacién de envases, cartén y plastico. Los envases de tipo A se
fabrican con 20 g de cartdn y 5 de plastico. Los envases de tipo B se fabrican con 15 g de carton y 10 de
plastico.

a) Escribe una matriz que recoja la informacién sobre tipos de envases y cantidad de material de cada tipo
necesario.

b) El plastico cuesta 3 céntimos el gramo, y el cartén 2, céntimos el gramo. Escribe la matriz de precios y calcula,
operando con matrices, la matriz que da el coste de cada tipo de envase.

¢) En una semana se necesitan 200 envases de tipo A y 300 de tipo B. Calcula, operando con matrices, la
cantidad necesaria de cada material.

a) M= 20 5
15 10
. . 2 . . 5
b) La matriz de precios es N = 3 ) la matriz que da el coste de cada tipo de envase es MN = .

60

200] B (8500

, s decir, necesitamos 8,5 kg de
300 4000

¢) La matriz de necesidades de material viene dada por M’(

cartén y 4 kg de pléstico.

128. Halla la matriz inversa de la matriz:

11111

01111

00111

000 11

00001
Aplicando el método de Gauss-Jordan tenemos:
111 11/1 0000 10000|1-1000
0111101000 0111 1(0 100 0
0011100 100 5|00 11 1/0 0 10 0 -
00011000 10/™%00011/0 00 1of""
000010000 1 0000 1/0 000 1
100001 -1 000 100001 -1 0 00
010000 1-100 010000 1-1 00
00 11 1/0 0 10 0 00 100[(0 0 1 -10| -
000110 0o o 10000 1 1l0 0 0 1 0/*™"
0000 10 0 00 1 0000 10 0 0 0 1
10000[1-10 0 O 1 -1 0 0 0
01000[0 1 -1 0 0 0 1 -1 0 0
00 1000 0 1 -1 0|=A*=0 0 1 -1 0
000 100 0 0 1 0 0 0 1 -1
0000 10 0 0 0 1 00 0 0 1
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129. Si A es una matriz cuadrada de orden n.

344

a)
b)
c)

d)

a)

b)

d)

Comprueba que A+ A' es una matriz simétrica.

Comprueba que A-A' es una matriz antisimétrica.

Demuestra que toda matriz cuadrada se puede expresar como suma de una matriz simétrica y otra
antisimétrica.

Descompon la matriz B como suma de una matriz simétrica y otra antisimétrica, siendo:

2 3 -3
B=| 1 5 6
-1 4 2

(A+A) =A +(A) =A'+A=A+A = A+A' es simétrica.

(A-A) =A' - (A) =A'-A=-A+A =—(A-A')= A-A' es antisimétrica.

A=%(A+ At)+%(A—A‘) , donde %(A+A‘) es simétrica y %(A—A‘) es antisimétrica.
2 2 2 0 1 -1
1 . - 1 ¢
BFE(B*B): 2 5 5| essimétrica, BZ=E(B—B)= -1 0 1/yB=B+B,.
25 2 1 -1 0

130. Para una matriz cuadrada, se define su traza como la suma de los elementos de la diagonal principal. En lo
que sigue, Ay B son matrices cuadradas 2 x 2.

a)

b)

c)

a)

b)

c)

Comprueba que se verifica:
Traza(A+B)=Traza(A)+ Traza(B)
Traza(AB) = Traza(BA)

Utilizando los resultados anteriores, demuestra que es imposible tener AB-BA =1 donde | denota la matriz
identidad.

Encuentra dos matrices para las que:

Traza(AB) = Traza(A)-Traza(B)

SI A — [a‘ll aﬁle y B — [bll blzj tenemos A+ B — (all + bll a12 + blzj AB — (ailbll + a‘leZl a11b12 + a12b22j

aZl a22 b21 22 a21 + bZl aZZ + b22 a21b11 + a22b21 a21b12 + a22b22
y BA = (allbll+a21bl2 a12b11+a22b12j con |0 que
a':I.].bZl + a21b22 a12b21 + aZZbZZ

Traza(A+B)=(a,+b,)+(a, +b,) =(a, +a,,)+ (b, +b,,) = Traza(A) + Traza(B)

Traza(AB) = (a,by, +a,0,) + (@b, +a,,b,,) = (ay,b,;, +a,)b,) +(a,b,, +a,,b,,) = Traza(BA)

Segun el apartado anterior, Traza(AB —BA) = Traza(AB)-Traza(BA)=0, pero Traza(l)=2, por lo que
AB -BA nunca puede ser igual a la matriz identidad.

Basta tomar A=B =1, ya que Traza(AB)=Traza(l*)=Traza(l)=2 y Traza(A)-Traza(B)=2-2=4.
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131. Considera el espacio vectorial de las matrices cuadradas de orden 2.

132.

133.

a)

b)
c)

a)

b)

c)

2 1 11 01
Escribe la matriz A = [ 1 2] como combinacion lineal de las matrices B, = (1 Oj yB, = (1 2] .

Halla una matriz que no se pueda escribir como combinacién lineal de B, y B, .

Encuentra cuatro matrices del espacio vectorial tales que cualquier matriz se pueda expresar como
combinacion lineal de ellas.

A=2
2 1 A MR !
A=2B +1,B, = = ! LT s+, =10, =24, =-1=A=2B, -B,
1 -2 Mt+A, 2,
2%, =-2
. . Mo Mth,
Observemos que en cualquier combinacion lineal de B,y B,, A B, +1,B, = Y o | los elementos de
1 2 2

. . Lo . 2 1 S
la diagonal secundaria deben coincidir, por lo que, por ejemplo, B =( 1 ZJ no es combinacion lineal de B,

y B,.

Cualquier matriz de orden 2 se puede escribir como combinacion lineal de las matrices:
10 01 00 0 0
C = C, = G, = C,=
00 00 1 0 0 1

b
En efecto, Az(i d}=acl+bC2+CC3+dCA-

Considera la matriz M de dimensién m x n y los productos M'M y MM'. Demuestra que en los dos casos la
matriz producto es simétrica.

En efecto, M'M y MM son simétricas, de hecho una es la traspuesta de la otra, ya que (M‘M)‘ = (Mt)l M' = MM* .

Se consideran las matrices de la forma:

O T o
T o O
v O O

Demuestra que tienen la misma forma:

a) La suma de dos matrices de esa forma.
b) El producto de una matriz de esa forma por un nimero.
¢) El producto de dos matrices de esa forma.
a 0 0 a' 0 o0 a+a' 0 0
a) |b a 0|+|b" a' 0|=|b+b"'" a+a’ 0
c b a c' b a' c+c' b+b' a+a’
a 0 o0 rAa 0 O
b) A/b a 0|=|Ab Aa O
c b a AC Ab Aa
a 0 O)a" 0 O aa' 0 0
c) |b a Ofb" a 0]|=| ab'+ba’ aa' 0
c b ajlc' b' a' ac'+bb'+ca' ab'+ba' aa'
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134. Dos matrices son anticonmutativas si se verifica que:
AB =-BA
a) Comprueba que son anticonmutativas las matrices:
0 -a a o0
A= yB=
a o0 0 -a

b) Determina en qué casos dos matrices cuadradas diagonales de orden 2 no nulas son anticonmutativas.

0 a? 0 -a? . .
a) AB=| 0 y BA= 2 o | por lo que A y B son anticonmutativas.
a

b) Sean A= 3 0 yB= b, 0 , tenemos:
0 a, 0 b,

AB = —BA — ab, 0 __ ab, 0 jaab1=0
0 ab, 0 ab, ab, =0

Para que se cumplan estas condiciones y ademéas A y B no sean nulas, debe ser a, =b, =0, a,#0, b,#0 0
a,=b =0, a #0, b, #0. Es decir, para que dos matrices cuadradas diagonales de orden dos no nulas sean

. . . a o0 00
anticonmutativas, tienen que ser de la forma 0 o y 0 bl

AUTOEVALUACION

Comprueba qué has aprendido

1. Hallaunamatriz diagonal de orden 4 con a, =(-1) -i? para cualquier i.

-1 0 0 O

A 04 0 O
00 9 O

0 0 O 16

2. Dadas las matrices:

3 1 -1 10
-1 13
M=l2 0 1) N=|4 -1} P=| =
1 -2 2 2 2
Calcula:
a) M(N+P') b) N'M+3P c) (M?-2)N
3 1 -1)[(1 0) (-1 1)] (3 1 -1)(0 1) (0 2
a) M(N+P')=|2 0 1f||4 -1|+| 1 2||=/2 O 1||5 1|=|5 4
1 -2 2J)\2 2) (30 1 -2 2){5 2) (0 3
1422 Y7339 13 37 (33 9) (100 16
b) N'M+3P = 2 0 1+ = + =
0 -1 2 360 (043 (360 (32 3
1 -2 2
3 1 -1)(3 1 -1) (2 0 0)|(1 0) [(10 5 -4) (2 0 0)|(1 ©
c) (M*-2)N=[|2 0 1|2 0 1|-|0 2 O|||4 -1|=[| 7 O Of-|0 2 0|4 -1|=
1 -2 2){1t -2 2)00 22 2 1 -3 100 2Jf2 2
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3.

Halla una matriz X tal que AX +B =1+ X , siendo Ay B las matrices:

S P

Observemos que AX+B=I+X =>AX-X=1-B= (A—I)X =1-B, por tanto, si A—I tiene inversa, tendremos

X =(A-1)"(1-B).

. 1 3 .
Intentemos calcular la inversa de A-1I = (1 3] por el método de Gauss-Jordan:

102 1 101
1 3|10 1 3|10 2 0] 11 2 2 g |2 2
- - N =(A-1)" =
1 3|0 1)roR-R\0 -6|-1 1)rs2r+r0 —6]-1 15»15 0 1 1 _1 1 _i
anigr:z 6 6 6 6
11 3 _3
Portanto, X =(A-1)*(1-B)=| 2 2|[ > 3|2 _
1 12 o) |7 _1
6 6 6 2

1 00
Dadalamatriz A=|0 2 0|, calcula A" para cualquier valor natural de n.
2 0 1

Calculemos las primeras potencias de A para poder formular una hipétesis sobre el valor de A" :

1 00 1 0O 1 00 1 0 O 1 0 O
A=|0 2 0|, A2=|0 4 0|, A*=|0 8 0|, A*=|0 16 Of,.., A"=| 0 2
2 01 4 0 1 6 0 1 8§ 0 1 2n 0 1

Demostremos nuestra hipétesis por el método de induccién:

Primero comprobemos que la hip6tesis es cierta si n =1, lo que es inmediato, ya que A coincide con la expresion

de A" sin=1.
Comprobemos ahora que la hip6tesis es cierta para n+1 suponiendo que lo es para n:

1 0 0)1 0 0 1 0 0 1 0 0
A" —A'A=| 0 2" Of0 2 0l 0 2 0|=| 0 2 0
2n 0 1)(2 0 1) (2n+2 0 1) |2(n+1) o 1

Determina el rango de las siguientes matrices, sin utilizar el método de Gauss:

2 -1

301 1 =23 0 O

A=(Oloj B={0 1 1| c=|
2 -3 5 B

1 0

El rango de A es 2, ya que sus dos filas no son proporcionales, es decir, son linealmente independientes.

El rango de B es 2, ya que F, y F, no son proporcionalesy F, =2F, +F, .

Elrango de C es 2, yaque F, y F, no son proporcionales, F, es unafilanulay F, = -2F,.
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6. Calculael rango de la matriz M utilizando el método de Gauss:

1 3 2 -1

M= 2 4 1 0

-3 -1 6 -5

1 3 2 1 1 3 2 -1 1 3 2 -1

2 41 0| - |0 2 -3 2| 5 |0 -2 -3 2|=rgM)=2
F,—>F,—2F, Fy—>Fy+4F,
-3 -1 6 -5JFoRaR(0 8 12 -8 0 0 0 O

11 0 a 0 b
7. Hallaelvalordeayb paraquelamatrizB={0 a -b| sealainversadelamatriz A=|-1 0 -b|.
12 O a 1 -a
Queremos que AB =1, por tanto:
a+b=1

a+b a+2b O 1 00 a+2b=0
-1-b -1-2b 0 (=0 1 O0|=<:{-1-b=0 =a=2b=-1
0 0 -b 0 01 -1-2b=1
-b=1

8. Hallalainversade la matriz N utilizando el método de Gauss-Jordan.

2 0 1
N=|{-1 2 O
13 1
2 0 1|10 0 2 01l 100 2 0 1/ 12 0O
-1 2 0/0 120, » |04 1120 » |04 21,1 2 0| >
13 1/0 0 1)£3%% 0 6 1/-1 0 2)°7 ™0 0 -1|-5 -6 4)E2E%
2 0 0|4 -6 4 10 0|2 -3 2 -2 -3 2
04 0|4 -4 4, 5|0 1 0|-1 -1 1|=>N'=|-1 -1 1
00 1|5 6 4)7370 0 1| 5 6 -4 5 6 -4
OK
. 423 212 . L. 2X +3Y =A
9. Dadas las matrices A={3 0 2|yB=|2 1 1] resuelve el sistema matricial {X+2Y:B donde XeY
1 3 5 1 2 3
son matrices cuadradas de orden 3.

Restandole a la primera ecuacion el doble de la segunda obtenemos -Y = A-2B =Y =2B - A, sustituyendo en la
segunda ecuacién obtenemos X +2(2B—-A)=B = X =2A-3B, por tanto:

2 10 0 01
X=2A-3B=| 0 -3 1 Y=2B-A=|1 2 O
-1 0 1 111
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Relaciona y contesta

Elige la Unica respuesta correcta en cada caso

1.

Con las matrices A, B, Cy D se pueden hacer las operaciones (A+D)C', CB' y B?. Entonces se puede
hacer la operacion:

A. (CBD) c. (BAD)

B. C(D+A)B D. (A +D)’C

Sean, respectivamente, m, x n,, m, xn,, my xn, y m, x n, ladimensiénde A, B, CyD.
Como se puede calcular B?, la matriz B es cuadrada, es decir, m, =n, .

Como se puede calcular A+D, Ay D tienen la misma dimension, es decir, m; =m, y n, =n,. Ademas, como se
puede calcular (A+D)C', el nimero de columnas de A+D coincide con el nimero de filas de C', es decir,

n,=n,.

Por ultimo, como se puede calcular CB', el nimero de columnas de C coincide con el nimero de filas de B!, es
decir, n, =n,.

En resumen, las dimensiones de A, B, C y D son, respectivamente, m, x n,, n, xn,, my Xxn, y m, xn,.

De este modo, (CBD)' no necesariamente se puede calcular, ya que BD solo se podria calcular si n, =m,, lo que
no tenemos asegurado. Tampoco es seguro que se pueda calcular C (D +A)B, ya que, de nuevo, C(D+A) solo

. . 2 . .
se podria calcular si n, =m, . Tampoco es seguro que se pueda calcular (A‘ + D‘) C , ya que seria necesario que

m, =m,, lo que no tenemos asegurado.

En cambio (BA‘D)2 se puede calcular, ya que el nimero de columnas de B coincide con el de filas de A' y el

nimero de columnas de A' coincide con el de filas de D (con lo que se puede calcular BA'D ), ademas, BA'D
tendra dimensién n, x n,, con lo que se puede calcular (BA‘D)2 .

Por tanto, la respuesta correcta es C.

Si lamatriz A tiene una de sus n filas nulay se puede hacer el producto AB, entonces:
A. AB tiene una fila nula. C. Aesregular.

B. AB tiene una columna nula. D. rg(A)=n
A es obviamente correcta, si la fila i de A es nula, la fila i de AB sera nula.

. . . 00
En cambio B, C y D son falsas, basta considerar el ejemplo A = (1 J , B=1,.

Si la matriz A, de orden n, es invertible entonces la matriz 3A:

A. Esinvertible y su inversa es 3A™. C. Esinvertible y su inversa es %A‘l.

B. Esinvertible y su inversa es 3"A™. D. No necesariamente es invertible.

La respuesta correcta es C, ya que (SA)(% A’lJ =3 .%AA*1 =1.
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4.

Dada la matriz A:(O aj:

b c
A. Si abc =0=rg(A)<2 C. Siac=0=rg(A)<2
B. Siab=0=rg(A)<2 D. Si bc=0=rg(A)<2

La respuesta correcta es B, ya que si ab =0, tendremos a=0 o b =0, con lo que bien una fila bien una columna
de A sera nula.

. . 01
En cambio A, C y D son falsas, basta considerar a=1 b =1 c =0, con rg(A) = rg(1 J =2.

Sefiala, en cada caso, las respuestas correctas

5.

A es una matriz triangular de orden 4, no diagonal y no nula, entonces:

A. rg(A)=4 C. A no es antisimétrica.
B. Atiene inversa. D. A+A' es simétrica.
0 00O
A no es cierta, basta considerar el ejemplo A = 0 000
0 00O
1 000

Tampoco es cierta B, ya que es equivalente a A.

C si es cierta, ya que si A fuera antisimétrica y, por ejemplo, triangular superior, todos los elementos por encima de
la diagonal principal serian nulos por ser triangular superior y, por tanto, también los elementos por debajo de la
diagonal principal y los de la diagonal principal serian nulos por ser antisimétrica, en contradiccion con el hecho de
que A es no nula.

También D es cierta, de hecho es cierta para cualquier matriz cuadrada A, ya que:
(A+A) = A +(A) = A + A= A+A

Por tanto, las respuestas correctas son Cy D.

Elige larelaciéon correcta entre las dos afirmaciones dadas

6.

Sea A una matriz cuadrada de orden 3.

1. Atiene Unicamente cuatro elementos no nulos. 2. rg(A)=>2
A. 1=2 pero 2 =1 C. 12
B. 2= 1perol1=2 D. Nada de lo anterior.

1 10
1 no implica 2, basta considerar A=|1 1 0|, que cumple 1 pero no 2, ya que el rango de A es 1.
0 0 O

2 tampoco implica 1, basta considerar A =1,, que cumple 2, ya que su rango es 3, pero no 1.

Por tanto, la respuesta correcta es D.
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Sefala el dato innecesario para contestar

7.

Se quiere calcular el rango de la matriz no nula A de dimensiéon 3 x 4. Para ello se obtiene una matriz
equivalente escalonada por filas B de la que se sabe:

1. Elndmero de filas. 2. b, 3. by
A. Puede eliminarse el dato 1. C. Puede eliminarse el dato 3.
B. Puede eliminarse el dato 2. D. No puede eliminarse ningin dato.

El nimero de filas de B coincide con el nimero de filas de A, por lo que el dato 1 es innecesario, la respuesta
correcta es A.
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