LIMITES DE FUNCIONES

Y CONTINUIDAD

| estudio del calculo de limites serd el hilo conductor de la unidad, los alumnos aprenderan a trabajar con ellos y com-
probaran su aplicacion a la hora de interpretar funciones y en particular estudiar su continuidad, los distintos tipos de
discontinuidades y las propiedades de las funciones continuas.

Al inicio de esta unidad se define el concepto de limite de una funcién, limites laterales en un punto y en el infinito, asi como
las respectivas asintotas verticales y horizontales.

A continuacion, se desarrolla la aritmética de limites, desde las operaciones basicas (suma, multiplicacion y division) hasta la
exponenciacion, pasando por la composicion de funciones.

En la segunda parte de la unidad se introducen; primero la nocion de continuidad de una funcién en un punto y los diferen-
tes tipos de discontinuidades (evitable, de salto finito y esenciales) y tras esto, la continuidad de una funcién en un intervalo.

La metodologia se ha disefiado incluyendo actividades de aprendizaje integradas que permitiran al alumnado avanzar hacia
los resultados de aprendizaje de mas de una competencia al mismo tiempo.

Se desarrolla la competencia matematica y competencias bdsicas en ciencia y tecnologia a lo largo de toda la unidad. A
través del estudio de las funciones y sus propiedades, se desarrolla en el alumno la capacidad de aplicar el razonamiento
I6gico-matematico y sus herramientas para describir e interpretar distintas situaciones, asi como crear e interpretar modelos
de dependencia funcional. Por otra parte, a través de las propiedades de las funciones continuas en un intervalo se trabaja el
razonamiento légico, la negacién de implicaciones y el uso de teoremas no constructivistas.

La competencia digital se integra a lo largo de la unidad haciendo participes a los alumnos de las ventajas que tiene recurrir
a los medios informaticos.

Especial interés tienen las actividades propuestas con herramientas tecnoldgicas a lo largo de los epigrafes, asi como las
actividades interactivas del test de autoevaluacién que se encuentra al final de la unidad.

A través de la incorporacion del lenguaje matematico a la expresion habitual de los alumnos, se fomenta la competencia en
comunicacion lingistica. En esta unidad se presentan numerosos conceptos matematicos que los alumnos han de utilizar
correctamente a la hora de resolver actividades y problemas.

La competencia aprender a aprender se fomenta a través de la autonomia de los alumnos a la hora de resolver problemas.
Es fundamental que el profesor incida en las destrezas necesarias para comunicar con eficacia los resultados de la resolucion
de cualquier actividad, reto o problema.

Las competencias sociales y civicas se desarrollan en el drea de Matematicas mediante la aceptacién de otros puntos de
vista en la resolucién de algunos problemas. Es importante que el docente trabaje situaciones que se pueden resolver de
diferentes formas, utilizando los distintos métodos en el calculo de limites, para trabajar con los alumnos la apertura concep-
tual de que no existe un unico camino para llegar a la solucién, sin olvidar que han de ser capaces de validar el método. El
reconocimiento y valoracion de las aportaciones ajenas enriquece el aprendizaje.

Temporalizacién

El tiempo previsto para el desarrollo de la unidad es de tres semanas, aunque deberd adaptarse a las necesidades de los
alumnos.

Objetivos

Los objetivos que los alumnos tienen que alcanzar son:

I Comprender el concepto de limite de una funcién, tanto en un punto como en el infinito.

I Calcular limites e interpretarlos en la representacién de funciones para determinar las asintotas.

I Reconocer las diferentes discontinuidades en el estudio de funciones,y como solventar aquellas evitables.

I Conocery saber aplicar las propiedades sobre funciones continuas en un intervalo que se exponen en la unidad.
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Atencion a la diversidad

Con el fin de atender los distintos ritmos de aprendizaje de los alumnos, se proponen algunas actividades de refuerzo y de
ampliacién que podran utilizarse como alternativa o complemento a las que figuran en el libro del alumno.

PROGRA A

) R DA D

continuidad en un punto
Tipos de discontinuidades

Continuidad de una funcion en
un intervalo
Funcién continua en un intervalo

que funciones definidas a trozos sean continuas.
4.4.Realiza investigaciones utilizando programas
informaticos especificos para seleccionar y estudiar
situaciones nuevas del andlisis de funciones relativas a la
continuidad en un punto y en un intervalo.

Contenidos Criterios de evaluacion Estandares de aprendizaje evaluables Competencias clave

Limite de una funcién en un 1.Comprender el concepto de limite de una 1.1.Calcula el limite de una funcién en un punto a través del | CMCT

punto funcion en un punto y utilizarlo para identificar | cdlculo diferenciado de los limites laterales. (a0

Definicién de limite asintotas verticales. 1.2.Reconoce las asintotas verticales de una funcién y justifica | CAA

Limites laterales en un punto su existencia. (sC

Limite infinito en un punto.

Asintotas verticales

Limite de una funcién en el 2. Utilizar los limites en el infinito para calcular 2.1.Determina asintotas horizontales en las funciones ac

infinito y representar las asintotas horizontales deuna | convergentes y reconoce las divergentes. (a0
funcion. CAA

Calculo de limites 3.0perar con limites asi como calcular 3.1.Conoce las reglas de la aritmética de limites. e

Limite de la suma, del productoy | indeterminaciones apoyandose en diferentes 3.2.Aplica los métodos basados en el uso de la 0]

del cociente de funciones métodos, como el uso de la funcién exponencial | funcion exponencial y logaritmica para el célculo de L

Limite de composicién de y logaritmica. indeterminaciones. CAA

funciones 3.3.Realiza investigaciones utilizando programas (s

Limite de la funcion exponencial informaticos especificos para seleccionar y estudiar

Limite de la funcion fx) elevada a situaciones nuevas del calculo de limites.

otra funcidn g(x)

Resumen de las principales reglas

de cdlculo con limites

Continuidad de una funcion en | 4.Estudiar la continuidad de una funciénenun | 4.1.Reconoce y diferencia distintos tipos de discontinuidades. | CMCT

un punto punto, aplicando los resultados que se derivan 4.2. Analiza las funciones en un entorno de los puntos de ()

Funcién continua en un punto deello. discontinuidad. (€

Propiedades derivadas de la 4.3.(alcula el valor de uno o varios parametros para lograr CAA




MAPA DE CONTENIDOS DE LA UNIDAD

PARA EL PROFESOR

Actividades de refuerzo
i Actividades de ampliacion

' Presentacion de la unidad
Repasa lo que sabes

1. Limite de una funcion en un punto
* Definicidn de limite
« Limites laterales en un punto
» Limite infinito en un punto. Asintotas
verticales

" 2. Limite de una funcién en el infinito

3. Calculo de limites

» Limite de la suma, del producto y del
cociente de funciones

» Limite de composicion de funciones

* Limite de la funcién exponencial

« Limite de la funcidn f (x) elevada a otra
funcion g(x)

* Resumen de las principales reglas de cdlculo
con limites

4. Continuidad de una funcion en un punto
* Funcion continua en un punto
» Propiedades derivadas de la continuidad en
un punto
* Tipos de discontinuidades

5. Continuidad de una funcién en un
intervalo
« Funcion continua en un intervalo

" EJERCICIOS RESUELTOS
'~ EJERCICIOSY PROBLEMAS

l PARA EL ALUMNO

: Video. Continuidad con pardmetros
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Repasa lo que sabes (pagina 115)

1.

Calcula el dominio de las siguientes funciones.
2% +1 _In(1+x) _ _
a) fo="7—— b) fix)=——— o f=V2-Va-x d) g0 =""_&
a) Dom f(x) =R — {—1/5} c¢) Dom f(x) = [—2,2]
b) Dom f(x) =(—1,0) U (0, +oo) d) Dom g(x) =R — {0}
i - —3_ " averiqua:
Dadas las funciones f(x) = 1 ygx)=3 . averigua:
a) (f+g)x) b) (f—g)x) c) (f-g)x) d) (f/g)(x)
1 1 3x—1
a) (f+9)(X)—X271+3—; 9} (f'g)(X)—m
1 1 X
b) (f—g)x) -7 3ty d) (f/g)x) =B 0e=1)

1
. Sifx)=x—2xyglx) = \/:, calcula las funciones compuestas de fo g y g © f, asi como sus respectivos dominios.

1\? 2
1 (feg)lx) =flgkx) f(\/—— = ﬁ) - 2(\/;) =—X—X A la hora de estudiar el dominio de la funcién, hay que tener en

cuenta que g(x) tan solo admite valores mayores que cero.
1—2-1 . . [ . .
Aparentemente (fo g)(—1) = - 3, sin embargo la funcién f no devolvera valor alguno si no recibe un valor real, como su-

cede en el caso de x< 0, por ejemplo: (fe g)(—1) f(\/ ) =7?. Asi pues: Dom (fe g)(x) = (0, +oo).

1 (geNk) =g(fx) = gi’ —2x°) =

En este caso,f(x) admite cualquier valor real, y devuelve siempre un valor positivo o nulo.

1
a2

Solo aquellos valores de x que anulen f(x) estaran fuera del dominio, esto es: Dom (g f)(x) = R — {0, t\/z}

. Calcula, si es posible, la funcién inversa respecto de la composicion de las siguientes funciones:

a) fix)= ! _65X b) f(x)=—3x*+27 c) flx)= \3/,(_2 d) fx)=In(E —4)
a) £60= 1_56)( o f)=x+2
b) f;;O(X)z 9_X/3 d) f;;o(X)=\/eXT4

fl)=—-V9—x/3 f,l.00=—Ve'+4

En los apartados b), d) no existe una funcidn inversa como tal (pues las funciones originales no son inyectivas), pero se puede calcu-
lar la funcion inversa de las restricciones indicadas. Necesitamos en ambos casos dos funciones inversas para las diferentes partes de
la funcién original, que por otra parte son simétricas.

Estudia la simetria de estas funciones.
_ _x(+1)
a) flx)= 1 b) f(x)_72x2—4
(—x)’ X e
a) f(—x)= 3 = = f(x), se trata por tanto de una funcién simétrica par.
(=x)*—1 X —1
—x)((=x)+ 1 X+ 1
b) f(—x)= (0() ) = al ) = —f(x), luego es una funcion simétrica impar.

2(—x)*— 4 2¢— 4



SOLUCIONES DE LAS ACTIVIDADES DEL LIBRO DEL ALUMNO

Sugerencias didacticas. Recursos TIC

Limite e indeterminacion (pagina 126)

En el video puede verse cdmo se indica la indeterminacién de 17
y cdmo se calcula, paso a paso, el valor del limite aplicando las
propiedades de las operaciones.

Puede utilizarse para mostrar en la pizarra digital un ejercicio de
este tipo de indeterminacién o para que los alumnos puedan re-
pasar este procedimiento mas tarde.

Continuidad con parametros (pagina 131)

En el video se muestra el estudio de la continuidad de la funcion
a trozos del ejercicio resuelto segun el valor de g, indicando su
dominio y calculando el limite de la funcién para x = 1 (resolvien-
do las indeterminaciones correspondientes).

Puede utilizarse para mostrar en la pizarra digital un ejercicio de
este tipo en el que se especifican las condiciones de continuidad
o para que los alumnos puedan repasar el procedimiento a se-
guir mas tarde.

Discontinuidades (pagina 137)

En el video se muestra la resolucidn del ejercicio resuelto 8. Tras
indicar los fallos en el dominio, se estudia el tipo de discontinui-
dad que se da en cada uno de ellos, resolviendo los limites latera-
les correspondientes.

Puede utilizarse para mostrar en la pizarra digital un ejemplo
completo de este tipo de ejercicios o para que los alumnos pue-
dan repasar el procedimiento utilizado mas tarde.

Actividades (paginas 120/133)

EFl I T Determina, si existe, el limite en x = 2 de la funcién:

six<2
six=2

3—x

lim fix) =lim 3—x)=1
X—2 X—2 I|m f(X) :1
lim ) = lim (= 1" =1 <%

x—2"

EF W11 Calcula, si existe, el limite en x = 0 de la funcion:

1
JE— H <
0 = | x X six<0
1 six>0
Iingi fix) = —oo
lim £ =1 = 3fim i3

EH B TJ Escribe la ecuacién de la asintota vertical de la fun-
cién propuesta en el ejercicio anterior.

La asintota vertical es x = 0.

3 —
] Dada la funcién f(x) = —1)()2, calcula Iing fix)y Iin'1| f(x).

(x—
L 3-x i 3mx 2
x>0 (x — 1) x>1(x—=1)7 0"
H B Calcula: lim
X201 4 x
1 .
1 T six<O0
Dado que =
1
H_‘X‘ six=0
1+x
Iing flx) = Iing‘ fx)=1= Iin'}) fx) =1

B ] Determina los limites laterales de la funcién

+1
f(x)=‘X ‘enx=—1.
x+1
_X_1——1 six<—1
Dado que ‘X—H‘ = Xt )
- +1
X+ X =1 six=—1
xX+1
Iimr fix) = Iimr fi=1)=-1
i~ - = Blim f(x)

lim fix) =Ilim 1=1 X1
* x—-1"

x—-1

BT Calcula, si las hay, las asintotas verticales de las si-
guientes funciones.

1 x+1
a) f(X)—ﬁ c) f(X)—X2_1

X 1
b) f(x)_x2+1 d) f(x)—m

a) Domf=R — {—1, 1}

lim f(x) = oo; lim f(x) = oo, asintotas verticalesx = 1y x = —1.
1 x—1

X =

b) Dom f = R, no tiene asintotas verticales.

c¢) Domf=R —{—1,1}

—1
lim f(x) :T; lim f(x) = oo, asintota vertical x = 1.
x—1

x— -1
d) Dom f=(0,1) U (1, +0)

lim f(x) = 0; lim f(x) = o, asintota vertical en x = 1.
¥ x—1

x—0

I T Indica las asintotas horizontales de las funciones de
las figuras.

YA

a) Por la derecha:y = —1
b)y=15

¢) Por laizquierda:y = —1, por la derecha: y = 1

5. Limites de funciones y continuidad m



El B Halla las ecuaciones de las asintotas horizontales de il BN Resuelve cada uno de los limites siguientes por el

estas funciones. método que consideres mas adecuado.
1-2x 1 im x im \/ -
a) = = @ )= a) lim x° d) lim Vi +5x—x
. VXZ—ZX—(X—Z) . X+ 1\ VEP+5x—x
3x—1 x+1 b) lim e) lim
b) fix) = e) flx) = X oo x=2 x—+e \X — 2
2x+1 X 34T ;
. + 1\ . b'¢
P +1 Vax? +1 c) lim ( — ) 2 f) im —
o fix) = f) fx)=—r " o \5 -2 ONTox=1
X 2x+2 N ,
g) lim ~X*2-2 m) lim—2X=6"
a) X'Tl fix) = —2, asintota horizontal y = —2. x>2  X—2 X3 4 /_2x—\/g
. 3 . 3 -1 2x—6
b) lim f(x) = —, asintota horizontal y = —. h) li n) lim——
X—> oo 2 y 2 )xm x—1 )XILT; \/2X_'\/g
¢) lim f(x) = 0, asintota horizontal y = 0. Lo VXt x— \/E =) 1 2x1—1
X o i) lim i) lim e
x—0 XH+x—2 x—1/2
d) lim f(x) = 0, asintota horizontal y = 0.
X o 1—xVx . e¥+3x
e) lim f(x) = 1, asintota horizontal y = 1, tanto si x tiende a i lim——3 o) lim —
+o0 0@ —oo, atencién Dom f = (—oo, —1) U (0, +oo). . In@x—1) . =1\
k) im ——— p) lim|1+ x+1
f) lim f(x)=—1,lim f(x) =1, asintota horizontal por la iz- x=12 0 2x—1 x=0
X e _7x—>+oo _ . . In(2X2+1)
quierday = —1, por la derechay = 1. I lim 2x+ 1) q) lim ——~
x—0 x—0 ZX
[l EE Construye graficas que cumplan las siguientes con- ) " 2 o 2Inx
diciones. a)xllrrij2 = szllr?w; Inx=In L:>XILn+'1w — - 0=InlL
a) Dom f= R, Rec f = [—1, +0) =L=e"=1
lim fx)=3, lim =+, f(3) =3, Iirr;f(x)=2,f-1(o)={0,2} b) lim Vx?—2x— (x — 2) _(oo—oo)_
X— —oo X— oo X— = =
X—> +oo X— 2 (5]

f=R—1{0,2},Recf=(—co, 1 s Foo
b) Dom {0, 2}, Rec f = (=22, 0) U {1} U (3, +) ) X = 2x—(x—2)° L2
= lim = lim =0
T k- 2)(Ve—ax et x—2)) T

Iirr:) f(x) = oo, Iin;_ fix) =3, Iin} fix)=1, Iirr_l fix) =0,

X|l>n+1wf(x)='| . 3+ 1\t 3\~
c) lim 2 == =+e
(Ten en cuenta que f(x) < 0 six < 0y que f(x) >0six > 0.) x> = \ 5xF =2 5
= = X+ 5x— X
c¢) Domf=[R,Recf=R d) lim \/m—x:(w—w):lim 5x _
X— +oo X—> Feo
lim f(x) = —, lim f(x)=3, lim f(x) =+, lim fix)=0 5 2%+ 5x + x
x—0" x—0* X — —oo X = +oo — — 5\/5 -5
) ‘ 1+V2
a Y2
> e) lim <X+1>W+SXX =1"2=1
4 X— too X*Z
] 3 - . X 0 . x( 1—x+1)
N2 / f) lim =|—|=li =—
C / x—0 \/E*‘I 0 x>0 (1—x)—1
.
> o) lim Vx+2—2_(0>_| x+2-4 1
—4—3— (0] ) 4 X X— — W) _x~> T4
432 i 2ox=2 0) =2 —(Vxr2+2) 4
B i X=1_(0 i X=10+x+1)
b) A\ <N x=1 \o) ™ X—1 -
3 i Y +x-V2 V2
i) lim =—
2 e Xrx—2 2
}
> P “mﬂ_@)_"m#_
_?3: [0) ) 4 X x—=1 17)(2 0 x—1 (1 _XZ)(-I +X\/)—()
I ==X -x—1) 3
A0 -x0(1+xVvx) 4
) YA
3 In (4x — 1 1
N i) tim XD (O} i a1y =
N “ x=>12  2x—1 0 x—=12
1
' 1
> =In lim (4x—1)>"1=In(1")=
—4—3—2 ) 4 X x—=1/2
‘)\ -I 1 4x —2
I= =In lim (H— )‘“2 2-1 =|ne?=2
-3 x—1/2 1
4x — 2



1 2
D limx+1)""=01")=lim[1+— |>* =¢’
x—0 1

x—0 e
2x
_(2x—6) (o) @x—62Vax+Ve)
m) lim———==(—]=Ilim =
x—3 \/ﬂ_\/g 0 x—3 2x—6

n) lim—2—9 =(E>:Iim 2x=6((V2x+ Vo) -2V6

x—3 \/;_\/g 0 x—3 2Xx—6
1
i) lim e>~1=0 !
X212 ! =17 Iirr)2 ex-1
R x—1/2"
lim e* 1= +c
x—1/2%
o e¥+3x [ . e\
o) lim —=|—]= lim | =) =+
X oo 2 oo x> o \ 2
) =1\ 1 S R
p) lim( 1+ 1 =lim[ 1+ 3 X1 =
x—=0 3 x—0 3 =1 3kx+1)
x—1 1 X —1
=I|n'(1)e 3 =e 3
In (2 + 1
q) Iim¥= limln 2+ 1)"* =
x—0 2X x—0

1 x/2¢
=Inlim|(1+—— =Inlime*=In1=0
x~>0< 1/2X2> x—0

BT Estudia la continuidad de las siguientes funciones en
los puntos que se indican.

a) f(x)=E(x),enx=§yenx=1.

b) f(x)=%,enx=0yenx=2.

c) fix)=4—Inx,enx=0yenx =4,

d) f(x)=§::,enx=1.

2 . .
a) Enx= 38 continua; en x = 1 no es continua, porque los

limites laterales son distintos.
b) En x = 0y en x = 2 no existe imagen.
c) Enx = 0no es continua, en x = 4 es continua.
d) No es continua, puesto que no estd definida en x = 1.
BT Indica en qué casos es posible salvar la discontinui-
dad en las funciones de la actividad anterior.

En b) se puede salvar la discontinuidad en el punto x =2
imponiendo: f(2) = Iim2 fix) = —1/2

. o . x=Dx+1) 2
En d)si: A1) = lim 00 = im < oe v x+ 1)~ 3

B Estudia la continuidad de las siguientes funciones.

3 —x
a)f(x)—xg_1
_ ]2 six<0
b) ) = X+1 six=0
; six<-—1
i e
six=—1

X+ 2

{6— V2—x

d) f(x) =

) f( )—;

€ = e

B fo) = In(1—=x%

1
(x — 2)(x + ;)

a) Dom f=R — {1}. Dado que es racional, es continua en su
dominio.

b) Dom f = R. La funcién es continua en x<0y en x > 0.
Ademas: Iingi fix)=1; Iirr?ﬁ fxX)=1= IimO fix) =1=Af0),
luego la funcién es continua en R.

¢) Dom f = R. La funcién es continuaenx < —1yenx > —1.
Ademas: lim fix)=—1; lim _(x)=0= 132 lim f(x), luego la
x—-1" X—-17 x— -1
funcién es continuaen R — {—1}.

d) Dom f = (=, 0) U (0, 2). La funcion es continua en su
dominio.

e) Dom f = R — {0}. La funcién es continua en su dominio.

f) Dom f = (—1,—1/2) U (—=1/2, 1). La funcién es continua
en su dominio.

BN Estudia para qué valores de a son continuas en R es-
tas funciones.

) fog = | 0BTz X
=101 = a)x? six=—1
(14X i
_TA six<-—1
1—x
b) f)=1a six=1
—2+2Vx+2 .
_—— six>—1
L x+1
1+a* six=0
<) f(")[|n(x2+a) six>0(a>0)
(LGl R
d) f(x) = x
a six=0

a) En R — {1}, la funcién es continua. Estudiamos qué suce-
deenx=—-1:f(-1)=2—-a
Iimﬂf(x) =-2a—1; Iinlﬁf(x) = 2 —q, para que la funcién
sea continua los limites laterales deben coincidir, luego
a= —3.

b) En realidad la funcién se puede escribir como:

1 six<—1
a si x=—1
fd =) —2+2Vx+2
—_—  six>-—1
x+1

fi—1) =aq, Iirrl flx) =1

x— -1

lim f(x)=<%>= lim axta-4

= S e+ 1(2Vx+2+2)
Luegoa =1
c) f0) =2

lim flx) = 2; Iin?r f(x) = In a. Para que f(x) sea continua,

x—=0"

debe sera = e

d) lim fix) = (%) = lim (2x + 2) = 2, luego para que la funcién

x—=0 x—0

sea continua, a = 2.

B[] Clasifica las discontinuidades de la funcion.

f(x)_x2+\x\
X =
X=x x—1 -0
B Xix x+1°”%
flo) = X+x x+1 .
= six>0
X¥—=x x—1

5. Limites de funciones y continuidad @



) 2x?
Domf=R—{-1,0,1} a)lim -———=0
x=0x"+5
Enx =0, lim fix) = —1, discontinuidad evitable en x = 0. x>=8 (0
x=0 b) lim = (—)
Enx = —1,lim f(x) = o, discontinuidad asintética en x = —1. =2 x—2 \0

x— -1
. . - o =lim (> +2x+4) =12
Enx=1, I|m1 f(x) = oo, discontinuidad asintéticaen x = 1. er:nZ (X x+4)

(x — 2)(x*+2x+ 4)
x— 2 X—2

o xX*+3xP-x—-3 [0\
Bl ] Clasifica las discontinuidades de las funciones de la <) lim xr—2x—4 \o)
activid_ad 14 de la pagina 131. Cuando Ie? discontinuidad kD2 +2x—3) 2
sea evitable, calcula el valor que debe asignarse a la fun- = lim =—
.z . . . x— -1 (X+1)(2X_4) 3
cion para salvar la discontinuidad. 3 ! s
Y —
a) En x = 1, discontinuidad asintdtica. d) Iim2 x—27 S +oo
b) No hay discontinuidades. 2+ 1 -3
¢) Enx = —1, discontinuidad de salto. 5 e) lim, +2 (T) -
d) En x = 0, discontinuidad evitable: si f(0) = R fes conti- ) 2x+1 =3
nua en (—eo, 2). - %+2 o 7 i
e) Enx = 0, discontinuidad de salto. - w+1 =3 = lim — 2o =
f) Enx = 1yx= —1, discontinuidad asintética y esencial. En St xt2 0t
x = —1/2, discontinuid asintéticza. o lim x> —x+6 B (9) _ x=2(-x—3)
X —X— b x— — 2 - X — 2
[ EE] Dada la funcién f(x) = e amaverigua ayb 2 =2 x 0 o2 (=2
—ax— N -
sabiendo que en x = 2 la funcién presenta una discontinui- = lsz x—2x 0
dad evitable. A continuacion, calcula y clasifica las demas ~x—3 -5
discontinuidades. lim =——=toe
A . - o k=2x 0 _ —x’—x+6
Si la discontinuidad es evitable en x = 2, entonces el limite de = —x—3 -5 = hnz 27X =
0 2 - _ X = -
la funcién cuando x tiende a 2 es del tipo (—) meﬁ x—2x o0
2?-2-b=0=>b=2 ° 2—-x_ (2
g) lim = (—)I
2:22-q-2°-2-2=0=a=3 X0 x 0
1 2 - 2
Domf—R—{O,Z,—E} L
_ X = . — X _
lim Xox=2 | k=t ) ——3—como ase ha ) li 2_X—2—+ :llino T
A2 3¢ -2 -2+ 1/2) 10 OV T
dicho, discontinuidad evitable en x = 2. i (x—2)? 0 .o x—2 0 0
im = —|= ==
(x—2)x+1) . - s x>2 X' —4 0) x-2x+2 4
im—————————— = o0, enx = 0, discontinuidad asintdtica.
x>0 2x(x — 2)(x + 1/2) E I 11 Halla los siguientes limites.
x—2)(x+1) T . - . x+2 6x+4 2+ 1\ 22
im ——————— =, en x = ——, discontinuidad asin- i - i fax =
x—=12 2x(x — 2)(x + 1/2) 2 a)lm<x—2 X —4 c)Hm 2x+2 v
totica. +3 X¥+x—-2 2 x
b) lim ()’i 1 XZ—X3> d) lim. (1 X)3x—1
Ejercicios y problemas (paginas 138/140) )l (X2 oA
PN =2 T xi—a) T T
Calculo de limites i x2+4x+4—6x—4 ’ x(x — 2) 1
=lim =lim =—
I I 17 Calcula los siguientes limites. X2 x> —4 =2 (X +2)x—2) 2
o (x+3 x*+x-—2
a)limzi b) Ilm( — ):(m.o):
x>0 x>+ 5 x=1\x—1 x?—13
_ | (x+3)(x—1)(x+2)7_
b) lim ~— N k- —3)
2x—1 0 im\/2x — 1 0
X +3x¢-x-3 o lim (ﬂ) VT = (E)a _ (E)levz ' (E) -1
SRl U o v e . ’
lim
3x—1 s 3x— 1 .
: X 3 =37"=0
d) )!LTT; x—2)? d) lim w-1=(3")= .
x->13\1 —x I|m_371 N
+1 x=13" 3x _ ©_ 1o
e) lim =73 lim f(x > ; "
x>-2 X+ 2 x—1/3 )
f) lim -’ —x+6 E BN Calcula los siguientes limites.
—o) x 2 —4x—6
=2 =20 a) lim —— d) lim ———
g Iimz_x PO —Vx+1 *23 3-V6+x
x—0 X3
Vx+4-2 -
i =2 b) lim — =% o) lim VX=1_
om X2 — 4 x—0 X x—=1 X — \/)—(



3x+3 C Vx=1

. 2x2+‘| VE+1-x
¢ lim ——— f) lim ;
S5 ae tx 1 @i (357
a) lim X _(9)_”“ x(1+Vx+1) d) lim ¢+ 1 \We+i-
xl~>0 1—Vx+1 - 0 _XIHO 1—Kx+1) B x> —eo \ X

=1iLn0(—1 —Vx+1)=-2 e) lim (
b) |imwz(%)="m$=l f)xﬁnle<\/xz+2X—1—x

X0 2x x>0 2x(Vx+4+2) 8

20+ 1)(x — 3)3 + V6 +x) i) Iin:w\/;(\/z +x—Vx)

=3 3-Ve+xB+Ve+x o xt Vot
2+ N — 3B+ V6 +x) i
=lim 3—x - a) lim [Vac+1— @x+1)| = (o0 — o) =
= lim [~20+ )3 + V6 + ] = —48 :”:n W@ ) ax
Vx—1 xore AP T4 (x+1) oo e 202X

0) ) Vx b) lim [ Vax? 1 — 2x+ 1) =0+ 00 = 4o

(2X2+ 1 )\,x2+17x

24+ x

— 2(”* )

= c) lim
X — Foo
\/;

Resolvemos la indeterminacion del exponente:

X

VX \/‘ lim (Vi1 -2 =
x—1 x—=1
[1— \/_; (Vx?+1—x(

) TH1+x)
= lim > =lim —=0
X —> +oo X +'|+X X —> +oo
f) I|m :(—>_| h: En consecuencia:
x>1 X2 — 0/ =1 (x+1T)x—1) . I + 1 \WEET - x .
Vx— 1 R
= lim -
2 TET - x
=1+ 1)V +)Vx—1) 4 d) lim (2)(2 +1)vx+1 e e

x—= e\ XT+X

I I Calcula los siguientes limites.

Vax® + ax e) lim (Vx*+2x—1—x)=(eo — o) =

a)lim (=X +x*—=-x+1) e)lim ——— x24+2x—1—x2 2% — 1
X — oo X —> +oo X — ||m \/ 2X 1 — Im 2X —
7—2X2+4X X — +oo X + — +X X — +oo
b)xﬁrl(—x?’+xz—x+1) f)xﬁn_‘w X f) lim (Vx?+2x—1—-x=

i : x I|m( x2—2Xx— 1+ X) =co+o0o= 400
o lim V4 -x g) lim —— L

X — +oo X too 4
26— +x—2 wes im X ‘VX2‘1=<°°‘°°>

d) lim S 9) lim_ x a
a)xinlm(*x3+xzfx+1)=*oo — i P+ —-x>=1) =(£>=O
b)XIme(—x3+x2—x+1)= oo e (VxP+1+Vx2=1) oo
c) EXILmM V4 — x?, puesto que Dom f = [—2, 2]. h) jim \/x2_+—\/ﬁ

2 —=x*+x—2 X= e

—— = lim
o) lim 2 xVa -\2 o
ore X xmie X i) lim \/—(m—\/—) (00 — o0) =
Vaxi+4 Vax? — 4 o +x2— x?
f) lim == lim t=-\2 = lim (V2x+x?—x) = lim XXX
X— —oo X X = Foo —X X = +oo X — too 2X+X2+X

x? 1 \/E . 2x

@ im im0 Rante ()

lim ——— = —— = —— —im 2=
I s V2 2 e 2x
x?—(2+x
H EE] Calcula los siguientes limites. j) lim %:(g = Iim1 ot 1) ( \/2)—) =
; x> X == (x+1)(x — +X
a) lim [Vax +1-(@x+1)] . K+ X~ 2) 3

3
2

b) lim [Vax +1—(2x+1)] =M oy - 2

5. Limites de funciones y continuidad @



@ EE Estudia el comportamiento de la siguiente funcién

en los extremos de su dominio: f(x) = |2 — 2|

L ]2—20 six<i
fo)=1[2-2(= P — > six=1
Iim f(x):Iim R-2=2—-2"=2-0=2

I|m f(x)—llm (2—2)=2""—2=4c0—2=4c

Hay una asintota horizontal por la izquierda, y = 2.

BN Calcula los limites cuando x — —1y x — 0 de la

siguiente funcién y encuentra sus asintotas.

X+ x
flx) = H
X + x|
2
X"+ |x|
fx)=——-F=
® |x?+ x|
x2—x x—1 )
5 = six<—1
X“+x x+1
X2 —x x—1 )
= 3 =- si—1<x<0
X" —X X+ 1
X2 +x .
p =1 six>0
X" +x
Domf=R —{-1,0}
x—1 -2
lim f(x)= lim_ =——=+o
x— -1 x->-17 X+ 1 0
x—1 —2
lim, f(x)= lim =——=+o0

x——17T x——1F —X—] 07

= lim f(x) = 4o

x— -1
Por tanto, x = —1 es una asintota vertical.
x—1 -1

lim f(x) = lim_ =—=1
x—0 x—=0" —x — 1 —1

= lim f(x) =1
lim f()—Ilm 1=1 e

x—0 x—0"

Por tanto, en x =0 no hay una asintota vertical; aunque no
existe la imagen, si existe el limite, es una discontinuidad evi-
table.

lim £ = lim ~ =1

X— —oo x— = X+ 1 = |im f(X):1
lim f(x)= o

X —> oo

Por consiguiente, y = 1 es una asintota horizontal.

H EE Calcula los limites siguientes.

4x — 5\ X1
a) lim =2y
x->2\ x+1

x2+1 o
. -
b) lim (2 - v x
X = Foo 2
)i X¥+1 X —x—x+2)1
c) Iim -
X—> +oo X X2
4x — 5\ 1 lim 4)(7571))(771
a) lim 2 = (1") =g \x+1 w2 =
x—=2\ X+
lim 30— 20ene-T) 3D
=ex>2 x+Nx—27 =@xs2 X2 =
Ji 3(x—1) 3
@2 X2 =0 =@ "=
= = Alim f(x)
fim 3% =1 3 X2
e -2 =0 =" =+

— -I(°°*°°)

X2 +1 V2x2+1—x
x> =2
Resolvemos la indeterminacion del exponente:

@ Andlisis

)

lim (V2x>+1—x) = lim x(V2 = 1) = +eo

X—> +oo
XZ 4+ 1 \V2x2+1-x
lim (2 ——— =017 =
X—> oo X 2
lim (2— LS 1)-(\/2x2+1 -x) lim —30V2CH1 =)
=@ x>+ X = =@ x>t X" =2 =
i —3(V2+ 1)x
:exlmw X =2 :e0:'|
.
(X2 x3—x2—x+23XX
c) lim - 5 .
X—> Foo X X
2 3-x°
. . X" +2x—2 .
:[(oo—oo) ]:|Im<_ ) X :(1 ):
X—> too X
2 _ 2 _ — 2
lim (x +Zi‘ 271)(3 xj im (2x 2)(33 x°)
:e>(~>7m X X :exﬁ*m =
. -2
lim 3 2

=@+ X =g

BN Calcula el valor de a para que se verifiquen las si-
guientes igualdades.
a) lim 3ax® — 2ax*> + ax — 1 —1

X —eo X —6x

b) lim (Ve +ax-V2l +1)=V2

)i LHax+2\¥' 1
o lim |———| * =—
x>+ \ X2 —2X el
o 3Bax®}—2ax*+ax—1 oo . 3ax®
a) lim 5 3 =[—]|= lim S =
X~ X —6x o) xo-e —6X
3a
=—=1=a=-2
—6
b) I|m (V2x?+ax — V2x? + 1) = (o0 — o0) =
. 22 +ax— (2x2+1) . ax — 1
= lim = lim =
St ax+ Va1 o 2V

2 =>a=4
2\f

(x +ax-i—2)73*"1
_ X

lim (X =(17) =
X +oo X2 — 2x
_ ,
lim (7“?’“271)(3’8 1) lim 2L
= @x-+= | x? =2 X = @x-+t= 2 —
3@+2) _ o3

=e e’ =>a=-3

Continuidad de una funcién en un punto

[ EE] Estudia la continuidad de las siguientes funciones

y clasifica sus discontinuidades.

a) fx) =Inlx+1 h) f(x) = log (1 — x*)
b X =5 5 i) ) = %
o flx) = % j) fx) = 12_1_/;
d) fix) = 12+Xl3 k)f(x)=:t::j
e) flx) = ] -i1-e" D) fix) =—
f o= —1e" m) fl) = ;2‘__1

;
g) fix) = In(1+x) n) f(x) = %

a) La funcidn es continua en R — {1}, puesto que In x es una
funcion continua en (0, +e0) y [x + 1| toma valores positi-
vos excepto para x = —1, en que se anula. La discontinui-
dad en x = —1 es asintética.

b) La funcién es continua en R — {—1, 1/2}, puesto que es un
cociente de funciones continuas cuyo denominador se



anulaenx = —1yx = 1/2. Para clasificar la discontinuidad
que presenta en estos puntos, se calcula su limite en ellos.
. x+1 R x+1
lim —————=Ilim —————
x>-1 2"+ x—1 x>-1(x+1)2x— 1)
1 1
=lm ——=——
x—>-12x—1 3
Por consiguiente, en x = —1, la discontinuidad es evitable.

x+1 1 1
im ————— = lim =|—=
x—> 122X+ x— 1 x— 12 2x — 1 0
. 1 1
lim =—=—o0
x—127 2x — 1 0 . x+1
= lim ————
. 1 1 x>12 2%+ x — 1
lim ——=—
x—12% 2x — 1 0

= oo

= 4o

En consecuencia, en x = 1/2, la discontinuidad es asin-
totica.

¢) La funcion es continua en R — {—1/2, 1}, por ser una fun-
cién racional cuyo denominador se anulaenx = —1/2y
x=1.

1 . 1
six<< ——
2

flx) =

X —

1 . 1
six>——
2

X —

1 2
lim f(x)= lim - =—
x——=1/2 xX— —=1/2 x—1 3

=17 lim f(x)

|’ f | x— —1/2
im x) = lim = ——=
x——127F ) x»-12" x =1 3

Por tanto, en x = —1/2, la funcidén presenta una disconti-
nuidad de salto.
1

lim f(x) = lim

x—>1" x~>17X—'|:0—___°°
:>Iim1 f(x) =0
1 X—
lim, f(x)= lim ——=—= +oo
er? (X) )(I—>n?4r Xx—1 0+

Por tanto, en x = 1, la funcion presenta una disconti-
nuidad asintoética.

d) La funcién es continua en R — {2, —3}, por ser una suma
de funciones racionales continuas en su dominio, R — {2}
y R — {—3}, respectivamente. La discontinuidad es asinté-
tica en ambos puntos:

) ( 1 ) 2% + 1
lim + = lim =
x52 \x—2 x+3] x-27(x—2)(x+3)

lim ! + ! = lim 2+ 1 =
x=2"\x—2 x+3) x=2"(x—2)x+ 3)

— 5 —_
= lim + = o0
5 x=2\x—2 x+3
=— = 400
0"-5
. 1 . 2x + 1
lim + = lim ——————=

x— -3 X—2 x+3 x— =37 (X_Z)(X+3)

. 1 1 . 2x + 1
lim + = lim, ————=

x»>-3"\x—2  x+3) x>-3" (x—2)(x + 3)
e
—5-0 1 1
= |j + =0
—5 J'L‘la(x_z x+3)
_50

e) La funcidn es continua en R, por ser un cociente de
funciones continuas en R, cuyo denominador no se anula
para ningun valor real.

f) Lafuncién es continua en su dominio, esto es, R — {0}, por
ser un cociente de funciones continuas, cuyo denomina-
dor se anulaen x = 0.

. 1 1

lim_ ~ == teo

x>0 1 —e 0 . 1

. 1 = lim 5 =
lim —=-—— = —o0 x>0 1 —e
x—o0t 1 —e 0

Por tanto, en x = 0, la funcién presenta una disconti-
nuidad asintoética.

g) La funcién es continua en su dominio, o lo que es lo mis-
mo, en (—1, 0) U (0, +0), por ser un cociente de funciones
continuas.

A la izquierda de x = —1, la funcién no esta definida, por

lo que el limite lateral izquierdo no existe. Calculamos el
limite lateral por la derecha:xﬂnjﬁM = +oo
Por tanto, la recta x = —1 es una asintota vertical.
In(1+x) (0
ez (3

Calculamos el limite en x = 0: lim
x—0 X

1 1\
limIn(1+x)*=Inlim |1+ *=limlne=1
x—=0 x—0 1/X

x—0
Por tanto, en x = 0, la funcion presenta una disconti-
nuidad evitable.

h) La funcién es continua en el intervalo (—1, 1), es decir,
donde esta definida ya que el argumento del logaritmo
tiene que ser positivo, y en este caso se trata de una fun-
cién cuadrética que solo es positiva en el citado intervalo.
En x= —1 vy a su izquierda la funcién no esta definida y
le log(1 —x*) = —oo, por lo tanto se tiene una disconti-

nuidad asintotica y esencial en ese valor. En x =1 la situa-
cién es analoga pero simétrica.

i) Puesto que es una funcién racional, es continua en su
dominio: R — {0, —1}.
lim f(x)= +eo, lim f(x) = e
x—0

x——1
Por tanto, en x = 0y en x = —1 la funcion diverge, por lo
que en ambos puntos la discontinuidad es asintética.

j) El numerador es una funcién continua en R — {0}, y el de-
nominador es una funcién continua en R que se anula en

x = —1, por lo que la funcién es continua en R — {0, —1}.
Calculamos el limite en cada punto, si existe.

21/x zfeo
L
X— X .

= 3 lim f(x)

21/x 2+w x—0
lim ——=— =+
x=0" 1+ x 1

En x = 0, el limite no existe, y la funcién presenta una dis-
continuidad esencial, asintética por la derecha.

21/x 2—1
M T T T
x— —1 X .
= lim f(x) = =
21/x 271 x— =1
R
En x = —1, la discontinuidad es asintética.

k) La funcién es un cociente de funciones continuas, cuyo
denominador se anula en x = 0. Calculamos el limite en
este punto, si existe:

- 2
e =0 = °

= lim fix) =
o 1+e” 2 X0
lim ———=—F= 4o

x—»0t 1 — eiX 0+

En x = 0, la funcion presenta una discontinuidad asintdtica.

5. Limites de funciones y continuidad Q



I) Esta funcién es continua en (0, 1) U (1, +e), por ser
cociente de funciones continuas en sus dominios respecti-
vos, y cuyo denominador se anula en x = 1.

Calculamos el limite:
1 1

im —=-—=—o
x>1"Inx 0 . 1
= lim—=c
.I ,I x—=1 |nX
lim ——=—F =+
x=1"Inx 0"
La funcién diverge en x = 1, por lo que la discontinuidad

es asintotica.
En x = 0 la funcion no estd definida por la izquierda, calcu-
1 1 -
lamos el limite por la derecha: lim — = <—> —07,lo
x—0* |nX —oo

que nos indica que no hay asintota en x = 0.

m) Esta funcién debe desdoblarse en dos trozos, como se
indica a continuacion:

—x—1 .
T x six<0
fix) =
x—1 .
3 six>0
X" —x
1 .
- six<0, x# —1
= fix) = ’1‘
— six>0, x#1
X

Su dominioes R — {—1, 0, 1}, y puesto que parax<0y
x>0 su expresion es una funcion racional, es continua
en sudominioy en x = 1y x = —1 hay discontinuidades
evitables. Calculamos el limite en x = —1:
lim fix) = lim (—l> =1
X

x— =1 x— =1
Por tanto, en x = —1, la discontinuidad es evitable.

Calculamos su limite en x = 0:

1 1
lim fx)=Ilm ——=——= 4
x—0 x—0 X

1 1 0 = Iinz) fix) = +oo
i =i _——=— = X—
x|l>rg+ f(X) xll—>n(.)]+ X 0Jr Foo
Por tanto, en x = 0, la funcién presenta una disconti-
nuidad asintética. Calculamos su limite en x = 1:

1
lim fix) = lim — =1
x—1 x=1 X
Por tanto, en x = 1, la discontinuidad es evitable.

n) La funcién es continua en su dominio, R —{—2,—1, 1},
pues —2 anula el denominador del exponente de la fun-
cién exponencial y los otros dos valores anulan el denomi-

nador de la funcién en conjunto. En estos dos puntos

1
x+2

se comporta andlogamente: lim = oo, pues los li-
x—=*1 XZ—]

mites laterales toman valores de e en ambos casos ge-
nerando dos discontinuidades asintdticas.
El otro caso es distinto pues:
1 1
ex+2 e*“ ex+2 e

im ———=—=0 lim ——— =——= +oo,
A 1 T3 VI e T
pero se obtiene también una discontinuidad asintética,
aunque solo por la derecha.

il B T7 Determina en qué casos es posible salvar la disconti-

nuidad, cuando existan, en cada una de las funciones de la
actividad anterior.

@ Andlisis

En la funcién de la actividad 10. b) se puede evitar la disconti-
nuidad en x = —1, imponiendo que f(—1) = —1/3.

En la funcién de la actividad 10. g) se puede evitar la disconti-
nuidad en el punto x= 0, imponiendo que f(0) = 1.

En la funcion de la actividad 10. m) se puede evitar la discon-
tinuidad en x = —1, tomando f(—1) = 1, y también en x = 1,
tomando f(1) = 1.

BT A partir de su representacion gréfica, clasifica las dis-
continuidades de la funcién f:

y A

f

-2-1/0f 1 2\ 34 5 6 7 8 9 X

N

Dom f = (—oo,3) U (3, 5] U (7, +e0)

Discontinuidad evitable: x = —2

Discontinuidad de salto: x = 1

Discontinuidad asintética: x = 3

Discontinuidad esencial no asintética: x=5yx=7

BT Averigua, en cada uno de los siguientes casos, el va-

lor que debe tomar la funcién en el punto indicado para que
sea continua en él.

2¢+x—1
a)f(x)—ﬁ enx=-—1
,,,f(x)zim enx=1
x—1
2—V4—x
¢) f(x)=—— enx=0
3x
2 1
= —_— x=1 =
d) f(x) (2 x+1> enx=0
2—-2Vx+2
e) fx)y=——— enx=-1

x+1

1
f) fx)= (XZ;-X)ﬁ enx=1

g) f(x) = enx=0

1
1+e ™

a) Calculamos lim f(x):

x— -1

’ 23 +x—1_(0\ x+Nx—-1 -1

anL 3—-3x2 \0 7an]1 (x+1(=3x+3) 2

Si imponemos que f(—1) = lim : f(x) = B la funcién es
X =

continuaenx = —1.

b) Calculamosxlim fix):

Vx + —\/E_(g)_l. x+1-2 _
o) T xR+ V2)

S B B
S\ x+1+V2 2V2 4

lim
x—1 x—1

V2
Si imponemos que f(1) = XIiLn1 flx) = 2 la funcién es

continuaenx = 1.



c) CaIcuIamosXIim) f(x):
2—V4—x:(0) 4—(4—x

= lim ———————
x>0 352 4+ \V4 —Xx)

X 1 1
= lim = lim =—
2032 +V4a—x) 2032+ Va—x 12

0

lim =
x—0 3x

1
Si imponemos que f(0) = Iim0 fix) = 17 la funcién es con-
tinuaenx =0.

d) El dominio es (—eo, —1) U (0, 1) U (1, +o0), por lo que en
x = 0 la funcién presenta una discontinuidad esencial que
no es posible evitar.

Ademas, si calculamos el limite por la derecha en cero,
donde la funcién existe se tiene:

2
In[ 2
5\ xX+1
im (z_—>w=@nm SR
x+1

x—0"

= InL =« = L =e", y por tanto diverge, luego se trata
de una discontinuidad esencial y asintética por la derecha.

e) Calculamos Iinj1 fix):

2-2Vx+2
lim =
x— =1 x+1

P>=nm 4 — 4(x + 2) _
0/ x=-1(x+12+2Vx+2)
—4x — 4

= lim =
=1 (x+ 12+ 2Vx + 2)

—4 —4
=lim —————=—
x=>-124+2Vx+2 4

Si imponemos que f(—1) = lim f(x) =—1, la funciéon es

x—= -1

=-1

continuaenx = —1.

f) El dominio es (—e, —1) U (0, 1) U (1, +9), por lo que x = 1
no pertenece al dominio. Calculamos Iirr} f(x):

2 1 (Xt x ) 1
lim (XX _ ).
|im<x ;X)x’—1=(1w)=exTL 2 eoa =
x—=1
L x+2x—1) 1 0 . X+2 3
lim =——=—=——. - I = 4
:e,'f: 2 x1—1:(eo):exm w+1) =a4=1/e3

4
Si imponemos que f(1) = Iim1 fx) = Veé? la funcién es
continuaenx = 1. -

g) Calculamos Iing) f(x):

li ! S =1
A te ™ 1te”

Si imponemos que f(0) = Iirrg f(x) = 1, la funcién es conti-
nuaen x = 0. ~

[l B ] Estudia la continuidad de las siguientes funciones

y clasifica sus discontinuidades.

-

3 six=2
f(x) = 2
a) fx) - six>2
x—1 six<1
b) fx)=4 1/2 six=1
[ —x—1D*+1 six>1
142™ six<0
c) fix)=
) A b —x+1| six=0

Injx—1 six<0
d) f(x) = \x—Z\ .
—_— six=0
xX—2
[ X—x-2 six<O0
—_— ix
e) fx) = x2X—2x
€ six>0
L e —1
( — —
3=V2-X Gx<o
X
f) fix)= 1 six=0
x+In(x+1) six>0
20x

\
a) Para x <2 la funcion es continua, por ser una exponencial.
Para x > 2, la funcién es continua, puesto que es racional

y definida para todo valor real, excepto 2 y —2 que no
pertenecen al dominio de definicion.

Obsérvese que en x = 2, f(2) = 9, pero:

Iirr;f f(x) = Iin} 3¥=9
2 =13 Ixing f(x)

= —oo

Jm A =lm e "o

Por tanto, f tiene en x = 2 una discontinuidad esencial,
con una asintota vertical por la derecha.

b) Para x< 1, la funcién es polindmica, por lo que es continua.
Para x> 1, la funcion es polinédmica, por lo que es continua.
f(1)=1/2

lim f(x)= lim (x—1)=0

x—1 x—1
= 7 lim f(x)
Iin'hf(x):Iim1 [—(x—1) +1]=1 x=1

Como los dos limites laterales son finitos y no son iguales,
la discontinuidad en x = 1 es de salto finito, aunque la

1
funcién esté definida en x = 1y valga 7
¢) Para x <0, la funcién es continua, puesto que 2" esta de-
finido para cualquier valor real excepto para x = 0.

Para x>0, la funcién es continua, puesto que es el valor
absoluto de un polinomio.

f(0) = 1; ademas:
i = |i 2 _y+1=
le+ f(x) le+ xP—x+1=1

lim fx)=1lim (1+2"™)=1+2"" =1+2"=1

x—0 x—0

Como los limites laterales son iguales, entonces Iirr(]) fix) =1,
xX—=

que coincide con f(0), por lo que la funcién es continua

en R.

d) In [x — 1es una funcién continua en R — {1}, por lo que

para x <0, f es continua.

x—2\

es una funcion racional, continua en R — {2}, por lo

que para x>0 es continua en (0, 2) U (2, +o). Descompone-
mos £, tal como se indica a continuacion:

Infx —1| six<0
—x—2) '
= — =x<
Fx) = 2 1 si0=x<2
-2
X =1 six>2
x—2

5. Limites de funciones y continuidad @



f(0) = —1; ademas:

lim f(x)=lim In \x — 1\ =In1=0
x—0 x—0

lim f() = ~1

= ﬂxlmf(x)

Por tanto, la discontinuidad en x = 0 es de salto.

En x = 2 no existe funcién, y, como se observa, la disconti-

nuidad que presenta también es de salto.

Por lo tanto, f(x) es continua en R — {0, 2}.

e) Para x<<0, la funcion es racional, y su denominador no se

anula en este dominio.

Para x>0, la funcién es un cociente de funciones conti-
nuas, cuyo denominador no se anula para valores positivos.

En x = 0, la funcion no esta definida, y ademas:

x2—x—2 -2
lim f(x) = lim = = —oo
x|—>0’ ®) x|—>0’ x(x — 2) 0 -(—2)
) . e 1 1
=i e T T T T

= lim f(x) = =

x—0

En consecuencia, la discontinuidad en x = 0 es asintética.

f) Para x<<0, la funcién es continua, puesto que es un

cociente de funciones continuas en sus dominios y, por
tanto, continuo en (—eo, 0) U (0, 25].

Para x>0, la funcién es continua, ya que es un cociente
de funciones continuas, continuo en (=1, 0) U (0, +o0).

f(0) = 1; ademas:

5—@2(0):

fim 9 =i 0

X
i 25-05-0 1 1
=|lm —2>=lm —=—
X207 (5 4+ V25 —x) x>0 54+ V25 —x 10

lim_ f(x) _xrhhixr b Inbe+ 1) :(g)=

x—o0t 20x 0
. X+ x X 2x 1

= lim =lim —=—
x=0" 20x  x-0" 20x 10

1
Por tanto, Iin'}J f(x) = Ei f(0) = 1, por lo que la disconti-

nuidad es evitable en x = 0.

[H EE] Estudia para qué valores de a, o de ay b, son conti-
nuas estas funciones en los puntos que se indican.

x+1 six=1
a) fix) = enx=1
3—ax* six>1
(¥ —a .
5 six+2
b) fx)=1 X~ enx=2
a six=2
“
( eax .
X+2 six=0
<) fx) = enx=0
| X*+2ax+a six>0
(Epd)+1 six=2
d) f(x) =1 x*— q ) enx=2
six>2
Lx—2
(ax*+b  six<0
e)fixy={X—a si0=x<1 enx=0yenx=1
a
—+b si1T<=x

\

lim fix) =Ilim x+1)=2

x—=>1"

. . 2 _
I|m+ fix) —X|I%I’T11+ 3—ax)*=3—a

=2=3—-a=a=1
X —a

b) f(2) = a, para que sea continua lim

x—2 X—

=da

Al anularse el denominador, la Unica forma de obtener un
limite finito es que se anule también el numerador, para lo
cual necesitamos que a valga 4:

X¥—4 . x—2)x+2)
= lim

X—2

¢) Lafuncion es continua en x = 0 si lim f(x) = f(0).

Existe f(0) = 1/2.

x—0

lim f(x)=1/2 1
=0 = lim f(x) = f(0) = —, si;a= —
lim fo)=a | *7° 2 2

- . . 1
La funcion es continuaenx = 0si:a = E

d)3f2)=4

—a

lim f(x) = 4; IirT21+ flx) =

xX—2"

0

Para que el limite exista, el limite lateral por la derecha en

x = 2 debe existir. Para que esto sea asi, el numerador
x*—a)=x-— \/a)(x + \/E) debe tener unaraizx = 2, es

decir,\/a=2:>a=4.

lim f(x) = w =
x—27T X — 2

Por tanto, Iin; fix) =f(2) = 4sia = 4.
X—

e) Enx=0,f(0) = —a
lim (@ +b)=0by IirT(1)+ (x

x—0"

— a) = —a, por lo que si

b = —a, f(x) es continua en x = 0.

Enx=1,f1)=a+b

. . fa
XlI‘)I'T‘IL (X G) =1 a y)(ll~>rr‘ILr (X

+b)=a+b,por|oquesi

1—a=a+ b,f(x) escontinuaenx = 1.

. . a
Resolviendo el sistema [

1—a=a+b97

b 1,b=-1

[ B Halla a sabiendo que f: [0, +) — R es continua en

[OI +°°)'
Vax si0=x=8
fx) =1 x* - 32 )
six>8
x—4
Estudiaremos la funcién en x = 8.
1) 31f(8)=V8a
lim fix) =lim Vax="V8a
X—8" X—>8"
2) ¥ —32 =8=V8a=a=8
lim f(x) = lim =8
x—8t x—87t X—4
-2 +ax+1
BT calcul fix) = t
alcula a para que f(x) 2+ 5x+ 2 enga en

X= —% una discontinuidad evitable. Estudia si presenta otra
discontinuidad y clasificala.

—2x> + ax +1
2x* + 5x + 2

fx) =

1
tiene en x = B una discontinuidad

. L . 1 .
evitable. Puesto que f es una funcion racional, 3 es una raiz

de los polinomios del numerador y del denominador.



En efecto, para el denominador:

2(=1/2° +5(=1/2) +2=(1/2) = (5/2) +2=-2+2=0
Para el numerador:
—2(=1/2+a(=1/2)+1=0=>a=1

—2x% + x +1
2x% + 5x + 2

Domf=R — {—2, —l}
2

Por ser f una funcién racional, es continua en su dominio.

Sia=1,flx) =

Enx = —2, lim f(x) = e, luego la discontinuidad es asintotica.

xX— =2

Continuidad de una funcion en un intervalo

[l B ] Estudia la continuidad de las siguientes funciones en
el intervalo que se indica.

1 .
— six=1

a) f(x) =1 x en (0,1)ylo0, 1]
2—-x six>1
X —3x—1 ix<2

b) f)=] x—1 Stx en [0, 3]
In(x—1) six=2
1 <o

o foy={1-27 ¥ en[—1,0]

X —2x six=0

a) En el intervalo (0, 1), f(x) es una funcién racional, cuyo de-
nominador no se anula en dicho intervalo. Por tanto, f es
continua en (0, 1).

En el intervalo [0, 1] debe cumplirse, ademas:

Iing+ f(x) = f(0) y lim_ f(x) = f(1)

x—1"

Pero f(0) no existe, por lo que la funciéon no es continua en
[0, 11.

b) Para x <2, la funcién es racional y su denominador se
anula en x = 1; por tanto, no es continua en x = 1. Puesto
que 1 € [0, 3], podemos asegurar que f no es continua en
dicho intervalo.

1 .

c) flx) = T es continua para todos los valores, excepto
el 0; por tanto, f es continua en el intervalo (—1, 0).
Veamos si lo es en el intervalo [—1, 0]:

f(=1)=2= Iim+ f(x)

x— -1

1
f(0) = 0, pero lim f(x) = lim —— =10

x—»0" 1 — 2]/)(

En consecuencia, f no es continua en [—1, 0].

Ejercicios de aplicacion

[ EE] Construye graficas de funciones que cumplan los si-
guientes requisitos.

a) Domf=R — {-2, 2} Recf=R
XILnIZ_ f(x) = +oo XILn12+ fix) = —oo )!er; f(x) = +oo
Xlirr:w fix) =2 Xlirrjm fix)=0
fl0)=0

f>0en (—o, —2) U (0,2) U (2, +)
f<0en(—2,0)

b) Dom f=R — {—2}
lim_f(x) =4

X— -

Rec f=(—co, 4)
lim fix) = —c

Lot

Asintota horizontal por la izquierda: y = 2
Asintota horizontal por la derecha: y = 0

Maximo relativoenx=0

c¢) Dom f=R
f7(0) ={=3, 1} f(—2) = -2
lim i) =1 lim [fix) —x]=0
x> 4o X X oo
xllnl, fix) =3
Minimo relativo en x = —1

a)

Hi] BT Sea la funcion:

six>1
six=1

Inx—1
2 +ax+b

fix) = {
Encuentra los valores de ay b para que la funcion sea conti-
nua y su grafica pase por el origen de coordenadas.
En primer lugar (0)=0=b =10
Six # 1, la funcién es continua.
Para que la funcion sea continuaenx = 1: (1) =2 + a

Debe existirlim f(1):

x—=1

|in'11_ fx)=2+a
Iin?+f(x):—1 =2+ad=—-1=a=-3
Sia= —3yb =0, lafunciéon es continua y pasa por (0, 0).

5. Limites de funciones y continuidad @



ax*+b
X+ 2ax* +bx+3

a) Determina a y b sabiendo que la funcién presenta una
discontinuidad evitable en x=1.

Pl EE] Dada la funcién: f(x) =

b) Define una funcién g(x) que sea continua en x = 1y que
coincida en el dominio de definicidn de esta. Razona las

respuestas.

. a’+b a+b 0
a) lim = — = ==
x>1 X +2a+bx+3 4+2a+b \0

=a=-4b=4

—4 —4x

b =

) g X —7x—3

P#] BT Di cual de las siguientes afirmaciones es cierta y
razona por qué:
a) Si una funcion f esta acotada en un intervalo cerrado
[a, b], entonces es continua en dicho intervalo.

b) Si una funcidn f no esta acotada en un intervalo cerrado
[a, b], entonces no es continua en dicho intervalo.

El teorema de acotacién de una funcién en un intervalo

cerrado se enuncia del siguiente modo:

«Si una funcion f es continua en un intervalo cerrado [a, b],

entonces esta acotada en dicho intervalo.»

Por tanto, es cierta la segunda afirmacion.

Respecto a la primera, basta considerar la funcién f(x) = |x//x
que estd acotada en todo su dominio y que no es continua
en el intervalo [—1, 1].

PE I 11 Sea funa funcién cuyo dominio es R. Si ftoma todos
los valores comprendidos entre f(—2) y f(2), ;se puede afir-
mar que la funcién fes continua en [—2, 2]?

No se puede afirmar, ya que se puede considerar una funcién
como la que se propone en esta representacion grafica:

Y

<y

Pl BT Si una funcién falcanza en el intervalo [a, b] sus ex-
tremos absolutos, my M, y toma en [a, b] todos los valores
comprendidos entre my M, razona si esta condicion es sufi-
ciente para asegurar que f es continua en [a, b].

Puede suceder que exista una funcion que cumpla las hipéte-
sis del enunciado, y sin embargo no sea continua en el inter-
valo considerado. Basta observar la funcion representada
graficamente a continuacion:

y A
ML - -
(o) S A, W o—e
fla) 4 - ;
2] S S N G- E———
ol a b x

Por tanto, la condicidon enunciada no es suficiente para ga-
rantizar la continuidad.



Evaluacion (pagina 141)

1. Calcula el valor de los siguientes limites.

Vx> +x—-Vx*—x V3x>+4x—2
2

a) lim A tim
) 1 2x - Vx—Vx
b) !(|[>n2<x—2_x2—4> 9) )If|211 1_\/)_(

x+1\1 1 1
c) lim|(2- x=1 h) lm |[— —
XM( 2 ) ’H‘”<X x—\/x2—2x>

2 —x—1 - ¢+ 1 \x-Vaden
d) lim ——— i) lim (3—
x—>1 =3x>+ 3x X -1
X+x \1 Inx*—8
e )I{ILT\O<2X—X2 ” !(ILT\3 x—3
VX +x=-Vx¥x—-x 0
a) im ——=—=0
x—0 2 2
b) lim [—— — 2 ) oo = lim X2 g X2 gy =T
x->2\x—2 X—4 x>2  X*—4 Xx>2X—2X+2 x-2X+2 4

x+ 1)\ _xH1) 1 1
o lim (2— > )H:(r"):nme(1 z>x—1=e 2

x—1 x—1

X —x—1 0 o 2X+1x—1 3
d) lim ——=|—|=lim ——F——=—"=
x—1 —3x*+ 3x 0] x-1 —3x(x—1) -3
o
0

e lim ( Xt x >? = , estudiamos lim (X()H_n) :l’ luego lim (XZH()?: <1>m -
=0\ xQ2—x)) 2 oo\ 20— 2

V3 +ax—2 (oo) \@:_\5

= lim
Vi=Vx _ V(Vx= Vi1 - Vx)

\/8

X— —oo X

g) lim Y =lim “x—1) =lim = -
h) lim l; = lim mf had = lim ﬂfo
e \X - ax) e X0 =3 +2x) \oo) x5 2%
) 2X2+'| x—=V2x+1
i) lim |3— e , se puede observar que la base tiende a 1, veamos el exponente:
X =2 —1 —x— 1
lim x—V2x*+ 1= (00— o) =lim =lim =—o0
X TEXHVAHT T X+ V2 + 1
(2,@)(%\/%) i —3x=V2x 1)
luego es una indeterminacion del tipo 1~ entonces: lim e\ ' =g X1
» 3=V +1) 3¢ +3 .
Nos centramos en el limite del exponente: lim 1 =lim =0y por lo tanto el limite es
=1 = T =1+ V2E+1)
In(*—8 0 o -8 (1
j) lim Inbc—8 _(0)_ lim (¢ — 8)*=3 = lim =|—=|=4e
x—»3 X—3 0 x—3 x—»3 X—3 0
2. Estudia la continuidad de las siguientes funciones:
1 2 +x—1 1
a) fx)=—— b) fiX)=—r5— c fX)=——;
) fx) T+ x| ) f(x) 3 3¢ ) flx) > — o

a) f(x) es continua para todo x tal que 1 + Ix| #0, pero [x| = 0vx € R, luego la funcién es continua en todo R.

b) Se trata de un cociente de polinomios y serd continua siempre que el denominador no se anule. Este se anula en los valores —1y

1, luego la funcién es continuaen R — {—1, 1}.

c) Eneste caso la funcién no esté definida para valores negativos de x, ni para el valor 1 que anula el denominador. Claramente tam-

poco estd definida para x = 0. Luego la funcién es continua en (0, 1) N (0, +<o).

5. Limites de funciones y continuidad @



3. Encuentra los valores de a para que f(x) sea continua en el intervalo [—2, —1].
|x2—2|x|—a six<-—1

(x—a) six=—1
Las dos partes de la funcién son continuas en sus dominios. (—1) = a* + 2a + 1, valor que coincide con el limite en x= —1 por la de-
recha, estudiemos el otro:
Xllrrjr fix) = XEnJr fx)=x =2 (—x) —a=1—2—a= —a—1. Para que sea continua debe existir el limite, es decir:
a@+2a+1=-a-1=ad+3a+2=0=a,=—-1ya,= -2

& 4. Halla el valor de ay de b para que la funcién f(x) sea continua en x = 1.
A _[¥—bx+a six<1
) = ax + b six=1
La funcidén es cubica a la izquierda del 1, y de primer grado a la derecha del mismo, por lo tanto, es continua para todo punto salvo
quizas para x = 1.
Estudiamos la continuidad en este punto a través de los limites laterales:
lim X —bx+a=1—b+a

x—1

limax+b=a+b

x—1"

Luegosi1 —b+a=a+ b, estoes b= 1/2, independientemente del valor que tome a la funcién es continua en este punto.
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