LIMITES DE FUNCIONES
Y CONTINUIDAD

ACTIVIDADES

Kl I T Determina, si existe, el limite en x = 2 de la funcién:
3—x six<2
fo) = [(x— 1? six=2
Sol: 1
B BT cCalcula, si existe, el limite en x = 0 de la funcién:
1

f={x %

1 six>0

six<O0

Sol: 4

EH I T Escribe la ecuacién de la asintota vertical de la fun-
cion propuesta en el ejercicio anterior.

Sol: x=0.
3 —
Il W11 Dada la funcion f(x) = ﬁ, calcula Iing fix)y Iin‘1| f(x).
SOl: X X— xX—
3-x io3x 2
x—0 (X—1)2 x—=1 (X—'|)2 OJr

H BN cCalcula: lim
x=0 14 \x\

Sol: 1
@ B Determina los limites laterales de la funcién

\x+1\
x+1

fix) = enx=-1.

Sol: Iinjr flx) =lim f{—1)= -1

x—-1"

lim fix) =Ilim 1=1
x—-1" x—-1"

BT Calcula, si las hay, las asintotas verticales de las si-
guientes funciones.

1 x+1
a) f(X)—ﬁ <) f(X)—Xz__I

X 1
b) f(X)—m d) f(X)—m

a) x=1yx=—1.
b) No tiene asintotas verticales.
d x=1.

d x=1.

E I 11 Indica las asintotas horizontales de las funciones de
las figuras.

YA

]

/
I
| <y

- >
-10 X
Y A
/\\\\-
1
0 X
=1

a)Por la derecha:y = —1
by =1,5
¢)Por la izquierda:y = —1, por la derecha: y = 1

El B Halla las ecuaciones de las asintotas horizontales de
estas funciones.

1-2x° 1
R 9 R0=T"1
3x—1 x+1
b) fix) = Y e) fix) =
o fi) = XA f) f(x)—i“‘"2+1
RS T 2x+2
:é e y=1
v 2 f) Por laizquierday = —1,
 y=0 por la derechay = 1.

5. Limites de funciones y continuidad o



il EET Construye graficas que cumplan las siguientes con-

diciones.

a) Domf=R,Recf=[—1, +)
lim fi)=3, lim = +c=, f(3) = 3, lim flx) =2, £(0) = {0, 2}
X—> —oo X—> +oo X

b) Domf=R — {0, 2}, Rec f=(—o0,0) U {1} U (3, +0)

Iim0 f(x) = o, Iin;_ fix) =3, Iirr;n+ fix)=1, Iin_1 fix)=0,

lim fix)=1

X —> +eo

(Ten en cuenta que f(x) < 0six < 0y que f(x) >0six > 0.)

¢) Domf=R,Recf=R

Iin} fix) = —oo, Iir'rg+ fx) =3, lim f(x) = +oo, Iirr+| fix)=0

a) :ﬂY
4
3 ~
=] =4
~_ /
: /
—4-3-42 | O ) 4X
b) AYA\
3
2
1
T 21330 4)?
<) 2YA
o)
N2
1
—4-43-2 4 X
IR
-3

il BN Resuelve cada uno de los limites siguientes por el
método que consideres mas adecuado.

a) lim x**
X—> +oo
. VX2 —2x—(x —2)
b) lim
X — oo x—2
3P+ 1\
li 2
‘)xl"l<5x2—2>
xX+2-2
li
9) x|—>n; xX—2
h) lim
Xx—>1 X—

o Ve +x=V2
i) lim——

x—0  X+x—2

1—x\/)_(

i

Nlim—=—e

k) lim In(4x—1)
x—1/2 2X—1

1) Iin‘g (2x+ 1"

o Anadlisis

d) lim Vx*+5x—x
X—> +oo

X+ 1)\V¥+5x-x
e) lim < )
x—2

f) lim
2OV —x—1
m) lim (2x -6’
5 Vax-Ve
n) lim -6
x=31/2x—=\/6
i e
o) lim &3
X +oo 2
p) Iim(1+xz_1>x‘11
x>0 3
a) lim In(2¢+1)
x—0 2x

a) k) 2

b) 0 I e
d Feo m) 0
d _

52 -5 Ve
e 1 o) 7
f -2 A)

1 0) +oo
g)z 1

p) e 3
h) 3

q) 0
V2
i) —

2
3
l)4

B Estudia la continuidad de las siguientes funciones en
los puntos que se indican.

a) f(x)=E(x),enx=§yenx=1.

2—x
b) f(x)—m,enx—Oyenx—z.
c) fx) =4—Inx,enx=0yenx=4.
X =1
d) f(x)—ﬁ,enx— 1.

2
a) Enx= g es continua; en x = 1 no es continua.

b) Enx = 0y en x = 2 no existe imagen.

c) Enx = 0no es continua, en x = 4 es continua.

d) No es continua, puesto que no esta definidaen x = 1.
T Indica en qué casos es posible salvar la discontinui-
dad en las funciones de la actividad anterior.

Sol: En b) se puede salvar la discontinuidad en el punto
x=2y end)

] Estudia la continuidad de las siguientes funciones.

a) f(x)=3)§+1"
|2 six<0
b =1211 six=0
; six<<—1
=1\
six=—1

| X+2

Va-\Va=x

d) fx) =———
X

) f( )—71

e X_-|+e1/x

In(1—-x%)

1
(x — 2)<x + 3)

a) Dom f=R — {1}. Es continua en su dominio.
b) Es continuaen R.
¢) EscontinuaenR — {—1}.

f) fix) =

d) Dom f = (—o, 0) U (0, 2). La funcién es continua en su
dominio.

e) Dom f = R — {0}. La funcién es continua en su dominio.

f) Dom f=(—1,—1/2) U (=1/2, 1). La funcién es continua
en su dominio.



[H BN Estudia para qué valores de a son continuas en R es-

tas funciones.

a) fix) = a—37C+ax+2 six< -1
(1 —a)x? six=—1
(1 + .
_— six<<—1
1—x
b) flx)=1{a six=-1
—2+4+2Vx+2 .
—  six>-—1
L x+1
J fx) 1+d" six=0
In(*+a) six>0(a>0)
x+1)72-1 X0
d) fix) = X Stx
a six=0
a) a= -—3.
b) a=1
c) a=¢é.
d a=2.
B ] Clasifica las discontinuidades de la funcion.
X+ x|
flx) =
X =

Sol: Discontinuidad evitable en x = 0.
Discontinuidad asintoticaenx = —1.

Discontinuidad asintética en x = 1.

B Clasifica las discontinuidades de las funciones de la
actividad 14. Cuando la discontinuidad sea evitable,
calcula el valor que debe asignarse a la funcién para
salvar la discontinuidad.

a) En x = 1, discontinuidad asintotica.
b) No hay discontinuidades.
¢) Enx = —1, discontinuidad de salto.

d)En x = 0, discontinuidad evitable: si f(0) = V2 , fes conti-
nua en (—eo, 2). 4

e)En x = 0, discontinuidad de salto.
f) Enx = 1yx= —1, discontinuidad asintética y esencial. En
x = —1/2, discontinuid asintética.
X —x—b
2x° — ax — 2x
sabiendo que en x = 2 la funcién presenta una discontinui-

dad evitable. A continuacion, calcula y clasifica las demas
discontinuidades.

Sol: b=2,a=3
En x = 0, discontinuidad asintética.

BT Dada la funcién f(x) = averiguaay b

Enx = _13 discontinuidad asintética

Ejercicios y problemas

Calculo de limites

BT Calcula los siguientes limites.

3x —1
x—2 (x—2)2
2x+1

[T Halla los siguientes limites.
x+2 6x+4
X —4

1 2x—1
V2x-1

c) lim
x=>12\2x+ 2

x+3 X+x-2 2 x
i [ —— H 3x—1
b i (X232 g i (2]
1
— c 1
a) >
d) #
b) —6
B Calcula los siguientes limites.
2 —4x—6
a) lim d) lim ——
PO = Vx+1 *23 3-V6+x
b) IimM e) lim h
x>0 X x—1 m
3x+3 Vx—1
¢ lim —— f) lim
x—>—1'\/m x—1 -
q) -2 d) —48
b) 1 e o0
8 1
f) —
d 0 1

5. Limites de funciones y continuidad e



BT Calcula los siguientes limites.

V 2x* + 4x
X

a)lirIr\ (= +xX—=x+1) e)lim
b) Iirg (= +xX —=x+1) f) IirI\ #

X
o lim V4 —x g) lim ———
X —> oo X >+ A /2X4 + 3

2= +x-2
d)lim =2
a) —oo e) \/E
b) +oo i _\/E
o 2
d) 0 g) LE

2

B Calcula los siguientes limites.

a) lim |[Vax +1-(@2x+ 1)
b) lim [Vax' +1—(x+1)]

. 22 + 1\ Veé+1-x
"XL'TM()& >
. 2%+ 1\ V¥+i1-x
aim (%)
e) lim (Ve +2x—1-x)
( 2x

h) lim V3 +1-=-VxX -1

X— =0

i)xﬁrrm\/)_((\/2+x—\/)_()

) lim X+ V2+x
A, x+1
a) —1 f) +oo
b) +oo g) 0
ad 1 h) O
Cﬂ + oo i) 1
e 1 .03
) 2
! 2
BT Estudia el comportamiento de la siguiente funcion

en los extremos de su dominio: f(x) = |2 — 2’|
Sol: lim f(x)=2

X— —oo

lim f(x) = +oo
X—> Feo

Hay una asintota horizontal por la izquierda, y = 2.

BN Calcula los limites cuando x — —1y x — 0 de la
siguiente funcién y encuentra sus asintotas.
o0 = X+ Ixi
b + x|

Sol: lim f(x) = 4o

x— -1

Por tanto, x = —1 es una asintota vertical.

lim £9 =1
Por tanto, en x = 0 hay una discontinuidad evitable.
lim f(x)=1

Por consiguiente, y = 1 es una asintota horizontal.

° Anadlisis

®8 EE] Calcula los limites siguientes.

_ X-1
a) nm(“x S)rzw
x-2\ x+1
. X+ 1\ Vet -«
b)xL'Tm<2 x2—2>
d lim (x2+1 _x3—x2—x+2 ¥
X— oo X ){2
a) 3
b) 1
c) e?

EEN Calcula el valor de a para que se verifiquen las si-
guientes igualdades.
a) lim 3ax’ — 2ax* + ax — 1 iy

X~ X —6x°

b) Iinlw(\/2x2+ax—\/2xz+1)=\/5

o lim X +ax+2 W%_l
xo+e X2 —2X T

a ag=-2

b) a=4

c) a=-3

Continuidad de una funcién en un punto

P B Estudia la continuidad de las siguientes funciones

y clasifica sus discontinuidades.
a) fx) = In|x+ 1| h) f(x) = log (1 —x

x+1 . X+
B = e x— D10 = )
_ Jax+1] . 2
€ fb) = 2 —x—1 i) f = 1+x
1 1 T1+e™
e T A
1 1
e) fix) = Tio ) fix) = nx
f ) =— o = X
T m X_xz—\x\
_In(1+x) _er+2
g) fo) ==~ nfo) = 5

a) La funcién es continua en R — {1}. La discontinuidad en
x = —1 es asintética.

b)La funcién es continuaen R — {—1, 1/2},

En x = —1, la discontinuidad es evitable.

En x = 1/2, la discontinuidad es asintética.
¢) Lafuncion es continuaen R — {—1/2, 1}.

En x = —1/2, la funcién presenta una discontinuidad de
salto.

En x = 1, la funcién presenta una discontinuidad
asintotica.

d) La funcién es continua en R — {2, —3}.
La discontinuidad es asintdtica en ambos puntos.

e) La funcion es continua en R.

f) Lafuncién es continuaen R — {0}
En x = 0, la funcién presenta una discontinuidad
asintotica.

g) La funcién es continua en (—1,0) U (0, +o).
En x = 0, la funcién presenta una disconti-nuidad
evitable.



h) La funcién es continua en el intervalo (=1, 1).
En x = —1 se tiene una discontinuidad asintotica y
esencial en ese valor. En x =1 la situacién es analoga
pero simétrica.
i) Es continua en R — {0, —1}.
En x = 0y en x =—1 la discontinuidad es asintdtica.
J) Es una funcién continua en R — {0, —1}.

En x = 0, la funcion presenta una discontinuidad esencial,
asintotica por la derecha.

En x = —1, la discontinuidad es asintética.
k) Lafuncion es continuaen R — {0}.

En x = 0, la funcién presenta una discontinuidad asintética.
I) Escontinuaen (0, 1) U (1, +o).

En x = 1, la discontinuidad es asintoética.

No hay asintota enx = 0.

m)Es continuaen R — {=1,0, 1}, yenx = 1Ty x = —1 hay
discontinuidades evitables.

En x = 0, la funcién presenta una discontinuidad
asintotica.

n) La funcion es continua en R —{-2, -1, 1}
En x =1y x=-1 hay discontinuidades asintéticas.
En x = -2 se obtiene también una discontinuidad
asintdtica, aunque solo por la derecha.

I T] Determina en qué casos es posible salvar la disconti-
nuidad, cuando existan, en cada una de las funciones de la
actividad anterior.

Sol: En la funcidn de la actividad b) se puede evitar la
discontinuidad en x = —1, imponiendo que f(—1) = —1/3.
En la funcion de la actividad g) se puede evitar la disconti-
nuidad en el punto x = 0, imponiendo que f(0) = 1.

En la funcién de la actividad m) se puede evitar la discon-
tinuidad en x = —1, tomando f(—1) = 1, y también en x = 1,
tomando f(1) = 1.

BT A partir de su representacion grafica, clasifica las dis-
continuidades de la funcién f:

y A '
H
1-/ E
—2-1/0 1 2\ 34 5 6 7 8 9 X

Sol: Dom f = (—eo,3) U (3,5] U (7, +o0)
Discontinuidad evitable: x = —2
Discontinuidad de salto: x =1
Discontinuidad asintética: x = 3

Discontinuidad esencial no asintdtica: x=5yx=7

[EE] Averigua, en cada uno de los siguientes casos, el va-
lor que debe tomar la funcién en el punto indicado para que
sea continua en él.

2¢+x—1
a) f(X)—ﬁ enx=-—1
b,f(x)z—m enx=1
x—1
c) f(x)=2_ 4-x enx=0
3x
2 1
= — x=1 =
d) f(x) (2 x+1) enx=0
2—2Vx+2
e) f{x)=——— enx=-1

x+1

1
f) fix) = (—’t’")ﬁ enx=1

1
g) fix) = T3 " enx=0

1

a)

b)

- D N
| N

)
12

d) Enx = 0 la funcion presenta una discontinuidad esencial
que no es posible evitar.

e) —1
VRS
g) 1

E] Estudia la continuidad de las siguientes funciones
y clasifica sus discontinuidades.

P

3 six=2
fix) = 2
a) fix) . six>2
x—1 six<1
b) fx)=4 1/2 six=1
—x—172+1 six>1
1+2™ six<0
c) fi
) X —=x+1| six=0
Inlx—1] six<0
d) f(x) = \x—z\ )
six=0
L x—2
[ X-x-2 six<O0
X =2
e) flx)= . X
€ six>0
L e —1
P —
5-V25-x Gy<o
X
f) f(x)= 1 six=0
x+In(x+1) Six>0
20x

5. Limites de funciones y continuidad e



a) Para x <2 la funciéon es continua.
Para x > 2, la funciéon es continua.

f tiene en x = 2 una discontinuidad esencial, con una
asintota vertical por la derecha.

b) Para x<1, la funcién es continua.

Para x> 1, la funcién es continua.

La discontinuidad en x = 1 es de salto finito.
¢) La funcién es continua en R.

d) f(x) es continuaen R — {0, 2}.
La discontinuidad en x = 0 es de salto.

En x = 2 la disconti-nuidad que presenta también es de
salto.

e) Para x <0, la funcién es continua.
Para x>0, la funcién es continua.

La discontinuidad en x = 0 es asintética.

f) Para x<0, la funcién es continua.
Para x> 0, la funcién es continua.

La discontinuidad es evitable en x = 0.

] Estudia para qué valores de g, o de a 'y b, son conti-
nuas estas funciones en los puntos que se indican.

x+1 six=1
a) fix) = enx=1
3—ax’ six>1
(¥ —a .
Ssix#2
b) flx) =) X~ 2 enx=2
a six=2
\
eﬂX .
12 six=0
c) flx) = X enx=0

| X*+2ax+a six>0

(E6d) +1 six=2

d) f(x) =1 x*— a enx=2
six>2
Lx—2
(ax*+b  six<0
e)fy=]Xx—a sio=x<1 enx=0yenx=1
a .
—+b si1T=x
L X
a) a=
b) a=4
_1
c) a= 3
d) a =4

e a=1,b=—1

BN Halla a sabiendo que f: [0, +) — R es continua en
[0, +<0).

Vax si0=x=8

fix) =1*-32 ,
six>8
x—4
Sol: a=38
-2 +ax+1
BN Calcul fix) = t
alcula a para que f(x) 22+ 5x+ 2 enga en

x= —% una discontinuidad evitable. Estudia si presenta otra
discontinuidad y clasificala.

Sol:a=1

Enx = —2, ladiscontinuidad es asintética.

G Anadlisis

Continuidad de una funcion en un intervalo

B8 EI ] Estudia la continuidad de las siguientes funciones en
el intervalo que se indica.

1 .
— six=1

a) fix) =1 x en (0, 1)y[0, 1]
2—x six>1
X =3x—1 =2

b) fo)={ x—1 stx en [0, 3]
In(x—1) six=2
; H <0

o fog={1-2" % en[-1,0]

X —2x six=0

a) f es continua en (0, 1).
Pero no es continua en [0, 1].
b) No es continuaenx = 1.

¢) fno es continuaenx =0

Ejercicios de aplicacion

BT Construye graficas de funciones que cumplan los si-
guientes requisitos.

a) Domf=R —{-2, 2} Recf=R

Iin};- f(x) = +oo Iirr12+ flx) = —oo Iirr; fix) = +o
lim fix) =2 lim fix) =0

X— Foo X —> —oo

f0)=0

f>0en (—e, —2) U (0,2) U (2, +)
f<0en(-2,0)
b) Domf=R — {—2} Recf=(—co, 4)
XILnl . fix) =4 XIer_n " flx) = —oo
Asintota horizontal por la izquierda: y = 2
Asintota horizontal por la derecha:y = 0

Maximo relativoen x=0

¢) Domf=R
f(0)={-3, 1} f(—2) = -2
lim f =1 lim [fix) —x]=0
X 4o X X = oo
Iin} fix) =3
Minimo relativoen x = —1
a) i YA
|
{
|
|
| 21—
Ly
e
-4 [ 2
/1
2
|
|
|
|




/

|
(9, ]
I
Y B
of =
o
XY

& BT Sea la funcion:

o) = Inx—1 six>1
2C+ax+b  six=1

Encuentra los valores de ay b para que la funcién sea conti-
nua y su grafica pase por el origen de coordenadas.
Sol:a=—-3yb=0.

ax+b
X +2ax’+bx+3

a) Determina a y b sabiendo que la funcién presenta una
discontinuidad evitable en x = 1.

g8 B Dada la funcion: f(x) =

b) Define una funcidn g(x) que sea continua en x = 1y que
coincida en el dominio de definicidon de esta. Razona las

reSpueStaS.
a) a=-4,b=4
—4 —4x
b) gix) = 5———
9w =3

M BET] Di cual de las siguientes afirmaciones es cierta y
razona por qué:
a) Si una funcion f esta acotada en un intervalo cerrado
[a, b], entonces es continua en dicho intervalo.
b) Si una funcion f no esta acotada en un intervalo cerrado
[a, b], entonces no es continua en dicho intervalo.
Sol: Es cierta la segunda afirmacion.

M BT Sea funa funcién cuyo dominio es R. Si f toma todos
los valores comprendidos entre f(—2) y f(2), ;se puede afir-
mar que la funcién fes continua en [—2, 2]?

Sol: No se puede afirmar.

E

BT Si una funcién falcanza en el intervalo [q, b] sus ex-
tremos absolutos, my M, y toma en [a, b] todos los valores
comprendidos entre my M, razona si esta condicion es sufi-
ciente para asegurar que fes continua en [aq, b].

Sol: No.

5. Limites de funciones y continuidad 0



1. Calcula el valor de los siguientes limites.

Vx> +x—Vx*—x i V3x>+4x—2
2

a) lim f) lim
x—0 X— —oo + X
b) lim [~ ) lim ———%
xo2\x—2 X —4 g x=>1 1—\/)—(
x+1\" 1 1
c) lim|2- x-1 h) lim |———F——
XM( 2 ) ’H"“<X x—Vx*—2x
L2 —x—1 o 27 + 1 \x=Vad+
v ) 1'L“w(3‘ P )
X +x \L Inx*—8
. = -
e 1|210(2x—x2> ” ;I(IT3 x—3
a) 0 1 -3
1
b) p
1 h) 0
0 e 2
/I
d -1
e) 0 /S
2. Estudia la continuidad de las siguientes funciones:
1 2 +x—1 1
a) f(X)—1+ x| b) fix)= 3 32 c) f(X)—z_ZX,,X

a) f(x) es continua en todo R.

b) Lafuncién es continuaenR — {—1, 1}.
¢) Lafuncion es continuaen (0, 1) N (0, +o0).

3. Encuentra los valores de a para que f(x) sea continua en el intervalo [-2, —11.
¥ —-2|x| —a six<-1
(x —a)’ six=-1

Sol: a,=—-1ya,= -2

4. Halla el valor de a y de b para que la funcién f(x) sea continua en x=1.

f) = X —bx+a six<1
) = ax+ b six=1

Sol: b=1/2, independientemente del valor que tome a.
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