INTEGRALES

SOLUCIONES DE LAS ACTIVIDADES

Kl @11 Comprueba que las integrales de las funciones que
se ofrecen en la tabla son correctas derivando los resulta-
dos para obtener la funcién que se integra.

INTEGRALES INMEDIATAS
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B I 17 Calcula las siguientes integrales, descomponiéndo-

las si es necesario.
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El B Calcula las siguientes integrales definidas.
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BT Averigua el area que determinan la grafica de la fun-

cion f(x) = |2x + 3|, el eje de ordenadas, el eje de abscisas y
la recta de ecuacién x = —2.

Sol: 215 u2

I T Determina el area de la region delimitada por la curva
y=2x>+ 7xX° + 2x — 3 y el eje de abscisas.

Sol: 9,7604... u?

[T Calcula el area de la region del plano encerrada por

la grafica de la funcidn f(x) = €“— 1, el eje de abscisas y la
recta de ecuacion x = 2.

Sol: 4,39 u? aprox ]

BT Calcula el rea que determinan la curvay = T
los ejes de coordenadas y la recta de ecuacién x = 2.
Sol: EUZ
3
BT Calcula el rea delimitada por la grafica de la funcién
fix) = T x el eje de abscisas y las rectas de ecuacion x=0
yx=4.
2
Sol: 5? —In5
] Calcula el area delimitada por las gréficas de las
funciones f(x) = Vxy g(x) = x*.
-1
Sol: L
3
B ] Determina el area de la regién del plano limitada por

lascurvasy =x"+ 2xX ey =x"+ 2.
Sol: 44 .
15

8. Integrales °



[l BN calcula el valor del coeficiente b sabiendo que el
area delimitada por la parabola y = x> + bx — 2 y la recta

4 2
2x+y+2=0,es§u.

Sol: La igualdad se cumple parab=0yb= —4.

Ejercicios y problemas

Calculo de integrales indefinidas
BT Calcula las siguientes integrales.

(In x)?
a) J<x+i>\7)—(dx 9} fo dx
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52x+2 3
b)J5+52de d)JxIn(Zx)dx
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B Calcula las siguientes integrales.
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(! EE] Calcula las siguientes integrales.

a f In (2x?) i
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b)j1+2x2dx
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a) %In2(2x2)+C o Vae+c

2
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Calculo de primitivas

BT Calcula la primitiva de la funcién que se anula en el
punto de abscisa x = 2:

fix) =xVx*—1
: 1
8 R = -V —T-V3
2
il EE] Calcula la primitiva de la funcién f(x) = (Inx) que se
anulaenx =-e. X
3 _
Sol: = (nx)” -1
3
I T Halla la funcién f(x) tal que f'(x) = ﬁ, sabiendo

que f(0) = 2.

1
Sol: f(x) =Eln 2+ 1+2

eAnélisis

-1
fE EE] Encuentra la primitiva de f(x) = w—27 sabiendo que

(x
su grafica tiene como asintota horizontal y = 2.
: 1
S0k iy = +2
xX—2
1
BT Encuentra la primitiva de la funcién f(x) = <inx e
X

recta tangente en x = e pasa por (0, 0).
Sol: F(x) =1In [In |x||+ 1
Integral definida

i EE] Calcula el valor de las siguientes integrales definidas.

3 e 3
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P EE] Calcula el valor de las siguientes integrales definidas.
2
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a) | 2 dx
b 2x + 1
1
b) J' [1 = dx
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2
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o X+ 1

a 2+In5
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Teorema fundamental del célculo integral

I T Halla el valor medio de la funcién f(x) = xe* en el in-
tervalo [0, 2] y calcula en qué punto del intervalo se alcanza.
Sol: 13,4 aprox.

x=1,4835

BT Halla la derivada de las siguientes funciones.

X dt x2

a) G(x)=f— 1] G(x)=f et dt
L, t+5 »
x2 d

2x
t
b)Gx)= | —— d) G(x) = *dt
) G(x) e+ ) G(x) J;e
1 .
G’ — G’ =2 2+ 1 2+ 1
a) G'(x) i c) G'(x) xez e
P d) G'(x) =2e*
b) G(x) = ——
X°+5
Areas

16
% W11 Dadalafunciénf(x) =x— 4 + Py calcula el area

limitada por la gréfica de la funcion, el eje Xy las rectas ver-
ticalesx=0yx = 2.
Sol: 0,487 u2 aprox



D5

I T] sabiendo que la grafica de la funcién f(x) pasa
por el punto (1, —4) y que su funcién derivada es f'(x) = 2x — 2:

a) Determina la expresion de f(x).

b) Calcula el area de la region limitada por la gréfica de f(x)
y el eje de abscisas X.

a)fix)= X —2x—3
b 2
) Zu

I T] Se sabe que cierta funcién derivable F(x) veri-

1
fica las condiciones F(x) = =y F(1) = 3.

Vx
a) Calcula F(x).

b) Calcula el drea delimitada por F(x) y el eje X desde x = 0
hastax = 1.

a) Fix) = %\"/F +§

n
7

BT Calcula el area de la region limitada por la grafica de

la funcién f(x) = xe* en x = 0, el eje de abscisas y la recta
vertical x = 1.

Sol:  e—1 5
2
1
BT La grafica de f(x) = parax >0, es:
2x+1
i
Io Y
8
71\
6
5
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3
2 S~
1 \\\‘\
o 0,5 151 2 |25 351 4X

a) Halla una primitiva de f.

b) Calcula el area de la regidon sombreada.
In(2x + 1

a) F) = n( x2 )

b) 1n3V7
7

B[] Buscando sus extremos relativos y sus puntos de
corte con los ejes, realiza una representaciéon aproxi-
mada de la curva de ecuacién y = x* — x*. A continuacién,
calcula el drea encerrada por esta curva y el eje de abscisas.

Sol:  En (0, 0) tenemos un maximo relativo.

1 1
En (7 —z> tenemos un minimo relativo.
2
1 1 .. .
En 77, 2 tenemos un minimo relativo.
2

Los puntos de corte son: (0, 0), (1,0) y (=1, 0)
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Vx+2
B ] Dada la funcién f(x) = , se pide:

X+2

a) Dibuja su gréfica indicando su dominio, asintotas, inter-
valos de crecimiento y decrecimiento, maximos y minimos
relativos, intervalos de concavidad y convexidad y puntos
de inflexion.

b) Calcula el area comprendida entre el eje X'y la gréfica de
fix)entre —1=x=1.

a) Dominio: (—2, +e0)
Asintota vertical x = —2
fix) decrece en (—2, —1) y crece en (=1, +o0).
Minimo relativo (y absoluto) en (—1, e).

Es siempre concava, y por lo tanto no tiene puntos de
inflexion.

b) 5,868 U

X =12
I 1] Dada la funcion f(x) = calcula el area de la

region acotada encerrada por su grafica y el eje X.

Sol: 17,18 u?

BT Calcula el area del recinto que esta limitado por las
curvasy=x*+2x—ley=—x*+ 3.

Sol:9 u2

B Calcula el area comprendida entre las graficas de
fix) = X" — 1|y g(x) = x + 5 en el primer cuadrante.

Sol: 12,17 v*

B T] Determina el area encerrada por las curvas

3
y=xey= \/; en el primer cuadrante.

1
Sol: —u’

8. Integrales e



§§ I ] Calcula el 4rea del recinto de R? limitado por las gra-
ficas de las funciones f (x) = x> — 2xy g(x) = x* cuando se
consideran valores de x = 0.

L2 2
So > u
g8 I T En la figura aparece una curva que representa una
funcion polindmica de grado dos. Los puntos de intersec-
cién de la curva con el eje X son el (1, 0) y el (3, 0). Ademas,
el area limitada por la curva y los dos ejes de coordenadas
vale 4/3 u’. Halla la expresién de la funcién polinémica.

(1,0) /\(3,0)

0] X

YA

Sol: fix) = —x*+4x—3

B B Calcula el area de la regién limitada por las curvas

X2

V=T

+1°
Sol: 0,526 u?

g B Calcula el area del recinto limitado por las graficas
de las funciones f(x) = x, g(x) = Vx + 2y el eje de abscisas.
. 1
Sol: 10 u?
3
g8 B T] Representa graficamente el recinto plano limitado,

en la region donde la abscisa x es positiva, por la
curvay = x*> + xy por la recta y = 2x. Calcula su érea.

Sol: YA
2
=X
» A=0,25u2
-2 D X
2
y=+2
M I 1] Dadas las funciones:
I f(x) = —x* + 5x 1glx)=x+3

a) Dibuja el recinto plano limitado por las funciones.

b) Halla su area.

a) YA

6 b) 4
5 3
m
+4
X3
LA \
1 = 11 5x\
(0] ) 4 )>(

M BT Halla la ecuacién de la recta tangente a la curva de
ecuacion y = x> — 3x en el punto de abscisa x = —1. Calcula
el area del recinto limitado por la tangente y la curva dada.

Sol: La recta tangente es y = 2.
A= 6,75 u2

°Anélisis

% B Calcula el drea encerrada entre la gréfica de la fun-
cion exponencial f(x) = e*y el segmento que une los pun-
tosde abscisasx=1yx= —1.

Sol: 2
e

T8 B Lacurvay = x* — 2x + 1y la recta que pasa por los
puntos A(1, 0) y B(3, 4) limitan un recinto finito del plano.
Traza un esquema grafico de dicho recinto y calcula su area.
Sol: 4 \ YA /
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Xl= 241
<
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)
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% B a) Estudia y representa graficamente la funcién

1
0= =2

b) Halla el area de la region acotada comprendida entre la

- . . 5
gréfica de la funcion anterior y las rectasy = 1, x = by

a) Domf=R — {2}
Asintota vertical: x = 2 Asintota horizontal:y = 0

En (—c0, 2) la funcidn es creciente, en (2, +=) la funciéon es
decreciente. No hay extremos.

YA
4
3
I :
2 / E\fX): (x + 2)?
- /A
1 yrl
T S~
-2 -1 10 D 4 )V(
b) 05U’

M EE] La curva y = 2x* divide al cuadrado de vértices

A(0, 0), B(1,0), C(1, 1) y D(0, 1) en dos recintos.
a) Dibuja dichos recintos.  b) Halla el area de cada uno.

a) Yk /

N1/ R

) 1| X
b) V2 ) 3-V2 5
A1:TU Az_ 3 u



@ EE] Haz un dibujo del recinto limitado por las curvas BT Halla el area limitada por y = x*> — 3x*> + 1 y larecta

y=x""yy=x"". Calcula el drea de este recinto. tangente a la misma en el punto en que alcanza su maximo
Sol: YA relativo. Dibuja el recinto.
y= X100 T+ 1 Sol: Y A
T A= u?
1 10302 2
+ 1 y=1
_1 T T T O-- Ll T T ‘i } /
1 _ ) v
2 12 B3 X, 2,
.} -1 4
y=x"_,1
-2
W B ] Calcula el area que, en el primer cuadrante, delimi-
tanlascurvasy = x>,y =4xX’ ey = 16. -3
urvasy y y y=x>—3x"+1
Sol: 4 -5
3
T B Calcula el area de la region limitada por la curva B Calcula el drea del recinto plano limitado por la cur-
y=Inxylasrectasy =0,y =In3yx=0. va xy = 1y la recta perpendicular a la recta y = 2x + 1 que
Sol: 2 u? pase por el punto de coordenadas (1, 1).
e Dibuja el recinto limitado pory = —x* + 4x — 3, su Sol: 3
Y A= In2)u?
recta tangente en el punto P(0, —3) y larectay = —x + 3. B nepu
Calcula su area.
Sol: Voliimenes
YA

m

4 T Calcula el volumen del cuerpo de revolucién que
3 /7‘ genera el recinto limitado por la curvay = x(x — 1) y el eje de

N abscisas, al girar alrededor de dicho eje.
2 Sol: ™ 3
30 “

A=—u & BT Calcula el volumen del casquete parabélico gene-
rado por la parabola y = 3x% entre x = 0y x = 2, al girar alre-

-1.0 dedor del eje X.
-1 Sol: 2887 s
5
-2

T Calcula el volumen del cuerpo de revolucién obte-
nido al girar la elipse x*> + 2y? = 1 alrededor del eje X.

Sol: 2,10 u3

§8 B Calcula el volumen que engendra la figura del plano

delimitada por la hipérbola xy = 1y la circunferencia cen-
Hd BN Calcula el area de la regién plana limitada por la pa- Y

rabola y = 4x — x’, su recta tangente en el origen de coor- trada en el origen de radio 7 en el primer cuadrante.
denadas y la recta x = 2. Dibuja también esta region.
Sol: YA / Sol:  9/4m u3
(o]
g A= 8 u? . . ey
8 3 Actividades de aplicacion
S
4 o]
6 /"/ < & B Determina:
5 */ < a) Los maximos y minimos relativos y los puntos de in-
4 3xX+x+3
flexion de la funcién fix) = —————
3 y-= 4x X2 ( ) X2 +1
S
: \ b) Una funcidn F(x) tal que su derivada sea f(x) y F(0) = 4.
> a) Enx =1 hay un maximo relativoy en x = —1 un minimo
=2 ‘\ 5 6 X relativo.
7 \ x=0yx==*V3 son puntos de inflexion.

b) F(x):3x+%ln(x2+1)+4.

8. Integrales 6



BT Se sabe que la gréfica de una funcién pasa por el
punto (1, 1) y que f’(1) = 2. Se conoce también que su deri-
vada segunda es la funcién g(x) = 2. Calcula la funcién f.

Sol: f(x) =X~
BT Halla f(x) sabiendo que f(0) = 1, f(0) = 2y f "(x) = 3x.

3

X
Sol: f(x):7+2x+1.

[ ] Determina la funcién F(x) que:

I Fx)=2x—6

I La gréfica de la funcion F(x) presenta un minimo en el
punto de ordenada —1.

Sol: F(x) = x* — 6x + 10

BT Halla la ecuacién de una curva y = f(x) sabiendo que

pasa por el punto (1, 1) y que la pendiente de la recta tan-
gente en el punto de abscisaxes m = 3x + 1.

Sol: 3 2 3
f) =t x— =
2 2

N Halla la ecuacién de la curva y = f(x) que cumple que
f”(x) = 4, y la recta tangente en el punto de abscisa x = 3
tiene por ecuaciéony = 9x — 13.
Sol: y=2x"—3x+5
EEE De una funciény = f(x) sabemos:
I Sudominio de definicidn es todo R.
L . N six<1
g Sufuncién derivada es: f'(x) = [_1 six>1
I f(x) es continua en todo puntoy f(—1) = 2.

Determina el valor de f(1) y dibuja la grafica de la funcion
f(x).

Sol: f(1) = 6.
YA
[ 2x 4 six< |1
5 fx) =
|[—x+7 six=1
-5 o) 10 15

Ejercicios de aplicacion
& B Considera la funcién f(x) = x* + [x|.

a) Calcula los puntos en que la gréfica corta a los ejes.

b) Calcula los extremos relativos (maximos y minimos), asi
como los intervalos de crecimiento y decrecimiento f.

¢) Dibuja la gréfica de f.
2

d) Calcula f fix)dx.
-1
a) f(x) corta a los ejes en (0, 0).
b) En x = 0 hay un punto anguloso.
f(x) decrecen en x < 0
f(x) crecenenx >0
En x = 0,y = 0, es un minimo absoluto: m(0, 0)

g \ a1
Vol /
\ 8 [y=x+1x
\L L /
\ ol
\zl |/
—6-5-4-3-2 | O 2 3 4 7 X
g

2

[ Dadasf(x)=x2—ax—4yg(x)=X?+b.

a) Calcula a y b de manera que las graficas de f(x) y g(x)
sean tangentes en el punto de abscisa x = 3, es decir,
que tengan la misma tangente en este punto.

b) Halla la ecuacién de la recta tangente del apartado a).

¢) Para el valor de a obtenido en el primer apartado, calcu-
la el valor del area de la region limitada por el eje de
abscisas y la funcién f(x).

a) b 17
073, 7—7
b) y=3x-13
c}Euz
6



66,

4,

5.

BN La funcién derivada f’(x) de una cierta funcién conti-
nua f: R — R es una funcidn a trozos formada por las semi-
rrectas del dibujo.

Ay

a) Determina si es derivable en todos los puntos de R y por
qué.

b) Estudia el crecimiento y decrecimiento de f(x).

¢) Averigua si f(x) tiene algun extremo relativo y, si es asi,
para qué valor de x y de que tipo.

d) Sabiendo que f(0) = 1, calcula f(1).

a)La funcioén es derivable en R — {1}.

b) La funcion crece para los valores x € (—x, 2) y decrece si
X € (2, +x).

¢)Para x = 2 tenemos un maximo relativo.

df(1)=2

BT Los beneficios de una empresa, en miles de euros
por aiio, se ajustan a la siguiente funcién:
5x
B(x) = —5—
x“+4
¢A cuanto ascienden los beneficios acumulados en los cin-
co primeros afos de vida de la empresa?

Sol: 4952,50 €.

] Un proyectil se lanza desde un avion con velocidad,
en m/s, de ecuacién v(t) = 10 + 32t. Si a los 10 s todavia no
ha llegado al suelo, ;qué se puede afirmar sobre la altura a
la que va el avion?

Sol: La altura a la que va el avién es superior a los
1700 m.

Actividades tipo test
Escoge Yy razona la respuesta correcta en cada caso.

1
T BRI si F’(x)=3x+ 2y la gréfica de F(x) presenta un

minimo en el punto de ordenada —4, entonces:

a)F(X)=§—2x+4 ) F(x)=§+8x+2

b)F(x)=§+2x—4 d) F(X)=§+2X+8

Sol: La respuesta correcta es la d).

[ ] En un plano el trazado de una carretera discurre segun
2

.. X . . .
la ecuacion y = 2 x, siendo un rio el eje X. En el terre-

no entre el rio y la carretera hay un pinar. Si expresamos las
distancias en kildmetros, ;cuanto vale el pinar si la hecta-
rea se paga a 60 euros?

a) 15600 €

b) 16000 €
c) 23300 €

Sol: La respuesta correcta es la b).

1

xV1—Inx

Calcula una primitiva de la funcién: f(x) =

Sol: =V1—1Inx*+C

Resuelve las siguientes integrales.
v
e
= x—1/2
a) fv; dx b) Jm dx
1
a) 2V +C b) Eln(xz—x)+ q

x+1
9 J3x2+6xdx

) %In(x2 +2x)+ C

Dada la funcién f(x) = x* — 1, en el intervalo [—3, 2] y la particién P del mismo formada por los puntos P = {—3, —2, —1, 1, 2}, ha-
lla la suma superior y la suma inferior correspondientes a dicha particion y dicho intervalo.

Sol: Suma superior: 14
Suma inferior: 1

Halla el valor medio de la funcién f(x) = (x + 1)\/)—( en el intervalo [0, 2].

Sol: 2,07 aprox

Encuentra el punto en el que se alcanza el valor medio de la funcién f(x) = x> + x + 1 en el intervalo [—-2, 1].

8. Integrales a



x+3

6. Determina la derivada de la funcién G(x) = f enx=2.

. t—3
1
Sol: G(2) = —

(2) 5

3
7. Calcula el area limitada por la curvay = Vx en el intervalo [—1,1].
Sol: 22
2
8. Halla el area de la regién del plano delimitada por la curvay = x* — x* — 2xylasrectasy = x + 1y x = 3.
Sol: 9,751611... u?
9. Determina la funcién cuya derivada segunda es 6 sabiendo que su gréfica pasa por el punto (—1, 0) y en dicho punto la pen-
diente de su recta tangente es —4.
Sol: f{x) =3x"+ 2x — 1

10. Averigua la ecuacién de la parabola f(x) = ax* + bx + cque en el punto de abscisa x = —1 tiene por tangente la rectay = —x +3,
y f'(x) = 3.

9
Sol: fix) = %xz +2x+ 3

11. Determina una constante positiva, a, sabiendo que la figura plana delimitada por la parabola y = 3ax’> + 2x, larectay =0y la
rectax = a, tiene drea A = (a> — 1)°.

Sol: a= \/5/3

12. La evolucion de la demanda de un producto, en miles de articulos, en los cinco afos transcurridos desde su aparicion en el
mercado, viene dada por la expresién d(t) = 16e™*", donde t expresa el tiempo, contado por semestres. Encuentra:
a) El nimero de articulos demandados durante los tres primeros aios.

b) La demanda media de articulos durante los dos tltimos anos.

a) Unos 72190 articulos.

b) Una media anual de 28 949 articulos.
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