VECTORES

EN EL ESPACIO

ACTIVIDADES

B T] Dados los puntos del espacio:
I P1,-1,2)
I Q3,33

I R(-2,0,1)
i S(53,-4)

determina las componentes de los vectoresFa,FE, FE, ?f)?,
QSyRQ.

Sol:
PQ=(2,4,1),PR=(—3,1,—1),PS= (4,4, —6),SR= (—7,—3,5),
Q5=1(2,0,-7)y RQ = (5,3,2)
I:l:l Dados los vectores u, = (3, 1, 2), U, = (4, 3, 1),
= (4,2, 2)yu4 (0, —2,2):

a) Calcula el rango de la matriz formada por u,, U,, U, y U,.
b) ;Son un sistema de generadores de R*?

Sol: El rango es 2.

No son un sistema de generadores de R’.

Il Dados los vectores (1, =2, 3), (—=4,0,2)y (—1,1, 1),

ison base de R*? En caso afirmativo, expresa en la base
canénica el vectorw = (4, —2, 1) dado en esta base.

Sol: si son una base.

wW=4-(1,-2,3)-2-(-4,0,2) +(—=1,1,1)=(11,-7,9)

BT Dados los vectoresu = (2, —1,0)yv = (-1, 1, 2),

calcula:

a) Elmédulodeu yv.

b) El producto escalaru - v.

¢) El coseno del angulo que forman.

d) La proyeccién de d sobre v y la proyeccién de v sobre d.

e) El valor de w, para que el vector w = (w,, 2, 3) sea per-
pendicularad.
3\Vs

o T-\EyF-VE @ - 22

b)U'V:_3 e) W1:1
-3
¢) cos (U, V) =——
V30
BT Dados los vectoresu = (1, —3,1)yv = (0, 1, 3):

a) Comprueba que son ortogonales.
b) Halla sus médulos.
a) Son ortogonales puesto qued - vV = 0.

b) [G =11y [Vl = V10

BT Dados los vectoresu = (u,, 2, —2) yV = (4, v,, 3), de-
termina u, y v, para que los vectores U y v sean perpendi-
culares y, ademas, |T7\ =13.

Sol:v, = =12
Siv,=12=u,= —9/2

Siv,=—-12=u,=15/2

BT Calcula el rea del triangulo cuyos vértices son los
siguientes puntos: A(1, 0, 2), B(2,2,2)y(C(3, —1,2)

Sol: Area = 5/2u’
B T1 Sean los vectoresu = (1, =1, 2),v = (=1, —1,3) y
w = (5,2, 1). Calcula:
a)uxv
b)uxw
c)ux(WV+w
d) (UxV)xw
a)u xXv=(-1-5-2)
b)uXw= (=597
) UX [V +w=(-64,5)
d) (U XV)Xw=(-1,-923)
._;D Comprueba con los vectoresi = (1,0, 0),7 =(0,1,0)
yk =(0,0,1):
5] =R 7)=[R7.7] = <57 = 77 =
= -[%.7.7]
BT Calcula el volumen del cubo determinado por Ios
vectores que componen la base candnica; es decir, i, j y k.
Sol:V=1u?

BT Calcula el volumen de un paraleleplpedo determina-
do por los siguientes vectores: 2i, 3] y 4k.

Sol:V =24u?

BT Demuestra las propiedades del producto mixto utili-
zando su expresion analitica.

Ejercicios y problemas

Vectores

B Dado el vector AB = (—1, 3, 0), determina las coorde-
nadas del punto:

a) Bsi A(—4,8, 1).

b) AsiB(—-3, -1, 2).
a) B(—=5,11,1)
b) A(—=2, —4,2)

B 1] Dados los vectores T = (1, 2,3) yV = (4, 5, 6), halla el
moédulo de los vectoresd + VyVv — 4.

Sol: [T +V| = V155
V-7 =3V3

— 111
BT El vectoru = (; 3 3) no es unitario. Determina
otro vector unitario con la misma direccién que 4.

Sol:
_ (V3 V3 V3
u,= P A
! 3'3"3
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[E BT Dpivide el segmento de extremos A(3, —3, —6) y
B(7, 5, 10) en cuatro partes iguales.

Sol:Py(4, =1, =2), P,(5, 1, 2) y P4(6, 3, 6).

[ T] Un segmento de origen en A(—1, 4, —2) y extremo
en el punto B estd dividido en cinco partes iguales median-
te los puntos de divisiéon A;, A,, A; y A,. Si se sabe que
A,(1,0, 2), ;qué coordenadas tiene el punto B?

Sol: B(4, —6, 8).

Dependencia e independencia lineal de vectores. Bases

[E I T] Determina si los siguientes vectores son o no lineal-
mente independientes:
a)da=(1,1,-3),b =(—3,2,00y¢ = (—1,4,—6)
b)d=(4,3,-1),b=(6-25yc=(-1,32)
€) G=(3,2,-4),b=(2,0,0y¢=(24 -8)

a) son linealmente dependientes.
b) son linealmente independientes.
¢) son linealmente dependientes.

[E BN Determina la relacién de dependencia entre los
vectores de las siguientes familias, en caso de que exista:
a)d=(1,0,-2),b =(=56,1)yc=(-1,2,—1)
b)G=031-46=(-1,1,-1)yé= (V2 -V2,V2)

) d=(3,5-1,b=(2-47yc=(0,41)

_ b 3¢
aa=—-—+—

2 2
b)€=—-\2b

¢) Son independientes.
Bl B Dados los vectores de R°G = (1,1,a),v = (0,1, 1)y
w=(21,a):

a) Averigua para qué valores de a € R son linealmente
dependientes.

b) Indica cudl es su relacion de dependencia.

) Si g = 1 los vectores son linealmente dependientes.
b)w=2u—-v

LN {Pueden formar base de R* los vectoresu = (1, —2, 1),
v=(-1,3,-1)yw=(1,0,1)? ;Por qué?
Sol: No,w = 30 + 2v.

BT Indica el valor que debe tomar a para que los vecto-

res(a, 1,2),(—2,4,1)y (2,1 — a, 0) puedan formar una base
de R

Sia# —6y a # 3, entonces los tres vectores forman una
base de R®.

EEE Dado el espacio vectorial de R® sobre R y el conjunto
de vectores S=1{(1,2,1),(2,3,2),(3,2,3), (1,1, 1)} de R? en-
cuentra en S un conjunto maximo de vectores linealmente
independientes, T, y expresa los otros vectores como com-
binacion lineal de los elementos de T.

Sol: T={(1,2,1),(1,1,1)}
(27 3[ 2) = (1121 1) + (11 1! 1)
(3r 2/ 3) = 4(17 1/ 1) - (11 2/ 1)
EZ B 1] Determina si A(—1, 2, 3), B(0, 7, —9), C(1, 4, —=5) y

D(8, —3, 2) son coplanarios.
Sol: No son coplanarios.

BE B T] Considera los puntos del espacio A(0, 0, 1), B(1, 1, 2)
y C(0, —1, —1). Dado el punto D(k, 0, 0), determina qué valor
debe tener k para que los cuatro puntos sean
coplanarios.

Sol: k=1
P& Wl Discute la dependencia y la independencia lineal
de los siguientes conjuntos de vectores y, en el caso de

encontrar dependencia lineal, averigua la relacion de
dependencia:

I X,=1{(1,2,3),(25,8)}

I X,=1{(1,23),(25,8),(1,3,8)}

I X;=1{(1,23),(2,5,8),(1,3,8),(2,—1,0)}

I X, =1{(1,2,3),(25,8)} linealmente independiente

I X,=1{(1,23),(25,8),(1, 3, 8)}, linealmente independiente
I X;=1{(1,23),(2,58),(1,3,8), (2, —1,0)} linealmente de-

pendiente:
40 19 4

__(1/ 2/ 3) + —(2/ Sr 8) - _(17 31 8) + (27 _17 0) = (O/ Or 0)
3 3 3

También se puede expresar como:

40 19 4
2,-1,0= ?(1,2, 3) - ?(2, 5,8) + 3(1,3, 8)

BT En el espacio vectorial R®, determina k para que el
vectorx = (k, 2k, 3k) sea combinacion lineal de los vectores
7 = (11 _11 2) y_Z)= (31 _4I 1)
Sol: k=0

BE I En el espacio vectorial R?, se considera la base:
B,= {71)1,71)2,71)3}
a) Demuestra que el conjunto B, = {v,, V,, V;}, donde
V,=3U,+2U,— U, V,=4U,+ U, + U, V; =21, — U, +
+ s, es una base de R>.
b) Calcula las componentes de los vectores X = (1, 2, 3);,,
y = (1,0, =1); en la base B,.
¢) Calcula las componentes en la base B, del vector
Z=(-1,0,1).
5 15 13
b) = x= Y y= Y z= Y son los componentes del
vector (1, 2, 3); en la base B,.

x=1,y= —1,z=1 son las componentes del vector
(1,0, —1); en la base B,.

d x=-1,y=-3,z=2 son los componentes del
vector (1,0, —1)g en la base B,.

PE B | Consideramos los vectores Vv,=(—1, 3, 4),
V,=1(2,—-1,-3),V,=(1,2k+ 1,k + 3) de R*
a) Encuentra el unico valor de k para el que estos vectores
no forman base de R’

b) Para un valor de k diferente del que hemos averiguado
en el apartado anterior, determina cuales son las
componentes del vectorw =V, + V, + V; en la base
V., v,V

a) k=3

b) Las componentes del vectorw =V, + V, + V; en la base
{v,, v, vi}son(1,1,1).

Elf BT 17 Dados estos vectores v, = (=2, 0,1),v,=(1,1,0) y

V,=(-1,1,-2):

a) Averigua si son base de R®.

b) En caso afirmativo, expresa el vectorw = (5,3, —1) enla
base {v,, V,, V3}.

a) forman base.
b) w=(-1,3,0).



Producto escalar

B T] Indica qué se puede afirmar de dos vectores U y v
que cumplen: U -V = [d] - [V|
Sol: Son paralelos.

BT pados los vectores T = (3, m,2) y V = (2, 4, m), deter-
mina el valor de m para que sean perpendiculares.
Sol: m=—1.

BT Determina el modulo de la proyecciéon del vector
U =(3,—1,1)sobreel vectorv = (2,2, —1).
Sol: u, =1

BZ W11 Determinar el angulo que forman los vectores
u=(2,-1,-1yv=(30,3).
a}i(a,v)=732°

EE B 11 Dados los vectores u = (2, 0,0), v = (0, 1, —3),
W = au + bv, ;qué relacion deben cumplir ay b para que
W sea perpendicular al vector t = (1, 1, 1)?
W =au + bv = (2a, b, —3b)
Sol: a=b

EE I T1 Determina los valores de x e y para que el vector

W = (—2, x, y) sea perpendicular a los vectoresu = (-2, 3, 1)
yv=1(0,3,1).

Sol: No existen x e y

BT En una base ortonormal de R® se dan los vectores
U=(220)yV=(v,1,2). Determina el valor de v, sabien-
do que forman un angulo de 45°.
Sol: v, =2

BE I 71 Dados los vectorest = (—3,0,2) yV = (1, 5, 1), averi-
gua qué angulo forman y el médulo de la proyeccién de v
sobre V.

Sol: a = 86° 56’ 25"

Modulo de la proyeccion ded sobre v:

EE B Considera los vectores @ = (1, 1, —3),V = (v;,2,4)y
W = (0, w,, 3) y calcula v, y w, sabiendo que U es perpendi-
cular aVv y v es perpendicular a w. Calcula el dngulo que
formanuy w.

Sol: v, =10
w,=—6
(u, w)=132,39°
BN Seanu y v dos vectores libres del espacio. Comprue-
ba que [0 +V|* + [G —V|* = 2[d]* + 2[V|>.

Producto vectorial

BT Calcula un vector unitario perpendicular a los vecto-
resu=(22-1)yv=(1,0,1).

2 -3 -2
Sol:El vector pedido es (— — —)

Viz VT Vag

BT Los vectores G y v cumplen [G] =5, [V| = 2y, ademas,

u-v =10.Calculau x V.
Sol: T XV =0.

B T] Determina los vectores unitarios perpendiculares a
u=(-1,2,-2)yv=(3-51).
Sol:

(3\_/?—0' 3\_/?—0' 3\_/1_0> Y (3\5/3%' 3\jﬁ' 3\}ﬁ>

B W 1] Dados los vectores G = (2, =1, 1) yV = (=1, =2, 3),
comprueba que los vectores U XV yV X U son opuestos y
determina su médulo.

Sol:u XV = — 7—77'— 5k
VXU =i+7j+5k
[ xV|=Vxu|=5V3
ZE B Calcula el valor de x para que el producto vectorial
ded = (0,x 1) yVv = (0, 3, 1) tenga la direccién del eje X.
Sol: Para todo x # 3, el vector tiene la direccion del eje X.

EE BT Halla el area del paralelogramo que forman los
vectoresd = (2,2, 1)yv = (3, —1, 3).

Sol: V122 u?

BT Halla un vector ortogonalau = (2,3,—-1)yv=(0,1,1)
que tenga la tercera componente igual a 1.
Sol: (2, —1,1).

ZE I 11 Halla un vector ortogonalau =(1,0,1)yv=(0,1,1)
de médulo 2.

Sol: w 2 72 2
tW = =
V3 V3 V3
EE B Los puntos A(0, 1,0), B(—2, 5,3)y C(1,0, —2) son los
vértices de un tridngulo. Averigua su area utilizando dos
métodos distintos.
Vs
SokA= 2 Y
Es B ;Es siempre cierto que (U — V) X (U + V) = 2(u X V)?
En caso afirmativo, justifica la respuesta. En caso negativo,
expon un ejemplo que lo confirme.
Sol: Es cierto.
Producto mixto

BT Considera los vectoresu = (1,0,1), v=(2,2,1)y
w=(3,—-1,1)ycalcula[d,v,wl.
Sol: =5

BT Calcula el volumen del paralelepipedo determinado
por los siguientes vectores: U = (1, =3, 2), v = (0,0, 1),
w =(2,3,0).
Sol:9

BT Calcula el volumen del paralelepipedo determinado
por los siguientes vectores: U = (2, 3, 5), v = (-1, 3, 2),
W =u XV.

Sol:243 u?

EZ B T1Dados los puntos del espacio A(0, 0, 0), B(0, 0, 2),

C(0,2,0)y D(2, 0, 0), calcula el volumen del tetraedro ABCD.

Problemas de aplicacion

EE BT Determina si son ciertas o falsas las siguientes
afirmaciones. Si no son ciertas, inventa un ejemplo que
lo confirme:

a) El producto mixto de tres vectores cualesquiera no
nulos siempre es distinto de cero.

b) Siu, v yw son tres vectores libres del espacio, no nulos,
que satisfacen U - Vv = U - w, entonces se verifica que

—

vV =w.
a) Falso (vectores coplanarios)

b) No es cierto. Por ejemplo, 4 =(1,1,1), Vv =(0,0,2)y
w=(21-1)

4. Vectores en el espacio e



B B Dados los vectores T, Vy w tales que [ti| =3, [V| =1y
W|=4,yU +V +W = 0, calcula la siguiente suma:
U-v+v-w+u-w
Sol: =13
B 1 ABCD es un tetraedro regular cuya arista mide 1. Sea
U =AB,v=ACyw = AD. Calcula;

au-v
b)u-Wv+w)
o V+w

d) El dngulo que formanuy (v + w)
au-v=1/2
b)u-(v +w)=1
Jv+w=V3
d) a =54,74°
EE B Dos vértices consecutivos de un paralelogramo son
A(0, 1, 2) y B(—1, 0, 1). El centro del paralelogramo es
M(1, —2, 0). Halla los otros vértices.
Sol:C (2, =5, —2)
D(3,—4,-1)
EE B Los puntos medios de los lados de un triangulo son

(4,0,1),(5,3,—1) y (2,0, 5). Averigua los vértices de dicho
triangulo.

Sol:(1,-3,7),(7,3, =5y (3,3,3)
[i BT Determina si los puntos A(2, 3, 5), B(—2, =5, 7) y
C(0, —1, 6) estan alineados.
Sol: Los puntos estén alineados.
@ B Considera los puntos A(1, 1, —1), B2, =3, 4) y
Cl(a,, 0, B + 1) y determina a y B para que estén alineados.
Sol: 5 -3
a=—; B=—-
4’ B 4
[ Bl A partir de los puntos A0, —2a — 1, 4a — 2),
B(1I _31 4) y c(3l _5, 3):
a) Comprueba que el triangulo de vértices A, B, C es rectan-
gulo en B para cualquier valor de a.
b) Calcula los valores de a para los que el triangulo es is6s-
celes.

4
Sol: a—2yaf§

[ B ] Sabiendo que los puntos A(3, 1, 1), B(2,4, 1)y C(2, c,, ¢,) son tres

vértices de un cuadrado, hallac, yc,.
Sol:c,=1=V10

& B sabiendo que los siguientes puntos del espacio
Ak—3,2,4),B(0,k+ 2,2)y C(—2,6, k + 1) son los tres
vértices del rombo ABCD:

a) Calcula el valor de k.

b) Demuestra que el rombo es un cuadrado.
a) k=2

$ os puntos A(3, 1, 1), B(2, 4, —1, 2, 3) son los
E mmo A(3,1,1), B(2,4,1)yC(—1,2,3)son |
vértices de un paralelogramo. Calcula el cuarto vértice, D,
el perimetro del paralelogramo y su area.

Sol:D=(0,—1,3)
perimetro = 2 (\/ 10+V 17)
Area=V161 U’
@ BT petermina el valor de « para que los puntos A(1, —1,2),

B(—2,1,3),C(0,1,0)y D(a — 1, « + 1, 2) puedan ser copla-
narios.

Sol: aa=—2/13.

o Geomeitria

[ EEE padosu = (1,—1,2)yVv = (3,1, —1), halla el conjun-
to de vectores que, siendo perpendiculares a u, sean copla-
narios conu yv.

Sol: 3\, \, —\),con\ € R.

EE BB Halla el angulo que forman U y V, sabiendo que
b =4,V[=6yfi+V|=8
Sol:a = 75°31'21"

[ EEE Los vértices del lado desigual de un triangulo

isdsceles son A(2, 7, 4) y B(0, —3, —2). Sabiendo que el
tercer vértice se encuentra en el eje Y, determina su area.

V2310
5
Actividades tipo test

Escoge Yy razona la respuesta correcta en cada caso:

u2

Sol: A=

M8 BT Los valores de ay b para que W = (6, g, b) sea per-
pendicularau =(2,0,—1)yv = (-1, 3, 1) son:

a) No existe el vector w perpendicularadyav.
b)a=-3yb=-3

ca=-2yb=12

da=-1yb=6
Sol: La respuesta correcta es la b).

BT Los puntos A(2, 1, 0), B(1,—2, 3) y C(4, —5, 1) son los
vértices de un tridngulo cuya &rea es:

a) 40,9 u?

b) V418 u?
) %\/418 u?

d) 209 u*
Sol: La respuesta correcta es la c).

BT Los puntos A(—1, 0, 3), B(7, 8, —9), C(1, 2, 0) y D(5, 6, 6):
a) Estan alineados.
b) Son coplanarios.
¢) El area del paralelepipedo que determinan los vectores
A_E,ZEyA_B es cero.
d) Estan alineados dos a dos.
Sol: La respuesta correcta es la b).

EEE Un vector de R?, de médulo 4, perpendicular a
U =(0,—1,2)yqueforma45°conVv = (0, 3, 3) es:

a) (0,4,0)
b) (0, 4/5, 2/5)
c) (8/3,8/3,4/3)
d) (a/\/e, 8/\/6, 4/\6)
Sol: La respuesta correcta es la c).
£ BE El producto mixto de W, Vyd — V es:
a) [u+V]|
b) [al* - v[?
co0
d) No se puede hallar, ya que son linealmente dependientes.

Sol: La respuesta correcta es la c).

EE W] Un vector cuyo médulo es V6 y es ortogonal a
U =(0,1,—-2)yVv = (3,1, 1) tiene por coordenadas:

a) (21 1, _1)

b)(1,2,1)
C) (11_21 1)
d) (11 _21 _1)

Sol: La respuesta correcta es la c).



. Dados los vectoresu = (1,0, —2), v = (—4, 5, —3) yw = (—2,1, 3), realiza las operaciones 0 + 3V y v — w. ;Son linealmente inde-

pendientes los tres vectores? Escribe un vector linealmente dependiente de los vectores U y v y otro linealmente dependiente
dedyw.

Sol:d +3v = (-11,15,-7)

V-w=(-24 -6)

Los tres vectores son linealmente independientes.

Un vector linealmente dependiente ded y v es (—3, 5, —5) .

Un vector linealmente dependiente deu ywes (—1,1,1).

Indica si los vectores €, = (1,0,0), €, =(0,0,1)y €; = (—1, —1, 1) son una base del espacio.
Sol: Los tres vectores forman una base.

. Dados los espacios libres del espaciod = (3, 3, —1) yv = (2, —1, v3), determina v; para que sean perpendiculares.

Sol: v; =3
Dados los vectores libres del espaciou = (0, 3, —2) yv = (4, 1, —2), calcula las componentes de un vector perpendiculara v yV,

y de médulo 1.

Sol:

_,(\/ﬁ\/ﬁ 3)

14" 7 "\a
Calcula el érea del paralelogramo determinado por dos vectores libres que tienen como representantes los vectores fijos: ﬁ,
siendo A(3, —3,0) y B(1, 1, 1), y OD, siendo O el origen de coordenadas y D el punto medio del vector AB.

Sol: Area = [AB X 0D| = V9 +9+36 =3V6u

Calcula el producto mixto de los vectores del espacio t = (1,1,1), v=(2,—-2,00)y w =(1, —1, 2).
Sol: —8

Determina el valor de k para que los vectoresu = (2,2, —1),v = (k, k + 1,0) yw = (k + 2, 2k, —1) sean coplanarios.
Solk=00k=1.

Si tres vectores del espacio, €,, €, y €;, son tales que [?1,?2, ?3] = 0, ;pueden formar una base?
Sol: No.

Representa con medios tecnolégicos los puntos A(2, —0, 0), B(1, 4, 0), C(—1, 0, 3) y el origen de coordenadas y calcula el
volumen del cuerpo geométrico que generan.

Sol: 4 u?

4. Vectores en el espacio e
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