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'| Los humeros reales

1. Numeros racionales e irracionales

B Piensa y calcula

cubo de volumen 2 m3

Solucién:

Vv=2=8m} a=12m

Calcula mentalmente el volumen de un cubo de arista 2 m y escribe el valor exacto de la arista de un

® Aplica la teoria

I. Clasifica los siguientes nimeros como racionales o irra-

cionales:

a) 5/3 b) T o V2 d) 1,23456...
Solucioén:
a) Racional. b) Irracional.
c) Irracional. d) Irracional.

2. Escribe cinco nimeros racionales.
Solucion:
2 4 |
9,—5,3,—7,—5
3. Escribe cinco nimeros irracionales.

Solucion:

V2,37, me

4. Escribe tres nmeros racionales comprendidos entre 1/3
y 112

Solucion:

5. Representa grificamente, de forma exacta:

a) V10 b) V13

68

Solucion:
a)
o 110
3, o
0 | 2 3 4
b)
NE 5
\13
t t 3 t t ‘/:
0 I 2 3 4

6. Representa grificamente, de forma aproximada:

a) V19 b) e c) 25 d) 3300
Solucion:
a) 436
0 i 2 3 4 5
b) 2,72
0 i 2 3 4 5
) 2,92
0 i 2 3 4 5
d) . ) L
0 i 2 3 4 5
7. Calcula:
2.5 5 2 5
93-3*% D3T3
4 (8 4(5 3
‘H-i?") d>?iz‘2+§i
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Solucion:

a)19/6 b)25/36 ¢)-20/81 d)—19/18

8. Halla de forma exacta la diagonal de un cuadrado de la-
do | cm y escribe qué tipo de nimero es.

Solucién:

V2 cm

Es un nimero irracional.

9. Un recténgulo mide de largo x y de alto |; por un lado
le cortamos un cuadrado de lado |,y se obtiene un rec-
tangulo semejante.

a) ;{Cuanto mide x?
b) ;{Qué nimero conocido es x?

c) ¢x es racional o irracional?

Solucion:

x _ | RERS
v T

no tiene sentido.

La soluciéon negativa x =

| +5
2

b) Es el nimero dureo de oro.

La solucién es x =

c) Es irracional.

2. La recta real

B Piensa y calcula

Solucioén:

Representa en la recta real, de forma aproximada, los nimeros % y V7 =2,64575131...

3/4 \7

® Aplica la teoria

10. Representa en la recta real los siguientes pares de nu-
meros y calcula la distancia que hay entre ellos.

a)-3y2 b)-25y3,7
Solucion:
9 -3 2
e f
d(-3,2)=|2-(-3)|=5
b) -2,5 3,7
t —e—1 t (I) i t —e

d(-2,53,7) = [3,7 - (-2,5)| = 6,2

I 1. Escribe en forma de desigualdad y representa gréfica-
mente los siguientes intervalos, y clasificalos:

a)[2,5) b)(-21) ¢ (=3,+%) d) (3]

TEMA 1. LOS NUMEROS REALES

Solucion:
a) {xe R;2<x <5}

0 I
Intervalo semiabierto o semicerrado.
b){xe R;—2<x<1}

Intervalo abierto.
c){xe R;x>-3}
-3

T T T %

0 |
Semirrecta, intervalo abierto.
d) {xe R;x <3}

— 0o 3
. . . . . . . . é | | |
< T T T T T T T v T T T

0 |
Semirrecta, intervalo semiabierto o semicerrado.




12. Escribe los intervalos que se representan en los si-
guientes dibujos:

a) o— ———F+—F+—1+—+
0 1
b 11— —
) 0 I
Solucién:
a) (—oo,=1) b) [1,5]
3. Representa grificamente los siguientes entornos:
a)E4,1) b)E*-3,2) ¢)E*2,3) d)E(-23)
Solucioén:
a) 4
O+
0 | 3 5
b) -3
Oty ——————
-5 -1 0 |
<)
———F—F+—0— O O—t—
-1 0 1 5
d) -2
0=t & O———+——+—+
-5 0 I

14. Escribe los entornos que se representan en los siguientes
dibujos:

a O ) ——
) 0 I
b —t——0¢ < O—+—+—+
) 0 I
C —0 - o—t+—F+—+—+—+—+—
) 0 I
d) ——————+————————0—
0 I
Solucion:
a)E(1.4) b)E0.3) o E(-32) d)E3,3)

3.

Sucesiones de numeros reales

M Piensa y calcula

2)2,6,10, 14, ...

Escribe tres términos mads en las siguientes sucesiones:
b) ,2,4,8, ...

Solucion:

a) 2,6,10,14,18,22,26, ... b) 1,2,4,8,16,32,64, ...

)3,-3,3,-3,...

c3,-3,3,-3,3,-3,3,...

d)1,1,2,3,5,...

d)1,1,2,3,58,13,21,...

® Aplica la teoria

70

I5. Afade tres términos en cada una de las sucesiones si-

guientes:

a)3,7,11,15,... b) 5, 10,20, 40, ...

c)1,4,9,16,25,... d) 1,-3,5,-7,9,...
Solucion:

a)3,7,11,15,19,23,27, ...

b) 5, 10, 20, 40, 80, 160, 320, ...
c) 1,4,9,16,25,36,49,64, ...

d) 1,-3,5-7,9,—11,13,-15, ...

16. Escribe los cuatro primeros términos de las siguientes

sucesiones:
a)a,=2" b)a,=2n+3
n
ga,==h"(n+1) d)an=3(%)
Solucion:
a) 2,4,8,16
b) 5,7,9, 11
c)-2,3,-4,5
333 3
V24876

SOLUCIONARIO
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17. Halla el término general de las siguientes sucesiones: )

Y

a) 2,4,6,8,10,...

b) 1,4,9,16,25, ... EE YRR
Solucioén: i ;(
a)a =2n b) a_= n?

) 2, )2, fim 20+ 1 _
im ——=2
n—+oco n
18. Representa los primeros términos de las siguientes su-
. o : d) Y
cesiones e indica el valor al que tienden: A ~
I
- =n2
a)a, = 0 b)a,=n °
2n + | )
ca,= p d)ya,=(-1)"n ;(

Solucion:

a) Y

1o

No existe el lim (—1)"n
n— +oo

2000000900 i(
| i Los valores de la sucesion oscilan de negativo a positivo

i [ 0 en cada término haciéndose cada vez mas grandes en
im —=

nes4ooN valor absoluto.
b
) AY
1e3
©
* X
>
lim n?=+co

n—+oo

4. Radicales y operaciones

W Piensa y calcula

Halla mentalmente el valor de x en los siguientes casos:

a) V8 =x b) Vx = 10 ¥32=2 d) V81 =x
Solucién:
Q) x =12 b) x = 10000 c)x=5 d)x==%3

TEMA 1. LOS NUMEROS REALES



@ Aplica la teoria

19. Calcula mentalmente todas las raices reales de los si-
guientes radicales:

a) V6 b) =125 c) V=25 d) 32
Solucién:
a) +2 b) -5
c) No tiene solucién real. d) 2

20. Escribe en forma de radical las siguientes potencias:

a) 73/4 b) 5—I/4 C) 3—5/7 d) 2I/3
Solucion:
V77 b= o 42
Vs

T

21. Escribe en forma de potencia los siguientes radicales:

7 | 5 I
a) V52 b o3 d) s=—
) Vs 9 )5
Solucion:
a) 52/7 b) | |—5/6
C) 3I/5 d) 2—I/3

22. Extrae mentalmente todos los factores que se pueda
en los siguientes radicales:

a) V18 b) V20 o) V27 d) 72
Solucion:
a) 3v2 b) 25
) 3V3 d) 632

23. Suma los siguientes radicales:

a) 5V18 —3V50 + V98 b) 4340 + V625 — 21135

Solucion:

a) 7V2 b) 735

24. Opera los siguientes radicales:

a) 20 - V12 b) Ve - V64
<) 2 :Ve d) Y12 e
Solucién:
a) 2330 b) 2316
o2 d)3/4

25. Las expresiones que estdn como potencia pasalas a ra-
dical y las que estan como radical pésalas a potencia:

a) (7)? b) V5 o) V53 d) (V5)?
Solucion:
) (72 b) (V6)”
9 (Vs)’ ¢ V52

26. Expresa con un solo radical las siguientes expresiones:

a) V5 b) V8 o V7 RES

Solucion:
) 5 b) V2
o7 e

27. Racionaliza las siguientes expresiones:

) b)) ——> g 2-13
V3 Y133 N7 +43 2+43
Solucion:
C)M d)7-43

28. Halla la diagonal de un ortoedro cuyas aristas miden
5m4my3m

Solucion:

52+ 42+32=5V2=707m

72

SOLUCIONARIO
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5. Logaritmos

B Piensa y calcula

Halla el valor de x en los siguientes casos:

a) 28 =x b) x3 = 125 c) 2% =32 d) 103 =x e) x* = 10000 f) 10% = 1000000
Solucion:
a)x=8 b)yx =5 x=5 d) x = 1000 e)x=10 flx=6

® Aplica la teoria

29. Halla mentalmente el valor de x en los siguientes casos:

a) 26 =x b) x> = 32 c)2* =128
d) 106 = x e) x* = 10000 f) 10 = 1000
Solucién:
a) x = 64 b)yx=2
ox=7 d) x = 1000000
e)x=10 flx=3

30. Calcula mentalmente los siguientes logaritmos:

a) log, 32 b) log, | c) logg 1/25 d) log 100
Solucion:
a)5 b) 0
c) -2 d) 2

31. Calcula mentalmente la parte entera de los siguientes

logaritmos:

a) log, 50 b) log; 36

c) logs 98,75 d) log 5 678,24
Solucion:
a) 5 b) 3
€2 d) 3

32. Utilizando la calculadora, halla los siguientes logaritmos:
a) log 725,263 b) log 0,00356
c) L 24,6845 d) L 0,000765

Solucion:
a) 2,8605
b) —2,4486
c) 3,2062
d) -7,1756

33. Sabiendo que log 2 = 0,3010 y aplicando las propieda-
des de los logaritmos, halla los siguientes logaritmos
sin utilizar la calculadora:

a) log 4 b) log 5 c) log 8 d) log \'5
Solucién:
a) log 4 = log 22 = 2 log 2 = 0,6020
b) log 5 = log 10/2 = | —log 2 = 0,6990

c) log 8 = log 23 = 3 log 2 = 0,9030
d) log\'5 = —; log 5 = —; 0,699 = 0,3495

34. Utilizando la calculadora y las propiedades de los loga-
ritmos, halla:

a) log 2,5'7
¢) log /87,012

Solucion:
a) 6,7650
b) 40,7696
c) 0,3879
d) -0,1676

b) log 0,0234~2
d) log /0,0987

35. Utilizando la calculadora y la férmula del cambio de ba-
se, halla los siguientes logaritmos y redondea los resul-
tados a cuatro decimales:
a) log, 51,27
c) log; 0,034

b) log, 8,431
d) log; 1000

Solucion:
a) 5,6800
b) 1,9406
c)-2,1010
d) 3,5499

TEMA 1. LOS NUMEROS REALES



Ejercicios y problemas

1. Numeros racionales e irracionales

36. Clasifica los siguientes niUmeros como racionales o irra-

cionales:

a) V3 b) % e d) V25
Solucion:
a) Irracional. b) Racional.
¢) Irracional. d) Racional.

. . . . 2
37. Escribe tres nimeros racionales comprendidos entre 5
3

75

Solucioén:
I 9 1l

2’ 20’ 20

38. Representa grificamente de forma exacta:

a) V5 b) V34
Solucion:
a)
s 1S
2 Lo
0 | 2 3 4
b)
\34
3
\34
5, oL
0 I 2 3 4 5 6

39. Representa graficamente de forma aproximada:

a) V13 b)
c) 50 d) Y100
Solucion:
) . . 361 .
0o I 2 3 4 5
S JE | s
o I 2 3 4 5
9 . . 368 .
o I 2 3 4 s
9 . 280 . .
o I 2 3 4 5

74

40. Calcula:
3 5 5 3 7
Vgt e "7 %
3 | | 5(1 13
C>Z-(Z‘5+7) d>?(§‘3+7)
Solucion:
a) 47/24 b) —1/24 c) —9/52 d) —85/72

41. Halla de forma exacta la arista de un cubo de volumen
5 cm3 y escribe qué tipo de niimero es.

Solucion:

3 , . .
V5 cm es un nimero irracional.

2. Larecta real

42. Representa en la recta real los siguientes pares de nu-
meros y calcula la distancia que hay entre ellos.

a)-5y-2 b)-2,4y3,5

Solucion:

-5 -2
S T
d(-5,-2) = |-2—(-5)| =3

b 24 =)
o ———e—

i
d(-24;3,5) = [3,5 - (-2,4)| = 5,9

43. Escribe en forma de desigualdad y representa grafica-
mente los siguientes intervalos, y clasificalos:

a) (-1,3] b) [-2.1]
€) [2,+ ) d) (oo, 1)
Solucion:
a) {xe R;—1 <x<3} | 3

0 |
Intervalo semiabierto o semicerrado.
b)y{xe R;-2<x< 1}
-2

T T T T ®

— —

Intervalo cerrado.
c) {xe R;x>2}

0 |
Semirrecta, intervalo semiabierto o semicerrado.
d) {xe R;x<-1}
s : : : : L _"\l 1 1 1 1 1 1 1

0 |
Semirrecta, intervalo abierto.

*N

SOLUCIONARIO
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44. Escribe los intervalos que se representan en los siguien-
tes dibujos y clasificalos:

\

a) —+—+—+—o—+—

b) ———=0 0 | O—+—

c) - 0 | ¢—+—

d) F————> (I) i —t—t—+—
Solucion:

a) (-3, +0) semirrecta, intervalo abierto.
b) (-3, 4) intervalo abierto.

c) (—oo,4] semirrecta, intervalo semiabierto
o semicerrado.

d) [-4,-

I) intervalo semiabierto o semicerrado.

45. Representa grificamente los siguientes entornos:

a) E¥(3,2) b) E(-1,3)
c) E(1,2) d) E¥(-2, 1)
Solucién:
. 33
= % —
| R
L 4 o012
o
ARSI I SR S
d) -2
OO ——————+——F+——+ t
-3 -1 0 1

46. Escribe los entornos que se representan en los siguien-

tes dibujos:
a) 115 6 i Ppef—O—
b) —+—+—+—© = o—t
) L e s (I) i —t—t—+—
d) —t—t——+— 8 i ———t—
Solucion:
a) E(2,3) b) E*(1,4) ¢) E*-3,2) d)E(3,3)

3. Sucesiones de numeros reales

47. Anade tres términos en cada una de las sucesiones si-
guientes:

b) 5,-7,9,—11,13, ...

LI B B
)2 3745
)3,1,—1,-3,-5,... d)2,5,10,17, ...

TEMA 1. LOS NUMEROS REALES

Solucion:

)t T
2345678

b) 5,-7,9,—11,13,-15,17,—19, ...

c 3 I,-1,-3,-5-7,-9,—11,...

d) 2,5,10,17,26,37,50, ...

48. Escribe los cuatro primeros términos de las siguientes

sucesiones:
|
=5+ —
a) a, 0"
b)a,=2n+ I
a,=(=I)"n(n+1)
2n-3
dan= 5
Solucion:
a) 5,1;5,01;5,001;5,0001; ...
b) 3,5,7,9, ...
c)—2,6,—-12,20,...
I 1 3
d)——51,...
) 234

49. Halla el término general de las siguientes sucesiones:
a) 1,3,5,7,9,.

[ |
b5 587

Solucion:
a)a,=2n-|

o
b)a, =30

50. Representa los primeros términos de las siguientes su-
cesiones e indica el valor al que tienden:

I |
a)a, =2+~ b)an=l+2n—zn2

_n+l - n L
C)a,= ") dya, =3+ (-1) N
Solucion:
a) Y
9900000000
X
l T
lim (2+ ):2
n—+oo



Ejercicios y problemas

b) AY

¥ X

00000000

lim 2 *+ =0
n—+oo n2
d) Y
° ° [¢) o °
o ] ) ()
©
X
l I
i (3 ¥ (—|)nl) =3
n—+oo n

4. Radicales y operaciones

51. Calcula mentalmente todas las raices reales de los si-
guientes radicales:

V625 b)l-8l V=128  d) V243
Solucion:
a)£5 b) No tiene soluciénreal. ¢)-2 d)3

52. Escribe en forma de radical las siguientes potencias:

a) 5—2/3 b) 3I/5 C) 23/4 d) 7—I/5
Solucioén:
)  p¥3T  g¥B d) =
V7

Vs

53. Escribe en forma de potencia los siguientes radicales:

5 I 3 |
a) V73 b o Vs d
) ) T ) ) T
Solucion:
a) 73/5 b) | |—I/4 C) 5I/3 d) 3—5/7
76

54. Extrae mentalmente todos los factores que se pueda en
los siguientes radicales:

a) V32 b) V45 c) V50 d) V75
Solucion:
2)4V2  b)3Vs  5V2  d)5V3
55. Suma los siguientes radicales:
a) 427 - 212 =75
b) 5316 +2354 —33250
Solucion:
a) 3V3 b) 2
56. Multiplica los siguientes radicales:
a) V60 - 124 b) V16 - V128
Solucién:
a) 2190 b) 24/ 2#

57. Divide los siguientes radicales:

a) V40 : 35 b) 24 :%/36
Solucion:
a) V8 b) Y273

58. Transforma los radicales siguientes. Los que estin como
potencia pasalos a radical y los que estan como radical
pasalos a potencia:

(5) p¥2  o¥F @ (Vi3)
Solucion:
a) V52 b) (}77)?2 o) (¥3)5 d) V138

59. Expresa en forma de un solo radical las siguientes ex-

presiones:

V3 b)\Ver Vs @7
Solucion:

a) 3 b) 2 o s d) V7

60. Racionaliza las siguientes expresiones:

2 3
V7 Vs
3 g 52

° V5 -2 5_

Solucion:

27
a)T

)

b)3<é¥ O VE VT d)27+2;oﬁ

SOLUCIONARIO
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5. Logaritmos

61. Halla mentalmente el valor de x en los siguientes casos:

a)33=x b) x3 = 125 c)3* = 8l
d)10°=x ) x2=100 f) 10 = 1000000
Solucion:
a) x =27 b)x=5 c)x=4
d) x = 1000 e)x=%10 flx=6

62. Calcula mentalmente los siguientes logaritmos:

a)log, I  b)log; % c) log; 25  d) log 0,0001

Solucion:

2) 0 b) -2 Q)2 d)—4

63. Calcula mentalmente la parte entera de los siguientes lo-

garitmos:

a) log, 27 b) log; 52,6

c) log; 18,27 d) log 78,24
Solucion:
a) 4 b) 3 o | d) |

64. Utilizando la calculadora, halla los siguientes logaritmos
y redondea los resultados a cuatro decimales:

Para ampliar

a) log 86,233 b) log 0,0874
c) L 765,023 d)L0,01234
Solucion:
a) 1,9357 b) —1,0585
c) 6,6399 d) —4,3949

65. Utilizando la calculadora y las propiedades de los loga-
ritmos, halla los siguientes logaritmos y redondea los re-
sultados a cuatro decimales:

a) log 5,7'2 b) log 0,567~'>
c) log V345,98 d) log ¥/0,00345

Solucion:
a) 9,0705 b) 3,6963
c) 0,6348 d) -0,3517

66. Utilizando la calculadora y la férmula del cambio de ba-
se, halla los siguientes logaritmos y redondea los resul-
tados a cuatro decimales:

a) log, 7,3456
c) log; 0,3054

b) log, 45,987
d) log; 0,056712

Solucion:
a) 2,8769 b) 3,4847
c)—0,7370 d) —1,4748

67. ;Qué numeros enteros tienen inverso entero?

Solucién:
El | y el —I; cada uno es inverso de si mismo.

68. Halla el opuesto y el inverso de:

a) % b) -5

Solucioén:
a) El opuesto es —2/3 y el inverso es 3/2
b) El opuesto es 5 y el inverso es — I/5

69. Clasifica los siguientes nimeros como racionales o irra-

cionales:

a)5-3 b)%-% ogn+e d)V-64
Solucién:
a) Irracional. b) Racional.
c) Irracional. d) Racional.

TEMA 1. LOS NUMEROS REALES

70. Escribe en forma de intervalo las siguientes desigual-
dades:

2)2<x<5 b)x>3 ¢)-3<x<2 d)x<4
Solucién:
a) [2,3] b) (3, +)
Q) (-3,2] d) (<=, 4)

71. Escribe en forma de entorno las siguientes desigual-
dades:

a)|[x—2|<3 b) x| < 2,5
c)|[x+3]<2 d) [x+1]<32
Solucién:
a) E(2,3) b) E(0; 2,5)
) E3,2) d) E(-1;3.2)

72. Representa graficamente los conjuntos dados por las si-
guientes expresiones:
a)|x|=3 b)|x|<3

olx[<3 d)|x|>3



Ejercicios y problemas

Solucion:
-3 3
L S S
) -3 3
e
9 . -3 , 3
+—
d -3 3 N
< e S >

73. Suma los siguientes radicales:

a) 3a\8a3 — 5V 18a° + 7a\/50a°
b) 73 16x8 + 5354x5 —23128x2

Solucioén:

a) 2622V 2a b) (14x2 + 15x — 8)\/2x?

74. Racionaliza las siguientes expresiones:

Solucion:

2)—3,9882 b)-53211 ) 46094 d)22645

Con calculadora

76. Halla con la calculadora el valor de los siguientes nime-
ros redondeando a 5 cifras:

an  be c)q>:'+2\E &) ¥5
Solucion:
2)3,14159  b)271828 ) 1,61803  d) 1,25850

77. Halla el valor de los siguientes resultados y redondea el
resultado a cinco decimales:

a) 1,00000 ' 000000 b) 0,999999! 000000

Solucion:

2) 2,71828 b) 0,36788

2) _a b) b 0) Va d) a+\b 78. Utilizando la calculadora, halla los siguientes logaritmos;
Va (/? Va-+b a-vb redondea los resultados a cuatro decimales:
a) log b) log e olLmn dyLIO
Solucién:
1.5 2 Solucion:
a)Va |:,)b\/a_ c)a+\/E d)a +2aVb+b
a a—b a2-b a) 0,4971 b) 0,4343 ¢) I,1447  d) 2,3026
75. Calcula, aplicando la formula de cambio de base, los si- 79. Utilizando la calculadora, halla:
guientes logaritmos y redondea el resultado a cuatro de- a) " b) e® c) m® d) e
cimales:
2) log, , 15.87 b) log, ; 345,769 R
Problemas
80. Halla de forma exacta la longitud de una circunferencia Nz
. . , Solucién:
de diametro | m. ;Qué clase de nimero es!?
A=B=1/4m?
Solucion: C=F=1/16 m?

L=mm

Es un nimero irracional.

81. La siguiente figura se co-
noce con el nombre de tan-
gram chino. Si el lado del

cuadrado mide | m, halla D
el drea de cada una de las B @
figuras que lo componen.
E
F G

78

D=E=G=1/8m?

82. Escribe el menor intervalo abierto, cuyos extremos sean
niimeros enteros, que contenga al nimero 1

Solucion:
3.4)

83. La longitud de una finca rectangular es 15 my el peri-
metro es inferior a 50 m. ;Qué valores puede tomar el
ancho de la finca?

SOLUCIONARIO
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Solucion:
2x+30<50=0<x<10

84. Calcula las siguientes potencias redondeando los resulta-
dos a cinco decimales. ;A qué nimero real muy conocido
se aproximan los valores que se van obteniendo?

a) I,110 b) 1,011%0

c) 1,001 000 d) 1,000] 0000

e) 1,0000] 100000 f) 1,000001 ! 000000
Solucion:
a) 2,59374 b) 2,7048I c) 2,71692
d) 2,71815 e) 2,71827 f) 2,71828

Se aproximan al nimero e

85. Halla la formula del drea de un triangulo equilitero cuyo
lado mide a cm

Solucion:

) 2
Area = aT V3 ecm?

86. Halla la diagonal de un cuadrado cuyo lado mide x m

Solucién:

d=xV2m

87. Demuestra que el producto de dos nimeros irracionales
no es siempre irracional, resolviendo el siguiente con-
traejemplo: halla un niimero irracional que al multiplicar-
lo por el nimero irracional V5 — 2 sea racional.

Solucion:

(V5-V2)W5++v2)=5-2=3

88. Escribe el menor intervalo abierto, cuyos extremos sean
nimeros enteros, que contenga a log 525

Solucion:
(2,3)

89. De dos niimeros se sabe que log x + log y = 0. ;Qué re-
lacién hay entre x e y?

Solucioén:
log xy = log |
I
=1 € = —
xy Y=

Es decir, son inversos.

90. Sabiendo que log 5 = 0,6990 y aplicando las propiedades
de los logaritmos, halla los siguientes logaritmos sin uti-
lizar la calculadora:

TEMA 1. LOS NUMEROS REALES

a) log 2 b) log 25
c) log 4 d) log V5
Solucion:
2) log 2 = Iog% = I —log 5=0,3010

b) log 25 = log 52 = 2 log 5 = 1,3980
c) log 4 = log 22 = 2 log 2 = 0,6020

d) log V5 = '°§ > _ 0,3495

91. Unacélula se reproduce por biparticion cada hora. ;Cuan-
tos dias tardara en sobrepasar el billén?

Solucién:
2x=10"2
xlog2 =12

12
=———=139,86
X log 2

Tardara casi 2 dias.

92. Un coche deportivo cuesta 70000 € y se devalta cada
afio un 15 %. ;Cuantos afios tardara en valer menos de
10000 €?

Solucion:

70000 - 0,85 = 10000
7-0,85=|

log7 +x10g0,85=0
x log 0,85 = —log 7

log 7
=— = 11,97
log 0,85

Tardari casi |2 afios.

Para profundizar

93. Sabiendo que los tridngulos ABC y ADE son semejantes,
calcula el valor de x. ;Qué niimero conocido es x? ;Es
racional o irracional?

A




Ejercicios y problemas

Solucion:

x |

_ X:|+\/§’X:I—\/§
| x— | 2 2
| -5

2
| +V5

La solucién negativa x = no sirve.

La solucién es x =

Es el nimero dureo o de oro.

Es irracional.

94. Los numeros racionales son densos. Veamos dos formas
de demostrarlo:

a) Halla la media aritmética entre 2/3 y 4/5, comprueba
que es racional y que esta en el intervalo (2/3,4/5)

b) Halla el nimero que se obtiene al sumar entre si los
numeradores y los denominadores de 2/3 y 4/5,com-
prueba que es racional y que esta en el intervalo (2/3,4/5)

Solucion:

a) 2/3 = 0,6666666666
I11/15=0,7333333333
4/5=0,8

b) 2/3 = 0,6666666666
6/8 =3/4=0,75
4/5=10_8

95. Escribe el menor intervalo cerrado, cuyos extremos
sean nimeros enteros, que contenga al nimero e

Solucion:
[2, 3]

96. Escribe el menor intervalo abierto, cuyos extremos sean
numeros enteros,que contenga al nimero aureo,o de oro:

| +v5

0=—5

Solucion:

(1,2)

97. La masa de la Tierra es 5,98 - 1024 kg, y la del Sol,
1,98 - 1030 kg. ;Cuantas veces es mayor la masa del Sol
que la de laTierra?

Solucioén:
1,98 - 1039:(5,98 - 1024) = 331 103,68 veces

98. Halla la férmula del area del
siguiente tetraedro regular,
cuya arista mide a cm

80

Solucion:

A=2a23

99. Halla la férmula del drea del siguiente octaedro regular,
cuya arista mide a cm

\ 4

Solucion:
A=2a2V3

100. Halla la férmula del drea del siguiente icosaedro regular,
cuya arista mide a cm

SWAVAVAVAVAY

Solucion:

A =5a2V3

101. Halla el volumen de un tetraedro cuya arista mide a cm

Solucion:
7
v=2
12

102. Halla el volumen de un octaedro cuya arista mide a cm

Solucion:

V=a3\/i
3

103. Un papel A0 mide | m2,y cuando se corta a la mitad da
origen a un Al que tiene la particularidad de que es se-
mejante al anterior.

X
2
Y Y

a) Calcula de forma exacta la longitud y la anchura de un
papel de formato AO

SOLUCIONARIO

© Grupo Editorial Brufio, S. L.



© Grupo Editorial Brufio, S. L.

b) Un A2 es la mitad de un Al, un A3 es la mitad de un
A2,y unA4 es la mitad de unA3.Calcula de forma apro-
ximada hasta los milimetros las dimensiones de un A4
(el A4 es el sustituto del folio, por la semejanza entre
todos los A...; esta semejanza permite hacer fotoco-
pias reduciendo o ampliando y manteniendo las pro-
porciones del texto y/o dibujo y los margenes).

Solucioén:
a)

X

x/2
Y Y
2

X y X )
—_—=s— & — =
y x2 27
Ademids:xy = | =y = I/x
2
X—=—<:>X4=2
2 X2
x=42,y=|/4\/7

b) 297 mm x 210 mm

104. Sabiendo que log 3 = 0,477 y aplicando las propiedades
de los logaritmos, halla los siguientes logaritmos sin uti-
lizar la calculadora:

a) log 30 b) log 900
¢) log V173 d) log 3270

TEMA 1. LOS NUMEROS REALES

Solucion:
a)log30=1log3-10=1log3 +log 10 = 1,4771
b) log 900 = log 32 - 100 = 2 log 3 + log 100 = 2,9542

¢) log V173 = — '°§ 3 - _02386

3.
) log Y770 = [°% (35 10) _3 |og3;— 0810 _ 0 406

105. Sabiendo que log 45 = 1,6532 y aplicando las propieda-
des de los logaritmos, halla los siguientes logaritmos sin
utilizar la calculadora:

a) log 4,5 b) log 450
¢) log V45 d) log 4500
Solucién:

a) log 4,5 = 0,6532
b) log 450 = 2,6532
c) log V45 = 0,8266

d) log Y4500 = 3'6;32 =1,2177




Linux/Windows wiRis

Paso a paso

A5 5,3
106. Calcula: 3(6 2+ 8)

Solucién:

Resuelto en el libro del alumnado.

107. Halla la expresién decimal con 14 digitos del si-
guiente nimero y clasificalo como periédico o irra-
cional:

51
22

Solucién:

Resuelto en el libro del alumnado.

108. Calcula los 10 primeros términos de la siguiente su-
cesién:
a =5n-2

n

Solucién:

Resuelto en el libro del alumnado.

109. Calcula:
l{im 3n-2

n— +oo n

Solucién:

Resuelto en el libro del alumnado.

110. Calcula: V50 —4V18 + 78

Solucién:

Resuelto en el libro del alumnado.

111. Racionaliza:

5
e
Solucién:
Resuelto en el libro del alumnado.
112. Calcula: log3 29
Solucién:

Resuelto en el libro del alumnado.

113. En una proporcién continua los extremos son x y
x —1, y los medios, 1. Halla el valor positivo de x.
:Qué clase de nimero es?

Solucién:

Resuelto en el libro del alumnado.

114. Internet. Abre: www.editorial-bruno.es, clige
Matemadticas, curso y tema.

Practica
115. Calcula:
5.2 5 4.(8_
VL73°%6 b) ‘(5 7)
Solucién:
a 25 b)—2
36 81

116. Halla las expresiones decimales, con 14 digitos, de
los siguientes ndmeros y clasificalos como periédi-
cos o irracionales:

531 {53 251
2) 275 b) V53 Q) > dr

82

Solucién:

a) 4,827272727272727
Periédico = Racional

b) 1,9932353156382018
No periédico = Irracional

c) 35,857142857142857142
Periédico = Racional

d) 3,1415926535914039
No periédico = Irracional

SOLUCIONARIO
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117. Calcula los 10 primeros términos de las siguientes
sucesiones:

a)a =2" b)a, =2n+3

9a,= 1" (n+1) d)anzs(%)
Solucién:

a) 2,4, 8, 16, 32, 64, 128, 256, 512, 1024
b)5,7,9,11,13,15,17, 19, 21, 23

C) _2) 37 _4a 5: _6; 7, _8, 9, - 10, 11

d) 3/2, 3/4, 3/8, 3/16, 3/32, 3/64, 3/128,
3/256, 3/512, 3/1 024

118. Calcula los limites siguientes:

a) lim 1 b) lim n?
n—+o N n— +oo
2
9 lfm 20+l d) lfm —30°+>
n— +oo n— +oo Il2—4l’l +1
Solucién:
2) 0
b) + oo
c) 2
d) 3

119. Calcula:

) 7727 =5v192 + 2507
b) 2V125 - 14V320 + 3V500

Solucién:

a) 73
b) —72V5

120. Racionaliza:
)10

s

b) —2
V14 -+13

Solucién:

a)Z\/g
b) 5V14 + 5V13

TEMA 1. LOS NUMEROS REALES

Windows Derive

121. Calcula:
a) L 87,34
b) log 456,208
c) log, 0,00345
d) log,, 890,45

Solucién:
a) 4,4698
b) 2,659
c)—-8,179
d) 2,060

Plantea los siguientes problemas y resuélvelos con ayuda de
Wiris o DERIVE:

122. Halla la arista de un cubo de 5 dm3 de volumen.

Solucién:
Arista: 1,71 dm

123. Mediante ensayo-acierto halla el término general de
las siguientes sucesiones y luego calcula los 10 pri-
meros términos para comprobarlo.

a)3,7,11,15, ...

b) 5, 10, 20, 40, ...
c1,4,9,16,25, ...
d1,-3,5-7,9,...

Solucién:
a)a =4n-1
3,7,11, 15,19, 23, 27, 31, 35, 39
b)a =5- an-1
5, 10, 20, 40, 80, 160, 320, 640, 1280, 2560
ca = n?
1,4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81, 100
d)a =(-1)"*12n-1)
1,-3,5,-7,9,-11,13,-15,17,-19

124. Un yate cuesta 4,5 - 10° € y se devalta cada afio un
18%. ;Cudntos afos tardard en valer menos de

10000 €2

Solucién:
4,5.10°-0,82x= 10000
x = 19,18188200 afios.



1.

2 Matematica
financiera

Porcentajes

Piensa y calcula

Fijate cdbmo se expresan los siguientes porcentajes y completa la tabla calculando mentalmente:

Porcentaje Calcula Resultado
10% = 10/100 = 1/10 10% de 4320
20% =20/100 = 1/5 20% de 5000
25% =25/100 = 1/4 25% de 3 600
50% = 50/100 = 1/2 50% de 3400

Solucién:

Porcentaje Calcula Resultado
10% = 10/100 = 1/10 10% de 4320 432
20% =20/100 = 1/5 20% de 5000 1 000
25% =25/100 = 1/4 25% de 3600 900
50% =50/100 = 1/2 50% de 3400 1 700

® Aplica la teoria

l. Aun calzado deportivo que al comienzo de temporada cos-
taba 48 € le hacen al final de la misma una rebaja del 15%.
iCudl es el precio de dicho calzado al finalizar la temporada?

Solucion:
48 - 0,85 = 40,8 €

2. Tras aplicarle un 20% de descuento a unos pantalones,
quedan a un precio de 72 €. ;Cudl era el precio inicial
de los mismos?

Solucion:

72:0,8=90 €

3. Una entrada de cine costaba el afio pasado 4,2 €,y este
afo, 4,8 €. ;Cudl es el porcentaje de subida?

Solucion:
48/42 = |,1429 = 14,29%

4. El precio de un determinado articulo aumenta un 15%,
con lo que queda en 287,5 €. ;Cudl era su precio inicial?

Solucion:
287,5/1,15 = 250 €

5. Un hotel cobra 80 € por dia. ;A cuanto asciende la fac-
tura de siete dias, si nos descuentan un 20% por un bo-
no y aplican el 16% de IVA?

Solucion:
80-08- 1,16 =7424 €

6. En una papeleria realizan un descuento del 15% y cargan
un 4% de IVA, con lo que el total de la factura asciende
a 145,86 €. ;Cual era el precio inicial de la compra?

Solucion:
145,86/(0,85 - 1,04) = 165 €

84

SOLUCIONARIO
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2. Interés simple

W Piensa y calcula

Solucion:

Si se depositan | 000 € en una libreta de ahorro y se paga un 5% de interés anual, jcuanto dinero se gana al cabo de un afio?
Si se pagara en impuestos el 20% del dinero ganado, ;cual seria, en porcentaje, el interés neto que se cobraria?

Se ganarian: 50 €; el porcentaje neto seria: 0,05 - 0,8 = 0,04 = 4%

® Aplica la teoria

7. Calcula el capital del que se dispondri, después de
3 afos, si se depositan 18000 € en un banco que da el
7% de interés simple.

Solucion:
1=18000-0,07-3=3780 €
C=18000+3780=21780<€

8. Calcula los intereses que generan 6000 € si el banco
paga un 10% anual y el dinero se deposita durante:

a) 8 meses.
b) 120 dias.

Solucion:
2)1=6000-0,] -8/12 =400 €
b) I = 6000 - 0,1 - 120/360 = 200 €

9. Calcula el rédito al que se han depositado 9000 € du-
rante 3 meses si se han obtenido 180 € de interés.

Solucion:

12 - 180
9000 - 3

r=

=0,08 =R =8%

10. En un depdsito de una entidad financiera ofrecen un
6,5% de interés simple por 2 afios. Hacienda retiene el
18%. Calcula el capital acumulado al finalizar el perio-
do si se depositan 7500 €

Solucién:

El tanto por uno sera: 0,065 - 0,82 = 0,0533
I=c-r-t=7500-0,0533-2=7995<€
C=7500+799,5=82995€

I 1. Calcula el tiempo en afios que se ha depositado un ca-
pital de 15000 € al 4,75% de interés, si se han genera-
do 2850 € de intereses.

Solucion:

12. Calcula el rédito al que se han depositado 20000 € a
interés simple durante 3 afos si, una vez retenido el
18% de Hacienda, los intereses generados son de 2460 €.

Solucion:

El rédito bruto:r = 0,041 :0,82 = 0,05 = r = 5%

13. Una entidad financiera ofrece un 7% por un depésito a
dos afos referenciado a las acciones de una empresa,
de forma que cuando acaba el plazo se recupera el
capital y los intereses si el valor de las acciones es su-
perior al momento de la contratacion,y si no lo es, se
cobran los intereses y se devuelve el capital en accio-
nes de dicha empresa al valor que tenian cuando se
hizo el contrato. El valor de las acciones es de |5 €
cuando se contrata el depésito e ingresamos 30000 €.

a) Si el valor de las acciones es de 16 €, jqué capital fi-
nal recogemos y como?

b) Si el valor de las acciones es de |3 €, jqué capital fi-
nal recogemos y como?

Solucion:

a) Si el valor es de 16 €, se recogen el capital y los
intereses en metalico:

I=c-r-t=30000-0,07-2=4200<€
C =30000 + 4200 = 34200 €

b) Si el valor es de I3 € se recogen el capital en
acciones y los intereses en metalico:
I=c-r-t=30000"-0,07-2=4200€
El capital se recoge en 2000 acciones.

Como el valor actual de las acciones es de 13 €,
habria una pérdida si se vendiesen las acciones de
4000 €

Como se han cobrado 4200 € de intereses, habria
un beneficio final de 4200 — 4000 = 200 €

TEMA 2. MATEMATICA FINANCIERA
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. Interés compuesto

W Piensa y calcula

Se depositan 1 000 € en un banco durante 3 afios al 5% de interés anual de forma que los intereses quedan depositados en
la misma cuenta hasta el final del periodo. Completa la siguiente tabla:

Ao Capital inicial Interés Capital final
| 1000 1000 - 0,05 = 50 1 050
2 1050
3

Solucion:

Ao Capital inicial Interés Capital final
| 1000 1000 - 0,05 =50 1 050
2 1050 1050 - 0,05 = 52,5 11025
3 1102,5 1102,5-0,05=55,13 1 157,63

® Aplica la teoria

14. ;Qué capital se acumula si se colocan 60000 € al 5%
de interés compuesto durante 4 afios, si los intereses

se abonan...?
a) anualmente. b) trimestralmente.

c) mensualmente. d) diariamente.

Solucion:
a) C =60000(I + 0,05)4 =72930,38 €

4-4
b) C = 60000(I +¥) =7319337 €

12-4
gC= 60000(I + oic;s) =7325372 €

360 -4
d)c=6oooo(|+%) =73283,15 €

I5. ;Qué capital inicial es necesario para que,a interés com-
puesto durante 4 afios al 5% anual y con periodos de
capitalizacion trimestrales, se acumule un capital final
de 14638,67 €7

Solucion:
4-4
c(l +%) = 14638,67 =

1,22c = 14638,67 = c = 11998,9 = 12000 €

16. ;Durante cuinto tiempo hay que tener a interés com-
puesto 40000 € al 5,5% de interés con abono de inte-
reses anual para que se recupere un capital de 44 100 €?

Solucion:
40000(1 + 0,055)t =44 100 = 1,055*= I,| =
log I,1
= =1,78
log 1,05

17. Calcula la tasa anual equivalente correspondiente a un
rédito del 10% con periodos de capitalizacién...:

a) anuales.

b) trimestrales.

c) mensuales.

d) diarios.
Solucioén:

a)TAE=[(1 +0,1)— I]- 100 = 10%

[ 4
b) TAE = (| +%) - |]. 100 = 10,38%
0.1 12
OTAE=|(1+5) " 1] - 100= 1047%
aTAE= |1+ 2L 1. 100 = 10,529%
) 360 '

86

SOLUCIONARIO
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4, Capitalizacion

W Piensa y calcula

primer término, r la razén y a_ es el ltimo:

a) 2,4,8,16,32,64

b) 1,3,9,27,81

Solucion:
a)r=2:>s=%=|26
b)r=3:>5=%=l2l

Calcula la razén y aplica la férmula de la suma de los términos de una progresién geométrica S =

a, " r—a,
- donde a| es el

® Aplica la teoria

18. En un fondo de pensiones que garantiza un 6% de in-
terés se ingresan 100 € mensualmente. ;Qué capital se
habra acumulado después de 20 afios?

Solucion:
C= 100(1 + 0,06/12)[(I +0,06/12)'2°20 _ |] _
0,06/12
=46435,11 €

19. Se ingresan anualmente 7000 € en un fondo que ga-
rantiza un 7,5% de interés. ;Qué capital se recuperara
después de 30 afios?

Solucion:
c = 7000(1 +0,075)[(} + 0,075)%0—1] _
0,075
= 778080,50 €

20. ;Qué cantidad se debe depositar anualmente al 7% de
interés anual si después de 35 afios se quieren resca-
tar 300000 €?

Solucion:
35 _
a(l +0,07)[(1 +0,07)* — 1] _ 355600
0,07
_ 300000 - 0,07 _ 202821 €

o = 300000-0,07
1,07(1,0735 - 1)

21. ;Durante cuantos afios se deben invertir 5880 € anual-
mente al 8% para poder rescatar 720000 €?

Solucion:
5880(I + 0,08)[(I +0,08)t— I] _

0.08 720000
1,08t = 720000 - 0,08 | = 10,07

5880 - (I +0,08)
log 10,07

t=—2=——=30,009
log 1,08

Lo recibira a partir de los 30 afios.

TEMA 2. MATEMATICA FINANCIERA



5. Créditos

W Piensa y calcula

Ao  Capital pendiente
| 10000
2 7500
3
4

Solucion:

Ao  Capital pendiente
| 10000
2 7500
3 5000
4 2500

Pago anual = intereses + capital

10000 - 0,1 +2500 = 3500
7500 - 0,1 +2500

Pago anual = intereses + capital

10000 - 0,1 +2500 = 3500
7500 - 0,1 +2500 = 3250
5000 -0,I +2500 = 3000
2500 - 0,1 +2500=2750

Se recibe un préstamo de 10000 € al 10% y se ha de devolver en cuatro afios, pagando cada afio los intereses de la canti-
dad que se debe mas la cuarta parte del capital. Completa la tabla calculando mentalmente:

Deuda pendiente
7500

Deuda pendiente
7500
5000
2500
0

® Aplica la teoria

22. Se piden prestados 20 000 € a un interés del 12%,a de-
volver en un Unico pago al transcurrir 3 afos. ;Qué can-
tidad hay que devolver al finalizar dicho periodo?

Solucion:
D =20000 - |,123 =28098,56 €

23. Calcula la mensualidad de amortizacién de un crédito
de 48000 € al 6% de interés durante 10 afios. Hazlo
aplicando la férmula y con la tabla.

Solucién:
a) Con la férmula:
a= 48000(1 + 0,06/12)'20 0,06/12
(1 +0,06/12)'20 — |
b) Con la tabla:
111,02 - 4,8 = 532,896 = 532,90 €

=53290 €

24. Se ha solicitado una hipoteca a interés fijo del 6,5% de
90000 €, para devolver en un periodo de 20 afos.
Calcula la mensualidad que se debe pagar.

Solucion:
a= 90000(1 + 0,065/12)'2"20 0,065/12
(r+ 0,065/I2)'2'2°— |

=671,02 €

25. ;Qué deuda se amortiza mediante el pago de 10 anua-
lidades de 13910,5 € al 6,5% de interés?

Solucion:
. 10 .
D-1.065"-0065 _ 3405
1,065'0 — |
10 _
D= 139105(1,065° 1) _ 10000 €
1,065'° - 0,065

26. ;Durante cuantos afios se debe pagar una hipoteca de
120000 € al 5,5% de interés fijo si la anualidad que se
puede pagar es de 8256 €7

Solucion:

Se puede partir de la férmula de la anualidad de amorti-
zacién y hacer los cdlculos para despejar el tiempo:

120000 - (I + 0,055) - 0,055

=8256
(I +0,055)t - |
6600 - 1,055t =8256 - 1,055t — 8256
8256
1,055t =——— =499
| 656
log 4,99
t=—2—""—=30,02
log 1,055

A los 30 afios.
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Ejercicios y problemas

1. Porcentajes

27. A un televisor que cuesta 450 € le hacen una rebaja del
20%. ;Cudl es el precio final de la television?

Solucion:
Precio final = 450 - 0,8 = 360 €

28. A un articulo le han aplicado un 15% de descuento y
queda a un precio de 272 €. ;Cudl era el precio inicial del
mismo?

Solucién:
Precio final =272 :0,85 = 320 €

29. A unautomovil que cuesta 21 300 € se le incrementa en
un 7% su precio. ;Cual es su precio final?

Solucion:
Precio final = 21300 - 1,07 = 22791 €

30. En una factura aplican un 10% de descuento y un 16% de
IVA. Si el precio de la compra era de 320 €, ;cuanto se
pagara en total?

Solucion:
Precio final =320-0,9 - |,16 = 334,08 €

31. En una clase suspenden el 30% de los alumnos, y de és-
tos el 50% recuperan el examen.Si el total de aprobados
es de |7,;cudl es el porcentaje total de aprobados? ;Cuan-
tos alumnos son?

Solucion:

Aprueban el examen, en tanto por uno:
0,7 +0,3-0,5=0,85

Es decir, el 85% aprueba.

El nimero de alumnos sera:

17 :0,85 = 20 alumnos.

32. Hace 5 afios un piso costaba 72000 € y actualmente
cuesta 82800 €. ;Qué porcentaje de subida ha experi-
mentado?

Solucion:
82800:72000 = I,15 = 15% de subida.

2. Interés simple

33. En un depdsito ofrecen un 7,5% de interés simple por
5 afios.Si Hacienda retiene el 18%, ;cuil es el capital acu-
mulado al finalizar el periodo al depositar 12 450 €?

TEMA 2. MATEMATICA FINANCIERA

Solucién:
El tanto por uno sera: 0,075 - 0,82 = 0,0615
1=12450-0,0615-5=382838 €

34. ;Durante cuanto tiempo en afios se ha depositado un ca-
pital de 35500 € al 5,5% de interés si se han generado
5857,5 €?

Solucion:

=__ 58575 3 afios
35500 - 0,055 '

35. ;Cudl es el rédito o tanto por ciento al que se han de-
positado 25 300 € a interés simple durante 2 afios, si una
vez retenido el 18% de Hacienda los intereses generados
son de | 867,14 €?

Solucion:
1867,14 =25300-0,82r - 2
r=1867,14:41492 = 0,045 = R =4,5%

36. Una entidad financiera ofrece un 3,5% anual por un de-
posito renovable todos los meses. Si los intereses no se
acumulan en el depésito y se renueva 5 meses, ;qué in-
terés se obtiene por 20000 €?

Solucion:
1=20000 - 0,035 - 5/12 =291,67 €

3. Interés compuesto

37. Calcula el capital que se acumula si se colocan 120000 €
al 5% de interés compuesto durante 3 afios, si los inte-

reses se abonan...:
a) anualmente. b) trimestralmente.

c) mensualmente. d) diariamente.

Solucion:

a) C = 120000(1 + 0,05)3 = 138915 €

4-3
b) C = |zoooo(| +%) = 139290,54 €

12-3
gC= |2oooo(| + °ig5) = 139376,67 €

360 -3
dC= |zoooo(| +%) = 139418,66 €

38. ;Qué capital inicial es necesario tener depositado para
que a interés compuesto durante 5 afios al 6,5% anual y
con periodos de capitalizacién mensuales se acumule un
capital final de 21 434,16 €



Ejercicios y problemas

Solucion:

12-5
c(l + 0'?5’5) =21434,16 =

1,38c =21434,16 = c= 15532 €

39. (En cudnto tiempo, a interés compuesto, un capital de
36700 € al 5% de interés con abono de intereses anual
se convertira en 42500 €?

Solucion:
36700 - 1,05t = 42500
1,05t = 1,16
log 1,16
=—=_"_=304
log 1,05
A los 3 afios.

40. Calcula la tasa anual equivalente correspondiente a un ré-

dito del 6,5% con periodos de capitalizacién...:
a) anuales. b) trimestrales.

c) mensuales. d) diarios.

Solucion:

a) TAE = [(1 +0,065) — 1]+ 100 = 6,5%

[ 4
b) TAE = (I +°"1#) - |]~ 100 = 6,66%
12
o) TAE = (I +°’?§5) - |]- 100 = 6,7%
[ 360
d) TAE = (I +0§%%5) - |]- 100 = 6,72%

4. Capitalizacion

41. Seingresan anualmente 9000 € en un fondo que garan-
tiza un 4,7% de interés. ;Qué capital se recuperara des-
pués de 20 afios?

Solucion:
9000 - 1,047(1,04720 — )
0,047

C=

=301882,I1 €

42. Seingresan en un fondo de pensiones 220 € mensuales
con un interés garantizado del 5,6%. ;Qué capital se ha-
bra acumulado después de |5 afos?

Solucion:
C= 220(1 + 0,056/12)[(I + 0,056/12)'2° 15 _ ] _
0,056/12
=62132,75 €
90

43. ;Qué cantidad se debe depositar mensualmente al 5%
de interés si después de 30 afios se quieren rescatar

300000 €?
Solucion:
a- I,05(I,053°— 1) _
0.05 300000
_ 300000 - 0,05 = 430041 €

T T 05(1,05%_ 1y

44. ;Durante cuintos afios debo invertir | 800 €, al 6% anual,
para poder rescatar 70 |87 €?

Solucion:
. t -
1800 - 1,06(1,06°~ 1) _ 50 07 ¢
0,06
1,06 -_70187-006 = 1,06 = 3,21
1800 - 1,06
- log321 _ 20,02
log 1,06

Lo recibira a partir de los 20 afos.

5. Créditos

45. Se debe amortizar un préstamo de 35000 € a un inte-
rés del 9,75% a devolver en un Gnico pago al transcurrir
5 afios. ;Qué cantidad devolveremos al finalizar dicho
periodo?

Solucion:
D =35000 - 1,0975° = 55730,21 €

46. Calcula la mensualidad de amortizacion de un crédito de
28000 € al 6,5% de interés durante 5 afios. Hazlo apli-
cando la férmula y la tabla de cuotas mensuales.

Solucién:
a) Con la formula:
a= 28000(| +0,065/12)'2 > 0,065/12
(1 +0,065/12)!2°5 — |
b) Con la tabla:
195,66 - 2,8 = 547,848 = 547,85 €

=547.85 €

47. Se hasolicitado una hipoteca por valor de 85500 € a un
interés fijo del 4,25% a devolver en |5 afios. Utilizando la
tabla de cuotas mensuales, calcula la mensualidad que se
debe pagar.

Solucion:
a=7523-855=64322€

SOLUCIONARIO
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48. ;Qué deuda se amortiza mediante el pago de 10 anuali-
dades de 6000 € al 7,5% de interés?

Solucion:
D - 1,075'°. 0,075
= 709 P9 6000
1,075'0— |
10 _
D =800001.0757 ~ 1) _ 4| 18449 €
1,075'° - 0,075

Para ampliar

49. ;Durante cuantos afios se debe pagar una hipoteca de
44136 € al 7,5% de interés fijo si la anualidad que se
puede pagar es de 5000 €?

Solucion:
o t.
44136 - (1 +0075) - 0,075 _ 00
(1 +0,075)t— |
3310,2 - 1,075¢ = 5000 - 1,075 — 5000
1075t = 2990 _ 594
16898
t= Iog—2,96 = 15,005
log 1,075

A los 15 afos.

50. La cantidad de agua de un embalse ha disminuido un
24% con respecto a los 80,5 millones de litros que ha-
bia el mes pasado. ;Qué cantidad de agua queda en el
embalse?

Solucién:
Agua que queda: 80,5 - 0,76 = 61,18 millones de litros.

51. El precio de un ordenador ha bajado en el Gltimo afio un
17%.Si ahora esta a un precio de 870 €, ;cual era el pre-
cio hace un afno?

Solucion:
Precio inicial = 870:0,83 = 1048,19 €

52. En una clase de 25 alumnos aprueban un examen 18 de
ellos. ;Qué porcentaje de aprobados y de suspensos hay?
Solucion:
Aprueban: 18/25 = 0,72 = 72%
Suspenden: 100 — 72 = 28%

53. En una factura aplican un 15% de descuento y un 16% de
IVA. Si el precio de la compra era de 350 €, ;cuanto se
pagara en total?

Solucion:
Total =350 - 0,85 - |,16 = 345, €

54. Un articulo costaba 45 € el afio pasado y 50,4 € este
afio. ;Cual es el porcentaje de subida?

Solucion:
50,4 :45 = 1,12 = 12% de subida.

TEMA 2. MATEMATICA FINANCIERA

55. En un producto que ha subido por costes de fabricacién
un 12% aplican un 20% de rebaja. Si dicho producto tie-
ne un precio de 250 €, ;cual sera su precio final?

Solucion:
Precio final =250 - [,12 - 0,80 = 224 €

56. ;Qué intereses genera un depdsito de 12500 € al 4% de
interés simple durante 7 dias, si Hacienda retiene el 18% de
los mismos?

Solucién:
El tanto por uno es: 0,04 - 0,82 = 0,0328
1 =12500 -0,0328 - 7/360 = 7,97 €

57. (Cudl es el tiempo en afios que se ha dejado depositado
un capital de 28350 € al 4,5% de interés simple si han
generado 5230,58 € una vez retenido el 18% de Ha-
cienda?

Solucion:
28350 - 0,045 - 0,82 - t = 5230,58
t = 5 afos.

58. ;Cual es el rédito al que se han depositado 15250 € a
interés simple durante 3 afios si una vez retenido el 18%
de Hacienda los intereses generados son de |1 313,03 €?

Solucion:
15250 - r-0,82-3=1313,03
r=0,035=R=3,5%

59. Una entidad financiera ofrece un 4,25% anual por un de-
pdsito renovable todos los meses. Si los intereses no se
acumulan en el depésito y se renueva 3 meses, ;qué in-
terés se obtiene por 24800 €?



Ejercicios y problemas

Solucion:
1 =24800 - 0,0425 - 3/12 = 263,5 €

60. Calcula el capital que se acumula si se colocan 42500 €
al 4,5% de interés compuesto durante 4 afos si los inte-

reses se abonan...:
a) anualmente. b) trimestralmente.

c) mensualmente. d) diariamente.

Solucion:

a) C = 42500 - 1,045 = 50682,04 €

4-4
b) C = 42500 (| +%) =50830,63 €

12-4
¢) C = 42500 (I + %) =50864,61 €
0,045
360

360 - 4
d)C=42500(I+ ) =5088l1,17 €

61. Se ha solicitado una hipoteca a interés fijo del 5,75% de
90500 € para devolver en un periodo de 20 afos. Cal-
cula la mensualidad que se debe pagar.

Solucion:
a= 90500 - (I +0,0575/12)'2°20 0,0575/12
(1 +0,0575/12)'2-20 _ |

=635,39 €

62. ;En cuanto tiempo, a interés compuesto, un capital de
26 500 € al 4,75% de interés con abono de intereses anua-
les se convertird en 33421 €2

Solucion:

26500 - 1,0475¢ = 33421

1,0475¢ = 1,26

¢ = log 1,26 =498
log 1,0475

A los 5 afos.

63. Calcula la tasa anual equivalente correspondiente a un ré-
dito del 8% con periodos de capitalizacion...:

a) anuales.

b) trimestrales.

c) mensuales.

d) diarios.
Solucién:

a) TAE = [(I +0,08) — 1] - 100 = 8%

4
b) TAE = [(I +°'4ﬂ) - |] - 100 = 8,24%

92

12
o) TAE = [(l + oigs) - |]- 100 = 8,30%
0.08 360 ]
d)TAE=|[1 + 2 ~1]- 100 = 833%
) [( 360) 00=8.33%

64. Se ingresan en un fondo de pensiones 300 € mensuales
con un interés garantizado del 6,5%. ;Qué capital se ha-
bra acumulado después de |17 afos?

Solucion:
C= 300 - (I + 0,065/12)[(1 + 0,065/12)'2" 17 — |] _
0,065/12
=111939,15 €

65. Se ingresan anualmente 12000 € en un fondo que ga-
rantiza un 7,5% de interés. ;Qué capital se recuperard
después de 10 afios?

Solucion:
12000 - 1,075(1,075'° — )
0,075

C=

=182497,43 €

66. ;Qué cantidad se debe depositar anualmente al 5% de in-
terés si después de |0 afios se quieren rescatar 200 000 €?

Solucion:
a- 1,05(1,05'0— 1)
=2
0.05 00000
_ 200000 - 0,05 _ 1514373 €
1,05(1,05'0 — 1)

67. ;Qué cantidad se ha dejado depositada durante 4 afios al
6,5% de interés compuesto si, una vez hecha la retencién
del 18% de Hacienda, se han generado 3 523,54 €

Solucion:

- 1,065% = ¢ + 3523,54:0,82

c=—4297 _5000€
1,065%— |

68. ;Durante cuintos afios se debe invertir 5000 € anual-
mente al 6% para poder rescatar 79 350 €?

Solucion:
5000 - 1,06(1,06— 1)

= 79350
0,06
79350 - 0,06
106t =2350-006 , \ _ 6ee=9
5000 106
= logl9 _ 11,02
log 1,06

A los || afios.

SOLUCIONARIO

© Grupo Editorial Bruiio, S. L.



© Grupo Editorial Bruiio, S. L.

69. Se debe amortizar un préstamo de 30000 € a un interés
del 12%,a devolver en un Unico pago al transcurrir 3 afios.
iQué cantidad se devuelve al finalizar dicho periodo?

Solucion:
D =30000- 1,123 =42 147,84 €

70. Utiliza la tabla de cuotas mensuales y calcula la mensua-
lidad correspondiente para amortizar un préstamo en los
siguientes casos:

a) 20000 € al 4,75% durante |5 afos.
b) 20000 € al 7% durante 20 afios.

c) 30000 € al 6,5% durante 10 afos.
d) 30000 € al 6,5% durante 20 afios.

Solucion:
a) 77,78 - 2 = 155,56 €
c) 113,55 - 3 = 340,65 €

b) 77,53 - 2 = 155,06 €
d) 74,56 - 3 = 223,68 €

Problemas

71. Calcula la mensualidad de amortizacién de un crédito de
42000 € al 5,5% de interés durante 7 afos.

Solucion:
= 42000 - (I + 0,055/I2)'2‘7 0,055/12
(1 +0,055/12)'2°7 — |

= 603,54 €

72. ;Qué capital inicial es necesario tener depositado para
que a interés compuesto durante 3 afios al 5,25% anual
y con periodos de capitalizacion anuales se acumule un
capital final de 35444 €?

Solucion:

c - 1,05253 = 35444
c = 30400,2 €
c=30400 €

73. Una persona cobraba anualmente | 502 € y actualmen-
te cobra | 682,24 €. ;Qué porcentaje de subida ha ex-
perimentado?

Solucion:
1682,24:1502=1,12= 12%

74. El precio de un articulo ha pasado de 3000 a | 200 €.
{Cual ha sido la disminucién del precio expresada en por-
centaje?

Solucion:

1200:3000=0,4=1-0,4=0,6 = 60% de dismi-
nucién.

75. Si el precio de una casa es de 72000 € y sube un 8% ca-
da afio, jcuantos afos tardara en duplicarse?

Solucioén:
72000 - 1,08t =2 - 72000
1,08t =2
= ﬁ = 9,006
log 1,08

Aproximadamente a los 9 afos.

76. Una entidad financiera paga el 9,5% del dinero deposita-
do si se mantiene 3 afios. Calcula cuanto se ganari al fi-
nalizar los tres afios por cada 100 € si Hacienda retiene
el 18% en los siguientes casos:

TEMA 2. MATEMATICA FINANCIERA

a) Los intereses se ingresan en una cuenta distinta.

b) Los intereses se ingresan en la misma cuenta.

Solucion:
a) El interés es simple.
I=100-0,095-0,82 3=2337€
b) El interés es compuesto.
C=100- 1,095 = 131,29
Interés neto = 31,29 - 0,82 = 25,66 €

77. Calcula el rédito anual al que se han depositado 15000 €
a interés simple durante 18 meses si los intereses gene-
rados, con la retencién de Hacienda descontada, han si-
do de 830,25 €

Solucion:

830,25 =15000-r-0,82 - 18/12
r=738-12:(15000-0,82 - 18)
r=0,045 = R =45%

78. Un depdsito ofrece un 4% de interés simple anual renova-
ble mensualmente,ademas de no acumularse los intereses
en el mismo. ;Durante cuanto tiempo se deben depositar
12000 € para generar unos intereses brutos de 800 €?

Solucion:

800 = 12000 - 0,04 - t/12
t=2800" 12:(12000 - 0,04)
t = 20 meses.
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79. (En cuanto tiempo, a interés compuesto, un capital de
25000 € al 5% de interés, con abono mensual de inte-
reses, generard unos intereses de 3 310,34 €, con el 18%
de Hacienda descontado?

Solucion:

121
25000 - (I + °ig5) *=25000 +3310,34:0,82

12
(| + %) * = (25000 + 4037) : 25000

¢ = log 1,16 _
12 log(l + 0,05/12)

)

A los 3 afios.

80. ;Durante cuintos afios debo invertir 300 € mensual-
mente al 6% para poder rescatar 139305 €?

Solucion:

. 12¢ _
300 - (I + 0,0éll(iz)[é)lz 0,06/12) I1_ 139305
I,005'2t=%+ | = 1,005'2 = 33|
tzlgﬁ%: 19,99

Lo recibira a partir de los 20 afios.

81. En cuidnto tiempo, a interés compuesto, un capital de
25000 € al 4% de interés, con abono de intereses tri-
mestrales, se convertird en 28 170 €?

Solucion:

4
25000 - (I +%) “=28170

1,014 = 1,127
t=—|og 1,127 = 3 afos.
4 log 1,01

82. Se piden prestados 10000 €, a un interés del 9%, a de-
volver en un Unico pago al transcurrir 2 afios. ;Qué can-
tidad hay que devolver al finalizar dicho periodo?

Solucion:

10000 - 1,092= 11881 €

83. Se han pedido prestados 6 000 €, a devolver en un Unico
pago, con un interés del 10%. Si se devuelven 7986 €,
icudl es el periodo de devolucion del préstamo?

94

Solucion:

6000 - I,1t=7986

I,1t= 1,331

=_Iog = = 3 afos.
log 1,1

84. Calcula la mensualidad de amortizacién de un crédito de
20000 € al 5% de interés durante 5 afios.

Solucion:
a= 20000 - 1,055 - 0,05
1,055 — |

=4619,50 €

85. ;Qué deuda se amortiza mediante el pago de 15 anuali-
dades de 6000 € al 4% de interés!?

Solucion:
. 15 .
D - 1,04'>-0,04 = 6000
1,045 — |
15 _
D:M:667|0,32€
1,04'5 - 0,04

86. ;Qué deuda se amortiza mediante el pago de 60 cuotas
trimestrales de | 500 € al 4% de interés? Compara el re-
sultado con el problema anterior.

Solucion:
D-(l+ 0,04/4)4' 15.0,04/4

= 1500
(1 +0,04/4)% 15— |
60 _
D= 1300001~ 1) _ (r43r56€
1,010 0,01

Pagando al afio, la misma cantidad, pero al hacerlo trimes-
tralmente se amortizan 722,24 € mas que al hacerlo
anualmente.

87. ;Durante cuantos afios se debe pagar una hipoteca de
120000 € al 6% de interés fijo si la mensualidad que se
puede pagar es de | 332 €?

Solucion:
120000 - (I + 0,06/I2)I2t - 0,06/12
(1 +0,06/I2)'2‘— |
600 - 1,005'2t = | 332 - 1,005'2t — | 332

1,005'2 = %: 10052 = | 82

=1332

log 1,82
= 18182 _ 4406
*~ T2 log 1,005

A los 10 afios.

SOLUCIONARIO
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Para profundizar

88. En la compra de un coche se pide un crédito de 9000 €
al 8%. Por la gestion del crédito se cobran 300 €, que se
incluyen en el capital del préstamo.Si el crédito se amor-
tiza en 60 mensualidades, ja cuanto asciende cada una de
ellas?

Solucion:
a= 9300 - (I + 0,08/I2)60 - 0,08/12
(1 +0,08/12)60 — |

= 188,57 €

89. Calcula el tiempo al que se deben depositar 10000 € a
interés compuesto con periodos de capitalizacién men-
suales para que con un rédito del 4% se conviertan en
14909 €

Solucion:
121
10000 - (I + Oi‘;“) * = 14909
12
(I +%) “ = 14909

log 1,4909
= = 10,001
'~ T2log (1 + 0,04/12)

A los 10 afios.

90. Calcula el tiempo en afios que hay que tener un capital
depositado en un banco al 5,95% de interés compuesto
para que se duplique.

Solucion:
1,0595¢ =2
log 2

=_1982 __ |99 afos.
log 1,0595 anos

A partir de los 12 afos.

91. Hemos decidido solicitar una hipoteca de 60 000 € al 4,94%
de interés variable con un periodo inicial de | afo y con
clausula de revision del euribor mas 0,4 y con un plazo de
amortizacion de 20 afios. La hipoteca tiene una comision
de apertura del 1,5% sobre el nominal.

a) ;Cual es la cuota mensual del primer afio?

b) Si al finalizar el periodo inicial el euribor esta en 3,77,
iqué interés se pagara el segundo afio?

TEMA 2. MATEMATICA FINANCIERA

c) Si por los gastos de registro, notaria y gestoria se pa-
gan 1500 €,y por gastos de tasacion y verificacion
registral, 200 €, ;a cuanto ascienden los gastos de la

hipoteca?
Solucion:
2)a= 60000 - (1 +0,0494/12)'2°20 - 0,0494/12
(1 +0,0494/12)'2-20 _ |
= 393,99 =400 €

b) 3,77 + 0,4 =4,17%
c) 0,015 - 60000 + | 500 + 200 = 2600 €

92. Se ha solicitado un préstamo de 80000 € para comprar
una casa, al 6% de interés fijo durante 20 afos.

a) Calcula la mensualidad con la tabla de cuotas men-
suales.

b) Calcula lo que se paga al afio.

c) Por la compra de la vivienda habitual, Hacienda permi-
te desgravarse por las cantidades invertidas con los por-
centajes de deduccion siguientes: durante los dos afios
siguientes a la adquisicion, el 25% sobre los primeros
4508 € y el 15% sobre el exceso hasta el limite de
9016 €. Con posterioridad, los porcentajes anteriores
seran del 20% y del | 5%, respectivamente. Calcula a cuan-
to asciende la deduccién de Hacienda en los dos pri-
meros afnos y posteriores.

d) Calcula cuanto se paga en total por el préstamo de los
80000 €.

e) Calcula en porcentaje la cantidad total que se paga de
intereses por el préstamo.

Solucion:
a)a=7l164-8=573,12€
b) Al afio se paga: 573,12 - 12 = 6877,44 €
c) Los dos primeros afios se desgrava:
0,25 -4508 + 0,15 - (6877,44 —4508) = | 482,42 €
A partir del 3°" afio se desgrava:
0,2-4508 + 0,15 - (6877,44 —4508) = 1 257,02 €
d) Se paga por el préstamo:
687744 -20—1482,42 -2 —-1257,02- 18 =
=111957,6 €
e) Intereses = 31 957,6 €
31957,6 :80000 = 0,399 = 39,9%



Linux/Windows wiRis

Paso a paso

93. Un frigorifico que costaba el afio pasado 1200 € ha
aumentado su precio un 10%. Al comprarlo este afio,
nos rebajan un 10%. ;Qué precio pagamos por el
frigorifico?

Solucién:

Resuelto en el libro del alumnado.

94. Se depositan 4500 € a un interés del 5,4% duran-
te 3 meses. ;A cudnto asciende dicho interés?

Solucién:

Resuelto en el libro del alumnado.

95. Calcula el TAE de un depésito al 5% si los perfodos
de capitalizacién son mensuales.

Solucién:

Resuelto en el libro del alumnado.

96. Una persona ingresa 60 € mensualmente en un fon-
do de pensiones al 7%. ;Qué capital tendrd acumu-
lado al cabo de 30 afios?

Solucién:

Resuelto en el libro del alumnado.

97. Calcula la mensualidad que hay que pagar para de-
volver 60000 € al 5,5% de interés compuesto du-
rante 10 afios.

Solucién:

Resuelto en el libro del alumnado.

98. Internet. Abre: www.editorial-bruno.es, elige
Matemdticas, curso y tema.

Practica

99. Una caldera de calefaccién de 3 000 € aumenta su
precio un 15%. ;Cudnto vale ahora?

Solucién:
3000 - 1,15
3450 €

100. Una médquina de hacer fotocopias cuesta 6 000 € y
tiene una rebaja del 15%. ;Qué precio se paga por
ella?

Solucién:
6000 - 0,85
5100 €

101. En el taller facturan 172,25 € por el arreglo de un
coche y aumentan un 16% de IVA. ;A cudnto as-
ciende la factura en total?

Solucién:
172,25 - 1,16
199,81 €

102. Un empleado cobra mensualmente 2 043,44 €. Si
le descuentan el 18% para el impuesto sobre la ren-
ta de las personas fisicas (IRPF), ;cudnto cobra?

96

Solucién:
2043,44 - 0,82
1675,62 €

103. El precio de un determinado articulo aumenta un
15% y queda fijado en 287,5 €. ;Cudl era su precio
inicial?

Solucién:
287,5: 1,15
250 €

104. Un hotel cobra 80 € por dia. ;A cudnto asciende la
factura de siete dias si nos descuentan un 20% por

un bono y aplican el 16% de IVA?

Solucién:
80.0,8-1,16-7
519,68 €

105. Se depositan 6000 € en un banco al 4,75% de in-
terés simple anual. ;Cudnto supone dicho interés?

Solucién:
6000 - 0,0475
285 €

SOLUCIONARIO
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106. Se depositan 3000 € a un interés simple del 6%
durante 2 afios. ;Qué capital tendremos al finalizar
ese tiempo?

Solucién:
3000 + 3000 - 0,06 - 2
3360 €

107. Se depositan 6000 € durante 3 afios a un 4,5% de
interés. Si Hacienda retiene un 18% de los intere-
ses, ;qué interés se obtiene al acabar dicho periodo?

Solucién:

0,82 - 0,045 = 0,0369
6000 - 0,0369 - 3
664,2 €

108. Se depositan 3 000 € al 6% de interés compuesto
durante 4 afios. ;Qué capital tendremos al finalizar
ese tiempo si Hacienda retiene un 18%?

Solucién:

3000 - 1,06% = 3787,43 €

Intereses: 3787,43 — 3000 = 787,43 €
Hacienda: 787,43 - 0,18 = 141,74 €

Capital final: 3787,43 — 141,74 = 3645,69 €

109. En un fondo de pensiones que garantiza un 6% de
interés se ingresan 100 € mensualmente. ;Qué ca-
pital se habrd acumulado después de 20 afios?

Solucién:

Seleccionamos la férmula del ejercicio 96
Sustituimos a = 100, n = 12, r = 0.06, t = 20
Obtenemos: 46435,11 €

110. Se depositan 5000 € a un interés compuesto del
7,5% durante 3 afios con periodos de capitalizacién
mensuales. Si Hacienda retiene el 18% cuando se re-
cupera el capital, ;cudl es el capital final?

Solucién:
Introducimos la férmula:
c(1+r/n)A(nt)

TEMA 2. MATEMATICA FINANCIERA

Windows Derive @

Sustituimos ¢ = 5000, r = 0.075, n = 12, t=3
Obtenemos: 6257,23 €

Intereses: 6257,23 — 5000 = 1257,23 €
Hacienda: 1257,23 - 0,18 = 226,30 €
Capital final: 6257,23 — 226,30 = 6030,93 €

111. ;Cudl es el TAE de un depésito al 3,75% si los pe-

riodos de capitalizacién son mensuales?

Solucién:

Seleccionamos la férmula del ejercicio 95
Sustituimos n = 12, r = 0.0375
Obtenemos: TAE = 3,82%

112. Una persona deposita anualmente 720 € durante
30 afios y se le garantiza un 7% de interés. ;Qué ca-
pital tendrd al cabo de los 30 afios?

Solucién:

Introducimos la férmula:
a(1+1)((1+r)At=1)/r

Sustituimos a = 720, r = 0.07, t = 30
Obtenemos: 72772,59 €

113. Calcula la mensualidad que hay que pagar para de-
volver 60000 € al 5,5% de interés compuesto du-
rante 10 afos.

Solucién:

Seleccionamos la férmula del ejercicio 97
Sustituimos d = 60 000, r = 0.055, t = 10
Obtenemos: 651,16 €

114. Calcula la mensualidad de amortizacién de un cré-

dito de 48 000 € al 6% de interés durante 10 afios.

Solucién:

Seleccionamos la férmula del ejercicio 97
Sustituimos d = 48 000, r = 0.06, t = 10
Obtenemos: 532,90 €



3 Ecuaciones e
inecuaciones

1. Ecuaciones de 1¢'y 2° grado

B Piensa y calcula

2. Resuelve las siguientes ecuaciones:
a)x2+x-6=0 b) x2— 10x+25=0
c)6x*+5x-4=0 d) 22+ 7x—-15=0

Solucién:
=2,xy=-3

1/2,x, = —4/3

a) X, b) x, =x, =5

c) X = d) x, =3/2,x, =5

3. Resuelve las siguientes ecuaciones:

a)3x2-12=0 b) 2x2 + 6x =0

) 4x*-9=0 d)5x2+7x=0
Solucioén:
a) X; = 2,xy = =2 b) x, = 0,x, = -3

) x; = 3/2,x, ==3/2 d) x, =0,x, ==7/5

4. Sin resolver las siguientes ecuaciones, halla cuantas rai-
ces tienen:

a) 2x2-7x-15=0
x2—4x+13=0

b) 4x2+ I2x+9=0
d)6x2-7x+3=0

Resuelve mentalmente las siguientes ecuaciones:
a)x+3=5 b) 3x = 12 c)x2=25 d)x(x-7)=0 e)5x2=0 f) x| =7
Solucioén:
Q) x =12 byx=4 c)x=%5 d)x=0,x=7 e)x=0 lx==x7
@ Aplica la teoria
I. Resuelve las siguientes ecuaciones: Solucién:
- +
a)3x4|—6X85+2=2x+% 2A=d|69>lo .
dx—3  Sx+3 ‘loz3 5x-2 5 iene dos raices reales y distintas.
)12 " e Xm0 byA=0
Tiene una sola raiz real, que es doble.
Solucioén: c)A=-36<0
a)x=1/2 byx=15 No tiene raices reales.
d)A=-23<0

No tiene raices reales.

5. Halla la descomposicién factorial de los siguientes tri-
nomios de 2° grado:

a) x2 +5x — 14 b) 6x2 —x -2
) 3x2 - 10x + 3 d) 5x% + 24x -5
Solucioén:

a) (x—2)(x+7)

b) 6(x — 2/3)(x + 1/2)
c) 3(x—=3)(x—1/3)
d) 5(x + 5)(x — 1/5)

6. Halla un nimero sabiendo que dicho nimero mis su mi-
tad y menos su sexta parte es igual al 6

Solucion:
x+x/2—-x/6=16
x=12
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2. Aplicaciones de las ecuaciones de 2° grado

B Piensa y calcula

Solucién:

Observando la representacion grifica, calcula las soluciones del sistema:

y=-x-2
y=x%+4x +2

X ==4y, =2 x==ly,=~1I

® Aplica la teoria

a)x*—10x2+9=0
by x*-3x?-4=0
xt-93+8=0
d)xt+7x3-8=0

Solucion:

a)x; = I,xy =—1,x3=3,x,=-3
b) x, =2,x, =2
) x; = l,x,=2

d)x, = 1l,x,=-2

2x + 3 5=5X—4

2) x—1 x+ |
x—2 _4x-3

b) X  x=2

)x+l_3x—l=_£
X x+ | 3
3x— | x _ |

d) x+2+x—2__?

Solucion:

7. Resuelve las siguientes ecuaciones:

8. Resuelve las ecuaciones racionales:

a)x; =2,x,=—1/4 b) x, =
Q) x; =3,x,=—1/4 d) x, =

9. Resuelve las ecuaciones irracionales:
a) 3x + V17 —4x = 4x + |
b)3—x+V3x+12=x+8
) V2x+6—Vx—1=2
d) V5x + | =5-x-2

Solucién:
a)x =2 b) x = -1 c)x=5 d)x=3

10. Halla un nimero sabiendo que dicho nimero mis su
inverso es igual a 26/5

Solucion:
x+ I/x=26/5 = x=5x=1/5

I l. Halla un nimero, sabiendo que el nimero menos la
raiz cuadrada, de dicho nimero al cuadrado menos
7 unidades, es igual a uno.

Solucion:
x—\Vx2-7=1
x=4

TEMA 3. ECUACIONES E INECUACIONES



3. Ecuaciones exponenciales y logaritmicas

B Piensa y calcula
Resuelve mentalmente las siguientes ecuaciones exponenciales y logaritmicas:
a)2*=8 b) 2x=1/8 c)2x=1 d)2x=2
e) log; x =3 f)loggx=-3 g) logs x=0 h) log; x = |
Solucioén:
a)x=3 b)x=-3 c)x=0 d)x = |
e)x =125 fyx=1/125 g x=1 hyx=5
@ Aplica la teoria
12. Resuelve las siguientes ecuaciones exponenciales y lo- Solucion:
garitmicas: o1 o ol
a) 4*7 1 =7%
a) 2x+2x*1 =24
(x+1)log4=(x—1)log7
b)9*-10-3*+9=0
x = 5,95

)5 -2-3x*1=90

d) log (x + 3) +logx = |
Solucién:
a)x=3
c) x =845

b) x, =0,x, =2
d)yx=2

13. Resuelve las siguientes ecuaciones exponenciales y lo-
garitmicas:

a)4log x + | =log 16 + log 5x
b)4—10-2*+16=0

€) 5¥~ !+ 5%+ 5x* 1 =3

d) 6x—3_5x+4=0

Solucion:
Q) x=2

ox=I

b) x, = 3,x, = |
d) x = 64,79

14. Resuelve las siguientes ecuaciones exponenciales y lo-
garitmicas:

a)4x+|_7x—| =0

b) 3x~! +3x+3x*1 =39

c) log, (2x *+ 5) —log, x+ log, 3 = log, 11
d) 52X —-6-5<+5=0

b)%+3x+3'3x=39
13-3x=117
3x=9
3x =32
X =2
(2x+5)-3
c)————=

X

x=3

d) 5=z
22-6z+5=0
z, =5z, = |
z,=5=5=5=x=|
zz=|=>5x=5°:>x=0

I5. En la férmula del capital final, en el interés compuesto
C=c¢(l *+r)t,donde C es el capital final, ¢ el capital inicial,
r el tanto por uno y t el nimero de afios,. Calcula el ni-
mero de afios que tienen que transcurrir para que un ca-
pital de 10000 € colocado al 5 % se transforme en 15000 €

Solucion:
10000 - 1,05t = 15000

t = 8,3 afios
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4. Inecuaciones de 1" grado

B Piensa y calcula

Halla los intervalos correspondientes a los siguientes graficos:
a) <« s :I 5 b) # _=3 0 ’I
.:;),,,,_2 6I » d) + ,_=3 (;);I H
Solucion:
a) (===, 4) b) (=ee,=3] €) (=2, ) d) [-3,+)
® Aplica la teoria
16. Resuelve las siguientes inecuaciones de 1°" grado: _3n I
a)4x+5<3x+7 b)2(x—3) + |1 >5x+4 <ot o>

x+5 3x + 4 7x—6

c)5(2x—1)-7x< 2 d) 2 -4> 3
Solucion:
a)x<2 T T T 6 i 2 T T
b)2x -6+ 1 >5x+4

-3x>9 E

3x < -9 -3 0 |

x<-3
c) 10(2x—1)—14x<x+5

20x— 10— 14x<x+5

5x < |5 R R
x<3

d) 3(3x + 4)— 24 > 2(7x - 6)
Ix+12-242> 14x - 12
—ez <
x<0

(@F 2

17. Resuelve las siguientes inecuaciones con valor absoluto:
a)|x-2|<3 b) [4x + 1| >5
c)|2x +5|<3 d) |5x—3/2| > |

Solucion:

a) Es un entorno, E(2, 3), de centro 2 y radio 3

—| 2 5
—t——C—t+—F+——F+—+—0—+
0 |
-1,5)
b) Se divide entre 4
[x + 1/4] > 5/4

Es lo que queda fuera del entorno, E(—1/4, 5/4), de
centro — /4 y radio 5/4

TEMA 3. ECUACIONES E INECUACIONES

(—o0,—3/2) U (I, +0)

c) Se divide entre 2
[x +5/2| <3/2
Es el entorno, E(—5/2, 3/2), de centro —5/2 y radio
3/2,incluyendo los extremos.

—4

! ! ®- | | | | |
T T b d T T T T T

[-4,-1]

d) Se divide entre 5
[x—3/10] = 1/5
Es lo que queda fuera del entorno, E(3/10, 1/5), de
centro 3/10 y radio 1/5

noy, 12
i

! ! ! Y
< T T b

0
(—oo, 1/10] U [1/2, +o0)

P N
+—t >

18. Dada la funcién f(x) = —2x + 3, halla:
a) cuando vale cero.
b) cuando es positiva.
¢) cuando es negativa.

d) Represéntala para comprobarlo.
Solucion:

a) -2x+3=0 d)

x =3/2
y=—-2x+3
b) —2x + 3 >0

x < 3/2

¥ X

Q) —2x+3<0
x> 3/2

101



19. Elperimetro de un cuadrado es menor o igual que 25 m.

Solucién:
Calcula cuanto puede medir el lado.

0<4x<25

Dividiendo entre 4

0<x<25/4

Es el intervalo semiabierto (0, 25/4]
N S
T T \6 i T T T T = T T T T

5. Inecuaciones polindmicas y racionales

W Piensa y calcula

Observando la grifica, halla los intervalos de los valores de x en los que la parabola y = x? — 2x — 3 es positiva.
AY
® ®
X
B(=1,0) /A(3,0)
y=x*—2x -3
Solucion:
Positiva (+) : (—oo,— 1) U (3, + )
@ Aplica la teoria
20. Resuelve las siguientes inecuaciones polindémicas: 21. Resuelve las siguientes inecuaciones racionales:
2_5x+4<0 + 2
a) X X a)X 2<0 b)X 3x>0
b)x2+x+2>0 x—3 x—1
2+6x+9<0 2_
c) x X 0 2x <0 d)X2 2x+|20
d)x3-2x2-5x+62>0 x-—4 x“+x—-6
S)olucién: | 4 S)olucién: 9 3
) +——F——F—F—F—F—"F—Oo——t—t—0—1+— a) +—"—F—F+—F—o——t—t—t—+—0——F+—+
0 1 0 1
(1,4) (-2,3)
0 | 3
by -———————tt—— b) +—F+—+—+—+—+—o—0—F+——t—+>
0 1 0 1
R=(—1x7,+<x>) (O’I)U(3’+°°)
-3 -2 0 2
c) +—F+—"F——"+F+—+—"F—"F—"—F+—"—F+—"F—"1+— c) = ————t —+————
) 0 1 ) 0 1
x=-3 (==-2)U[0,2)
’ -2 | 3 - I 2
) T T T T v T 6 T T - T T Ll d) - T T ~ T T 6 T ~ T T T L
-2, 11U 3, +) (o2 =3) U{I}U (2, +=)
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22. Dada la funcién f(x) = —x2 + 6x — 8, halla:

a) cuando vale cero.
b) cuando es positiva.
c) cuando es negativa.

Solucién:

a)x; =2,x,=4

b) (2,4)

) (=2) U (4 +>)

23. Dada la funcién f(x) = XZ—X, halla:
x-—4

a) cuando vale cero.
b) cudndo es positiva.

¢) cuando es negativa.

Solucion:

a)x; =0,x, = |

b) (=o2,=2) U (0, 1) U (2, +=2)
9 (-20U(12)

6. Resolucion de problemas

N Piensa y calcula

tangulo.

Solucién:
3,4y 5,yaque 32+ 42 =52

Halla mentalmente tres nimeros enteros consecutivos menores que 7, de forma que sean los lados de un triangulo rec-

® Aplica la teoria

24. Un segmento AB tiene de longitud 42 cm.Halla un pun-
to P de dicho segmento de forma que el triangulo equi-
latero construido sobre AP tenga el mismo perimetro
que el cuadrado construido sobre PB.

Solucion:

A X p 42-x p
Medida de los segmentos:

AP = x,PB = 42 — x

3x = 4(42 - x)

X =24 cm

TEMA 3. ECUACIONES E INECUACIONES

25. Entre Sonia y Alba tienen 300 €. Alba tiene el triple de
dinero que Sonia. ;Cuanto dinero tiene cada una?

Solucion:

Sonia tiene: x

Alba tiene: 300 — x
300 — x = 3x
x=75€

Sonia tiene: 75 €
Alba tiene: 225 €
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26. En un triangulo isdsceles, cada uno de los lados iguales
mide 5 m mas que el desigual. Si el perimetro mide 34 m,
icuanto mide cada lado?

Solucion:

x+5

El lado desigual: x

Cada lado igual: x + 5
x+2(x+5)=34

x=8m

El lado desigual mide 8 m
Cada lado igual mide 13 m

27. Los lados de un triangulo rectdngulo son nimeros que
se diferencian en tres unidades. Calcula las longitudes
de dichos lados.

Solucién:

X+ 6

x+3

Cateto menor: x

Cateto mayor:x +3

Hipotenusa: x + 6

x% + (x +3)2 = (x + 6)2

Six =9, los lados miden: 9, 12 y I5

Si x = -3, los lados miden:—3,0 y 3, que no son valores
vélidos.

28. Un piso tiene forma rectangular y su érea es de 120 m2.
Si el largo mide 2 m mads que el ancho, ;cudles son las
dimensiones del piso?

Solucion:

x+2
Ancho: x
Largo:x + 2
x(x +2) =120
Six=10,el anchoes [0 my el largo 12 m

Si x = —12, los lados son — 12 y 10, que no son valores
validos.
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Ejercicios y problemas

1. Ecuaciones de 1°'y 2° grado

29. Resuelve las siguientes ecuaciones:

X X X
a)X+7+?+z—25
2x—-3 Sx+ 1 _ I
N T T
3x-1 2x+5_, 8
<) e 8 =4x 3
2x—-5  -3x+7 8
+ +2x= =
d) 3 3 2x s
Solucioén:
a)x=12 b) x = 3/5
ox=1/2 d)yx=-2

30. Resuelve las siguientes ecuaciones:
a)x2+3x-10=0 byx?—6éx+9=0
Q) 3x2-7x-6=0 d)6x2+7x+2=0

Solucién:
a) X; =2,%X, = =5
b) x, =x, =3

c) X, = 3,x, =—-2/3
d) x, =-1/2,x, =-2/3

31. Resuelve las siguientes ecuaciones:

a)5x*-20=0 b) 3x2 + 6x =0
) Ix2-25=0 d)3x2-8x=0
Solucion:

a) X, =2,%y =-2
b) x, =0,x, =2
c) x, = 5/3,x, =—5/3
d) x, =0,x, = 8/3

32. Sin resolver las siguientes ecuaciones, halla cuantas
raices tienen:

a)x2+ 10x+25=0
xZ—6x+13=0

b)3x2+8x—3=0
d)x?+8x+15=0

Solucién:
a)A=0

Tiene una sola raiz real, que es doble.
b)A=100>0

Tiene dos raices reales y distintas.
c)A=-16<0

No tiene raices reales.
dA=4>0

Tiene dos raices reales y distintas.

TEMA 3. ECUACIONES E INECUACIONES

33. Halla la descomposicion factorial de los siguientes trino-
mios de 2° grado:

a)x2-x—-6 b) 9x2 + 12x + 4
c) 2x*-9x -5 d) 6x2-5x -6
Solucién:

a) (x +2)(x—3)
c) 2(x — 5)(x + 1/2)

b) 9(x + 2/3)?
d) 6(x — 3/2)(x + 2/3)

34. Halla ecuaciones de 2° grado que tengan las siguientes
raices:

a) x; ==3,x, = |
) x; ==1/2,xy=5

b) x, =-2,x,=3
d) x, =3,x, =3/4

Solucién:

a) (x +3)(x— 1) =x2+2x -3

b) (x +2)(x—3) =x*—x—6

Q) 2(x + 1/2)(x - 5) =2x* - 9x -5
d) 4(x — 3)(x — 3/4) = 4x? — I15x + 9

35. Sin resolver las siguientes ecuaciones, halla la suma y el
producto de sus raices:

a)x2+2x-8=0
Q) I5x2+x-2=0

b) x> —7x+ 10=0
d)4x2-19x-5=0

Solucion:
a)S=-2,P=-8 b)S=7,P=10
c)S=—1/15"P=-2/15 d) S=19/4,P =-5/4

2. Aplicaciones de las ecuaciones
de 2° grado

36. Resuelve las siguientes ecuaciones:

a)x*—13x2+36=0
b) x*-3x?-4=0
) x*—10x2+25=0
d)xt-7x3-8=0

Solucién:

a) X| = 2,%) = —2,%3=3,x, =3

b) x, =2,x, =-2

c) X, =\/§,x2=—\/§

d) x; =2,x, =1

37. Resuelve las siguientes ecuaciones:
S5x—1 2x+3 _ 21
a)

x+ | X 2

b) 12+ V3x+ 10 =2x+7
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x-1 _3

x+3 2
d)Vx+6 +4=6+V2x-5

c) 3x -

Solucién:

a) x; ==2,%x, == 1/5
b)x=5

o) x, = 1/12,x, =713
d)x=3

38. Resuelve las siguientes ecuaciones:

a) S5x—Vx+2 =3x+2

7x—3 5x+ 1 _5
b) x+2 x-2 +8_3
g Vx+9 +Vx =9
2x + 3 X _5x+2
d) x—3 X+3_X2—9 >
Solucion:
a)x=2 b) x, = 4,x, = —16/25
c)x=16 d) x, =2,x, =—19/6

3. Ecuaciones exponenciales
y logaritmicas

39. Resuelve las siguientes ecuaciones exponenciales y loga-
ritmicas:

a) 3+ 31 =2

b)4<— 102+ 16=0
C)2x+|=3x—l

d) log (x + 3) —log (x—2) + 2 log 5 =2

Solucion:
a)x =2 b) x, = 3,x, = |
c) x = 4,42 d)x=11/3

40. Resuelve las siguientes ecuaciones exponenciales y loga-
ritmicas:

a) 3*2_4-3=0
b)5x+2_4.5x+l_8.5x—l =85
c) logy (5x +2) —log; 2x - 1) =1
d)4-2>_33-2+8=0

Solucion:

a) x = 22,09 b)yx=2

c)x=5 d) x, =3,x, =2
106

41. Resuelve las siguientes ecuaciones exponenciales y loga-
ritmicas:

a)Lx+L(x+1)-L2=L3
b)3-3%-28-3*+9=0

Q) 22X~ 2+ x4+ x+2x*1 =30
d)sx—2_4x+l=o

Solucion:
a)x =2 b) x, =2,x, =—1
c)x=3 d) x = 20,64

42. Resuelve las siguientes ecuaciones exponenciales y loga-
ritmicas:

A 4tl_7-l=0

by 3~ +3x+3x*1 =39

c) log, (2x + 5) —log, x + log, 3 = log, 11
d)5%-6-5+5=0

Solucién:
a) x = 5,95 b)x=2
c)x=3 d)x; =0,x, = |

4. Inecuaciones de 1° grado

43. Resuelve las siguientes inecuaciones de |°" grado:
a)5x+7<3x+6
b)3(x—-2)+7>5x-2

c)2(x—|)+5TXS -2

4
d)2x+I+§25x—l
4 2 6
Solucion:
a) 2x < -1
x<-1/2 _in
~——t—tot+——F+—+—+
0 |
b)3x—-6+7>5x-2
—2x>-3
2x <3
x < 3/2 30
I N T T (I) i T T T
c) 8(x—1)+ 10x<3x-2
8x—-8+ [Ox<3x—-2
I5x < 6
x < 2/5 2”5
B N T T évi T T T

SOLUCIONARIO
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d)3(2x+ 1)+ 18x=>22(5x— 1)
6x+3+ I18x>10x—2
14x > -5

x > -5/14
—5/14

44. Resuelve las siguientes inecuaciones con valor absoluto:
a)|x+ 1] <2
b) |- 3x + 5| > |
c) [3x—-6|<5
d)|-2x—-6| 23

Solucion:

a) Es un entorno, E(-1, 2), de centro — | y radio 2

AN R U S
oot
=30
b) Se tiene en cuenta que |-3x + 5| = |3x — 5| y se divide
entre 3
[x—5/3] > 1/3

Es lo que queda fuera del entorno, E(5/3, 1/3), de cen-
tro 5/3 y radio 1/3

(==, 413) U (2, +)

c) Se divide entre 3
[x -2 <5/3
Es el entorno, E(2, 5/3), de centro 2 y radio 5/3, inclu-
yendo los extremos

1 1 1 1 1 1 Il/3 Il Il Il | |/I3 1 1

T T T T T T Cl) i T T T T T
[1/3,11/3]

d) Se tiene en cuenta que |-2x — 6| = |2x + 6| y se divide
entre 2
[x + 3| =372
Es lo que queda fuera del entorno, E(-3, 3/2), de centro
—3 y radio 3/2
-9/2 -3/2

|
< T T T T T T T T T —>

(=20, =921 U [-3/2, + o)

45. Dada la funcién f(x) = 2x — 5, halla:
a) cuando vale cero.
b) cuando es positiva.
¢) cudndo es negativa.

d) Represéntala para comprobarlo.

TEMA 3. ECUACIONES E INECUACIONES

Solucion:
a) 2x—-5=0 d) AY
x=5/2

b) 2x-5>0
x> 5/2

Y X

c)2x-5<0
x <5/2

y =2x-5

46. El perimetro de un tridngulo equilitero es menor o igual
que |5 m. Calcula cuanto puede medir el lado.

Solucion:

0<3x<15

Dividiendo entre 3

0<x<5

Es el intervalo semiabierto (0, 5]

5. Inecuaciones polinomicas
y racionales

47. Resuelve las siguientes inecuaciones polindmicas:

a)x2-x-2<0 b) x2—x-6>0
) -x2+4x-4<0 d)x2-420

Solucién:

a) 1 1 1 1 I_AI I I )2\ 1 1 1 Il
T T T T T ~ 6 I hd T T T T
-1,2)

by o . . . -2 3 _

T T T nd T 6 i T bt
(=2=2)U B, +)
¢) ———————————
0 I
IR=(—oo,+oo)
N S SN
S 0

(0,21 U [2,+29)

48. Resuelve las siguientes inecuaciones racionales:

x—2 x+3

a)3:x<0 b)X_X>O

x2+2 x2+x—6

< —_—
c)X—3 =0 x2—2x+ 1
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Solucién:
2 3
) e o+
0 I
(=22 U B3, +)
-3 0 |
b) e ——>
0 1
=30 U (I, +e)
<) - : >
0 I
(=>=3)
d) e 2
- T T A4 T T 6 i - T T T _—

(=o2=3JU [2,+>)

49. Dada la funcion f(x) = —x? + 2x + 3, halla:
a) cuando vale cero.
b) cuando es positiva.

) cudndo es negativa.

Solucion:
a) x; = 3,x, =—1
b) (-1,3)

) (=2, =) U B, + )

2_
50. Dada la funcién f(x) = =
X

a) cuando vale cero.
b) cuidndo es positiva.

c) cuando es negativa.

Solucion:

a)x; =—1,x, = |

b) (mo2,=3)U (=1, 1) U 3, +=)
9 3.-H)U(L3)

6. Resolucion de problemas

51. Ismael tiene tres afios mas que Ana, y Sonia tiene 2 afios
mas que Ismael. Entre los tres tienen 53 afios. ;Cuantos
afios tiene cada uno!?

Solucion:
Ismael: x + 3 Sonia:x + 5
x+x+3+x+5=53=>x=15

Ana: |5 afios.

Ana: x
Sonia: 20 afios.

Ismael: 18 afios.

52. Cada uno de los lados iguales de un triangulo isésceles
mide el triple que el lado desigual. Si el perimetro mide
42 m, jcuanto mide cada lado?
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Solucion:
El lado desigual: x
Cada lado igual: 3x
3x 3x x+2:3x=42
X=6m
El lado desigual mide 6 m
X

Cada lado igual mide 18 m

53. Se mezcla café del tipo A de 5,5 €/kg con café del
tipo B de 4 €/kg para obtener una mezcla de 90 kg a
5 €/kg. ;Cuantos kilogramos de café debemos tomar de
cada tipo?

Solucion:

Café de tipo A:x a 5,5 €/kg
Café de tipo B: 90 — x a 4 €/kg
5,5x +4(90 —x) =5-90

x = 60 kg

Café de tipo A: 60 kg

Café de tipo B: 30 kg

54. Hallalas longitudes de los lados de un rectangulo sabiendo
que el largo es el doble que el ancho y que la superficie
mide 50 m?

Solucion:

2x
Ancho: x

Largo: 2x
x - 2x =50
Si x = 5, el ancho mide 5 m y el largo mide 10 m

Si x = =5, se obtienen valores no validos.

55. Un frutero compra una caja de platanos a 0,8 €/kg. Se le

estropean 3 kg, que tira a la basura, y el resto los vende
a 1,2 €.Si gana |8 €, ;cuantos kilogramos de platanos
contenia la caja inicialmente?

Solucioén:

Compra: x kg a 0,8 €/kg

Vende:x — 3 a |,2 €/kg

08x + 18 = (x-3)I1,2

x = 54 kg

SOLUCIONARIO
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Para ampliar

56. Resuelve las siguientes ecuaciones:
a)x*-3x2=0
by x¢ —27x3=0
xt—7x2+12=0
d)4x*—17x2+4=0

Solucion:

a) X; = Xy = 0,%, =\/§,X4=—\/§

b) x; =x; =x3=0,%x,=3

Q) X| = 2,%) = —=2,%5 =\/§,x4=—\/§
d) x; =2,xy ==2,%3 = 1/2,x, =~ /2

57. Resuelve mentalmente las siguientes ecuaciones:
a)x(x+3)=0
b) (x+ I)(x-5)=0
) x(x +2)(3x—6)=0
d) x(x—1)(2x+5) =0

Solucioén:
a)x; = 0,x, =-3
b) x, =—1,x,=5

Q) x; =0,x) ==2,%x3=2

d) x, =0,x, = I,x3 ==5/2

58. Resuelve mentalmente las siguientes ecuaciones:

a) 2x2=0 b)yx2—9=0
)x2—4x=0 d)3x2-7x=0
Solucion:
a)x; =x,=0 b) x, =3,x,=-3

c)x, =0,x, =4 d) x, =0,x, =7/3

59. Halla mentalmente la descomposicion factorial de los si-
guientes trinomios de 2° grado:

a) x2 —7x b) x2 + 12x + 36
c)x2-25 d) x2 — 14x + 49
Solucion:
a) x(x—7) b) (x + 6)2
o) (x+5)(x - 5) d) (x - 7)?

60. Halla ecuaciones de 2° grado que tengan las siguientes

raices:
a)x; =2,x, ==5
b) x, =-1I,x, =4

c) x; = 1/2,x, =2/3
d) x; =4,x, =-1/3

TEMA 3. ECUACIONES E INECUACIONES

Solucion:

a) (x=2)(x+5)=0=x2+3x-10=0

b) (x+ I)(x—4)=0=x>-3x-4=0

Q) (x=1/2)(x-2/3)=0=6x2—-7x+2=0
d) (x-4)(x+113)=0=3x%-1x-4=0

61. Sin resolver las siguientes ecuaciones, halla la suma y el
producto de sus raices:

a)x2+5x+6=0
¢)5x*—14x-3=0

b)x2+3x—10=0
d)6x2+x-2=0

Solucion:
a)S=-5P=6
c) S=14/5P=-3/5

b)S=-3,P=-10
d)S=-1/6,P=-1/3

62. Halla la descomposicion factorial de los siguientes trino-
mios de 2° grado:

a) 6x%2 —5x — |
Q) 152 — 17x +2

b) 9x2 - I8x + 8
d) 6x2 —5x— 6
Solucion:

a) 6(x — I)(x + 1/6)
c) I5(x = I)(x=2/15)

b) 9(x — 2/3)(x — 4/3)
d) 6(x — 3/2)(x + 2/3)

63. Plantea una ecuacién de segundo grado que tenga:
a) Una solucién real doble.

b) Dos soluciones reales y distintas.

Solucion:
) (x—3)2=0=>x2-6x+9=0
b) (x +2)(x-3)=0=>x2-x-6=0

64. Sabiendo que la ecuacion 4x2 + kx — 9 = 0 tiene dos rai-
ces opuestas, halla el valor de k

Solucion:
k=0

65. Resuelve las siguientes ecuaciones:
a)x*-5x2=0 by x¢—8x3=0
x*—1Ix2+18=0 d)3x*—10x2+3=0

Solucién:

a) X, =Xy = 0,%x3 =~ 5,x4=\/§

b) x;, =x; =x3=0,%x, =2

€) X; = 3,%Xy = =3,%3 =\/5,x4=—\/5

d) x, = V3,%x, = = \3,x; = V3/3,x, = —V3/3
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66. Dada la funcioén f(x) = |3x + 5|, halla:

Ejercicios y problemas

a) cuando vale cero.

b) cuando es positiva.
c) cuando es negativa.

d) Represéntala para comprobarlo.

Solucion:

a) x =-5/3

b) R —{~5/3} = (=o0,~5/3) U (- 5/3, + )

c) Nunca es negativa: &

d)

67. Resuelve las siguientes inecuaciones:

AY

y=|3x+5|

a)x2—4x+4<0
by x2—4x+4>0
)x2—4x+4<0
d)yx2-—4x+4>0

Solucion:

b)

d)
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V¥ X

2

A
4

La solucién es el punto: {2}

- N

La solucién es toda la recta real: R

68. Resuelve las siguientes inecuaciones:

a)x2+2x+3<0
by x2+2x +3>0
) x2+2x+3<0
d)x?+2x+3>0

Solucion:

d) ==

69. Resuelve las siguientes inecuaciones:

La solucion es el conjunto vacio: &
b) ==

La solucién es toda la recta real: R

La solucién es el conjunto vacio: &

La solucién es toda la recta real: R

a)x3—4x<0
b) x* —x2 >0
>
) -2y
9—x2
d >0
)xz—l

Solucion:

Y 2 0 2 .
- T T T hd T 6 i hd T T
(—oo‘—z] U [o) 2]

& ol
D g
(roo= 1) U (1, +)

c) 2 -
T T T T T T 6 i A L
(2, +20)

d) —L3 ‘ —1 | §
T T T = ~ 6 T -z T
[-3.-D)U(l,3]

SOLUCIONARIO
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Problemas

70. Un nGmero entero mas el anterior y mas el siguiente es
igual a 51. ;De qué nimero se trata?

Solucion:
Numero entero: x
Anterior: x — |
Siguiente: x + |

x+x—1l+x+1=51 = x=17

71. La altura de un tridngulo equilitero es de 5 m. Calcula
cuanto mide el lado.

Solucién:

x/2
Se aplica el teorema de Pitdgoras:
(x/2)% + 52 = x2

_10V3
x—3—m

10\3

———=, este valor no es valido.

3

72. El drea de una plaza de toros mide 2827 m?2 Calcula el
radio de la plaza.

Solucion:
A = nR?
nR2 = 2827
R=30m

R = —30, este valor no es vilido.

73. Halla dos nimeros enteros consecutivos sabiendo que
su producto es 156

Solucion:

Un ndmero: x

El siguiente: x + |
x(x + 1) =156

Los nimeros pueden ser: 12y 13,0 bien— 13y —12

74. El cateto mayor de un tridangulo rectangulo es 7 unidades
mas largo que el menor y una unidad menor que la hipo-
tenusa. Calcula las dimensiones de los catetos y de la
hipotenusa de dicho tridngulo rectangulo.

TEMA 3. ECUACIONES E INECUACIONES

Solucion:

x+8

Cateto menor: x

Cateto mayor:x + 7

Hipotenusa: x + 8

x2+ (x +7)2 = (x + 8)2

Si x =5, los catetos miden 5y 12,y la hipotenusa, |3

Si x = —3, se obtienen valores no validos.

75. Halla las dimensiones de una habitacién rectangular de
I5 m2 de superficie sabiendo que es 2 metros mas larga

que ancha.
Solucién:
Lado menor: x
X Lado mayor:x + 2
<+ x(x+2)=15

Si x = 3,los lados miden 3y 5 m

Si x = -5, se obtienen valores no vélidos.

76. El nimero de dias de un afo no bisiesto es igual al cua-
drado de un nimero entero, mas el cuadrado del siguiente
y mas el cuadrado del siguiente. ;De qué nimero entero
se trata?

Solucion:

N° de dias de un afio no bisiesto: 365
Nudmero: x

Numero siguiente: x + |

Nudmero siguiente del siguiente: x + 2
X%+ (x + )2 + (x + 2)2 = 365
x=10

x=-12

77. Una finca es 5 m mas larga que ancha y tiene 750 m? de
superficie. Calcula las dimensiones de la finca.

Solucion:
Lado menor: x
x Lado mayor:x + 5
— x(x + 5) =750

Si x = 25, los lados miden 25 y 30 m

Si x = —30, se obtienen valores no validos.
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78. Halla un nimero sabiendo que si a dicho nimero eleva-
do a la cuarta potencia le restamos su cuadrado, se ob-
tiene 72

Solucion:
Ndmero: x
xt—x2=72

x=3,x=-3

79. Halla un nimero sabiendo que si le sumamos su raiz cua-
drada, se obtiene 30

Solucion:
Numero: x
x +Vx =30
x =125

80. Halla un nimero sabiendo que la suma de su opuesto con
su inverso es igual a 5/6

Solucion:

Numero: x

—x + I/x =5/6

x = 2/3, o bien x =—3/2

81. Parair del punto A al punto C, hacemos el recorrido AP
y luego PC,y andamos en total 19 km. Si la distancia de
B a Cesde I5km,;a qué distancia de C esta el punto P?

A

6 km

Solucion:

(15 - x)2 + 62 = (19 — x)2

x = 12,5 km
A
19 — x
6 km
15— x X
B P C

82. La cantidad de un medicamento en la sangre viene dada
por la férmula ¢ = 50 - 0,85, donde ¢ se mide en mili-
gramos y t en horas. Si cuando la cantidad baja de 14 mg
se tiene que administrar una nueva dosis, ;cada cuinto
tiempo hay que administrar las dosis! Redondea el tiem-
po a horas.
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Solucién:

50-0,85'= 14

log 50 + t log 0,85 = log 14

= log 14 — log 50
log 0,85

Cada 8 horas.

=78

83. Un cultivo de bacterias crece segtin la formulay = 295, don-
de y es el nimero de miles de bacterias y t se mide en ho-

ras. ;Cuanto tiempo tiene que transcurrir para que haya
mas de 28 000 bacterias?

Solucion:
245 = 28000

t
< log 2 = log 28000

“log 2
o= 5-log28000 __.

log 2

Deben transcurrir casi 74 horas.

84. Lalongitud de la circunferencia de un arbol crece segin
la férmula ¢ = 0,05e%%¢, donde c es la longitud de Ia cir-
cunferencia medida en metros y t el niUmero de afios.
iCuéntos afios tardara en medir | m?

Solucion:
0,05e%2t = |
L0,05+0,2t=0

tz_%z |4,98
0,2

Tardara casi |5 afios.

85. Una determinada alga cuya superficie es de 0,5 m? se du-
plica cada semana. Se colocan cinco de estas algas en un
lago de 6 km?2. ;Cuanto tiempo tardaran en colonizar to-
do el lago?

Solucion:
5-05-2t=6-10°
log2,5+tlog2=6+logé

6 + log 6 — log 2,5
p=— " O8PTI08% 9

log 2
Tardaran aproximadamente 2| semanas.

86. La mitad de un nimero mas su cuadrado es menor
de 39. ;Qué valores puede tomar dicho nimero?

Solucion:
x/2 + x2 < 39

Los nimeros del intervalo abierto: (— 13/2, 6)

SOLUCIONARIO
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87. El perimetro de un rectangulo mide 24 m. ;Qué valores
pueden tomar los lados para que la superficie sea mayor
de 32 m2

Solucion:

Base: x

Altura: 12 — x

x(12 —x) > 32

Los nimeros del intervalo abierto: (4, 8)

88. Halla cuando es positiva la funcién: f(x) = —x? + 5x — 4

Solucion:
—x2+5x—4>0

En el intervalo: (1, 4)

x2— 4
X

89. Halla cuando es negativa la funcion: f(x) =

Solucion:
x2—4
X

(==-2)U(0,2)

<0

90. En la ecuacion de 2° grado x? + 4x + ¢ = 0, determina
qué valores debe tomar c para que:
a) tenga una sola raiz real.
b) tenga dos raices reales.

¢) no tenga raices reales.

Solucion:
A=16—-4c
Q) |6-4c=0=c=4
b) 16 -4c>0=c<4
c)l6-4c<0=c>4

91. En una familia de tres miembros ingresan entre los tres
3250 € al mes.La madre gana el doble que el hijo y el hi-
jo gana el 75% del sueldo del padre. ;Cual es el salario de

cada uno?
Solucion:
Padre: x Hijo: 0,75 x Madre: |,5 x
x + 0,75x + 1,5x = 3250
x = 1000 €
Padre: 1 000 € Hijo: 750 € Madre: | 500 €

92. Una coleccion de 126 discos se ha dividido en tres par-
tes. La primera tiene el doble de discos que la segunda,y
entre las dos primeras suman la mitad de la coleccion.
;Cuantos discos tiene cada parte!?

TEMA 3. ECUACIONES E INECUACIONES

Solucion:
Primera: 2x
Segunda: x

2x + x = 63

x =21

Primera: 42 discos.
Segunda: 21 discos.
Tercera: 63 discos.

93. De una cierta cantidad de dinero se ha gastado primero
la mitad, y luego la tercera parte de lo que quedaba,y aiin
quedan 4000 €. ;Cuanto dinero habia inicialmente?

Solucion:

xiboxy =
St 4000 =x

x = 12000 €

94. Hoy la edad de un padre es 6 veces la de su hijo,y den-
tro de 9 afios la edad del padre sera el triple de la edad
de su hijo. ;Cuantos afios tiene hoy cada uno?

Solucion:
Ahora Dentro de 9 afios
Hijo X x+9
Padre 6% 6x +9
6x+9=3(x+9)
X =6

La edad del hijo hoy: 6 afios.
La edad del padre hoy: 36 afios.

95. Los lados de un triangulo rectingulo son nimeros que
se diferencian en cinco unidades. Calcula las longitudes
de dichos lados.

Solucion:
<+ 10 Cateto menor: x
X Cateto mayor:x + 5
Hipotenusa: x + 10
x+5

x2+ (x + 5)2 = (x + 10)2
Si x = 15, los catetos miden: |5y 20,y la hipotenusa
mide 30

Si x = =5, se obtienen valores no validos.
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Ejercicios y problemas

Para profundizar

96. Resuelve las siguientes ecuaciones:
a) [2x+ 3| =5
b) |-3x + 5| = |x—7|
o) 2+5/=9
d)|x2-1]=8

Solucion:
a)2x+3=5=x=1|
2x+3=-5=>x=-4
b)-3x+5=x-7=x=3
-3x+5=-x+7=>x=-1
O x2+5=9=x =2,x,=-2
x2 +5=—-9 = No tiene solucién real.
d)xz—l=8:>x|=3,x2=—3
x2— | =—8 = No tiene solucién real.

97. Resuelve las siguientes ecuaciones:

a) [x2-5x| =6
b) [x% + 7| =2
o) p2-x|=12
d) |2x2 + 5x| =3
Solucién:

a) x2—5x =6 = x, = 6,x, = —|
x2—5x=—6=>xI =2,x,=3

b) x? + 7 = 2 = No tiene solucion real.
x2 + 7 = -2 = No tiene solucién real.

c)xz—x= 12 = x, =4,x,=-3

x2 — x = — 12 = No tiene solucién real.
d) 2x2 + 5x = 3 =X, ==3,x,= 112
2x2+5x=—3:xI =—1,x,==3/2

98. La suma de un ndmero par mds el par anterior y mas el
impar siguiente es 77. ;De qué nimero se trata?

Solucion:

Nudmero par: 2x

Par anterior: 2x — 2

Impar siguiente: 2x + |

2x +2x—2+2x + | =77
x=13

Nudmero par:26 Par anterior:24 Impar siguiente: 27
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99. Halla dos nimeros enteros consecutivos, sabiendo que
su producto dividido por su suma es igual a 6/5

Solucion:

Ndmeros: x,x + |

M:é:}xzz
x+x+I| 5

Los nimeros son:2 y 3

Aparece también la solucién x = —3/5, pero no es un
nimero entero.

100. Halla dos nimeros enteros consecutivos, sabiendo que
su suma mas la raiz cuadrada de su suma es igual a 30

Solucion:

Ndmeros: x,x + |
x+x+ |l +Vx+x+1=30 = x=12

Los nimeros son: 12y |3

101. La formula de revalorizacién de un sueldo viene dada por
S=s(I +r)%, donde S es el sueldo final, s el sueldo inicial, r
el tanto por uno y t el nimero de afios. Calcula el nimero
de afios que tienen que transcurrir para que un sueldo anual
de 20000 €, con una revalorizacion del 3,5% anual,se trans-
forme en 30000 €

Solucion:
20000 - 1,035t =30000 = t = | 1,79 afios.

102. En un lago artificial se introducen 85 truchas, que se re-
producen segun la férmula N = 852, donde N es el nu-
mero de truchas y t el nimero de afios. ;Cudnto tiempo
tiene que transcurrir para que haya mas de un millén de
truchas?

Solucion:
85e2t = | 000000 = t = 4,69 afios.

103. La poblaciéon de una ciudad viene dada por la formula
p = 2e%005t donde p es el nimero de millones de habi-
tantes, y t, el tiempo en afios. Calcula cuantos afios
tienen que transcurrir para que la poblacion sea de
2,5 millones de habitantes.

Solucion:
2e0,005t =25
L2 +0,005t=L 2,5
L25-L2
=== =2 o 44'
t = 770,005 é

Deben transcurrir 44,6 afios.

SOLUCIONARIO
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104. La poblacion de una cierta especie animal en peligro de
extincion se reduce segun la formula P = 5000 - 2703,
donde P es la poblacién final,y t, el nimero de afios. Si
se considera que la extincion es inevitable si hay menos
de 100 ejemplares, jen cuantos afos se alcanzara el pun-
to en el que se considera que la extincion es inevitable?

Solucion:

5000 - 293t = |00

log 5000 — 0,3t log 2 = 2
_ log 5000 -2
" 03log2

Se alcanzara a los 18,81 afios.

=188l

105. El polonio tiene un periodo de semidesintegracion de
140 dias, es decir, cada 140 dias se transforma en la mitad
de su peso. Si tenemos 200 g de polonio, jen cuianto
tiempo se transformara en 25 g?

Solucién:

200 - (1/2)* =25

log 200 — t log 2 = log 25
_ log 200 —log 25 _
- log 2 -

Tiempo: 3 - 140 = 420 dias.

Seran 3 periodos.

3

TEMA 3. ECUACIONES E INECUACIONES

106. Halla el radio de la seccién de un tronco de un drbol pa-
ra que tenga | m? de area.

Solucion:
|

5

A=1R2= nR2=| = R= = 0,56 m = 56 cm

107. Halla dos nimeros impares consecutivos cuyo producto
sea 323

Solucién:

NuUmeros impares consecutivos: 2x + |,2x + 3
(2x+ )(2x+3) =323 = x,=8,x,=-10
Los nimeros son: 17y 19,0 bien—19y —17

108. Se mezcla café del tipo A de 6 €/kg con café del tipo B de
4,5 €/kg para obtener una mezcla de 60 kga 5 €/kg. ;Cuan-
tos kilogramos de café debemos tomar de cada tipo?

Solucién:

Tipo A: x a 6 €/kg Tipo B: 60 — x a 4,5 €/kg
6x +45(60—-x)=60'5 = x=20kg

Tipo A: 20 kg Tipo B: 40 kg
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Linux/Windows wiR:is

Paso a paso

109. Resuelve la ecuacién y haz la representacion gréfica
correspondiente:

x*-5x24+4=0

Solucién:

Resuelto en el libro del alumnado.
110. Resuelve la ecuacién:
3x+ 2 +3%¥=90
Solucién:

Resuelto en el libro del alumnado.

111. Resuelve la ecuacién:

log 2x + 3) —logx =1

Solucién:

Resuelto en el libro del alumnado.

112. Resuelve la inecuacién y haz la representacion gra-
fica correspondiente:

2 +x-220

Solucién:

Resuelto en el libro del alumnado.

113. Internet. Abre: www.editorial-bruno.es, eclige
Matemdticas, curso y tema.

Practica

114. Resuelve las siguientes ecuaciones:

2) x-2 x-1 4=X_l

3 2 7 4
5x -2 3-4x 47
b) 3 4 12
Solucién:
7
Q)X =— b)x=2
2

115. Resuelve las ecuaciones siguientes y haz la represen-
tacién gréfica correspondiente:

Ax2+2x-3=0

b)9x2-4=0
) x2—3x=0
dx2-x-2=0

e x2+6x+9=0
Hx2-6x+10=0

116

Solucién:

a)X1:—3,X2=1

L
[ T

£
F A G

b) x, =—2/3,%, = 2/3

[T I ST |

5 & b oz o2 -'.\

SOLUCIONARIO
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0x=0,x=3

T
W ls
L
.'||I 3 -
\ 1. ff
I"l 3 'III 1
v 7
& 5 o= o2 o |\ 1 & A 4
e R
-:\\ )
]
]
o
d)x1=—1,x2=2
- e —— / :
il 5 if
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s
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-
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M '\"
-
I | |/
"'. !
5 A I
\
N/
£ & b & 2 4 1z 4 1
LT 1 -
5
-
]
-

TEMA 3. ECUACIONES E INECUACIONES

Windows Derive @

116. Factoriza los siguientes polinomios y halla sus raices:

a)x2+3x—10
b) x2 + 5x— 14
Solucién:

a) (x=2)(x +5)
X, =2, x2=—5

b) x—2)(x + 7)
X; =2, x2=—7

117. Resuelve las siguientes ecuaciones:
)x -10x2+9=0
b)x0-9x3+8=0
C) 2X+1 + X_3 =l

X+ 3 X 2
d)S5S+V3x+7=x+6
)V2x+6-V3x—6=2x-9

Solucién:

a)x1=—3,X2=3,X3=—1,X4=1

b)X1=1,X2=2
x;=-9/5x%x,=2
d)x=3

e)x=5

118. Resuelve las siguientes ecuaciones:
a) 3¥*2 4+ 3= 90
b)4*-7.2x-8=0
Q7 1-2=0
d) log (x + 3) —log (x—2) + 2log 5=2

Solucién:
a)x=2
b)x=3

L7

) x= =1,553294755
L (7/2)

) x = % - 3.6667
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119. Resuelve las siguientes inecuaciones:
a)3x—2<5x+4

b)2(x—3)+1>5x+4

Solucién:
a)x>-3
& &
- 3
o
-3
]
-3
.
b)x<—-3

120. Resuelve las inecuaciones siguientes y haz la repre-
sentacion gréfica correspondiente:

Ax2+2x-3>0

by K+ DE=3)? 5
5(x—1)

118

Solucién:
a)x<—30x>1

Son los intervalos: (—o0, —3) U (1, +0)

e I S

b)x<-2o0x>1

Plantea los siguientes problemas y resuélvelos con ayuda de

Wiris o DERIVE.

121. Halla las longitudes de los lados de un tridngulo rec-
tdngulo sabiendo que son tres nlimeros enteros con-
secutivos.

Solucién:

2+ (x+1)2%=(x+2)?

La dnica solucién correcta es x = 3
Los lados miden: 3, 4 y 5 unidades.

SOLUCIONARIO
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122. Halla un niimero sabiendo que la suma de su raiz cua-
drada y el doble de dicho ndmero es igual a 21

Solucién:
Vx + 2x = 21
x=9

TEMA 3. ECUACIONES E INECUACIONES

Windows Derive @

123. Un rectdngulo tiene 15 cm? de 4rea y su diagonal mi-

de V34. Calcula las dimensiones del rectidngulo.

Solucién:

xy =15

x2 +y2 =34

b)x;=3,y,=5%==-3,y,=-5%; =5, y; = 3;
X4 =—5’ y4 =—3

Las dimensiones del recténgulo son: 5 cm x 3 cm
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1.

4 Polinomios

Polinomios

Piensa y calcula

Calcula mentalmente el area y el volumen del cubo del dibujo.

Solucion:

A(x) = 6x2 V(x) = x3

e
ot

T R

"

® Aplica la teoria

120

I. ;Cudles de las siguientes expresiones son monomios? In-
dica su grado.

a) 8x4y3
c) 7aZb* + 3ab

b) 3x~%y3
d) 5p3

Solucién:
a) Monomio de grado:4 + 3 =7

b) No es monomio porque tiene un exponente que es
negativo.

c) No es monomio; es un binomio.

d) Monomio de grado: 3

2. Escribe los términos, el grado, los coeficientes, el coefi-
ciente principal y el término independiente de los si-
guientes polinomios:

a) 7x*-5x3+8
c) 8x3 — 5x2 + 4x

b) —9x6 — 6x* + 3x2 -5
d) —x7 —x6 —x2 + 9x — 4

Solucioén:

a) Términos: 7x*,—5x3, 8
Grado: 4
Coeficientes: 7,-5, 8
Coeficiente principal: 7
Término independiente: 8

b) Términos: —9x8, —6x*, 3x2,—5
Grado: 6
Coeficientes: —9,—6, 3,-5
Coeficiente principal: —9
Término independiente: —5

c) Términos: 8x3,—5x2, 4x
Grado: 3
Coeficientes: 8,-5, 4
Coeficiente principal: 8
Término independiente: 0

d) Términos: —x7,—x®, —x2, 9x,—4
Grado: 7
Coceficientes:—1,—1,—1,9,—4
Coeficiente principal: — |

Término independiente: —4

3. Suma los siguientes polinomios:
P(x) = 6x> — 4x> + 5x2 - 3
Q) =2x* +3x3 =2 + x — |

Solucion:
6x° + 2x —x3 + 3x2 + x — 4

4. Calcula P(x) — Q(x):
P(x) = 3x° + 2x3 —4x2 - 6
Q(x) = x5 = 5x3 + 3x% + 2x
Solucioén:
2P+ 73 -T2 -2x— 6

SOLUCIONARIO

© Grupo Editorial Brufio, S. L.



© Grupo Editorial Brufio, S. L.

5. Dados los polinomios:

P(x) = 4x> + 5x2 — 3x — 8
Q) =2x* =33+ 2x + 7
R(x) = 6x° + 4x3 — 5x2 — |
calcula:
2) P(x) + Q(x) + R(x)
b) P(x) — Q(x) — R(x)

Solucién:

a) 10x5 + 2x* +x3 —x -2

b) —2x® — 2x* —x3 + 10x% — 5x — 14

6. Los ingresos de una empresa han seguido, en funcién del

tiempo, t, el polinomio I(t) = t2 — 2t + 3,y los gastos han
seguido el polinomio G(t) = t2 — 3t + 8. Halla el polino-
mio que expresa el beneficio.

Solucion:
B(t) = 1(t) - G(v)
B(t)=t-5

2. Producto y division de polinomios

W Piensa y calcula

a) (x + 1)? b) (x — 3)2 c) x(5x +2)
Solucién:
a)x2+2x + | b) x* — 6x + 9 c) 5x% + 2x

Desarrolla mentalmente las siguientes potencias y productos:
d) (x +5) (x—5)

d) x2 - 25

® Aplica la teoria

7. Desarrolla los siguientes productos:
a) 3(2x2 —x +2)
b) — x?(2x° — 3x2)
c) — 4x(— x* = 5x?)

d) x{=x2 + 3)

Solucién:

a) 8x° — 4x* + 8x3
b) —2x” + 3x*

c) 4x® + 20x3

d) —xé + 3x*

8. Multiplica los polinomios:

P(x) = 4x3 - 3x2+ 5 Q) =x2+x—1|

Solucion:
4S5+ xt—7x3+8x2+5x—5

9. Multiplica los polinomios:

P(x) =x3 —x? +2x -3 Q(x) =4x3 +x2-2

Solucion:
4x8 -3+ Ixt— 123 —x2—4x + 6

TEMA 4. POLINOMIOS

10. Divide P(x) entre Q(x) y haz la prueba.
P(x) = 4x> — 6x* + 10x2 + 12
Q) =x2—2x— |

Solucion:

C(x) = 4x3 + 2x2 + 8x + 28

R(x) = 64x + 40

Prueba: (x2 — 2x — 1) (4x3 + 2x2 + 8x + 28) + 64x + 40 =
= 4x5 — 6x* + 10x2 + 12

I 1. Divide por Ruffini P(x) entre Q(x)

P(x) =3x3—6x2+8x +5 Qx)=x+3
Solucion:
C(x) = 3x2 — I5x + 53
=—154

12. Divide por Ruffini
P(x) =x*—43 + [2x + 9 entre Q(x) =x—4
Solucion:
Cx)=x3+ 12
R =57
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3. Expresa el resultado de las siguientes divisiones en la

forma:

R=C+£

d d

a)x+5 b X3—5X2—3
x—3 x2+ 3x + |

Solucion:

a)X+5=I+ 8
x—3 x—3
x3—5x2-3 _ _ 23x + 5
x2+ 3x + | X2+ 3x + |

14. Lasuma delos cuadrados de dos nimeros enteros con-
secutivos jes par o impar? Razona la respuesta.

Solucion:

P(x) = x2 + (x + 1)2
P(x) =x2+x2+2x + |
P(x) = 2x2 + 2x + |
P(x) = 2(x2 + x) + |

Es impar.

3. Teorema del resto y del factor

W Piensa y calcula

X Il 2 34 5 6 7
A(x) = x(8 - x)
Solucion:
X Il 2 3 4 5 6 17

AX)=x(8-x) 7 12 15 16 15 12 7

En un rectangulo de 16 cm de perimetro, el drea se puede expresar:A(x) = x(8 — x)

Calcula mentalmente el area para los siguientes valores de x:

® Aplica la teoria

I5. Calcula mentalmente el valor numérico del polinomio
P(x) = x* — 3x% + 2x — 3 para los valores que se indica:

a) Parax =0 b) Parax = |

Solucion:
a) P(0) =-3
b)P(1)=1-3+2-3=-3

16. Calcula el valor numérico del polinomio
P(x) = x> — 2x3 + 5x — | para los valores que se indica:

a) Parax =—| b) Parax =2

Solucion:
a) P(-1)=-5
b) P(2) = 25

122

1 7. Halla, sin hacer la divisién, el resto de dividir:

a) P(x) =23 —4x2+5x— | entrex—3
b) Q(x) =3x*-2x3—x—-4 entrex +2
Solucion:
a) R=P(3) =32

b) R = Q(-2) = 62

18. Halla el valor de k para que el resto de la siguiente di-
vision sea 2

O+l —4x+2):(x+ 1)

Solucion:

Se aplica el teorema del resto y se resuelve la ecuacion:
P-1)=2

k=5

SOLUCIONARIO
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19. Comprueba silos nimeros — 3,2 y 4 son raices del po-
linomio P(x) = x3 —=2x2 — I Ix + 12
Solucioén:

Se aplica el teorema del factor y se calcula el valor nu-
mérico. Los que den cero son raices.

R=P(-3)=0= x=-3 esraiz.
R=P(2) =-10 = x =2 no es raiz.
R =P#4) = 0= x =4 es raiz.

20. Comprueba, sin hacer la division, que el polinomio
P(x) = x3 + 7x2 + 7x — 15 es divisible entre x + 3

Solucion:
R=P(-3)=0

21. Halla el valor de k para que el polinomio
P(x) = 2x3 — 7x2 + kx + 2 sea divisible entre x — 2

Solucién:

Se aplica el teorema del factor y se resuelve la ecuacién:
P(2) =0

k=5

4. Factorizacion de polinomios

W Piensa y calcula

Factoriza mentalmente los siguientes polinomios y halla sus raices:

a) x2 + 5x b) x2 + 2x + | ) x2—6x+9

Solucién:
a) X(x +5) = x; = 0,x, ==5
Q) (x=3)2=x =x,=3

d)x*-16

b) (x + I)2:>x|=x2=—|
d(x+4)(x-4) = x, =-4x,=4

® Aplica la teoria

22. Factoriza mentalmente los siguientes polinomios:
a) x2 + 3x b) x% — 4
) x2—2x+ | d) x?+4x + 4

Solucion:
a) x(x + 3)
c) (x— )2

b) (x + 2)(x —2)
d) (x + 2)?

23. Factoriza mentalmente los siguientes polinomios y ha-

lla sus raices:
a) x3 — 4x b) x3 + 2x? + x
) x* — 25x2 d) x3 — 6x2 + 9x

Solucién:

Q) X(x+2)(x=2) = x; =0,x, =-2,x3=2

b) x(x + I)2=>xI =0,x) =x3=~1

<) x2(x+5)(x—5)=>xI =Xy =0,x3 ==5,x,=5

d)x(x—3)2:>xI =0,xy = %3 =3

TEMA 4. POLINOMIOS

24. Factoriza los siguientes polinomios y halla sus raices:
a) x3—42 - I1x+30
b) x3 —x2—8x + 12

Solucion:

a) (x—2)(x + 3)(x—5)
X =2,%==3,x3=5

b) (x + 3)(x — 2)2

X ==3,X, = X3 =2

25. Factoriza los siguientes polinomios y halla sus raices:
a)x*+ 23 -3x2—4x+ 4
b) x5 — 2x* — 263 + 42 + x -2

Solucion:
a) (x — 1)2(x +2)2
X; =Xy = I,xg =%, ==2
b) (x — 1)2(x + 1)2(x —2)
X =Xy = I,x3=x,==1,%x5 =2
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26. Factoriza los siguientes polinomios y halla sus raices:
a) 6x3 —7x2— |4x + 8
b) 5x* — 33x3 + 66x% — 28x — 24

Solucion:
a) 6(x —2)(x — 1/2)(x + 4/3)
X, = 2,%y = 1/2,x3 = —4/3
b) 5(x — 2)2(x — 3)(x + 2/5)
X| =Xy = 2,X3 = 3,x, ==2/5

27. Halla un polinomio que tenga las siguientes raices:

a)x, = 1,x,=2 b) x,; =3/5,x, =0
X =2,%==I,x3=3 d)x;=0,x,=x3=1,x,=3
Solucion:

a) (x—I)(x—2) =x2-3x+2

b) 5x(x — 3/5) = 5x? — 3x

x=2x+ Nx—=3)=x3—4x2+x+6
d) x(x — 1)2(x — 3) = x* — 53 + 7x2 — 3x

5.

Fracciones algebraicas

Piensa y calcula

Factoriza mentalmente el numerador y el denominador, y simplifica la fraccién algebraica

Solucion:
X(x+1)  x

(x+1)2  x+I

x2 + x
X2+ 2x + |

@ Aplica la teoria

28. Descompdn mentalmente en factores el numerador y
el denominador,y simplifica las siguientes fracciones al-

gebraicas:
) ;2(:); b) < :22_X|+ l
Solucioén:
2) X0 _ x ) (x+ )2 x+l
20+T) 2 AT (x=1) x-1
29. Completa:
L R LE =t
Solucion:
a) 2x2—5x—3 b) 2x2 + 7x + 5
30. Calcula:
a)le +x-:-l b) x22f4_§+£
Solucion:
=y )2

31. Efectla:
x+2  x? x+3 x2+2
2 x=1 x2_4 )X+| x2-9
Solucion:
x2 X2 +2
__* by —> <
3) x2—3x +2 )x2—2x—3
32. Calcula:
a)x+2.X2—4 )2x+2'X2—|
xt4 x2_ 16 X2+ "3x2+3
Solucion:
x—4 6
b
) x—2 )x—l

33. Opera y simplifica:

a)( 2 ) 2
x+ 1 x=-2)"x2-4x+4

b)(xz|_9 * xl3)(%:x-:-4)

Solucion:
x2—7x+ 10 x + 4)2
Q) ———— b) 7( > )
2(x + 1) X(x=— 9)
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Ejercicios y problemas

1. Polinomios

34. ;Cudles de las siguientes expresiones son monomios! In-
dica su grado.

a)4x%y2z  b)6a b ¢)piq*+3pq d) V2x3

Solucién:

a) Monomio de grado:5+2 + | =8

b) No es monomio porque tiene un exponente que es ne-
gativo.

c) No es monomio; es un binomio.

d) Monomio de grado: 3

35. Escribe los términos, el grado, los coeficientes, el coefi-
ciente principal y el término independiente de los si-
guientes polinomios:

a) 5x3—7x2 + 8 b) —x8 —2x* + x2 -5
) 7x*—9x +3 d) —x% +x6-2x* -4
Solucién:
a) Términos: 5x3,—7x2, 8
Grado: 3

Coeficientes: 5,7, 8
Coeficiente principal: 5
Término independiente: 8
b) Términos: —x&,—2x*, x%,—5
Grado: 8
Coeficientes: —1,-2, |,-5
Coeficiente principal:— |
Término independiente: -5
¢) Términos: 7x*,—9x, 3
Grado: 4
Coeficientes: 7,-9, 3
Coeficiente principal: 7
Término independiente: 3
d) Términos: —x°, x8, —2x* —4
Grado: 9
Coeficientes:— 1, ,-2, —4
Coeficiente principal: — |

Término independiente: —4

36. Suma los siguientes polinomios:
P(x) = 4x* — 6x3 + 7x2 — |
Q(X) =x° + 83 —2x + 4x + 2

Solucioén:
X5+ 4x* + 2x3 + 5x2 + 4x + |

37. Calcula P(x) — Q(x):
P(x) =8x* +>3 - 5x? —x + 4
Q) =2x* -3 +x2 +2x — |

TEMA 4. POLINOMIOS

Solucion:
6xt+3x3-6x2-3x+5

38. Dados los polinomios:
P(x) = 7x° + 2x3 — 5x — 4
Q(x) =3x*—7x2 + 9x +2
R(x) = x° +5x*—8x2 -5
calcula:
2) P(x) + Q(x) = R(x)
b) P(x) = Q(x) + R(x)
Solucion:
a) 6x° — 2t + 23 + x2 + 4x + 3
b) 8x° + 2x* + 2x3 — x2 — [4x — | |

39. Expresa mediante una incégnita los siguientes enun-

ciados:
a) Un ndmero més el triple de dicho nimero.

b) El area de un cuadrado en funcién de su lado.

Solucién:
a) X + 3x = 4x

b) A(x) = x2

2. Producto y division de polinomios

40. Multiplica los polinomios:
P(x) =x®—x*-3x2+2
Q) =3x*+x2- 1|

Solucion:
3x% =3x8 + x7 — 10x® — x> + 4x* + 5x2 — 2

41. Divide P(x) entre Q(x) y haz la prueba:
P(x) = 4x> + 6x* — 12x3 + 8x2 + 2x — 4
Q) =2x3—4x +3

Solucion:

C(x) = 2x2 + 3x -2

R(x) = 14x2 — 15x + 2

Prueba:

(23 —4x +3)(x2 +3x—2) + 14x? — I5x + 2 =
=45 + 6x* — |23 + 8x2 + 2x — 4

42. Divide P(x) entre Q(x):
P(x) = 2x8 + 4x® — x> - 3x* +x2 + 4
Q) =2x>—3x2+x-3
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Solucion:
C(x) =3+ 2x + |
R=—4x*+93 +2x2 +5x + 7

43. Divide por Ruffini P(x) entre Q(x):

P(x) =x*—4x2 + 5x + 6 QXx)=x+1
Solucion:
Cx)=x3-x2-3x+8
R=-2

44. Divide por Ruffini P(x) entre Q(x):

P(x) =4x3 —x2 +x + | Qx)=x-4
Solucion:
C(x) = 4x% + |5x + 61
R = 245

45. Expresa el resultado de las siguientes divisiones en la
forma:

x3—4x + |
x2—4x +3

b)

Solucién:

2) x—2 — 1+ -5

x+3 x+3
3_

b x> —4x + |

x2—4x+3

I — |1

=x+4+ -
x2—4x +3

3. Teorema del resto y del factor

46. Calcula mentalmente el valor numérico del polinomio
P(x) = x3 — 3x2 + 4x — | para los valores indicados:

a) Parax=0 b) Parax = |
Solucion:
a) P(0) = -1 b)P()=1-3+4-1=1

47. Calcula el valor numérico del polinomio

P(x) = x* — 5x2 + 3x — 2 para los valores que se indica:

a) Parax =3 b) Parax =-2
Solucion:
a) P(3) =43 b) P(-2) =-12
126

48. Observando la grifica, calcula las raices del polinomio

P(x) = x3 — 4x
Y
X
Solucion:
X ==2,%Xy=0,x3 =2

49. Comprueba si los nimeros —2, | y 3 son raices del poli-
nomio P(x) = x3 —7x - 6
Solucién:

Se aplica el teorema del factor y se calcula el valor numé-
rico. Los que den cero son raices.

R=P(-2)=0= x=-2 es raiz.
R=P(l)=-12 = x =1 no es raiz.
R=P(3)=0= x =3 es raiz.

50. Halla, sin hacer la divisién, el resto de dividir:
a) P(x) =x®—3x2 —7x + 3 entre x — 2
b) Q(x) = 22Xt —5x3 4+ 3x— | entrex + 2

Solucion:

a)R=P(Q)=9 b) R = Q(-2) = 65

51. Comprueba, sin hacer la division, que el polinomio

P(x) = x3 + 2x2 — | Ix + 20 es divisible entre x + 5
Solucion:
R = P(=5) =0

52. Halla el valor de k para que el resto de la siguiente divi-
sion sea 10: (x* + lo = 5x2 + 6) : (x — 1)
Solucioén:
Se aplica el teorema del resto y se resuelve la ecuacién:
P(1) =10
k=8

53. Halla el valor de k para que el polinomio
P(x) = 2x3 — x2 + kx — 4 sea divisible entre x — 2

Solucion:
Se aplica el teorema del factor y se resuelve la ecuacién:
P2)=0

=—4

SOLUCIONARIO
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54. Halla el valor de k para que el resto de la siguiente divi-
sion sea 7:

P+l =7x+ 1):(x +2)

Solucién:

Se aplica el teorema del resto y se resuelve la ecuacion:
P2)=7

k=6

4. Factorizacion de polinomios

55. Factoriza mentalmente los siguientes polinomios:

a) x*— 22 b) x2 - 16

) x2+6x+9 d) x2 - 10x + 25
Solucion:
a) xz(x +\/E)(x—\/i) b) (x + 4)(x—4)
¢) (x + 3)2 d) (x - 5)2

56. Factoriza mentalmente los siguientes polinomios y halla

sus raices:

a) x3 — 9x b) 3 + 10x2 + 25x

o) x*— 16x2 d) x3 —8x2 + 16x
Solucioén:

a) X(x +3)(x=3) = x; = 0,x, ==3,x3 =3

b) x(x +5)2 = x, = 0,x, = x; =5

c) x}(x + 4)(x — 4) =X, =X, = 0,x3=-4,x, = 4
d) x(x—4)2:>xI =0,x,=x3=4

57. Halla la descomposicion factorial de los siguientes poli-
nomios y calcula sus raices:

a) 153 —8x%2 —9x +2

b) 5x3 — 2x2 — 20x + 8

c) 493 — 28x2 + 4x

d) 3x* =3 - 57x2 - 7Ix + 30

Solucion:
a) I5(x— 1)(x— 1/5)(x + 2/3)
X, = l,xy = 1/5,x3 ==2/3
b) 5(x — 2)(x + 2)(x — 2/5)
X| = 2,%y ==2,%3 = 2/5
c) 49x(x — 2/7)2
X, =0,x, = x3 =2/7
d) 3(x + 2)(x + 3)(x — 5)(x — 1/3)
X = =2,%, ==3,x3 = 5,x, = /3

58. Factoriza los siguientes polinomios y halla sus raices:
a) x3—5x2—2x+ 10 b) 8x> + 18x* + x3 — 6x?

TEMA 4. POLINOMIOS

Solucion:
2) (x — 5)(x = V2)(x +\2)
X, =5,%, = \/E,x3 =7
b) 8x2(x + 2)(x — 1/2)(x + 3/4)
X| =Xy = 0,x3 =-2,x4 = |/2,x5 =-3/4

59. Escribe un polinomio que tenga las siguientes raices:
a) X; =2,Xy = 3,x3= |
b) x, =x,=3,x;=0
<) X, = I,x2 =—2,x3 =3
d)x; =2,x, =x3 = I,x,=-2

Solucion:

a) (x—2)(x=3)(x—1)=x3—6x2+ lIx-6

b) (x — 3)2x = x3 — 6x% + 9x

) (x=N)(x+2)(x=-3)=x3-2x2-5x + 6

d) (x=2)(x— ¥ (x +2) =x*—2x3 - 3x2 + 8x — 4

5. Fracciones algebraicas

60. Descompén mentalmente en factores el numerador y el
denominador, y simplifica las siguientes fracciones alge-

braicas:
3x2 — 3x x2 + 4x + 4
2) 6x—6 b) x2— 4
Solucion:
a3x(x—|)=1 (x + 2)2 _x*2
6(x—1) 2 x+2)(x—-2) x-2
61. Completa:
x+ 1 _ 2x+3 x2+3x _ ...
a))(2_|_ x2—9 _X—3
Solucion:
a) 2x2 +x—3
b) x
62. Calcula:
3x 5 X 2x + |
+ —
a)x—2 x+2 LHoex+9 X+3
Solucion:
2 _ — %2 _ _
a)3x + 1Ix-10 b) 2x*—6x—3
x2—4 (x +3)2
63. Efectia:
x+ | 3x2+ | X x—3
a)X—l X2+2x+| b)X+| X2
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SOlUCION 65. Opera y simplifica:
32 4 | - a)(Sx _2x+3):x—5
)7 D)~ x—1 7~ x-2 )" x-2
oty et
64. Calcula: 2x -3 x x-3
x+ 1 x2-| x+2  xX2+4x+4 ..
a) X+5 32+ |0x + 25 b) 2+ 52+5 Solucién:
32— 1Ix+3
Solucién: x2—6x+5
x+5 5 —24x + 33
a b b) ————M—
)x—l )x+2 )2x3—9x2+9x
Para ampliar
66. Reduce a un solo monomio: Solucién:
a) 53 — 23 + 43 — 3
5.4 1.3 1, |
b) 5x + 2x — 4x + 4x — 3x a);x —?x —jx —2x+?
c) 2ax? + 5ax? — 8ax? + ax? | |
d) 3k2z + 5k2z — 8k2z + k’z b) ?x“ — 43 + 7x2 —7x-2
Solucién: <) —ix“ + EX3 _ixz +3x — 14
a) 6x3 b) 4x 2 3 4 3
c)0 d) K’z d2xt-Bes30 5 8
2 3 4 3

67. Dados los polinomios:
P(x) = 23— 5x?-3x + 4
Q) =x*—x3+5x2-3
R(x) = —2x* + 4x3 = 5x2 + 2x + |

calcula :
a) P(x) + Q(x) — R(x)
b) Q(x) — P(x) + R(x)

Solucién:
a) 3x* — 33 + 5x2 — 5x
b) —x* + x3 + 5x2 + 5x — 6

68. Dados los polinomios:

P(x) = %x“— %xz— ™+ |

=ttt 2
Q(x) = 2x R R

R(x) = 4x3 —x2 + 5x + 3

calcula :

a) P(x) + Q(x)

b) P(x) - R(x)

€) P(x) - Q(x) + R(x)
d) Q(x) - R(x) + P(x)
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69. Escribe, mediante una incognita, los siguientes enun-
ciados:

a) El cuadruplo de un nimero menos el triple del nimero
mds cinco.

b) La suma de los cuadrados de dos nimeros consecu-

tivos.
Solucion:
a)4x—-3x+5=x+5
by x2+ (x+ 1)2=>x2+x2+2x+ | =2x2 + 2x + |

70. Halla un polinomio tal que al dividirlo entre

2x3 + x2 — 2x + 5 se obtiene de cociente x? — 5x + 3,y
de resto,8x — 6

Solucion:
(23 +x2—2x + 5)(x2 = 5x + 3) + 8x — 6 =
=2 —9x*—x3 + 18x2 - 23x + 9

71. Aplica la regla de Ruffini: (x* — 32) : (x + 2)

Solucion:
C(x)=x3—2x2 +4x -8
=—16

SOLUCIONARIO
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72. Divide por Ruffini:
a) (3 —x2—x+3) :(x—%)

b) (2,5x3 — 3,5x2 — I,5x + 2,5) : (x — I)

Solucion:
| 5
a) C(x) = x2——x——
) C(x) 5
R:B
8
b) C(x) = 2,5x2 —x — 2,5
R=0

73. Divide por Ruffini:
a) (x*—a%) :(x —a)
c) (x° +2% :(x +a)

b) (x*—a%) : (x +a)
d) (x> —a°%) : (x—a)

Solucién:

a) C(x) = x3 + ax? + ax + a3
R=0

b) C(x) = x3 — ax? + a2x — a}
R=0

c) C(x) = x*—ax? +a’x? —a3x + a*
R=0

d) C(x) = x* + ax3® + a2x? + a¥x + a*
R=0

74. Calcula el valor numérico del polinomio

P(x) = 2x3 — x? + 5x — 3 para los valores:

a)x=3 byx=-3
Solucién:
a) P(3) = 57 b) P(-3) = -8l
75. Observando la grifica, cal- AY
cula las raices del polinomio
representado.
Solucién: X
x| ==3,%y =2,
x3=1l,x,=3
76. Comprueba silos nimeros — |,— 2y 3 son raices del po-

linomio P(x) = x* —2x3 — [7x2 + 18x + 72

Solucion:

Se aplica el teorema del resto:
R=P(-1) =40 = x =—1 no es raiz.
R=P(-2)=0= x=-2 esraiz.
R=P(3)=0= x = 3 es raiz.

TEMA 4. POLINOMIOS

77. Halla, sin hacer la divisién, el resto de:
a) (x*—x? —6x +8):(x—3)
b) (23 —4x2 + 7x—3): (x + I)

Solucion:
Se aplica el teorema del resto:
a) R=P(3) = 62 b) R=P(-1)=-16

78. Halla el valor de k para que las siguientes divisiones ten-
gan el resto indicado:

a) (At —x3— k2 +2) 1 (x—2)
b) (03 + (k= I)x% —kx + 1) : (x + 2)

Resto = 4

Resto = |

Solucion:

Se aplica el teorema del resto y se resuelve la ecuacion re-
sultante:

a) P2) =4
k=372

b) P(-2) = |
k=2

79. Halla el valor de k para que los siguientes polinomios
sean divisibles entre los binomios correspondientes:

a) (G —lo + kx— 1) 1 (x— 1)
b) (x* — kx? + (k + 2)x + 1) :(x + )

Solucion:

Se aplica el teorema del resto y se resuelve la ecuacion re-
sultante:

a) P(1)=0

Se obtiene una identidad,0 = 0

Por tanto, sirve cualquier valor de k
b) P-1)=0

k=0

80. Factoriza mentalmente los siguientes polinomios:
) x2+x+ 1/4
b) x> -3
Solucion:
a) (x + 1/2)2
b) (x +\/§)(x—\/§)

81. Factoriza mentalmente los siguientes polinomios:

a)x2+2x/3 + 119 b) 4x2 — 12x + 9
c) x% + 2x/5 + 1/25 d) 9x% - 25
Solucion:
a) (x + 1/3)? b) (2x - 3)2
c) (x + 1/5)2 d) (3x + 5)(3x - 5)
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82. Factoriza los siguientes polinomios:

a) x° — 16x
b) x6 — 25x2
Solucién:

a) x(x — 2)(x + 2)(x2 + 4)
b) x2(x + V5 )(x — V5 )(x2 + 5)

83. Factoriza los siguientes polinomios:
a) x* -8l b) x* — 9x?

Solucioén:
a) (x + 3)(x— 3)(x2 +9)
b) x?(x — 3)(x + 3)

84. Factoriza los siguientes polinomios y halla sus raices:
a) 143 -27x%2-6x +8
b) x3 —3x2— I13x + I5
o) x* =73 - 3x2 + 2Ix
d) x* — 4x3 — x2 + 20x - 20
Solucién:
a) 14(x —2)(x — 1/2)(x + 4/7)
X, = 2,%, = I/2,x3 =—4/7
b) (x — 1)(x + 3)(x — 5)
X = I,xy==3,%x;=5
c) X(X—7)(X + VE)(X—\/E)
X, =0,%x, = 7,%5 =—\/§,x4 =43
d) (x - 2)2x + V5)(x - V5)
X, =x2=2,x3 =— 5,x4=\/§

85. Resuelve las siguientes ecuaciones aplicando la factori-
zacién de polinomios:

a)x3-27=0
) x3—2x2-49x +98=0

b)x*+2x2-3=0
d)43-16x2-x+4=0

Solucion:

a) (x — 3)(x? + 3x + 9)
x; =3

b) (x - 1)(x + 1)(2 + 3)
X, = l,xy = =1

9 (x=2(x—7)(x +7)
X; = 2% =7,x3 =7

d) 4(x —4)(x — 1/2)(x + 1/2)
X =4,% = 112,x3==1/2
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86. Escribe un polinomio que tenga las siguientes raices:

a) x; = 3,%xy == 1l,x3=-2

b) x, =x, =—1,x; =4

) X; ==2,%y=2,%x3= |

d) x, =—3,x2=x3 =2,x,= |
Solucion:

a) (x—3)(x+ N(x+2) = x3-7x—6

b) (x + 1)2(x — 4) = x3 — 2x% — 7x — 4

A X+2x=2x—1)=x3—x2—4x +4

d) (x +3)(x —2)2(x — 1) = x* = 23 = 7x2 + 20x — 12

87. Descompdn mentalmente en factores el numerador y el
denominador y simplifica las siguientes fracciones alge-

braicas:
2) 3x2 — 9x b) x2+ 10x + 25
x2—6x+9 x2—25
Solucion:
3x(x—-3) _ 3x (x+52 _x+5
g ) b) -
(x—3) x—3 (x+5)(x-5 x-5
88. Calcula:
4 3 x+ | X x+2 3
— + — + - —
a)X Xx—2 x2_4 ®) x2— | x2—-x X
Solucion:
6x2 +5x— 16 —x2+3x+5
2 b) 2
x(x“ —4) x(x—1)
89. Efectia:
2) x2— | .x2+4x+4 b) x3 — x2 'x2—4
x2—4 x2+2x+ | x2+5x+6 x2+x
Solucion:
a)x2+x—2 ID)x3—3x2+2x
x2—x— 2 x2+4x +3
90. Calcula:
32+ 6x+3  x2+2x +2
a) NN 3+ x2
b) 4X2 — O 2x+ |
x2—10x +25 x2-25
Solucion:
) 3x2 + 6x + 3 b) 2x2+9x— 5
x3 + 2x2 + 2x x— 5

SOLUCIONARIO
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Problemas

91. Dados los polinomios
P(x) = 3x* - 5x3 —x2 + 3
Q) =x°+ 83 —x2+5x— |
calcula un polinomio R(x) tal que:
P(x) + Q(x) —R(X) =x*> = 2x* + 7x3 —x2 + x + 7

Solucion:

SiPX) + QX)) —R(X) =x>—22x* + 73 —x2 +x +7
—R(X) =x>—2x* + I3 —x2 + x + 7 - P(x) — Q(X)

R(x) == + 2x* = 753 + x2 —x — 7 + P(x) + Q(X)

R(x) = 5x* —4x3 —x2 + 4x - 5

92. Expresa mediante un polinomio los siguientes enun-
ciados:

a) La suma de los cuadrados de dos numeros.

b) El volumen de un prisma cuadrangular cuya altura
es el doble que la longitud de la arista de la base.

c) El cuadrado de un nimero mas el nimero disminuido
en cinco.

d) La suma de dos nimeros pares consecutivos.

Solucién:

a) X2 + ),2

b) x2 - 2x = 2x3
c)x*+x-5

d)2x +2x +2=4x + 2

93. Expresa mediante polinomios en las variables a y b las si-
guientes regiones coloreadas.

a

—>
b a b
Solucion:

(a—b)2 =a%—2ab + b2
(a + b)2=a2 + 2ab + b?

94. La diferencia de los cuadrados de dos nimeros enteros
consecutivos jes par o impar? Razona la respuesta.

Solucion:
x+1)2=x2=x2+2x+ | —x2=2x+ |

Es impar.

95. Calcula el valor de m y n para que sea exacta la division
2 =53 + 22 + mx +n) :(x2—3x+2)

TEMA 4. POLINOMIOS

Solucion:

Se efectda la division y se iguala a cero el resto. Se obtiene:
(m+)x+n-2=0

m+l1=0=m=-1

n-2=0=n=2

96. Calcula, aplicando Ruffini, el valor de m para que la divi-
sion (x* — 3x2 + mx + 1) : (x + 2) sea exacta.

Solucion:

Se efectda por Ruffini la division y se iguala a cero el resto. Se
obtiene:

-2m+5=0=m=5/2

97. El polinomio de Euler: P(x) = x2 + x + 4|

tiene la caracteristica de que parax =0, 1,2,...,39 es un
numero primo.

Halla tres nimeros primos aplicando dicha caracteristica.

Solucion:
P(0) = 41
P(1) = 43
P(2) = 47

98. Calcula el valor de k para que las siguientes divisiones
sean exactas:

a) (x*+ k2 + (k= 1)x —2):(x— 1/2)
b) (x3 —x2 + 2V3x + k) : (x — V3)

Solucion:

Se aplica el teorema del factor y se resuelve la ecuacion resul-
tante:

a) P(112)=0
k= 13/4
b) P(V3) =0
=-3Vy3-3

99. Justifica si el polinomio x2 + 4 tiene alguna raiz real.

Solucion:

No tiene raices reales porque x2 es cero o positivo, y al su-

marle 4 se obtiene siempre un nimero positivo.

100. Opera y simplifica:
X x+ |
o[z

b) 2x+1  3x-5 N
2x2+2x x2+5x+6) \x+2 x+3
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Solucion:
-9 +9
x2+x—6
—4x3 + I5x2 +27x + 6
2x2 + 2x

b)

101. Calcula los polinomios P(x) y Q(x) en cada caso:

2) x=5 _ ., PX
x+2 Q(x)
3_
b)XZZ—XM=X_2+ P(x)
X+ 2x + | Q(x)
Solucién:
a)x—5=|+ -7
x+2 x+2
x3—2x+4_x_ x+6
X2+ 2x + | X2+ 2x + |

Para profundizar

102. Si el polinomio P(x) es de grado 5 y el polinomio Q(x) es
de grado 4, jcudl es el grado de la suma P(x) + Q(x)?

Solucion:
P(x) + Q(x) es de grado 5

103. Escribe dos polinomios P(x) y Q(x) de grado 3 tales que
el grado de su suma sea 2. ;Qué se puede decir del gra-
do de la suma de dos polinomios de grado 3?

Solucion:
P(x) = 7x3 — 5x% + 3x — |
Q(x) =—=73 +8x2+2x -9

El grado de la suma de dos polinomios es menor o igual al
mayor de los grados de dichos polinomios.

104. Con una cuerda de 24 m se quiere construir un rectan-
gulo. Calcula la expresién general del drea de dicho rec-

tangulo.
Solucién:
2x + 2y = 24
x+y=12
y )4
y=12-x
AX) = x(12 - x)
X AX) = 12x — x2

105. En una divisién de polinomios, el dividendo es de gra-
do 6,y el divisor, de grado 2. ;Cual es el grado del co-
ciente? ;Qué se puede decir del grado del resto?
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Solucién:
El grado del cociente es: 6 —2 = 4

El grado del resto es siempre menor que el grado del divi-
sor; por tanto, es de grado uno o cero.

106. El polinomio de Euler
P(x) = x2—79x + 1 601

tiene la caracteristica de que parax =0, 1,2,...,79 es un
numero primo.

Halla tres nimeros primos aplicando dicha caracteris-
tica.

Solucion:

P(0) = 1601
P(1) = 1523
P(2) = 1447

107. Halla el polinomio que calcula las diagonales de un poli-
gono convexo. ;Cuantas diagonales tiene un deciagono!?

Solucion:

Cada vértice se puede unir con todos los demas menos
con el mismo, el anterior y el siguiente. De esta forma, ca-
da diagonal esta contada dos veces.

d(n) = n(n2— 3)

d(10) = 35

108. Observando el dividendo y el divisor, indica cudl de las
siguientes divisiones no puede ser exacta:

a) (2x3 —6x2 — 6x—8) : (x — 4)
b) (2x3 — 6x% — 6x — 8) : (x — 3)

Solucion:

La b), porque 3 no divide al término independiente 8

109. Un trinomio de segundo grado es divisible por x — 3 y
x + 2. Halla dicho trinomio.

Solucion:
x=3)(x+2)=x2—x—-6

110. Halla el valor de m y n, sabiendo que el polinomio:

x3 + mx + n es divisible por x2 — 4x + 3

Solucién:

El resto que se obtiene al hacer la division es:
(m+ 13)x+n-12

Por tanto, tiene que ser:
m+13=0=m=-13
n—-12=0=n=12

SOLUCIONARIO
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111. Calcula el valor de A y B en cada caso:

™+5 _ A B

2) x2 -9 x—-3 x+3

b) 22x+5 __A + B
x“-5x+6 x-2 x-3
Solucion:
2) A + B =Ax+3A+Bx—3B_
x—-3 x+3 x2-9
_ (A+B)x+3A-3B
N x2-9
A+ B=2
3A—3B=5}
Resolviendo el sistema, se obtiene:
A=11/6,B=1/6
b) A + B =Ax—3A+Bx—2B_
x—-2 x-3 x2—5x + 6
_ (A+B)x—-3A-2B
- x2—5x + 6
A+ B=2
—3A—ZB=5}

Resolviendo el sistema, se obtiene:
A=-9B=1I

TEMA 4. POLINOMIOS

112. Calcula el valor numérico de las siguientes fracciones al-

gebraicas:

x2—9

x2+3x +2

x2—x—6

b) parax =-2
Solucion:
Se deben simplificar previamente:

2_6x+9 -3)2 -3
2) X X - (x-3) X

x2-9 x+3)(x-3) x+3
Para x = 3 se obtiene 0/6 = 0

x2+3x+2  (x+1)(x+2) _ x+I

) x2—x-6 (x=3)(x+2) x-3

Para x = —2 se obtiene _—I = I—
-5 5
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Linux/Windows wWiRis

Paso a paso

113. Multiplica los polinomios:
P(x) =4x3 —2x%2 + 5
Qx) =3x*—x +2

Solucién:

Resuelto en el libro del alumnado.

114. Divide:
P(x) = 4x* - 7x3 + 9x — 8 entre Q(x) = x% + 3

Solucién:

Resuelto en el libro del alumnado.

115. Calcula el valor numérico del polinomio
P(x) =x>—3x% + 4x—5

parax =2

Solucién:

Resuelto en el libro del alumnado.

116. Factoriza el polinomio:
x¥—2x3 — 7x% + 20x — 12

Practica

Solucién:

Resuelto en el libro del alumnado.

117. Simplifica la fraccién algebraica:

3 + 4x?% + 4x
Xt — 4

Solucién:

Resuelto en el libro del alumnado.

Plantea el siguiente problema y resuélvelo con ayuda de
Wiris o DERIVE.

118. Halla el valor de k para que el resto de la siguiente
divisién sea 4
(x3+kx*—3x—8): (x=2)
Solucién:

Resuelto en el libro del alumnado.

119. Internet. Abre: www.editorial-bruno.es, clige
Matemadticas, curso y tema.

120. Multiplica los polinomios:

P(x)=x>—x%+2x-3 Qx) =4x> +x2 -2

Solucién:
456 30 + 7x4 123 —x2 —4x + 6

121. Halla el cociente y el resto de la divisién de P(x) en-

tre Q(x)
P(x) = 4x° — 6x* + 10x2 + 12
Qx) =x?—2x—1

Solucién:
C(x) = 4x3 + 2x% + 8x + 28
R(x) = 64x + 40

122. Calcula el valor numérico del polinomio
P(x) = x> — 2x3 + 5x — 1 para los valores que se indica:

a) Parax=-1 b) Parax =2
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Solucién:
a) P(-1)=-5
b) P(2) = 25

123. Factoriza los siguientes polinomios y halla sus raices:
a) x2 —4x2—11x + 30 b) x3 —x*—8x + 12

Solucién:

a) (x-2)x +3)(x-5)
X, :2,x2:—3,x3:5

b) (x + 3)(x — 2)?
X1=—3,X2=X3=2

124. Factoriza los siguientes polinomios y halla sus raices:
a) x*+2x3 - 3x% —4x + 4
b)x>—2xt—2x3 + 4x2 +x -2

SOLUCIONARIO
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Solucién:

a) (x— 1)%(x + 2)2
X; =X, = 1,X3=X4:—2

b) (x— 1)2%(x + 1)2(x = 2)
X; =X, = 1,x3:x4:—1,x5:2

125. Simplifica las fracciones algebraicas:

X2+X

2) 2x + 2

2+ 2x+ 1
x2 -1

b)

Solucién:

a) XberT) _x
2esT) 2
(x + l)x _ox+1

b) =
(e T)(x-1) x-1

126. Calcula:
( 2 1 ) 2
a) :

x+1 x-2) x>—4dx+4

1 Y11
b)(x2—9 * x—3)(;' x+4)

Solucidén:
X2 —7x + 10
2(x+1)
(x + 4)%
x(x2 - 9)

b)

Plantea los siguientes problemas y resuélvelos con ayuda de
Wiris o DERIVE.

127. Halla un polinomio tal que al dividirlo entre
12x3 + 5x% — 20x + 9 se obtiene 3x — 6x + 3 de co-
ciente, y de resto, x — 6

TEMA 4. POLINOMIOS

Windows Derive

Solucidn:
36x° — 57x% = 54x3 + 162x%2 — 113x + 21

128. Escribe un polinomio con coeficientes enteros que
tenga las siguientes raices:

a)XI:I,XZ:Z
b) x, =3/5,%,=0
Ox=2,x=-1,%x=3

d)XIZO,X2=X3=1,X4=3

Solucién:

) (x—1Dx-2)=x2-3x+2

b) 5x(x — 3/5) = 5x* — 3x

O x=2)x+1)x-3)=x>-4x2+x+6
d) x(x — 1)?(x — 3) = x* - 5x3 + 7x% - 3x

129. Halla el valor de k para que el resto de la siguiente
divisién sea 2

ek —4x+2):(x+1)

Solucién:

Se aplica el teorema del resto y se resuelve la ecua-
cién:

P(-1)=2

k=5

130. Halla el valor de k para que el polinomio
P(x) = 2x3 — 7x% + kx + 2 sea divisible entre x — 2

Solucién:

Se aplica el teorema del resto y se resuelve la ecua-
cién:

P(22) =0

k=5
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1.

5 Sistema de ecuaciones

e Inecuaciones

Sistemas lineales. Resolucion grafica

Piensa y calcula

Indica, en cada caso, como son las rectas y en qué puntos se cortan:

a) AY b) AY ) AY
T, r
s \
P
X X X
7 s
\
Solucién:
a) Las rectas r y s son secantes, se cortan en el punto P(-2, I)
b) Las rectas r y s son coincidentes, tienen todos los puntos comunes.
c) Las rectas r y s son paralelas, no se cortan.
® Aplica la teoria
l. Resuelve graficamente los siguientes sistemas: b)
AY
a) 2x—y=3 b) 2x-3y=-6
2x+y=1 8x—-3y=12
P(3,4)
Solucién: ™3y =6
) AY >
2x—-y=T3
! 8x—3y =12
2x|+y =/l
&
P(h=1) Solucion:x = 3,y = 4
2. Clasifica sin resolver los siguientes sistemas:
a) S5x-4y=7 b) 3x- 5y=-4
Solucién:x = I,y =—1 2x + 3y = 4 6x— 10y =7
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Solucion:
5 -4

a) ; #—— Sistema compatible determinado.
3 -5 -4

b) — =——#— Sistema incompatible.
6 -—-10 -7

a) 3x+y=7 b) 4x- 5y=-10
7x—3y=-5 12x — 15y = 12
c) 4x+3y= 8 d x-3y=-6
—-8x—-6y=-16 5x-3y= 6
Solucién:
3 | . . :
a) 7 & —3 Sistema compatible determinado.
AY
P(14)
=
7X—3)’=—5 3x+y=7
Solucién:x = |,y = 4
4 -5 -10
b) — =——#—— Sistema incompatible.
12 -15 2

AY
4X_5y__y%— 15y =12
/ d

Rectas paralelas.

4 3

c¢) — = —— = —— Sistema compatible indeterminado.
-8 -6 -6

XV

AY

4x+3y=k
\8x—6y=—|6

»

X

Rectas coincidentes.

3. Clasifica los siguientes sistemas y resuélvelos graficamente:

I -3

d) ; # —3 Sistema compatible determinado.
AY
x=3y==6 P(3,3)
A
5x—3y =6

Solucién:x =3,y = 3

4. Halla una fraccién equivalente a 2/3 sabiendo que la su-
ma de sus términos es 10

Solucién:

x _2

y 3

x+y=10

Se resuelve grificamente:

AY
xly = 2/3
P(4,6)
x+y=10

¥X

Solucién:x = 4,y = 6

5. Determina el valor de k para que el siguiente sistema sea:
a) Compatible indeterminado.
b) Compatible determinado.

3x +ky =2

6x— y=4
Solucion:

3 k 2 |
) —=—=—=k=——

6 -1 4 2
b) k#——

TEMA 5. SISTEMA DE ECUACIONES E INECUACIONES
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2. Sistemas lineales. Resolucion algebraica

B Piensa y calcula

tenido en la primera ecuacién y halla el valor de y

Solucion:
3Xx=9=>x=3
3+y=0=>y=-3

Dado el siguiente sistema, suma mentalmente las dos ecuaciones y halla el valor de x. Luego sustituye el valor que hayas ob-

x+y=0
2x—-y=9

@ Aplica la teoria

6. Resuelve por el método més adecuado los siguientes
sistemas y razona por qué eliges ese método:

a) x+3y= 6 b) 6x— 7y=10
5x-2y =13 14x — 12y = 32

Solucion:

a) Sustitucion, porque es muy facil despejar la x de la
I* ecuacion.
Solucién:x = 3,y = |

b) Reduccién, porque no es facil despejar ninguna in-
cognita.

Solucién:x = 4,y = 2

7. Resuelve por el método mis adecuado los siguientes
sistemas y razona por qué eliges ese método:

a) x+3y= 1l b) 2x— y=-4
x—2y=-14 3x+5y= 7

Solucién:

a) lgualaciéon o reduccién, porque es muy facil despejar
x en las dos ecuaciones, y porque se pueden restar y
desaparece la x

Soluciéon:x = -4,y =5

b) Sustitucién, porque es muy facil despejar la y de la
I* ecuacion.

Solucién:x =—1,y =2

8. Resuelve por el método mas adecuado los siguientes
sistemas y razona por qué eliges ese método:

a) 4x-y=7 b) 7x+3y= |
3x+y=7 S5x -6y =17
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Solucion:

a) lgualacion o reduccion, porque es muy facil despejar
y en las dos ecuaciones, y porque se pueden sumar y
desaparece la 'y

Solucién:x =2,y = |

b) Reduccién, porque no es facil despejar ninguna in-
cognita.
Solucién:x = |,y = -2

9. Resuelve el siguiente sistema:

x=4 _y+1
5 10
x-2 _y-4
10 5
Solucion:

Se multiplican por 10 ambas ecuaciones y se obtiene el
sistema:

2x-8= y+ |
x—2=2y-8

2x— y= 9
X—2y=-6
Se resuelve por sustitucion despejando x de la 2° ecua-

cién:

Solucion:x =8,y =7

10. La suma de dos nimeros es 88 y su diferencia es 40.
Halla los dos nimeros.

Solucion:
x+y=88
x —y =40

Se resuelve por reduccién:
Solucién: x = 64,y = 24

SOLUCIONARIO
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Solucién:

I 1. Halla los lados de un rectingulo sabiendo que el peri-
metro mide 120 m y que la base es los 2/3 de la altura.

2x + 2y = 120
X =2y/3
x +y =60
3x =2

Se resuelve por sustitucién, despejando y de la |? ecua-
cion:

Solucion:x =24 m,y =36 m

3. Método de Gauss

W Piensa y calcula

Solucién:

z=12 y=4 x=-2

Calcula mentalmente el valor de z en la 3% ecuacion. Sustituye ese valor en la 2* ecuacién y calcula mentalmente el valor
de y. Sustituye el valor de z y de y en la |* ecuacién, y calcula mentalmente el valor de x

x+y— z=0
yt z=6
3z=6

@ Aplica la teoria

a) 2x+ y-3z= | b) x+ y+ z=2
x—2y+4z=19 2x— y+3z= 1|
3x+4y - z= | x+2y— z=-2

Solucién:

a)x=5y=-3,z=2
byx=3,y=-2,z=|

a) 2x— y+ z=-8 b)
x+3y—-2z= 5
2x+ y+3z= 4

x+ y—-z=0
2x—-3y+ z=13
—3x+2y +5z2=-8

Solucién:
A x=-3,y=4z=2
byx=3,y=-2,z=|

12. Resuelve, aplicando el método de Gauss, los sistemas:

13. Resuelve, aplicando el método de Gauss, los sistemas:

14. Resuelve, aplicando el método de Gauss, los sistemas:

b)4x — y—- z= 0
2x+ y+ z= 3
6x—2y—3z=-6

a) 2x— y+ z= |l
x— y+3z= |5
3x+2y-5z=-17

Solucion:
a)x=2,y=-4z=3 b)x=1/2,y=-3,z=5

I5. Calcula tres nimeros tales que la suma de los tres es 9.
El mediano disminuido en una unidad es la tercera par-
te de la suma del mayor y el menor. La diferencia entre
el mayor y el menor excede en uno al mediano.

Solucioén:

x: el nUmero menor.
y: el nimero mediano.
z: el nimero mayor.
x+ty+z=9

y— | =(x+2)/3
z—-x=y+|

x=1l,y=3,z=5

TEMA 5. SISTEMA DE ECUACIONES E INECUACIONES
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4. Sistemas de ecuaciones no lineales

Piensa y calcula

Indica en cada caso como son la parabola y la recta y en cudntos puntos se cortan:

a) AY b) AY

X

<) Ay

A A4
X

\
i

Solucién:

a) La pardbola y la recta son secantes, se cortan en dos puntos.

b) La parabola y la recta son exteriores, no se cortan.

c) La parabola y la recta son tangentes, se cortan en un punto.

Aplica la teoria

16. Resuelve los siguientes sistemas y di si son compatibles
o incompatibles:

2
a)x —2y= 0 b) Y=13
x2+y2=20
xX—y=2
Solucion:

a) Se despeja x en la |? ecuacién y se sustituye en la 2*
Soluciones: x| = 4,y, = 2;x, = —4,y, =2
Sistema compatible.

b) Se sustituye el valor de y de la |* ecuacién en la 2°
Soluciones: x| = l,y, == I;x, =4,y, =2

Sistema compatible.

17. Resuelve el siguiente sistema y di si es compatible o in-
compatible:

2x+y=12
y=x*-3x-4

Solucioén:

Se sustituye el valor de y de la 2° ecuacién en la |*
Soluciones: x| =3,y = —4;x, =-2,y,= 6
Sistema compatible.

18. Resuelve el sistema y di si es compatible o incompa-

tible:

_ 2
Y x— |
5+1= |
2 2

Solucion:

Se multiplica la 2* ecuacién por 2 y se sustituye el valor
de y de la |* ecuacién en la 2*

No tiene solucién.

Sistema incompatible.

19. La suma de los cuadrados de dos nimeros es 52 y la
diferencia entre los dos nimeros es 2. Calcula dichos
numeros.

Solucion:
x2+y2=52
X —y =2

Se despeja x en la 2% ecuacién y se sustituye su valor en
la I?

Soluciones: x, = 6,y, = 4;x, =—4,y, =—6

20. Calcula dos nimeros cuyo cociente es |6y su producto
es 256

Solucion:
xly =16
xy = 256

Se despeja x de la I* ecuacién y se sustituye en la 2°
Soluciones: x; = 64,y = 4;x, = —64,y, = —4
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B Piensa y calcula

5. Inecuaciones y sistemas de inecuaciones

Comprueba qué puntos de los representados en el dibujo verifican a la vez las inecuaciones:

3x+4y <10
2x—-y<3

Solucion:

Punto A(l, 4):
3:-1+4-4=3+16=19noes<10
2-1-4=2-4=-2<3

Punto B(4, |):
3:4+4-1=12+4=16noes<10
2:4-1=8-1=7noes<3

Punto C(3,-4):
3:3+4-(-4)=9-16=-7<10
2:3+4=6+4=10noes<3

Punto D(- 3, I):
3:(-3)+4-1=-9+4=-5<10
2:-(-3)-1=-6-1=-7<3

Solo el punto D(-3, 1)

hY

¥

O/.m

® Aplica la teoria

21. Resuelve las siguientes inecuaciones:

a)x+y<5

b)2x +3y =6

)x+3y>9

d)x—-y<3
Solucion:
a) _AY

\\\x +y=5
\\\ 5

b) AY

Zh

v X

Bins

TEMA 5. SISTEMA DE ECUACIONES E INECUACIONES

b)

AY

Y
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22. Resuelve los siguientes sistemas de inecuaciones:

a)| x+y<4 b) | 2x+ y<4
3x+y<6 x—3y=9

Solucion:

a) AY

X+Y=X 3x+y=6

\\

Y X

b) AY

YX

x=3y=9 5
/ \‘
A3

23. Se dispone de 20 € para comprar cuerda de dos tipos
que valen 2 € y 5 € el metro, respectivamente. Repre-
senta en el plano la region que nos da todas las solu-
ciones posibles de metros de cuerda que se pueden
comprar.

Solucion:

x>0
y=0
2x + 5y <20
AY
~

2x + 5y = 20

¥ X

24. Un comerciante desea comprar dos tipos de televiso-
res Tl y T2, que cuestan 200 € y 400 €, respectiva-
mente. Solo dispone de sitio para almacenar 20 televi-
sores y de 5000 € para gastar. Representa en el plano
el recinto de todas las posibles soluciones de la canti-
dad de televisores de cada tipo que puede comprar.

Solucién:
x=0
y=0
x+y<20
200x + 400y < 5000
AY
»
18
6 x +y/=20
Y
12
10
8
6
4 200x + 400y = 5000
2 X
2 4 6 8101214161820\
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Ejercicios y problemas

1. Sistemas lineales. Resolucion grafica

25. Resuelve grificamente los siguientes sistemas:
a) x—y=2 b) x-3y=0
x+ty=4 -x+ y=2
Solucién:

a) AY

xt+ty=4

PG

\4

Solucién:x = 3,y = |

b) AY
ARVE 3 y= 2
x =3y =0
/ &
P(=3,=1)

Solucion:x = -3,y = — |

26. Clasifica, sin resolver, los siguientes sistemas:
a) 3x— y=5 b) 5x- y=4
2x -3y = | I0x—2y =8
Solucién:
3., -1 . .
a) ; * —3 Sistema compatible determinado.
5 -1

4
b) — = —— = — Sistema compatible indeterminado.
0 -2 8

27. Clasifica los siguientes sistemas y resuélvelos graficamente:

a)2x— y= | b) 3x+2y=2
x+3y=11] 6x +4y =4
)2x— 10y =6 d x-y=3
3x—-15y=9 -x+y=2

TEMA 5. SISTEMA DE ECUACIONES E INECUACIONES

Solucién:
2=l o , .
a) T #* T Sistema compatible determinado.
AY
x+3y\=ll P(2.3)
X
2x—y =1
Solucién:x =2,y =3
3_2_2 G .
) —=—=— Sistema compatible indeterminado.
6 4 4
AY
3x+2y 52
X
bx + 4y =4
Rectas coincidentes.
2 -10 _6
¢) —=——=— Sistema compatible indeterminado.
3 —-I5 9
AY
2x— 10y =6 X
3x— 15y=19
Rectas coincidentes.
| -1, 3 _ . .
d) _I = _I # ; Sistema incompatible.
AY

—X+)’=2/

7

Rectas paralelas.
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2. Sistemas lineales.
Resolucion algebraica

28. Resuelve por el método mas adecuado los siguientes sis-
temas y razona por qué eliges ese método:

a)3x—2y =16 b) 6x + 5y =-2
5x+ y=18 7x + 9y = 42
Solucion:

a) Sustitucion, porque es muy facil despejar la y de la 2*
ecuacion.

Solucién: x = 4,y = -2
b) Reduccién, porque no es facil despejar ninguna incognita.
Solucién:x = — 12,y = |4

29. Resuelve por el método mas adecuado los siguientes sis-
temas y razona por qué eliges ese método:

a)3x+4y= 14 by x+2y= 2
7x—3y=-29 x—8y=-3

Solucién:

a) Reduccion, porque no es facil despejar ninguna incégnita.
Solucién:x = -2,y =5

b) Igualacién o reducciéon, porque es muy facil despejar x

en las dos ecuaciones y porque se pueden restar y
desaparece la x

Solucién:x = |,y = /2

30. Resuelve por el método mas adecuado los siguientes sis-
temas y razona por qué eliges ese método:

a)3x—2y= -2 b) 2x +y =13
5x + 8y =-60 3x—-y= 7
Solucién:

a) Reduccion, porque no es facil despejar ninguna incégnita.
Solucion:x = -4,y = -5

b) Igualacién o reduccién, porque es muy facil despejar y
en las dos ecuaciones y porque se pueden sumar y de-
saparece la y

Solucién:x =4,y =5

31. Resuelve por el método mas adecuado el siguiente sis-
tema y razona por qué eliges ese método:

x + 5y =21
x— y=3

Solucion:

Igualacién o reduccién, porque es muy facil despejar x en
las dos ecuaciones y porque se pueden restar y desapare-
ce lax

Solucién:x = 6,y = 3
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32. Resuelve por el método mas adecuado el siguiente sis-
tema y razona por qué eliges ese método:

8x—-5y=15
2x + 3y =25
Solucion:

Reduccidn, porque no es facil despejar ninguna incognita.
Solucién:x =5,y =5

33. Resuelve por el método mas adecuado el siguiente sis-
tema y razona por qué eliges ese método:

3x+y=5
S5x—-y=11

Solucion:

Igualacién o reduccién, porque es muy facil despejar y en
las dos ecuaciones y porque se pueden sumar y desapare-
celay

Solucién:x =2,y = — |

34. Resuelve por el método mas adecuado el siguiente sis-
tema y razona por qué eliges ese método:

3x-2y= 6
2x + 5y =-15
Solucién:

Reduccién, porque no es facil despejar ninguna incognita.
Solucién:x =0,y = -3

35. Resuelve el siguiente sistema:

x+ |

XY +5=2y+
3 5=2y
x+y=I

Solucion:

Se multiplica por 6 la primera ecuacion y se trasponen
términos.

Solucién:x = -1,y =2

36. Resuelve el siguiente sistema:

L+L: |
4 2
xX_y-2
2 3 3
Solucion:

Se multiplica la I* ecuacién por 4 y la 2* por 6

Solucién:x =2,y = |

SOLUCIONARIO
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37. Resuelve el siguiente sistema:

X +Y =

3 2 4

X _ Y=

2 4 2
Solucion:

Se multiplica la |* ecuacién por 6 y la 2° por 4
Solucién: x = 6,y = 4

38. Resuelve el siguiente sistema:

Solucién:
Se multiplica la 1* ecuacién por 3y la 2* por 4

Solucién:x =2,y = —|

39. Resuelve el siguiente sistema:
X .Y _
2+ 1 =
5 3 0
Y -

+L=y4

XT3
Solucion:

Se multiplica la I* ecuacién por 15y la 2° por 3
Solucién:x =5,y = -3

40. Se tienen 13,9 € en 47 monedas de 20 céntimos y de
50 céntimos. ;Cudntas monedas de cada tipo se tienen?

Solucién:
x+ y=47
0,2x + 0,5y = 13,9
X = 32 monedas de 20 céntimos.

y = |15 monedas de 50 céntimos.

41. El angulo desigual de un triangulo isésceles mide la cuar-
ta parte de cada uno de los angulos iguales. ;Cuanto mi-
de cada uno de los dngulos?

Solucion:

x + 2y =180
X =vyl4

x = 20°
y = 80°

TEMA 5. SISTEMA DE ECUACIONES E INECUACIONES

3. El Método de Gauss

42. Resuelve el siguiente sistema aplicando el método de

Gauss:
x+ty+z= 6
2x—y—-3z=-9
3x+y—-2z=-|

Solucion:

x=l,y=2,z=3

43. Resuelve el siguiente sistema aplicando el método de
Gauss:

2x+ y—2z=-10
3x—4y+5z= |4
x+ y— z= -4

Solucion:

x=-1l,y=2,z=5

44. Resuelve el siguiente sistema aplicando el método de

Gauss:
2x—-3y+ z= 10
x+ y—-2z=-5

S5x—-2y-2z= 6

Solucion:
x=2,y=-1,z=3

45. Resuelve el siguiente sistema aplicando el método de
Gauss:

3x-2y—z= 7
4x+ y—-2z=-5
2x—3y—4z=-7

Solucion:
x=2,y=-3,z=5

4. Sistemas de ecuaciones no lineales

46. Resuelve el siguiente sistema y di si es compatible o in-
compatible:

5x —y= 3
52—y =13
Solucion:

Se despeja y de las dos ecuaciones y se igualan los valores
obtenidos.

Soluciones: x; =2,y, =7;x, = —1,y, =—8
Sistema compatible.
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47. Resuelve el siguiente sistema y di si es compatible o in-
compatible:

6

-y
2y = 3x
Solucién:
Se sustituye el valor de y de la |? ecuacién en la 2°

Soluciones: x; = 2,y, = 3;x, ==2,y, =3
Sistema compatible.

48. Resuelve el siguiente sistema y di si es compatible o in-

compatible:

x +y =5

XZ + y2 = 9
Solucién:

Se despeja y en la |? ecuacién y se sustituye en la 2*
No tiene solucién.
Sistema incompatible.

49. Resuelve el siguiente sistema y di si es compatible o in-

compatible:
4x 25
S y=Z=
37773
x2+y2=25
Solucion:

Se despeja y en la |? ecuacion y se sustituye en la 2°
Solucién:x = 4,y = 3

Sistema compatible.

50. Resuelve el sistema y di si es compatible o incompa-

tible:

8x—-y2=0

2x -y =8
Solucion:

Se despeja y en la 2° ecuacion y se sustituye en la I*
Soluciones: x, = 2,y, = —4;x, =8,y, =8
Sistema compatible.

51. Resuelve el sistema y di si es compatible o incompatible:

4x = y?
2x—y=-2
Solucién:
Se despeja y en la 2° ecuacién y se sustituye en la I*

No tiene solucion.
Sistema incompatible.
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5. Inecuaciones y sistemas
de inecuaciones

52. Representa en el plano las regiones limitadas por las si-
guientes inecuaciones:

a)x<0 b)x>0
Solucion:
a) AY
x =0

S

b) AY
x=0
%

53. Representa en el plano las regiones limitadas por las si-
guientes inecuaciones:

a)y<o0 b)y=0
Solucién:
a) AY
y=0 S
b) AY
S
y=0 "

SOLUCIONARIO
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54. Representa en el plano las regiones limitadas por las si-

guientes inecuaciones:

a)x<3 byx>-2
Solucion:
a) AY
]
1
|
ix=3
1
!
! X
. P>
'
]
1
1
1
1
1
1
b) AY
1
1
i
x=-2]
1
i
’ X
] B
1
1
1
1
1
1
1
1

55. Representa en el plano las regiones limitadas por las si-

guientes inecuaciones:

a)y<-| b)y=4
Solucion:
a) AY
S
YE !
b) AY
yt4
i

TEMA 5. SISTEMA DE ECUACIONES E INECUACIONES

56. Resuelve las siguientes inecuaciones:

a)3x+y<é6 b) x + 5y > 4
Solucion:
a) AY
\
A}
\
\
VIx+y=6
‘\
\
\
\‘ 5
\\ »
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
b) AY
m X
57. Resuelve las siguientes inecuaciones:
a)2x + 3y >9 b) 3x -5y < I5
Solucion:
a) . AY
2x+ 3y =9~
o x
b) AY
S

3x-5y=15
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58. Representa en el plano las regiones limitadas por los si-
guientes sistemas:

> b
2 X;g ) (x>0
ye y=0
y<5 X ty<5
x <4 y=
Solucioén:
a) AY
yI5
x =4
.
b) AY
x+y=5
.

59. Resuelve el siguiente sistema de inecuaciones:

x+y<5
2x +y<8

Solucion:

x+y=5

60. Resuelve el siguiente sistema de inecuaciones:

3x+ y<é6
x—4y>8
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Solucion:

w \‘

61. Resuelve los siguientes sistemas de inecuaciones:

a)x+3y§6} b) 4x+5y>5}

5x—2y > 13 10x + 4y 27
Solucion:
a) AY
5x—2y =13

%

b) AY
Ax 5y =5
N X
10x +4y =7

62. Resuelve el siguiente sistema de inecuaciones:

S5x + 6y < 20
4x — 3y >-23
Solucién:
AY
=3y F-23,0 O 5+ 6y =20
,l \\\ X
H >

SOLUCIONARIO
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63. Resuelve el siguiente sistema de inecuaciones: 64. En una fabrica de bicicletas se utiliza | kg de acero para

un tipo de bicicletas y 2 kg para otro tipo. En la fibrica
2x -3y <-1 .
solo se dispone de 80 kg. Representa en el plano la re-
x+tyz 2 gion de todas las soluciones posibles del nimero de bi-
cicletas que pueden fabricar de cada tipo.
Solucioén:
AY Solucion:
x>0
> - y=0
+y= .7
a4 x + 2y < 80
St 2x—3y =1 Las posibles soluciones son los pares (X, y) de nimeros
|- X enteros que hay en el recinto.
" AY
1.1 60
L7 50
o
30 x + 2y = 80
20
—-10 10 20 30 40 50 60 70 80 i
=10 EN
-20
-30
—40
Para ampliar
65. Clasifica el sistema siguiente y resuélvelo grificamente: 66. Clasifica el sistema siguiente y resuélvelo graficamente:
x—2y= 10 x—-5y= 10
2x +3y=-8 x—-5y=-10
Solucioén: Solucién:
[ I , , I _ -5 . . .
E Z T Sistema compatible determinado. T = 5 7 0 Sistema incompatible.
AY AY

x-5y=-10

V¥ X

rd

Solucién:x = 2,y = —4 Rectas paralelas, no tiene solucién.

TEMA 5. SISTEMA DE ECUACIONES E INECUACIONES
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67. Clasifica los sistemas siguientes y resuélvelos graficamente:

a)3x -2y =—| b) x-2y= 2

4x +3y=-7 -2x+4y=-4
Solucién:

3. -2

a) 7 7 T Sistema compatible determinado.

AY

3x -2y =—|

k+ 3y=-7

2
b) — = —=—Sistema compatible indeterminado.

¥ X

AY

X—2y =2

A ¢

“2x+4y=—4

Rectas coincidentes.

68. Determina el valor de k para que el siguiente sistema sea:
a) Compatible indeterminado.
b) Incompatible.

2x + 3y =k

8x+ 12y =7
Solucion:

2 3 k 7
Q) —=—=— =k=—

8 12 7 4
b) k#—

69. Resuelve el siguiente sistema:

Xty y—x

i
X 2x*y_ 14
2 3 3
Solucion:

Se multiplica la 1* ecuacién por 6 y la 2* también por 6
x=4y=0
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70. Resuelve el siguiente sistema:

0,7x — 1,4y = —2—58

1,2x + 0,8y =0
Solucién:
x=-2,y=3

71. Resuelve el siguiente sistema:

Solucion:

Se multiplica la 1? ecuacion por 12,1a 2%y 3% por 6 y se re-
suelve por Gauss.

x=2y=-1l,z=1|

72. Resuelve el siguiente sistema:

x+y+z=18

XY
3 4
X_z
3 5
Solucion:

Se multiplica la 2* ecuacién por 12, la 3* por |5 y se re-
suelve por Gauss.

x=9/2,y=6,z=15/2

73. Resuelve el siguiente sistema:

6

Y=;

x2+y2=13

Solucion:

Se sustituye el valor de y de la |* ecuacién en la 2*
)= 2o =2 Xy = =2y, =3
X3=3,y;=2 Xy ==3,y,=-2

74. Resuelve el siguiente sistema:

3
+ = =
x + 2y ™
2
+x=—
Y Y
Solucion:

Se multiplica la 1* ecuacién por x y la 2° por y. Se despeja
x de la 2* ecuacién y se sustituye su valor en la |I*

x =Ly =1 x,=—ly,=—1I

SOLUCIONARIO
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75. Resuelve los siguientes sistemas de inecuaciones:

b) v
3x X _Yy A
—+y<Il| b) | — <<
x+%<7 y =X -
%15 = yl4
Solucion: a X
a) L g
/, Yy =X
5 7’
-6 5|2 6NI0[ 14
2 S3x2+y =11
A}
_6 \\
A Y
=10 S
Problemas

76. Halla dos nimeros tales que el doble del mayor mas el
triple del menor es 19 y el mayor excede en dos unida-
des al menor.

Solucion:
2x+ 3y =19

X =y+2
x=5y=3

77. Halla dos nimeros sabiendo que uno es el triple del otro
y que entre los dos suman 64

Solucion:
y = 3x
X +y=64
x =16,y =48
78. El perimetro de un triangulo isdsceles mide 75 m y cada

uno de los lados iguales mide el doble del lado desigual.
¢Cuanto mide cada lado?

Solucion:
X X
Y
2x+y =175
X =2y

x=30m,y=I5m

TEMA 5. SISTEMA DE ECUACIONES E INECUACIONES

79. Halla dos nimeros cuya suma es 87 y el menor, aumen-
tado en 30 unidades, es el doble del mayor.

Solucion:

x+ y=87
x + 30 =2y

x =48,y = 39
80. Halla los términos de una fraccién tal que si se les suman

3 unidades a sus términos es equivalente a /2y si se les
restan 4 unidades es equivalente a 2/5

Solucion:

81. Por 3 camisas y 2 corbatas se han pagado 186 €,y por 5
camisas y 4 corbatas se han pagado 330 €. Calcula el
precio de cada articulo.

Solucion:
3x +2y = 186
5x + 4y = 330

Cada camisa:x = 42 €
Cada corbata:y = 30 €

82. Sise suman las edades de un padre y un hijo, se obtienen
54 afios. Dentro de 9 afios la edad del padre sera el tri-
ple de la del hijo. ;Qué edad tiene actualmente cada uno?
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Solucion:
Ahora Dentro de 9 afos
Padre X x+9
Hijo y y+9
x +y=>54
x+9=3(y+ 9)}

Edad del padre ahora: x = 45 afios.
Edad del hijo ahora:y = 9 afios.

83. El cuddruplo de un nimero mas otro nimero es igual a
42 y el doble del primero menos la tercera parte del se-
gundo es igual a 16. Calcula dichos niumeros.

Solucién:

4x+ y=42
2x —yl3 =16

Xx=9,y=6
84. La diferencia de dos nimeros es 50 y su suma es 42. Ha-
lla dichos nimeros.
Solucion:
x—y =50
x+y=42
X =46,y =—4
85. Calcula dos numeros tales que un cuarto de su suma
es 45 y un tercio de la diferencia es 30
Solucién:

XTY 245

X7Y =39
3

x = 135,y = 45

86. El perimetro de un rectangulo mide 128 m y uno de los
lados es el triple del otro. ;Cuanto mide cada lado?

Solucion:
X
Y
2x + 2y = 128
y = 3x

x=16m,y=48 m
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87. Se ha comprado un libroy un disco que costaban 48 €. So-
bre el precio se ha hecho una rebaja en cada articulo del
15% y del 10%, respectivamente. Si se ha ahorrado 5,7 €,
icuanto costaba cada producto?

Solucion:

x+ y=48
0,15x + 0,1y = 5,7}
Libro:x = 18 €

Cuaderno:y =30 €

88. Hace 8 afios la edad de un padre era 8 veces la de su
hijo. Si dentro de 16 afios la edad del padre serd sola-
mente el doble de la del hijo, jcudles son las edades de
ambos?

Solucion:

Ahora Hace 8 aifios Dentro de 16 afios

Padre X x—8 x+ 16
Hijo y y—-8 y+16
x— 8=8(y—38)
x+ 16 =2(y+ 16)

Edad del padre ahora: x = 40 afios.
Edad del hijo ahora:y = 12 afios.

89. Calcula dos nimeros cuya diferencia es 5 y la suma de
sus cuadrados es 73

Solucion:

Ndmeros:x e y

x —y =5
x2+y2=173

Los nimeros son 8 y 3,0 bien -3y -8

90. Un rectangulo tiene 21 cm? de area y su diagonal mide
V58. Calcula las dimensiones del rectangulo.

Solucion:

xy = 21
x2 +y2 =758

x=7,y=3;obienx=3,y=7
Las dimensiones del rectingulo son 7 cm y 3 cm

El resto de soluciones no son vilidas.

SOLUCIONARIO
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91. Para vallar una finca rectangular de 600 m? se han utili-
zado 100 m de cerca. Calcula las dimensiones de la finca.

Solucion:

xy = 600
x +y =50

x = 30,y = 20; 0 bien,x = 20,y = 30

Las dimensiones de la finca son 30 my 20 m

92. Lasuma de dos nimeros es |3y la suma de sus inversos
es 13/42. Calcula dichos nimeros.

Solucion:
x+y=13
13
x y 42

x =6,y =7;0bien,x=7,y=6

93. Halla dos nimeros positivos sabiendo que su diferencia
es 4y su producto es 32

Solucién:
x—y=4

xy = 32

x, =8,y =4

Xy =—4,y, = -8

Como se piden valores positivos, la solucion negativa no
es valida.

94. En una granja hacen dos clases de pienso,A y B, de for-
ma que el tipo A requiere dos toneladas de un ingrediente
vitaminico V,y el tipo B requiere | tonelada del mismo
ingrediente. Representa en el plano la region de todas las
soluciones posibles de la cantidad de pienso de los tipos
Ay B que se pueden fabricar si se dispone de 90 tonela-
das del ingrediente V.

Solucion:
x>0
>0
Y AY
2x +y <90
|
90
80
70
60
50
+ =
40 2x +y =90
30
20
10 X
>
10 20 30 40\§0 60 70 80 90

TEMA 5. SISTEMA DE ECUACIONES E INECUACIONES

95. Para abonar una parcela de labranza se necesitan al me-
nos 12 kg de nitrégeno. Se dispone de dos productos,
Py Q, que llevan, respectivamente, un 10% y un 20% de
nitrégeno. Representa en el plano la regién que nos da
las soluciones posibles de la cantidad de cada producto
Py Q que se pueden usar.

Solucién:

x20

y=0

0,Ix +02y > I2 (Y
180
160
140

120
100

40
20

0,Ix +02y = 12

20 40 60 80 100 1204060 180 |

96. Una fabrica vende dos modelos de mesa, M| y M2. Para
su fabricacién se necesitan 2 horas y 3 horas de trabajo
manual, respectivamente,y 2 horas y | hora para acaba-
do de pintura. El fabricante no puede sobrepasar las 120
horas de trabajo manual y el acabado de pintura de 100
horas al mes.Representa en el plano el recinto de las so-
luciones de la cantidad de mesas M| y M2 que puede fa-
bricar en un mes.

¥ X

Solucion:
x>0

y=20

2x + 3y < 120
2x +y < 100

y X

5 10 15 20 25 30 35 40 45 5\'

Las soluciones posibles son los pares (x, y) de nimeros
enteros que hay en el recinto.

97. Se dispone de 50 € para comprar revistas de deportes
y de informatica. El precio de las revistas esde 3€y 6 €,
respectivamente, y se desea comprar al menos el mismo
numero de revistas deportivas que de informatica. Re-
presenta en el plano el recinto de las soluciones del nu-
mero de revistas que se pueden comprar.
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Solucién: AY
x>0
y=0 ~

3x+ 6y =50
3x + 6y <50 b
X<y

yTX
.

Las soluciones posibles son los pares (x, y) de nimeros
enteros que hay en el recinto.

Para profundizar

98. Analiza si para algin valor de k el siguiente sistema pue-
de ser:

x+2y=k
4x + 8y = 4 }

a) Compatible determinado.
b) Compatible indeterminado.
¢) Incompatible.

Solucion:
2 . )

a) Z = g = no puede ser compatible determinado.
2 TN F :

a) — = — =— = parak = | compatible indeterminado.
4 8 4

c) Para k# | incompatible.

99. ;Qué condicion deben cumplir my n para que el siguiente
sistema tenga solucion?

2x + 5y =m
6x+ [0y =n
Solucion:

2 5
Como — # —0 el sistema es compatible determinado
6 I

siempre.

Luego m y n pueden tomar cualquier valor.

100. En una tienda de deportes, 2 chindales y 3 pares de de-
portivos cuestan 216 €,y he pagado por ellos 144 €.Si
en cada chéndal hacen el 20% de descuento y en los de-
portivos el 40%, jcuanto costaba cada articulo?

Solucion:

2x +

3y=1216 Chéandal: x = 36 €
0,8:-2x+0,6 -3y =144

Deportivos:y = 48 €
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101. Calcula una fraccion tal que si al numerador se le suma 5,
es equivalente a 7/3,y si se le resta 3, es equivalente a |

Solucion:

x+5 7
y 3
-3

X -
Y

x =9,y = 6. La fraccion es 9/6

102. Reparte 96 € proporcionalmentea 3y 5

Solucion:
x+y=96
x 3

y 5
x = 36,y = 60

103. Se desea obtener 5 400 kg de harina mezclando harina
de dos tipos cuyos precios son 0,42 €/kg y 0,54 €/kg,
respectivamente. ;Cudntos kilogramos de harina de ca-

da tipo se deben mezclar para que el precio de la mez-
cla sea de 0,5 €/kg?

Solucioén:

x + y = 5400
0,42x + 0,54y = 0,5(x + y)}
x = 1800 kg de 0,42 €/kg
y = 3600 kg de 0,54 €/kg

104. Se desea obtener una pieza de oro de 20 gramos fun-
diendo oro de una ley de 0,85 con oro de una ley de
0,75. ;Qué cantidad de cada pieza de oro hay que fundir
para obtener una ley de 0,817

Solucion:
x + y =20
0,85x + 0,75y = 0,81 - 20

x = 12 g de oro de ley 0,85
y = 8 g de oro de ley 0,75

105. Las diagonales de un rombo son proporcionales a 3y 2.
El 4rea del rombo mide 243 cm?. Calcula las diagonales
del rombo.

Solucion:
x 3

y 2

X~ 243
2

x=27,y=18

Las diagonales miden:27 cm y 18 cm

Las soluciones negativas no tienen sentido.

SOLUCIONARIO
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Linux/Windows wWiR:is

Paso a paso

Windows Derive

106. Resuelve algebraica y grificamente el siguiente sis-
tema, clasificalo y halla la solucién si es compatible
determinado.

x* +y?=25
x—y= 1

Solucién:

Resuelto en el libro del alumnado.

107. Resuelve el sistema siguiente:

X+y>2
2x—y<4

Solucién:

Resuelto en el libro del alumnado.

108. Internet. Abre: www.editorial-bruno.es, clige
Matemadticas, curso y tema.

Practica

109. Resuelve algebraica y gréficamente los siguientes sis-
temas y, a la vista del resultado, clasificalos:

a) x—-y=-1 b) x-y=-4
2x+y= 4 2x+y= 1
o x—2y= 2 d) x+2y=2
x—2y=-2 2x +4y =4
Solucidén:
ax=1,y=2

Sistema compatible determinado.

b)X=—1,y=3

Sistema compatible determinado.

TEMA 5. SISTEMA DE ECUACIONES E INECUACIONES

¢) No tiene solucién.

¥
5
5 -
I T
/ = =
.-/r - . i
r"’./ 4
-5
"
Sistema incompatible.
d) Infinitas soluciones.
¥ &
5

&

Sistema compatible indeterminado.

110. Resuelve algebraicamente los siguientes sistemas vy,
a la vista del resultado, clasificalos:

X 2x-y y
2) 2x+3y=19} bz+—5"+5=5
4x + y=13 5t y-—X
N
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Solucién:

ax=2,y=5 b)x=6,y=10

111. Resuelve algebraicamente los siguientes sistemas vy,
a la vista del resultado, clasificalos:

a) 3x+2y— z= 3

X+ y—2z=-5

2x+ y+3z=16

b) x+ y+ z= 4
2x— y+3z=-1
X+2y— z= 7

Solucién:

ax=1,y=2,z=4 b)x=1,y=3,2=0

112. Resuelve algebraica y grificamente los siguientes sis-
temas, clasificalos y halla la solucién si es compatible.

a)y=x2+4x+2 b) x-2y=0
y=—-x-2 x2+y2=20

Solucién:
a) X, =—4,y1 =2x,=—1,y,=-1
\ ./
\ J .
\ /

%
8 1 1 2 4 5 L]

NPANE

Sistema compatible determinado.

b)x,=4,y,=2,x,=—-4,y,=-2

Sistema compatible determinado.

156

113. Resuelve algebraica y gréficamente los siguientes sis-
temas, clasificalos y halla la solucién si es compati-
ble determinado.

) x> +y?—2y-7=0
y=x+1

b) x2+y2=17}

x = 4y

Solucién:

A)x =2,y,=3x=-2,y,=-1

P

.

Sistema compatible determinado.

b)x1:4,y1:1;x2:—4,y2:—1

N I
Sistema compatible determinado.

114. Resuelve grificamente las siguientes inecuaciones:

a)2x—3y<1 b)x+y<5
0 2x+3y<6 d)x+3y>9
Solucién:

a)

SOLUCIONARIO
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b)

)

d)

115. Resuelve los siguientes sistemas de inecuaciones:

a) x+y<4
3x+y=6

Solucién:

21) T

TEMA 5. SISTEMA DE ECUACIONES E INECUACIONES

B
10 3 4 3 8

b) 2x+ y<4
x-3y=29

[ TR T S

Windows Derive @

b)

[ T T T

B
10 3 4 3 8
. 1 | 1 | —

Plantea los siguientes problemas y resuélvelos con ayuda de
Wiris o DERIVE:

116. Un rectdngulo tiene 15 cm? de 4rea y su diagonal mi-

de V34 . Calcula las dimensiones del rectangulo.

Solucién:
xy = 15
x2 +y? = 34

El rectdngulo mide 5 cm de largo y 3 cm de ancho.

117. Se han invertido 10000 € en tres productos finan-
cieros. Entre el segundo y el tercero son los 2/3 del
primero, y entre el primero y el tercero, el 70% del to-
tal de la inversién. Calcula la cantidad que se ha in-
vertido en cada producto.

Solucién:

x+y+z=10000
y+z=2x/3

X +z=7000

x=6000€,y=3000€,z=1000€
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6. Funciones

7. Funciones algebraicas
y tfrascendentes

8. Continuidad, limites y asintotas
9. Cdlculo de derivadas
10. Aplicaciones de las derivadas



6 Funciones

1. Estudio grafico de una funcion

B Piensa y calcula

2x + 5
a) f(x) = ——
)9 =5
Solucion:
a) Racional. b) Polinémica.

Indica cual de las siguientes funciones es polinémica y cuél racional:

b) f(x) = x3 —5x2 + 6x — 4

® Aplica la teoria

l. La siguiente gréfica, jes funcién? Razona la respuesta.

L
Bxs<

X

A
SR

Solucioén:

No es una funcién. Por ejemplo, para x = 0 existen dos
valores dey, el 3yel-3

2. La siguiente grafica, jes funcién? Razona la respuesta.

AY

y=x2+2x—3

Si es una funcién, porque para cada valor de x existe un
Unico valor de y

X

Solucion:

160

3. Dada la siguiente gréfica, estudia todas sus caracteris-

ticas. Es decir, completa el formulario de los diez apar-
tados.

AY
y=—x3+ 3x

X
B(—3,0) +/3,0)

Solucion:

. Tipo de funcién: polinédmica.

I
2. Dominio: Dom(f) = R = (—eo, + o)
3. Continuidad: es continua en todo R
4. Periodicidad: no es periddica.
5. Simetrias: es simétrica respecto del origen O(0, 0)
6. Asintotas: no tiene.
7. Corte con los ejes:
— Eje X:B(-V3,0),0(0,0),A(v3,0)
— EjeY: O(0, 0)
Signo:

— Positiva (+): (—oo,—\/s) U (0, ﬁ)
— Negativa (-): (=3,0) U (V3, +)

SOLUCIONARIO
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8. Maximos y minimos relativos: Solucién:

a) Maximo relativo: C(I, 2) Tipo de funcién: racional.

— Positiva (+): (0, + o)
— Negativa (-): (—oo, 0)

8. Méximos y minimos relativos:

10. Recorrido o imagen:

Im(f) = R = (=co, + )

a) Maximo relativo:A(-|,—-2)

b) Minimo relativo: B(1, 2)
Monotonia:

— Creciente (): (—oo,— ) U (I, + )
Ay — Decreciente (\): (= 1,0) U (0, I)
W2+ 9. Puntos de inflexién: no tiene.

4. Dada la siguiente gréfica, estudia todas sus caracteris-
ticas. Es decir, completa el formulario de los diez apar-
tados.

Curvatura:
— Convexa (V): (0, + o)

— Céncava (N): (—eo, 0)

2

10. Recorrido o imagen:

Im(f) = (—o0,—2] U [2, + o)

l.
b) Minimo relativo: D(— I,-2) 2. Dominio: Dom(f) = R — {0} = (==, 0) U (0. + =)
¥ . 3. Continuidad: es discontinua en x = 0
onotonia: 4. Periodicidad: no es periddica.
— Creciente (/): (=1, 1) 5. Simetrias: es simétrica respecto del origen O(0, 0)
— Decreciente (\): (—co,— ) U (I, + ) 6. Asintotas:
9. Puntos de inflexion: O(0, 0) ~ Verticales:x = 0

— Horizontales: no tiene.
Curvatura:

— Oblicuas:y = x
— Convexa (V): (=<, 0) 7. Corte con los ejes: no corta a ninguno de los ejes.
— Céncava (N): (0, + o) Signo:

2. Funciones reales de variable real

W Piensa y calcula

Considera los rectingulos con un lado de triple longitud que el otro. Expresa el perimetro y
el drea en funcién del lado menor.

3x

Solucion:
P(x) = 8x A(x) = 3x2

TEMA 6. FUNCIONES

161



@ Aplica la teoria

5. Clasifica las siguientes funciones y halla su dominio: AY
a) AY b) AY y = x?
— X
y=
© y =vx=l x=l X
X X
Solucion:
Solucién: a) AY
a) Irracional. Dom(f) = [, +o0) 242
b) Racional. Dom(f) = R — {1, 1} = y=x
= (o= HUELDHU(L+e) y=x X
6. Clasifica las siguientes funciones y halla su dominio:
a)y=x3—4x2+5
4
b =
) Y x-5 y =] X2 +2
x+3
= b AY
Qy 24 )
=2
dy=+Vx+1 rEx
Solucion: Y= (22 X
a) Polinémica. Dom(f) = R = (= oo, + o)
b) Racional.
Dom(f) = R — {5} = (===,5) U (5, + )
c) Racional. Dom(f) = R — {~2,2} =
= (o0, —2) U (=2,2) U (2, + ) y=x+2?2=>y=x2+4x+4
d) Irracional. Dom(f) = [- |, +<0) o) AY
7. Clasifica las siguientes funciones y halla su dominio: y=x y=(x— )2
a)y=2% I\ X
b) y = log x -
o)y =log, (x—3)
d)y=sen(x+ 1)
Solucioén:
a) Exponencial. Dom(f) = R = (—oo, + ) y=(x=1)2=y=x2-2x+|
b) Logaritmica. Dom(f) = (0, + o) d) AY
c) Logaritmica. Dom(f) = (3, + )
d) Trigonométrica. Dom(f) = R = (— oo, + o) 13 Y= (x=22+ |
Yy=x
X
8. A partir de la grifica de y = f(x), dibuja la traslacién que "
se pide en cada caso y halla su ecuacion.
a) f(x) +2
b) f(x + 2)
c) f(x—=1) y=(x—22+ | Sy=x2—4x+5
d) f(x—2) + |

162 SOLUCIONARIO
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3. Operaciones con funciones

B Piensa y calcula

Solucion:

Dom(f) = [0, + o), Im(f) =[5, + o)
Dom(g) = [-3, + ), Im(g) = [0, +)
Dom(f) = Im(g) y Dom(g) = Im(f)

Dada la grafica de la funcién f(x), dibuja la grafica g(x) simétrica respecto de la recta y = x AY

Calcula el dominio y el recorrido o imagen de f(x) y de g(x). ;Qué relacion existe entre ellos? f(x)

X

® Aplica la teoria

a) f(x) = Vx y g(x) = x2 + 2
b) f(x) = x2 — 3x y g(x) = sen x
Solucioén:
a) (g° Nl =x+2,(f°g)x) =
b) (g ° f)(x) = sen (X2 = 3x)

(f° g)(x) = sen? x — 3sen x

ey

a)y=3x+2 b)y=+vVx -1
dﬁ% d)y=x2+3;x>0
Solucion:
a) f~(x) =% b) f~'(x) =x2 + |
o fl(x)=3x*2 +|2 d)f'x)=Vx-3
x—

no son ni pares ni impares, y calcula su simetria:

a)y=x*-9 b) y = x2 — 4x
2 3x-5
9y=75 dy=—"

9. Calculag°fyfe gen cada uno de los siguientes casos:

10. Calcula la funcién inversa de las siguientes funciones:

I 1. Indica si las siguientes funciones son pares, impares o

Solucién:

a) Par = simétrica respecto del eje Y

b) Ni par, ni impar.

) Impar = simétrica respecto del origen O(0, 0)
d) Ni par, ni impar.

12. Calcula la composicion f ° gy g © f, siendo f(x) = x2,
g(x) = Vx

Solucion:

fo g0 = f(Vx) = (Vx)* = x
g°f(x) = g(x) = Vx? = x

13. Indica si las siguientes funciones son pares o impares
analizando la grifica:

a) AY b) AY

X

Solucién:
a) Impar = Simétrica respecto del origen O(0, 0)
b) Par = Simétrica respecto del eje Y

TEMA 6. FUNCIONES
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Ejercicios y problemas

Estudio grafico de una funcién

Indica cual de las siguientes graficas es funcion.

a) AY

Solucién:

a) Si es funcién, porque para cada valor de x existe un Uni-

co valor de y

b) No es funcion. Por ejemplo, para x = 4 existen dos

15.

valores de y

Dada la siguiente grafica, estudia todas sus caracteristicas.
Es decir, completa el formulario de los diez apartados.

AY

|
y_xz—l
X

Solucién:

Tipo de funcién: racional.

2. Dominio:

e gy

164

Dom(f) =R —{=1, 1} = (=0, = 1) U (=1, 1) U (I, + o)
Continuidad: es discontinuaen x=—1 yenx = |
Periodicidad: no es periddica.

Simetrias: es simétrica respecto del eje Y
Asintotas:

—Verticales:x = —1,x = |

— Horizontales:y = 0

— Oblicuas: no tiene.

Corte con los ejes: A(0,— 1)

Signo:

— Positiva (+): (—oo,— 1) U (I, + )

— Negativa (-): (-1, I)

Maximos y minimos relativos:

— Maximo relativo: A(0,—I)

Monotonia:

— Creciente (/): (e, — 1) U (= 1,0)

— Decreciente (\y): (0, 1) U (I, +¢0)

9. Puntos de inflexion: O(0, 0)
Curvatura:
— Convexa (U): (=0, — 1) U (I, +0)
— Céncava (N): (=1, 1)

10. Recorrido o imagen:

Im(f) = R = (=00, = 1) U (0, + )

16. Dada la siguiente grifica, estudia todas sus caracteristicas.

Es decir, completa el formulario de los diez apartados.

o a o)
A(-242,0) B2

Solucion:

I. Tipo de funcién: polinémica.

,0)

Y

2. Dominio: Dom(f) = R = (—co, + o0)
3. Continuidad: es continua en todo R
4. Periodicidad: no es periddica.
5. Simetrias: es simétrica respecto del eje
6. Asintotas: no tiene.
7. Corte con los ejes:
— Eje X: A(-2v2,0),0(0,0), B(2v2,0)
— EjeY: O(0,0)
Signo:

— Positiva (+): (-2v2,0) U (0,2V2)

— Negativa (—): (o00,—2V2) U (212, + o)

8. Maximos y minimos relativos:
— Maximo relativo: E(—2, 4), F(2, 4)
— Minimo relativo: O(0, 0)
Monotonia:
— Creciente (): (—=,—2) U (0,2)
— Decreciente (\,): (—2,0) U (2, + )

9. Puntos de inflexién: C(—&, E) D(

3 9

Curvatura:

— Convexa (V): (—2—\43, %)

4
y=-Xz +2x2

2@@)
39

— Céncava (A): (_w’_zT\/?) U (N?, + oo)

3

10. Recorrido o imagen:

Im(f) = (==, 4]

SOLUCIONARIO
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2. Funciones reales de variable real

17. Clasifica las siguientes funciones y halla su dominio:

a) AY b) AY
2| 5

Solucion:

a) Exponencial. Dom(f) = R = (—eo, + o)

b) Exponencial. Dom(f) = R = (— oo, + o)

c) Logaritmica. Dom(f) = (2, + o)

d) Trigonométrica. Dom(f) = R = (—eo, + o)

ppa =
Y= X Y X2+|
L

Solucién:
a) Racional. Dom(f) = R — {0} = (<o, 0) U (0, + )
b) Racional. Dom(f) = R = (oo, + o)

18. Clasifica las siguientes funciones y halla su dominio:

)y =xi-xi+l b)y:xi3
c)y=2X;I dy=3+Vx+2
xX-—x—6
Solucion:
a) Polinémica. Dom(f) = R = (—eo, + o0)
b) Racional.
Dom(f) = R - {~3} = (~eo,~3) U (-3, +20)
c) Racional.

Dom(f) = R - {~2,3} =
=(-2)U23)UB +)
d) Irracional. Dom(f) = [-2, + o)

19. Clasifica las siguientes funciones y halla su dominio:

a)y=23-7x*+3x—4 b)y= 23
X“ + X
X
= dy=v4-2

Qy x-2) )y X
Solucién:
a) Polinémica. Dom(f) = R = (= oo, + o)
b) Racional.

Dom(f) =R - {~ 1,0} =

= (—o0o,— 1) U (=1,0) U (0, + )
c) Racional. Dom(f) = R — {2} = (—<°,2) U (2, + )
d) Irracional. Dom(f) = (oo, 2]

20. Clasifica las siguientes funciones y halla su dominio:
2 X
a)y =3 b)y=(§)

y=L(x-2) d) y = cos (x —m)

TEMA 6. FUNCIONES

VXX

21. A partir de la grifica de y = f(x), dibuja las grificas si-
guientes y halla su ecuacion:

AY
X
a)y =f(x +2) b)y=f(x)-5
oy=f(x-3)+1 dy=f(x+1)-2
Solucioén:
a) AY
y=x
X
Y= (c+2)? g
y=x*+4x+4
b) AY
y =
X
y=x*-5
y=x2—5
<) AY
y=x2 y=(x—3)2+ |
X
y=x*—6x+ 10

165



Ejercicios y problemas

d)

¥

3. Operaciones con funciones

22. Dibuja la funcién inversa de y = f(x) en cada caso y halla

su féormula.
a) AY b) AY
Yy =X
(— 2 yEX
araannul y=3e X
X
Solucién:
a) AY
y=Jx+2
© X
—
Fy=x2-2
x>0
y=x
b) AY
¢ /Y=X
o
y=3"'¢s X

23. Dadas las funciones f(x) = x2 — 4 y g(x) = Vx, calcula:
a)geof
byfeg
Solucioén:
a) (g°f)(x) = Vx> -4
b) (fog)(x) =x—4

166

24. Dadas las funciones f(x) = sen x y g(x) = 2x + I,
calcula:

a)gef

byfeg
Solucion:
a)(g°f)(x) =1 +2senx
b) (f° g)(x) =sen (2x + I)

25. Calcula la funcion inversa de y = f(x) en los siguientes

casos:
a)y=2x+ |
b)y=-3x+2
Solucion:
f_| = x— |
a) 169 = X+
b) ' (x) = 22X

3

26. Calcula la funcion inversa de y = f(x) en los siguientes
casos:

_ X
2)y = x+3
byy=x2-4;x>0

Solucion:

3x
| —x

a) 1) =

b) f~'(x) = Vx +4

27. Indica si las siguientes funciones son pares, impares o ni
pares ni impares, y calcula su simetria:

a)y =x
b)y=x+3
=3
9y =+
dyy=x2+2
Solucion:

a) Es impar = simétrica respecto del origen de coordena-
das O(0, 0)

b) No es par, ni impar.

c) Es impar = simétrica respecto del origen de coordena-
das O(0, 0)

d) Es par = simétrica respecto del eje Y

SOLUCIONARIO
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Para ampliar

28. Indica cual de las siguientes grificas es funcion:
a) AY b) X
y = Det (x) Y
LLAN L
-3
Solucién:

a) Es funcién:y = Dec(x)

b) No es funcién.

29. Dada la siguiente grifica, halla todas sus caracteristicas.
Es decir, completa el formulario de los diez apartados.
AY
x*=1
X
Solucién:
I. Tipo de funcién: racional.
2. Dominio:Dom(f) =R —-{-1,1} =
= (o= DUEL DU +eo)
3. Continuidad: es discontinuaenx=—1 yenx = |
4. Periodicidad: no es periddica.
5. Simetrias: es simétrica respecto del eje Y
6. Asintotas:
—Verticales:x = —1,x = |
— Horizontales:y = |
— Oblicuas: no tiene.
7. Corte con los ejes:

— Eje X:no corta.

—EjeY: A(0,-1)

Signo:

— Positiva (+): (oo, — ) U (I, + )
— Negativa (-): (-1, I)

Méximos y minimos relativos:

a) Maximo relativo: A(0,—1I)

b) Minimo relativo: no tiene.

TEMA 6. FUNCIONES

10.

30.

Monotonia:

— Creciente (): (—oo,—1) U (= 1,0)
— Decreciente (\): (0, 1) U (1, + o)
Puntos de inflexién: no tiene.
Curvatura:

— Convexa (U): (—oo,— 1) U (I, + o)
— Céncava (N): (=1, 1)

Recorrido o imagen:

Im(f) = R = (—oo, = 17U (I, + )

Dada la siguiente grifica, halla todas sus caracteristicas. Es
decir, completa el formulario de los diez apartados.

AY

y=Vx
-}

X

Solucion:

A i

. Tipo de funcién:irracional.

Dominio: Dom(f) = [0, + o)
Continuidad: es continua en [0, + o)
Periodicidad: no es periodica.
Simetrias: no es simétrica.

Asintotas:
—Verticales: no tiene.
— Horizontales: no tiene.

— Oblicuas: no tiene.

Corte con los ejes:

— Eje X: O(0,0)

— EjeY: O(0, 0)

Signo:

— Positiva (+): (0, + )
Maximos y minimos relativos:
a) Méximo relativo: no tiene.
b) Minimo relativo: O(0, 0)
Monotonia:

— Creciente (): (0, + )

— Decreciente (\)): &

167



Ejercicios y problemas

9. Puntos de inflexién: no tiene.
Curvatura:
— Convexa (U): J
— Céncava (N): (0, + o)
10. Recorrido o imagen:
Im(f) = R = [0, + o)

31. Halla el dominio de las siguientes funciones:

a =
)Yy s
X
b)y= x— |
Solucion:

2) Dom(f) = (5, + <o)
b) Dom(f) = (~e,0] U (1, +2<)

32. Halla el dominio de las siguientes funciones:

_ oo x+2
ay=L x-3
b)y =L Vx

—sen 2
c)y =sen <

Vx

dy=e

Solucion:

a) Dom(f) = (=o2,=2) U (3, + )

b) Dom(f) = (0, + o)

c) Dom(f) = R — {0} = (=22,0) U (0, + )
d) Dom(f) = [0, +°o)

33. Dibuja la funcién inversa de y = f(x) en cada caso:

a) Y
y = f(x)
=X
X
b) AY
y =2+ 2% //
A
X
Y =X
168

Solucion:
a)
b) AY 0
y=2+24 4
O
o X
Yy =X

34. Dadas las funciones f(x) = tg x y g(x) = %,calcula:

a)ge°f b)feg
c)fof dgeg
Solucién:
2) (2 ° H(x) = —

tg X
b) (f* /) = g

c) (fef)(x) = tg (tg x)
d) (g° g)(x) =x

35. Calcula la funcién inversa de la funcién y = f(x) en los si-
guientes casos:

a)y=Vx+2
byy=x2-5; x>0

X
OY=3_3
x—2
dy=S-7
Solucion:

a)y=x2-2six>0

b)y= Vx+5six>0,0bieny=—-Vx+5six<0
3x

Qy=
x— |
X—2

dy=
x— |

SOLUCIONARIO
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Problemas

36. En la grifica adjunta se representan los ingresos en fun-
cién del precio de cada cuaderno que fabrica una em-
presa y que se vende. Describe las caracteristicas de la

grafica.
AY
2 ~—~
2®
o un
b0 O
c C
<5
o=
5
£ £
a-° X
I
Lad
Dinero (precio en €)
Solucion:

I. Tipo de funcién: polinémica.

Dominio: Dom(f) = [0, 6]

Continuidad: es continua en su dominio.
Periodicidad: no es periddica.

Simetrias: Simétrica respecto a x = 3

e S )

Asintotas:
—Verticales: no tiene.
— Horizontales: no tiene.

— Oblicuas: no tiene.

7. Corte con los ejes:
—Eje X:O(0,0) y (6 0)
—EjeY: O(0, 0)
Signo:
— Positiva (+): (0, 6)

8. Maximos y minimos relativos:
a) Maximo relativo: (3, 9)

Para 3 € se alcanzan unos ingresos de 9 millones.

b) Minimo relativo: no tiene.
Monotonia:
— Creciente (): (0, 3)
— Decreciente (\): (3, 6)

9. Puntos de inflexion: no tiene.
Curvatura:
— Céncava (N): (0, 6)

10. Recorrido o imagen:

Im(f) = [0,9]

37. En un cartén rectangular de 8 cm de largo por 6 cm
de ancho, se cortan, en los vértices, cuatro cuadrados de
x cm de lado para construir una caja. Escribe la funcion
que da el volumen de dicha caja en funcién de la longitud
x y calcula su dominio de definicién.

TEMA 6. FUNCIONES

1 X
b

i |

X
X1

Solucién:

V(x) = (8 — 2x)(6 — 2x) x
V(%) = 43 — 28x2 + 48x
Dom(V) = [0, 3]

38. El perimetro de un rectangulo mide 10 m. Expresa el
area del rectangulo en funcion del lado x de la base. Cal-
cula el dominio de definicién de la funcién.

Solucién:
Ax) =x(5 - x)
A(x) = 5x — x?

Dom(A) = [0, 5]

39. Elprecio de venta al publico de una revista en funcién del
numero, en miles, de ejemplares editados, x, es

p(x) =4 —x/2
Escribe la funcién de los ingresos que se obtienen de-

pendiendo de los ejemplares editados, y calcula el domi-
nio de definicién.

Solucion:

I(x) = x - p(x) = x (4 —x/2)
I(x) = 4x — x?/2

Dom(l) = [0, 8]

40. Escribe una funcién que exprese el area de un rectingu-
lo inscrito en una circunferencia de | m de radio en
funcién del lado x de la base. ;Cual es su dominio de de-
finicion?

Solucion:

AX) =xV4-x2
Dom(A) = [0,2]
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Ejercicios y problemas

41. Hallalafuncién que da la longitud del lado de un cuadrado
en funcién del drea y calcula su dominio.

Solucién:
L(x) = Vx
Dom(L) = [0, + o)

Para profundizar

42. Dadas las funciones
f(x) = cos x y g(x) = x?
calculafogef

Solucion:
(fe°ge°f(x) = (f ° g)(cos x) = f(cos? x) = cos(cos? x)

170

24
43. Dada la grifica de la funcion y = X—XI, dibuja la in-

versa.
AY
X3
Y= X
X
I
Lad
Solucion:
AY
o
Q X
»
Ll

No es funcién.

SOLUCIONARIO
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Linux/Windows wWiRis

Windows Derive

Paso a paso

44. Dibuja la siguiente funcién y completa el formula-
rio de los diez apartados:

2+ 1

x2 -1

Solucién:

Resuelto en el libro del alumnado.

45. Dibuja la funcién: y = €5 halla la funcién inversa y
represéntala. Dibuja la recta y = x5 observa que la
funcién inicial y su inversa son simétricas respecto
de dicha recta.

Solucién:
Resuelto en el libro del alumnado.

46. Internet. Abre: www.editorial-bruno.es, clige
Matemdticas, curso y tema.

Practica

47. Representa la siguiente curva y a la vista de la gréfi-
ca razona si es funcién o no lo es: x* + y? = 25

Solucién:

o
— =
B
3
2
3

3

No es funcién porque para algunos valores de x exis-
ten varios valores de y; por ejemplo, para x = 3 se tie-

ney=4,y=-4

48. Representa la siguiente curva y a la vista de la grdfi-
ca razona si es funcién o no lo es: y = x> — 3x + 1

Solucién:

I -

Si es funcién porque para cada valor de x existe un
tinico valor de y

TEMA 6. FUNCIONES

49. Representa la siguiente funcién y completa los
10 apartados del formulario:

y=—X3+3X

Solucién:

W %+ b

.
LA \

-3
1

pl|

-5

-

. Tipo de funcién: polinémica.

. Dominio: Dom(f) = R = (— oo, +o0)

. Continuidad: es continua en todo R

. Periodicidad: no es periddica.

. Simetrfas: es simétrica respecto del origen O(0, 0)

. Asintotas: no tiene.

) S, NSV S

. Corte con los ¢jes:
— Eje X: B(-v3, 0), 00, 0), A(V3, 0)
—Eje Y: O(0, 0)
Signo:
— Positiva (+): (—°<>, —\/3) U (0, \/g)
— Negativa (-): (— V3, 0) U (\/3, + 00)
8. Médximos y minimos relativos:
a) Mdximo relativo: C(1, 2)
b) Minimo relativo: D(—1, —2)
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Monotonfa:

— Creciente (): (-1, 1)

— Decreciente (\): (—o0, —1) U (1, + o)
9. Puntos de inflexién: O(0, 0)

Curvatura:

— Convexa (U): (—oo, 0)

— Céncava (n): (0, + o)
10. Recorrido o imagen:

Im(f) = R = (~oo, +20)

50. Representa la siguiente funcién y completa los
10 apartados del formulario:
x? +1
X

Solucién:

| -
1. Tipo de funcién: racional.

2. Dominio: Dom(f) = R — {0} = (o0, 0) U (0, + )

3. Continuidad: es discontinua en x = 0

4. Periodicidad: no es periédica.

5. Simetrias: es simétrica respecto del origen O(0, 0)
6. Asintotas:

— Verticales: x = 0
— Horizontales: no tiene.
— Oblicuas: y = x
7. Corte con los ejes: no corta a ninguno de los ejes.
Signo:
— Positiva (+): (0, + o)
— Negativa (-): (-0, 0)
8. Médximos y minimos relativos:
a) Mdximo relativo: A(—1, —2)
b) Minimo relativo: B(1, 2)

172

Monotonfa:
— Creciente (): (=00, —1) U (1, +o0)
— Decreciente (\): (=1, 0) U (0, 1)
9. Puntos de inflexién: no tiene.
Curvatura:
— Convexa (U): (0, +o0)
— Céncava (N): (=0, 0)
10. Recorrido o imagen:

Im(f) = (—o0, 2] U [2, + o)

51. Clasifica, representa y halla el dominio y el recorri-
do o imagen de:

Solucién:

[ Y

Funcién racional.
Dom (f) = R — {1} = (oo, 1) U (1, +0)
Im (f) = (_oo’ 0) U (03 +°°)

52. Clasifica, representa y halla el dominio y el recorri-
do o imagen de:

y=Vx+4

Solucién:

ok W &
\

¥
B 5 # 3 z 1 1 2 3 L] 5 L]

ok LA L

SOLUCIONARIO
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Funcidén irracional.
Dom (f) = [-4, + )
Im (f) = [0, + )

53. Dibuja la funcién y = x?
a) Traslddala 2 unidades a la izquierda.

b) Traslada la curva obtenida 3 unidades hacia
abajo.

Solucién:

54. Representa la funcién:
y=3x+2

Halla la funcién inversa y represéntala. Representa
la rectay = x, observa que la funcién inicial y su in-
versa son simétricas respecto de dicha recta.

Solucién:

£1(x) =%

fy f~! son simétricas respecto de la rectay = x

55. Representa la siguiente funcién, halla su funcién
inversa y represéntala. Representa la rectay = x, ob-
serva que la funcidn inicial y su inversa son simétri-
cas respecto de dicha recta.

y=Vx—1

TEMA 6. FUNCIONES

Windows Derive

Solucién:

f1(x) =IF(x > 0, x> + 1)

fy f~! son simétricas respecto de la rectay = x

56. Indica si las siguientes funciones son pares, impares,
0 no son ni pares ni impares y calcula su simetrfa:

A)y=x>-9 b) y = x? — 4x

Solucién:

2) -

f(-x) = f(x) = funcidn par.
Es simétrica respecto del eje Y

b) ‘ -

f(—x) # f(x) = no es par.

No es simétrica respecto del eje Y

f(—x) # —f(x) = no es impar.

No es simétrica respecto del origen O(0, 0)

En el dibujo se observa que es simétrica respecto a la
recta x = 2
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57. Indica si las siguientes funciones son pares, impares,
0 no son ni pares ni impares y calcula su simetrfa:

b)y=X=2

a) _2
Y X X—2

Solucién:

a) . T

f(—x) = —f(x) = funcién impar.

Es simétrica respecto del origen O(0, 0)
b) - -
s i

“+ e

f(—x) # f(x) = no es par.

No es simétrica respecto del eje Y

f(—x) # —f(x) = no es impar.

No es simétrica respecto del origen O(0, 0)

En el dibujo se observa que es simétrica respecto del

punto A(2, 3)

174
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Windows Derive

Plantea el siguiente problema y resuélvelo con ayuda de
Wiris o DERIVE.

58. Halla la funcién que calcula el 4rea de todos los rec-
tingulos de perimetro 8 m

a) Haz la representacién grdfica.
b) ;Qué figura se obtiene?

¢) Qué dimensiones tiene el rectdngulo cuando el
drea es mdxima.

Solucién:
a) Base = x
Altura =4 —x
y = x(4 —x) = 4x —x*
o
5
+ —
TN
4 ,.'f \_\
2 4
/ \
i \
] 5 - 3 —I'_ .l' 1 2 3 ;\ 5 L)
I|'r -1 \
llf = "||
> |
- it
[ !
oL \

b) Una pardbola.

¢) El rectdngulo es un cuadrado de ladox =2 m y el
drea méxima mide 4 m?

SOLUCIONARIO
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g4 Funciones algebraicas
y trascendentes

1. Funciones polindmicas

M Piensa y calcula

Dibuja una recta que tenga de pendiente % y pase por el punto P(0, 2)

Solucion:

P(0,2)

/‘

AY

/

176

2<
® Aplica la teoria
. Analiza de qué grado pueden ser las funciones polindmi- Solucién:
cas siguientes. ;Qué signo tiene el coeficiente principal? ) v
a A
a) AY b) AY
/\ X X P
\-/ Ll \/ Ll Ll
Solucion: m = 0, ordenada en el origen: 4
a) De 3°" grado. El coeficiente principal es negativo. b) AY
b) De 4° grado. El coeficiente principal es positivo.
2. Representa las siguientes rectas, halla la pendiente y la X
ordenada en el origen: >
)y =4 byy=-2 y=-2
Qy= 37)( d)y =-2x
Q) y=x+3 f)y=—%+4 m = 0, ordenada en el origen: -2

SOLUCIONARIO
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c) AY
N
M)
X
m = 3/2, ordenada en el origen: 0
d) AY
y = —2x
X
m = —2, ordenada en el origen: 0
e) AY
y=x+3
X
m = |, ordenada en el origen: 3
f) AY

\ y=_27x+4

3

A 2%

m = —2/3, ordenada en el origen: 4

Haz un dibujo aproximado de las funciones:
a)y=x® b) y=x'
Solucion: AY
2)
y=xt
X

b)

a)

b)

d)

Solucion:

a)y=23—x+l

b =_1+3
) Y )
X

=Z=9
o)y 3

_ 5
d)y=-=*

A

/////
i

hY

\
A 24

AY

L

%

Escribe la ecuacién de cada una de las siguientes rectas:

TEMA 7. FUNCIONES ALGEBRAICAS Y TRASCENDENTES
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2. Funcion cuadratica

W Piensa y calcula

b=-2ax=>b=-6

. . . . . b
Dada la formula del eje de simetria de una parabola x = "o
a
En una pardbola, se conoce el eje x = 3 y a = |. ;Cuanto vale b?
Solucion:

, despeja mentalmente b

® Aplica la teoria

5. Representa la parabola y = x2,y,a partir de ella, las si-
guientes funciones:
a)y=x2+ 1
b)y = (x +1)*
y=(x—2)2+3
dyy=x2-5
Solucién:
a) AY
y= x2+ |
y=x> X
b) AY
y=x
y=(x+ 1) <
c) AY
7= (x=27+3
y=x X
178

Solucion:

a)

b)

¥

y=x2—5

Representa las siguientes parabolas:
a)y=x2—6x+5
byy=-x2—2x+3
c)y=2x2+4x— |
d)y=-3x?—6x +2

AY
[a2]
1
X
X
V(3,-4)
AY
V(-1, 4)
X
>
T
1
X

SOLUCIONARIO
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0 8. Halla las formulas de las siguientes parabolas:

AY a) AY
i
X
X 5
V(=1,-3)
b) AY
d) AY
V(=I,5)
) AR
X
0
X
Solucion:
a)y=x%+4x+4 b) y = —3x% + 6x — 2

7. Halla las formulas de las siguientes parabolas:
a) AY b) AY 9. Elnimero de boligrafos vendidos en una papeleria vie-
ne dado por la funcién f(x) = 6 — x, siendo x el precio

en euros. Calcula:
a) la funcién de ingresos, I(x)
\j b) el numero de boligrafos que hay que vender para que

L %
L

los ingresos sean maximos.

Solucién:

a) I(x) = 6x — x2
Solucién: b)V(3, 9), que es el méximo. Hay que vender 3 boli-
a)y=2x2—8x+4 b)y =—x%—4x— | grafos.

3. Interpolacion y extrapolacion

M Piensa y calcula

En un horno microondas se han medido los tiempos que tarda en descongelarse la carne en funcién del peso, obteniéndose
los siguientes resultados:

X: peso (g) 100 200 300 400 500
y:tiempo (min) 2,5 5 75 10 125
Escribe la féormula de la funcién lineal y = mx que se ajusta a los datos.

Solucion:
m =2,5:100 = 0,025
y = 0,025x

TEMA 7. FUNCIONES ALGEBRAICAS Y TRASCENDENTES
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@ Aplica la teoria

10. Calcula la recta que pasa por los puntos A(-3,-2) y
B(3,4). Interpola el valor de la funcién parax = | y ex-
trapola el valor de la funcién para x =5

Solucién:
y=mx+b
—3m+b=—2}
3m+b=4
m=1,b=1
y=x+1
x=l=y=2
x=5=y=6

1. Calcula la pardbola que pasa por los puntos A(- 4, 1),
B(—1,-2) y C(I,6).Interpola el valor de la funcién pa-
ra x =—2y extrapola el valor de la funcién para x = 4

Solucion:
y=ax2+bx +c

l6a—4b+c= |
a— b+tc=-2
at b+tc= 6
a=Il,b=4,c=1

y=x2+4x + |
XxX=-2=y=-3
x=4=y=33

12. En la tabla adjunta se recogen las presiones de vapor
de agua en funcidn de la temperatura:

x:temperatura (°C) 10 30

y:presion (mm Hg) 9,5 31,5

a) Calcula por interpolacién lineal la presion del va-
por de agua a la temperatura x = |5 °C

b) Calcula por extrapolacién lineal la presion del va-
por de agua a la temperatura x = 20 °C

Solucion:
y =mx +b
I0Om+b=9,5
30m+b=23I,5
I 3
T R
_13
100 2

a)x=15°C=y=15mm Hg
b) x =20 °C = y = 20,5 mm Hg

I13. Uninstalador de redes informaticas determina que pue-
de ofertar instalaciones de 100 m, 200 m y 300 m a
500 €, 800 € y 900 €, respectivamente, con un tope
de 300 m de longitud.

a) Calcula la férmula de la parabola que pasa por los
tres puntos.

b) Determina qué instalacion haria por 400 €

Solucion:
a)y=ax?+bx+c
10000a + 100b + c = 500

400002 + 200b + c = 800
90000a + 300b + c = 900

a=-1/100,b=6,c=0
y = —x%/100 + 6x
b) —x2/100 + 6x = 400
x =76,39 m;x =523,61 m

La solucién x = 523,61 m no sirve por ser superior a
300 m

180
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4. Funciones racionales e irracionales

W Piensa y calcula

Analiza si la funcién f(x) = % es impar y dibuja la parte de grifica que falta. A
Dibuja las asintotas.
X
Solucién:
Si es impar. o
y=0 X
® Aplica la teoria
14. Dibuija las siguientes hipérbolas y sus asintotas. Halla la I5. Dibuja las siguientes hipérbolas y sus asintotas. Halla la
constante, k, de proporcionalidad inversa: constante k
_2 _ 4 _x+3
)y = byy=-+ Y= 1
Az 3x-5
Solucién: =
b)y=""5
a)
_ 2x-5
9y= x— |
_ ox+1
y=0 X dy=- <+2
Solucién:
2)
__ 2
k=2 Y T I
b) AY AY
T
1)
4 X
A= 2 ¥
X y=1 X
y=0 4 -
o
!l
X
k=-4 k=2

TEMA 7. FUNCIONES ALGEBRAICAS Y TRASCENDENTES



b) 7. Escribe las formulas de las siguientes hipérbolas:
I a) AY b) AY
= +3
R
AY
N e
y=3 I - -
N8
x=2 Solucion:
|
= +2
)y x—3
k=1
= +
9 b)Y x+2 !
-3
= +2
Y x— |
AY . - . . .
] 18. Dibuja las siguientes funciones irracionales:
P Ay =
y=2 3 X byy=-2+ Vx|
y=—-Vx+2
dyy=3-v2-x
k= — Solucion:
d) a) AY
-
Y= X+ 2 e
AY /2(
(o]
i
1
- X
I Ll
y=-lI
b) AY
e
k=1
X
16. Escribe las formulas de las siguientes hipérbolas: /
a) AY b) AY
X X c) AY
EEERSY anii °
X
Solucién: T
2
= b =
Yy =" )Y =

182 SOLUCIONARIO
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19. Escribe la formula de las siguientes funciones irracionales:
d) AY a) AY b) AY
B ®
2 9 T

anal X ann)

V<

L 2%

Solucién:
aQ)y=\Vx+5 b)y=Vvx-2

5. Funciones exponenciales y logaritmicas

M Piensa y calcula

Observando la grifica correspondiente a y = 3%, dibuja la gréfica correspondiente a y = log; x, sabiendo que es inversa de la
anterior.
y =X
Solucion:
AY
y=3
(13)
= log, x
©, 1) Y 83
3, 1) X
(1,0)
y=x

TEMA 7. FUNCIONES ALGEBRAICAS Y TRASCENDENTES 183



® Aplica la teoria

20. Dibuja en los mismos ejes las siguientes funciones y sus

asintotas:
a)y=3%
b) y = logy x

iRespecto a qué recta son simétricas?

Solucion:

YEx

Son simétricas respecto de la bisectriz del primer y ter-
cer cuadrantes, y = X; por lo tanto, una es inversa de la
otra.

21. Dibuja en los mismos ejes las graficas de las funciones
siguientes y sus asintotas:

|\

a)y= (§)

b)y= Iog”3 e

iRespecto a qué recta son simétricas?

Solucion:

v

y = log, ;3 x

yY=x

Son simétricas respecto de la bisectriz del primer y ter-
cer cuadrantes, y = X; por lo tanto, una es inversa de la
otra.

22. Dibuja la grafica de las siguientes funciones y sus asintotas:

a)y=1+2
b))’=—5+(%)x
Qy=2<"3

I x+3
9v-[z)

Solucion:
a) AY
y=1
X
Lad
b) AY
X
>
y=-5
<) AY
X
y=0
d) AY
X
y=0 -

23. Dibuja la grafica de las siguientes funciones y sus asintotas:

a)y =3 + log, x b) y =-3 +log,;, x
¢y = log, (x +5) d)y = log, (x~ 1)
Solucion:
a) AY

v

SOLUCIONARIO
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b) 24, Escribe las formulas de las siguientes graficas:
AY a) AY b) 7\
-]
M
d N
0 v Solucién:
* 2)y =1+ 3
I X
g | ar=-2e(2)
Maan X
25. Escribe las formulas de las siguientes funciones:
a) AY b) AY
@ (-)
d) \1 X /X
o [ [
X
\\ Solucién:
a)y=Lx
b)y =log, (x—1)
6. Funciones trigonomeétricas
M Piensa y calcula
Completa la siguiente tabla: /2
X 30° 150° 210° 330°
sen x . 0
cos x n
tg x
3m/2
Solucion:
X 30° 150° 210° 330°
senx + 1L 1 1
2 2 2 2
cosx Y3 3 V3 A3
2 2 2 2
e 3 3 3 3
3 3 3 3

TEMA 7. FUNCIONES ALGEBRAICAS Y TRASCENDENTES
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® Aplica la teoria

a)y=2+senx

26. Dibuja las siguientes funciones a partir de la funcion y = sen x

. o
b)y—sen(x+ 2)

Solucion:
a) AY
y=2+senx
X
y = sen x
b) AY
y = sen (x +*)

= sen x
Y

J

V

\/N 3
/

Y

27. Dibuja las siguientes funciones a partir de la funcién y = cos x

a)y=1+tgx

186

a)y=-1I + cos x b)y=cos(x—%)
Solucion:
a) AY
y = cos X

y = -l + cos x
b) AY

— = _I

y=cosx Y COS(X 2)

>

X

28. Dibuja las siguientes funciones a partir de la funciony = tg x

b)y=tg(x+%)

Solucion:
a) ) AY
+ by
—_ 1
1 >
>3 x|
b1
b) )’=tg(X+§) )’=th
\AY p
X

29. Dibuja las siguientes funciones:

a) y = sen 2x

b)y=sen§

Solucion:

a) AY

b) AY

V<

30. Dibuja las siguientes funciones:

a)y=2senx

b)y=%senx

SOLUCIONARIO
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Solucion:

2)

b)

31. Dibuja las siguientes funciones:

a) y = cos 2x

c)y =2 cos x

Solucion:

a)

2
b)y=cos§
|
d)y=5cosx

b)

d)

AY
X

AY
/N /X

AY
X

TEMA 7. FUNCIONES ALGEBRAICAS Y TRASCENDENTES
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Funciones elementales que hay que conocer

Halla el tipo de cada una de las siguientes funciones y calcula mentalmente su fé6rmula

1 AY

¥X

Solucion:

Polinémica:y = x?

5 AY

Solucion:
Logaritmica:y = Lx

10 AY

/

¥X

Solucion:
Irracional:y = Vx — |
14 AY
I X
Solucion:
Exponencial: y = e*
18 AY
s

Solucion:

Polinémica:y = 3x% + 6x + |

188

2 AY

X

Solucién:
Exponencial: y = 2*

6 AY

X

Solucién:
Polinémica:y = -3

11 AY

¥X

Solucion:

Racional:y =

x—3
15 AY

1}

-2

X

Solucion:

Polinémica:y = —2x + 3

19 AY

I

Solucion:
Racional:y = -

N}
A 2.3

+ |

x+3

3 AY 4 AY
(-]
X X
> >
Solucion: Solucién:
Irracional:y = Vx Racional:y = —
7 A4Y 8 IAY
’ / 4 2 3/ In.
2 / I 3 4 5 61X
|
0 2 n, -1
1|2 .z . o
=i / X Solucion: Trigonométrica:y = cos X
=7
_3 / 9 AR
= I 0l n2 3m/2 Jn‘
I 2 3 4 5 [) X'
Solucion:

Trigonométrica:
y =tgx

Solucion: Trigonométrica:y = sen x

12 (1 13 AY
\ X X
N g g
Solucién: Solucion: -
Polindmica:y = x2 — 4x + 3 Polinémica :y = 2 |
16 AY 17 AY
(-]
X /// X
ng (
Solucion: Solucion:
Racional:y = -—— =3 Logaritmica:y = log, x
20 AY 21 AY
== e
e X \ X
Solucion: Solucion:

Irracional:y = V2 — x

Polinémica:y = —2x? + 4x

SOLUCIONARIO
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Ejercicios y problemas

1. Funciones polinomicas

32. Analiza de qué grado pueden ser las funciones poliné-
micas siguientes. ;Qué signo tiene el coeficiente prin-

cipal?
a) A b) Y
X X
Solucion:

a) De 2° grado. El coeficiente principal es positivo.
b) De 3°" grado. El coeficiente principal es negativo.

33. Representa las siguientes rectas, halla la pendiente y la or-
denada en el origen.

a)y =—-x
—__X
b) Y= 2
Qy= 37)( + 1
dy=-2x-1
Solucion:
a) AY
X
m = — |, ordenada en el origen: 0
b) AY
X
m = ——;, ordenada en el origen: 0

TEMA 7. FUNCIONES ALGEBRAICAS Y TRASCENDENTES

\

_3 an-
m= > ordenada en el origen: |

d) AY

%

m = —2, ordenada en el origen: — |

34. Escribe las formulas de las siguientes rectas:

a) AY
X
b) AY
&
Solucion:
_2x
)y=3
5x
b)y=—"-+4
)y =-3

35. Haz un dibujo aproximado de las funciones siguientes:

a)y=x3
b)y=x4
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Ejercicios y problemas

Solucion:
a) AY
y=x
X
b) AY
y=xt
X

2. Funcioén cuadratica

36. Representa la parabola y = 2x2; a partir de ella, las si-

guientes:
a)y=2(x— )2
b)y=2x2-3

Q) y = 2(x + 22
d)yy=2(x+1)2+2

Solucion:
a) AY
=2(x— )2
— 92 Y
y = 2x X
b) AY
y =[2x
y=2x* -3
X

190

<) AY
y= 2x2
y=2x+2)? X
d) AY
y=2x2
=2(x+ 1)2+2
y=2(x+1) X
37. Representa las siguientes parabolas:
a)y=x?—4x+2 b)y=-x*—2x+1

c)y=%x2+x—3

d)y=-22+4x+3

Solucion:
AY
a)
o~
1
b3
X
V(2,-2)
AY
b)
V(-I,2)
X
i
1]
X
AY
c)
n
I
X
X
I
V(=1,-712)

SOLUCIONARIO
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d) AY
V(l,5)

A

38. Escribe las formulas de las siguientes parabolas:

a) AY b) Y

A A4
X

¥

]
//

L

L

Solucién:
a)y=x*—4x+ | b) y = —x% — 4x
c)y=-2x2+8x—4 d) y = 3x% + 6x

3. Interpolacion y extrapolacion

39. Calcula la recta que pasa por los puntos A(l,— 3) y
B(3, I). Interpola el valor de la funcion para x = 2 y ex-
trapola el valor de la funcién para x = 4

Solucion:
y=mx+b
m+b=—3}
3m+b= |
m=2,b=-5
y=2x-5
x=2=y=-I
x=4=>y=3

40. Calcula la parabola que pasa por los puntos A(-4, 7),
B(-2,9) y C(2, 1). Interpola el valor de la funcién para
x = 0y extrapola el valor de la funcién para x = 4

TEMA 7. FUNCIONES ALGEBRAICAS Y TRASCENDENTES

Solucion:

y=ax?+bx +c

l6a—4b +c=7
4a—-2b+c=9
4a+2b+c=1I

a=-1/2,b=-2,c=7
y=—1/22-2x+7
x=0=y=7
x=4=y=-9

41. En la tabla siguiente se recogen los pesos ideales en fun-
cion de las estaturas:

160 170
y: pesos (kg) 64 72

x: estatura (cm)

a) Calcula por interpolacién lineal el peso para una esta-
tura de 165 cm

b) Calcula por extrapolacion lineal el peso para una es-
tatura de 180 cm
Solucion:
y=mx +b

160m +b = 64
170m +b =72

m=i,b=—64:>y=ix—64
5 5

a)x=165cm =y = 68 kg
b) x =180 cm = y = 80 kg

42. Una empresa, que cotiza en bolsa, tiene un cierre sema-
nal seglin se recoge en la siguiente tabla:

X: semana 3 7 8
y:cierre (€) 3 6 7

a) Calculala ecuacion de la pardbola que pasa por los tres
puntos.

b) Determina el valor de cierre de la accién en la quinta
semana.

Solucion:
a) y=ax?+bx+c

9a+3b+c=3
49a+7b+tc=6
64a+8b+c=7

a=1/20,b=1/4,c =9/5
y = x2/20 + x/4 + 9/5

b) Parax=5=y =43 €
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Ejercicios y problemas

4. Funciones racionales e irracionales

43. Dibuija las siguientes hipérbolas y sus asintotas. Halla la
constante, k, de proporcionalidad inversa.

=_3
y=-4
-2
b)y =~
Solucion:
a
) AY
x=0
RS
=0 -
{ 3
k=-3
b
) AY
x=0
2 X
y=0 =
k=2

44. Dibuja las siguientes hipérbolas y sus asintotas. Halla la
constante k

_ 2x+2
Qy=—
3x+7
b)y = x+2
_ —2x-6
)y= x+ |
—-2x+3
dy=—(—

Solucion:

a) AY
y=2+2
X y=2 2
TN X
o
I
x

192

b) AY
| \
= +3
/ x+2 I~N—
y=3
RS
o~
|
1}
X
k=1
c) AY
— _4_
Y x + | T
I
X
X
y=-2 4ﬁ
k=-—
d) AY
3
y==--2
X )
1l
X
X
3 L
\ )’=—2
=3

45. Escribe las formulas de las siguientes hipérbolas:

2)

AY b) AY
X kz

AY \‘\ d) AY
EREER x X

SOLUCIONARIO
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Solucion:
3
S +2
y=-—"
Qy= +3
x— |

46. Dibuja las siguientes funciones irracionales:

a)y=Vx+2
byy=-3+Vx+2
cJy=—-Vx-3
d)y=2-Vx-3
Solucion:
a) AY
(-}
/
yad X
b) AY
(-}
X
/'
./
<) AY
-]
L X
\
d) AY
(-}

4%

TEMA 7. FUNCIONES ALGEBRAICAS Y TRASCENDENTES

5. Funciones exponenciales
y logaritmicas

47. Dibuja en los mismos ejes las siguientes funciones y sus

asintotas:
a)y =4
b) y = log, x

iRespecto a qué recta son simétricas?

Solucion:

Son simétricas respecto de la bisectriz del 1"y 3°" cua-
drantes; y = x, por lo tanto, una es inversa de la otra.

AY
y=48
//+
y = loggx
X

»
»

48. Dibuja en los mismos ejes las siguientes funciones y sus

asintotas:
(LY

a) y= 4

b) y = log, 4 x

iRespecto a qué recta son simétricas?

Solucion:

Son simétricas respecto de la bisectriz del |®" y 3" cua-
drantes;y = X, por lo tanto, una es inversa de la otra.

AY

X

y = log, X

49. Dibuja la grafica de las siguientes funciones y sus asintotas:

a)y=32

byy=1 +(%)X
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Ejercicios y problemas

Solucion:
a) AY
X
y=0 g
b) \AY
y=1 ¥X

50. Dibuja la grafica de las siguientes funciones y sus asintotas:

a)y =log, (x—-1)

b)y=3+log”2x

Solucién:
a) AY
It
X
e
X
b) AY
e
X
o
I
X
51. Escribe las férmulas de las siguientes graficas:
a) AY b) AY
e
=2 X \ X
\s\

194

9] AY d) AY
(-}
i X X
Solucion:
a)y=1+3
b)y= Iog”3 (x+2)
c)y=¢e*

d)y =log; (x— 1)

52.
y = sen X

a)y =—2+senx

b) y = sen (x—%)

Funciones trigonométricas

Dibuja las siguientes funciones a partir de la funcién

Solucion:
a) AY
y = sen x
>
/\/ S eTThx
b) AY
y, = sen X
y =sen ( —%)

53. Dibuja las siguientes funciones a partir de la funcion

y = cos X
a)y =1 +cosx

T
= + —
b) y = cos (x 2)

SOLUCIONARIO
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Solucién: b)

AY S

a) AY x ‘T
& X

I =

>~ -

\
V<

y = | + cos x

X
y = cos X
b
) A 55. Dibuja las siguientes funciones:
n a) y = sen 3x b)y=cos%
Y=C°5(X\+§) y = cos x
é( Solucion:
a) AY
54. Dibuija las siguientes funciones a partir de la funcién y = tg x
a)y=-1 +tgx b)y=tg(x—%)
Solucién:
a) AY b) AY
by
x +
o | -
" i
>N A8 X X
Para ampliar
56. Analiza de qué grado pueden ser las funciones polinémicas Solucién:

siguientes. ;Qué signo tiene el coeficiente principal?
a) Es de grado cuatro.

2) A b) AY . o .
El coeficiente principal es negativo.
b) Es de grado dos.
x x El coeficiente principal es negativo.

57. Dibujala recta que pasa por los puntosA(-2,3) y B(6,— 1),
y halla su formula.

TEMA 7. FUNCIONES ALGEBRAICAS Y TRASCENDENTES



Ejercicios y problemas

Solucion:
AY
AE2,3) LT 22
X
—
B(6,~1)

58. Representa la parabola f(x) = x? a partir de ella, las si-
guientes funciones:

a)f(x—-2) + 1 b) f(x +1)-2
Solucion:
a) AY
y=x2
y = (X — 2);+ |
X
b) AY
y=x?
'S
y =+ 1)2-2

59. Calcula la funcién cuadritica que pasa por los puntos si-
guientes:

a) A(0,-1),B(2,-5) y C(5,4)
b)A(3,4),B(4,2) y C(1,-4)

Solucién:
a)y=x2—4x— | b)y =—2x%+ 12x — |4

60. Calcula la parabola que pasa por los puntos A(2, 2),
B(3,5) y C(6, 17). Interpola el valor de la funcién para
X = 4 y extrapola el valor de la funcién para x = -2

Solucion:
y=ax?+bx +c
4a+2b+c= 2

9a+3b+c= 5
36at6b+c=17

196

a=1/4b=7/4,c=-52
y = X214 + 7x/4 - 5/2
Parax=4=y=85
Parax=-2=y=-5

61. Se sabe que la masa de un metal determinado y su volu-
men se relacionan de la siguiente forma:
Volumen (cm3) 3 8 10
Masa (g) 23,1 e6l6 77

a) Calcula por interpolacién lineal la masa para un volu-
men de 6 cm?

b) Calcula por extrapolacion lineal la masa para un volu-

men de 18 cm?3

Solucion:
aQ) y=mx+b

3m+b =23l o m=77:b=0
8m+b=61,6
y=177x

Comprobacion de que para x = 10,y = 77
y=77-10=77
x=6cmP=y=462g

byx=18cm?=y=1386g

62. La demanda que hacen los consumidores de un produc-
to depende de su precio. En el estudio de mercado de un
determinado producto se ha determinado que las uni-
dades que se venden en funcién del precio son las que se
recogen en la tabla siguiente:

x: precio (€) 2 4 5

y: unidades en miles 3 7 6

a) Calcula la pardbola que pasa por los tres puntos.

b) Calcula las unidades que se venderian a un precio de 3 €

Solucion:
a) y=ax*+bx+c

4a+2b+c=3
l6a+4b+c=7
252+ 5b+c=6

a=—|,b=8,c=—9zy=—x2+8x—9

byy=-32+8-3-9
y=6€

SOLUCIONARIO
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63. Calcula la funcién cuadrética que pasa por los puntos si-

guientes:
a)A(2,0),B3,1)y C4,4)
b)A(-1,2),B(-3,-2) y C(-5,2)
Solucién:
a)y=x2—4x+4

b)y=x2+6x+7

64. Escribe las formulas de las siguientes hipérbolas:

a) AY b) AY
X X
c) AYL d) AYJ
X X
Solucion:
N
a)y 1
4
b)y=—2-
X
3
==+ |
oy ™
|
d)y=- +2
)y 3

65. Escribe las formulas de las siguientes graficas:

a) b)

AY AY

L %

L %

TEMA 7. FUNCIONES ALGEBRAICAS Y TRASCENDENTES

N
L 2%

¥

Solucion:

a)y=2*"
()2

b)y= (7)

c)y = log, (x + 3)

d)y= Iog”2 X

66. Dibuja las siguientes funciones:

a)y =2senx b) y = sen 2x
| X
c)y—?senx d)y—seni
Solucion:

a) AY
7\ X

b) AY
B\v/Ev Eavanv

<) AY
X
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Ejercicios y problemas

d)

%

67. Dibuija las siguientes funciones:
a) y = 3 cos x
b) y = cos 3x

_ |
c)y—?cosx

d) y = cos 3
Solucion:
a) AY
N [
b) AY
%) AY
RS

198

d)

AY

¥

68. Dibuja las siguientes func

a) y =—sen x

iones a partir de y = sen x:

b)y =2 -senx
Solucion:
a) AY
Yy =—senx y = senXx
€ K
b) AY

o/

y =2 —senx

N

%

y =sen x

69. Dibuja las siguientes funci
a)y =—cos x

ones a partir de y = cos x:

b)y =1 —-cos x
Solucion:
2) AY
y =—cos x| y=cosXx
AN - X
N_" e

SOLUCIONARIO
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b) AY b) AY
y =1 —cos x
> TS /;( ;(
y = cos x
Se observa que son la misma grafica, luego:
cos x = sen (x + 1/2)
70. Dibuja las siguientes funciones:
a) y = cos x
b) y = sen (x + w/2)
{Qué observas?
Solucion:
a) AY
X
Problemas
71. La dosis habitual recomendada de un determinado anti-

bidtico para nifios es de 20 mg por kilogramo de peso al
dia, sin sobrepasar los |1 000 mg al dia. Escribe la funcién
que da la cantidad de antibiético que se debe suministrar
en funcion del peso. Representa la grifica.

Solucion:

D(x) =

20x si0<x<50
)= 11000 six>50

AY

1000
800
600
400
200

Dosis (mg/dia)

X

»
>

10 20 30 40 50
Peso (kg)

TEMA 7. FUNCIONES ALGEBRAICAS Y TRASCENDENTES

72. Un taxi cobra 2 € por bajada de bandera y 0,06 € por
cada salto de contador. Escribe la formula de la funcion
que da el precio de una carrera, en funcién de los saltos
del contador, y representa su grafica.

Solucion:
D(x) = 2 + 0,06x

»

hY

Precio (euros)

- N W A~ U1 O

X

10 20 30 40 50 60
N° de pasos
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Ejercicios y problemas

73. Una empresa ha realizado un estudio para determinar
las funciones de oferta y de demanda de un producto en
funcién del precio de venta, x. La funcién de oferta es
y =x—2,y la de demanda es y = —4x + 18.Representa di-
chas funciones y halla el punto de equilibrio.

Solucion:

Cantidad de producto

I
/2 4\ 6 8 10 7

Precio (euros)

74. Se depositan | 000 € a un 3% de interés simple durante
un afo. Escribe la formula que da los intereses en funcién

del tiempo.
Solucion:
AY
290
g y = 30x
L 60
g
[V
P 30
£ X
12345678910 "

Tiempo (afios)

75. Halla el area de un cuadrado en funcién del lado. Repre-
séntala graficamente.

Solucion:

»

hY

A(x) = x2

Area del cuadrado (m2)

S

Longitud del lado (m)

76. Expresa la formula que da el producto de dos nimeros
que se diferencian en 4 unidades. Representa su grafica.

200

Solucion:

V<

y=x2+4x

77. Con |2 metros de moldura se desea decorar una puer-
ta formando un rectangulo.

a) Escribe la férmula que expresa el area de dicho rec-
tangulo en funcién del lado x

b) Representa la funcién.

c) Determina las dimensiones del rectangulo que hacen
el drea méxima.

Solucion:
a) A(x) = x(6 — x) = A(x) = bx — x?
) AY
y= —x2 + 6x
E
g
~< Z(

Longitud de la base (m)

¢) Un cuadrado de 3 m de lado con un 4rea de 9 m?

78. El beneficio, en miles de euros, que se obtiene al vender
a x € una unidad de un determinado producto viene da-
do por la férmula B(x) = —x? + 8x — 12

a) Representa la funcién B(x)

b) Determina el precio al que hay que vender el produc-
to para obtener el maximo beneficio.

Solucion:
a) =
W AY
(]
o
8
E y=—x2+8x— 12
o
o
@
C
H AN
Precio (€)
b) A 4€

SOLUCIONARIO
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79. Un empleado cobra en su sueldo una cantidad fija y una
parte variable que depende de las horas trabajadas.
Un mes que ha trabajado 140 horas, ha cobrado 1050 €.
Otro mes que trabaja |15 horas, cobra 960 € ;Cuanto
cobrara si trabaja durante un mes 125 horas.

Solucion:
y=mx+b

140m + b = |oso}
I15m + b =960
m = 18/5,b = 546
y = 18x/5 + 546

x=125h=y=9% €

80. En la siguiente tabla se recogen las temperaturas corpo-
rales que una persona tiene, en funcién del tiempo trans-
currido, después de tomar 600 mg de paracetamol:

x: tiempo (horas) 0 2 4
y:temperatura (°C) 39 37 39
a) Calcula la férmula de la parabola que pasa por los tres

puntos.

b) Calcula el valor de la temperatura corporal a las tres
horas de tomar el medicamento.

Solucion:

a)y=ax?+bx+c

c=39
4a+2b+c=37
l6a +4b + c = 39

a=1/2,b=-2,c=39
y =x%42 —2x + 39
b)x=3=y=375°C

81. Una mdquina envasa un pedido de latas de tomate en
8 horas. Se ponen varias maquinas idénticas a trabajar.

a) Halla la funcién que expresa el tiempo de envasado en
funcién del nimero de maquinas.

b) Identifica la funcién obtenida.

c) Representa grificamente dicha funcién.

Solucion:
8

a) y=—
X

b) Funcién de proporcionalidad inversa

TEMA 7. FUNCIONES ALGEBRAICAS Y TRASCENDENTES

<)
AY
. -8
g o Y X
o
<
o °
g °
= ..°00002(

N° de maquinas

82. Para recoger los higos de una finca, una persona tarda 60
horas.

a) Halla la funcién que expresa el nimero de personas
en funcién del nimero de horas.

b) Identifica la funcién obtenida.

c) Representa graficamente dicha funcién.

Solucion:
60

a) y =
X

b) Funcién de proporcionalidad inversa.

c) X
1008
60
g 80| y==¢
§60 °
~
g 40|
S 20 .
S ® 0000 oX
2 4 6 8 10

Tiempo (horas)

83. Un cultivo de bacterias se reproduce de forma que el nd-
mero de bacterias se duplica cada minuto. Expresa la fun-
cion que representa el nimero de bacterias en funcién
del tiempo.

Solucion:

Suponiendo que inicialmente haya una bacteria y siendo x
el tiempo en minutos:y = 2*

84. Se deposita un capital de 6000 € al 10% anual, de ma-
nera que los intereses se acumulan al capital. Expresa
la funcién que da el capital acumulado en funcién del
tiempo.

Solucion:
C=6000"1,It
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Ejercicios y problemas

Para profundizar

85. ;Puede tener una funcién polinémica de cuarto grado so-
lo un minimo? Pon un ejemplo.

Solucion:

Si, la funcién potencial:y = x
86. ;Puede existir una funcion polinémica de tercer grado
que no tenga ni maximo ni minimo? Pon un ejemplo.

Solucion:

Si, la funcién potencial:y = x3

87. Se sabe que la poblacién de una localidad ha evoluciona-
do seglin los datos de la tabla:

1999 2001
4050 3900

Tiempo (afios)

N° de habitantes

a) Calcula por extrapolacién lineal el nimero de habi-
tantes en el afio 2003

b) Si resulté que en el afio 2003 la poblacion real fue de
3900 habitantes, ;cual fue el error cometido?

Solucion:

y=mx+b

1999m + b = 4050 }

200Im + b = 3900

m =-75,b = 153975

y =—75x + 153975

a) x = 2003 = y = 3750 habitantes.

b) Error = 3900 — 3750 = 150 habitantes.

202

88. Un rectangulo tiene 6 m? de drea.

a) Halla la funcién que expresa uno de los lados en fun-
cion del otro.

b) Identifica la funcién obtenida.
c) Representa grificamente dicha funcién.

Solucion:
X y=6=y =5
X

b) Funcién de proporcionalidad inversa.
D)
AY

X

Longitud de la altura (m)

Longitud de la base (m)

SOLUCIONARIO
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Linux/Windows wiR:s Windows Derive [©

Paso a paso

89. Dada la pardbola: 90. En la tabla siguiente, se recogen los beneficios que
) se obtienen en funcién del tiempo que estd abierto
y=x"—4x+1

un restaurante:
a) calcula mentalmente el eje de simetria y repre-

° x: tiempo en horas 2 3 5
séntalo.

y: beneficio en miles de euros 4 5 1

b) calcula el vértice.
L , ) . Calcula la férmula de la pardbola que pasa por los
c) dibuja la pardbola y comprueba el eje y el vértice. tres puntos y represéntala.

Solucién: Solucién:

Resuelto en el libro del alumnado. Resuelto en el libro del alumnado.

91. Internet. Abre: www.editorial-bruno.es, clige
Matemdticas, curso y tema.

Practica

92. Representa las siguientes funciones potenciales, ob- 9 T T
serva cudles tienen mdximo o minimo relativo y cud- ) f
les tienen punto de inflexién. \ |

a) y = x? b)y=x oy=xt dy=x o jf

Solucién: AN =
1 2 a 4 § [

a) 7 7

-3 d) 5 |

b) wl® 1 If -1
o] ]
L r
i | =]
3 |II .
2 r‘ll
! .."'J | "
;‘f : Tiene un punto de inflexién en O(0, 0)
A
[.'I . 93. En las siguientes pardbolas, halla el eje de simetria,
| . el vértice y el punto de corte con el eje Y. Luego re-

preséntalas para comprobarlo:

Tiene un punto de inflexién en O(0, 0)
A)y=x>—6x+5 b) y = —3x? - 6x + 2

TEMA 7. FUNCIONES ALGEBRAICAS Y TRASCENDENTES



Linux/Windows wiRis

Solucién:
a) Eje: x = 3, V(3, -4), P(0, 5)

\‘.6

5

W

94. Calcula la recta que pasa por los puntos
A(=3,-2) yB(3, 4). Interpola el valor de la funcién

parax = 1 y extrapola el valor de la funcién parax = 5

Solucién:
fix) =mx+b
—3m+b:—2}
3m+b=4
m=1,b=1
y=x+1
x=1=>y=2
b)x=5=y=06

95. Calcula la pardbola que pasa por los puntos
A(-4,1),B(-1,-2) y C(1, 6). Interpola el valor de
la funcién para x = —2 y extrapola el valor de la fun-
cién parax = 4

204

Solucidn:

y=ax? + bx+c

16a—4b +c=1
a— b+c=-2
a+ b+c=6
a=1,b=4,c=1

y=x2+4x+1
Qx=-2=>y=-3
b)x=4 =>y=33

96. En las siguientes hipérbolas, halla el valor de la
constante k y las asintotas; luego, representa las hi-
pérbolas con sus asintotas para comprobarlo.

3x-5 2x -5
Q) y="—= b)y==2"2
)y x—2 )y 1-x
Solucién:
1
a)y=3+
) v x—2
k=1
Asintotas
® Vertical: . |
X = 2 5 I'-\
e Horizontal: . N 1
=g o 1
1
[ PR 1 II_‘ 14 i
b)y=-2+ s
x—1
k=3 1
Asintotas .
o Vertical: o |
x=1 2 "1
e Horizontal: ' \"-\
y = _2 I 2 z J_\..\-‘t i
o |-
\

SOLUCIONARIO
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Identifica las siguientes grdficas y calcula mediante ensayo-

acierto su férmula:

97.

98.

TN

Solucién: polindmica, y = 3x* + 6x — 2

99.

Solucién: trigonométrica, y = 2 + sen 3x

100.

Solucidn: irracional, y = Vx + 3

TEMA 7. FUNCIONES ALGEBRAICAS Y TRASCENDENTES

Windows Derive

101. T
4
P
A
an
-
'f
,-//
//;
.'/ 2
Solucién:

polinémica, y = % +4

103. . T \

Solucién:

racional, y =

[2

Solucién:

trigonométrica, y = tg 2x

)




Linux/Windows wiR!s

Plantea el siguiente problema y resuélvelo con ayuda de
Wiris o DERIVE.

105. El nimero de boligrafos vendidos viene dado por la
funcién f(x) = 6 — x, siendo x el precio en euros.

Calcula:
a) La funcién de ingresos, 1(x)

b) El nimero de boligrafos que hay que vender pa-
ra que los ingresos sean mdximos.

Solucién:
a) I(x) = (6 —x)x [ I(x) = 6x — x2

b) Representacién grafica:

& 4w+ % =

El mdximo beneficio se alcanza parax = 3 €

206

Windows Derive @

106. Un instalador de redes informdticas determina que

puede ofertar instalaciones de 100 m, 200 m y 300 m
a 500 €, 800 € y 900 €, respectivamente, con un
tope de 300 m de longitud.

a) Calcula la férmula de la pardbola que pasa por los
tres puntos.

b) Determina qué instalacién haria por 400 euros.

Solucidn:

a) f(x) =ax? + bx + ¢

10000a + 100b + c = 500

40000a + 200b + c = 800

90 000a + 300b + c = 900
a=-1/100,b=06,c=0
y= —x2/100 + 6x

b) —x2/100 + 6x = 400
x =76,39 m; x = 523,61 m

La solucién x = 523,61 m no sirve por ser superior

a2 300 m

SOLUCIONARIO
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1. Funciones especiales

M Piensa y calcula

Completa la siguiente tabla:

§i Continuidad,
y asintotas

limites

X 03 -03 1,8 -1,8 24 -24 39 -39
Parte entera de x Ent (x)
Parte decimal de x Dec (x)
Valor absoluto de x x|
Solucion:
X 03 -03 1,8 -1,8 24 -24 39 -39
Parte entera de x Ent (x) 0 -1 | -2 2 -3 3 -4
Parte decimal de x Dec(x) 03 07 08 0,2 0,4 0,6 0,9 0,1
Valor absoluto de x x| 03 03 1,8 18 24 24 39 39
® Aplica la teoria
I. Representa las funciones: b)
2)y = Ent(24 b)y = ] t
y=Ix
Solucion:
a) AY ;(
y = Ent(2x) o7
oL X
R >
o0
.O.O 2. Representa las funciones:
.;O a) y = Signo(x? — 4)
b)y =[x + |

208
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Solucién:
a) AY
y = Signo(x2 — 4)
—0 0—2(
o———o0 i
b) AY
y = |-+
X
>
3. Representa las funciones:
a) y = [log, x
b) y = [sen x|
Solucién:
a) AY
y = |log, x|
X
o
I
X
b) AY
y = |sen x|
X
>

4. Representa las funciones:

®y={
MY={
Solucion:
a)
b)

5. Representa la funcién:

Solucion:

x six<-|
x2 six>—|
I/x six<O0
Vx six>0
AY
AN X
AY
RS
Lad
2% six< |
y=4-x+3 sil<x<2
logy x  six>2
AY

TEMA 8. CONTINUIDAD, LIMITES Y ASINTOTAS

209



2. Continuidad

W Piensa y calcula

Completa mentalmente las siguientes tablas:

Solucion:

Cox o 200 2000 20000
yeE 2 2 2 0

® Aplica la teoria

6. Representa las siguientes funciones y estudia la conti-

7. Representa lafuncion f(x) = Vx + 3 y calcula los siguientes
nuidad analizando su grifica:

limites:
a)y=—x2+4x+| b)y=2/x  ¢y=1x a) lim f(x b) lim_f(x)
X—> X—>—
Solucion:

a) AY Solucién:

y= x>+ dx+ | wm
HEE y=x+3

A 54

|

]

[
A

Es una parabola y es continua en todo R [ [ [

b) 4
a)IimIVx+3=2 b) Iimz\lx+3=|
X—> X——

X 2 :
> 8. Representa la funcion f(x) = { =X ¥ > six<2
-X six>2
y calcula los limites laterales en x = 2
Solucion:
Es una hipérbola y es discontinua en x = 0 AY
c) Y
EEEEN

S| y=x
RN

¥

lim_f(x) =lim  (—x) =-2
x—2* x—2*
Es una funcion irracional y es continua en todo su do-

. TS - 2 —
minio, Dom(f) = [0, + o) Jim f(x) = lim_(=x*+35) =1

210 SOLUCIONARIO
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9. Representa la funcion f(x) = 4 2* Six<|
2/x six>|

y estudia la continuidad en x = |

Solucion:

V<

f(ly=2'=2
lim_f(x) = lim_ 2 =2
x— 1" x— 1 x
lim f(x) = lim 2%=2
x— |- x— |-

La funcién es continua en x = |

3. Discontinuidades

M Piensa y calcula

Completa la siguiente sucesion:

29 2,99 - 3

Solucion:

29 2,99 2,999 2,9999 2,99999 — 3-

3 3" « 3,01 3,1

3 3* « 3,00001 3,000 3,001 3,01 3,

® Aplica la teoria

10. Representa la siguiente funcién y estudia sus disconti-
nuidades:

f(x) = X+ | six¢3
2 six=3

Solucion:

oY%

TEMA 8. CONTINUIDAD, LIMITES Y ASINTOTAS

Se estudia el punto x = 3

f3) =2

lim f(x) =lim (-x+1)=-2
x—3* x—3*

lim f(x) =lim (-x+1)=-2
x— 3" x— 3"

La funcién es discontinua en x = 3, donde tiene una dis-
continuidad evitable.

Se evita definiendo f(3) = -2

I I. Representa la siguiente funcion y estudia sus disconti-
nuidades:

y = Dec(x)

211



Solucion:

Es discontinua en los nimeros enteros, donde tiene una
discontinuidad de |1* especie de salto uno.

12. Representa la siguiente funcion y estudia sus disconti-

nuidades:y = Vx + |

Solucion:
AY
%
Es discontinua en x = — |, donde tiene una discontinui-

dad de 2° especie, ya que no existe el limite lateral por la
izquierda.

13. Representa la siguiente funcién y estudia sus disconti-

nuidades:y = 3:__ II

Solucion:

2

=3+
4 x— |
AY
2\\
\ ;

Es discontinua en x = |, donde tiene una discontinuidad

de |? especie de salto infinito.

14. Representa la siguiente funcion y estudia sus disconti-
nuidades:

y=tgx

Solucion:

¥

@k + Iy

Es discontinua en x = .k € Z,donde tiene una

discontinuidad de |?* especie de salto infinito.

I5. Representa la siguiente funcién y estudia sus disconti-

nuidades:

f(X)= 3-x2 six#-2
5 six=-2

Solucion:

~
|

Es discontinua en x = —2, donde tiene una discontinuidad
evitable. Se evita definiendo f(—2) = — |

212
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4. Limites de funciones polindmicas y racionales

W Piensa y calcula

Calcula mentalmente los siguientes cocientes y di cual o cudles no tienen solucién, tienen una solucién
o tienen muchas soluciones.
6 0 0 5
a) ) b) 0 <) 5 d) 0
Solucion:
a) 3 b) Muchas soluciones. )0 d) No tiene solucioén.
® Aplica la teoria
16. Calcula mentalmente los siguientes limites: 9 I 3x+5_ 31" +5_ -3+5_2 _ e
a) lim (=5x3+3x-7) x= 1T x— | I*—1 o* o*
o lim _3X+5=_3.|_+5=_3+5=A=_<>o
b) xl_i>n_1m (<t =5 +3) =1 x— | I=—1 0 0"
No existe lim f(x)
Solucién: =l
a) —oo b) +oco AY
17. Calcula los siguientes limites y representa la funcién 52
correspondiente: >
x2— 4 \
a) I|mZ )
x——
 3x+5 REEREN
b) lim
x=1 xX=1
Solucion:
2
a) lim X -4 = [E] = [im H+2)(x-2) = 18. Calcula mentalmente los siguientes limites:
x—-2 x—>-2
-2 x+2 0 - x+7 , 32 + 5x , 32 + 5x
a) lim ———— b) lim ————
= lim_(x-2)=-2-2=-4 x—+eo —2x* + 7 x——eo =25+ 7
x—-2
3 —x> + 3x2 | —x> + 3x2
4 )T LS A
3 x2+3 B x2 +3
e) XLI)n;-loc 4X3 -5 f) x|~l>nj°° 4X3 -5
X
g Solucién:
3 3
= b) —= —es
/ R )72 )
d) —c e)0 f)o

TEMA 8. CONTINUIDAD, LIMITES Y ASINTOTAS
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5. Limites de funciones irracionales y limites de operaciones

W Piensa y calcula

Solucion:

a) +oo b) Indeterminado.

c) Indeterminado.

Halla el resultado de operar los siguientes simbolos; puede dar + oo, — oo 0 indeterminado.
a) + o0 + o b) + 00 — o0

c)—o<>+o<> d)—oc—oo

d) —e

® Aplica la teoria

19. Representa la funcién f(x) =3 + V2 — x
Halla el limite de f(x) cuando x — 2~

Solucion:
AY
\ °
™
RS
lim (3 +V2—x) =3
X—>2

20. Representa la funcion f(x) = Vx + 2

Halla el limite de f(x) cuando x — + o

Solucion:
AY
(-]
Yadl X
lim Vx+2=+o
X—>+00
214

21. Halla el siguiente limite:

i 5x2+x— | _5
x_lmw x+3 X
Solucion:
, 5x2 + x — | _ _
JL"L(T‘-“X)‘[ 1=
52+ x— | —5x(x +3)
= lim =
X—>+eo x+3
= lim ,5x’2+x—l—,5»)@'—l5x=
X—>+ 00 x +3
= “m M:[i}:_lzt
x—+eo X +3 oo

22. Halla el siguiente limite:

7x3 + 14x2 — 5x
‘ 2 X IAXE T OX
xlnjm (7X x+2
Solucion:
3 2
. 2_ DX H 4T =5x |\ _r 1=
xI—I>njoo (7X X +2 [ ]

7x3(x +2) — (73 + 14x2 — 5x) _

X—>—c0 x+2
= i A MK -7 — AR +5x
X—>—co x+2

— lm 5X =H=s

x——c0 X + 2 oo

SOLUCIONARIO
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23. Halla el siguiente limite: lim (x -2+ 6x)

X—> +oo

Solucion:

lim (x— l—x2+6x)=[oo—°o]= lim (X—\/x7-+6x)(x+\/x2+6x)_ lim x2 — (x2 + 6x)

x=>tee x=>tee x + VX2 + 6x xore o b \x2 + 6x
_ x¥— x¥ - 6x —6x -6

. . ©2) ’
= lim ——————= lim —| = lim =——=—
[}

—6x _[— ]
Xty UxZ+6x X7 x4+ x2 + 6x xoFe v+ x2 I+

24. Halla el limite de la siguiente sucesion: lim (3n—V9n2+ 5n)

n—+oo

Solucion:

— 2 2 2 _ 2
i (30— NI E) = [ — o] = lim (3n = V'on2 +5n)(3n + Von2 +5n) _ i 92— (On? + 5n)

—5n -5

— im 22 =9?-5n _ —5n _[_w]

">* 3n+V9n2+ 50 "2 3n+V9n2 + 5n oo ] n=*e 35 +49n2 + 5p 3+3

n—>keo nte 3n+V9n2 + 5n n=* 3n+Y9n2 + 5n

= [==2| = Iim ==

6. Asintotas de funciones racionales

M Piensa y calcula

Dibuja la siguiente hipérbola, halla sus asintotas y represéntalas:y = » + 1
Solucion:
AY
Asintotas: y=1 2
. —_] X
Vertical: x = 3 >

Horizontal:y =1

® Aplica la teoria

Halla las asintotas de las siguientes funciones racionales y la

o Horizontal: no tiene.
posicion de la curva respecto de cada una de ellas:

Oblicua:
2
_x*+4 52
25- Y= 2X y = 5
Solucién: X2+4_x,4_x,2
Verticales: x = 0 5 2
. x2+4_ 4 _ lim 2. 0% = La curva estd encima de la asintota.
xILn?)* 2x _F_+w xore X
X2+ 4_ 4 _ XILnjoc 2= 0~ = La curva estd debajo de la asintota.
lim ——=—=-o X

TEMA 8. CONTINUIDAD, LIMITES Y ASINTOTAS



x2—x-2
2. y="
Solucion:

Verticales: | - x=0=x= |

lim x2—x—2=|+—l+—2=i=+
x—1* | —x [ 0

|im XZ_X_2= I__I__2=_—2=—oo
x— 1~ | —x (I 0t

Horizontal: no tiene.

Oblicua:
x2—x—2 —x + |
—x2 +x —X
-2
2y
Xlox=2 _ 2 4 2
| —x —x+ | x— |
y=-—-X
, 2 , .
lim = 0" = La curva estd encima de la
x—+oo X — | a9
asintota.
lim 2 - 0~ = La curva esta debajo de la
B Rt= asintota.
6x
27. y= .
x4+ 3
Solucion:

Verticales: no tiene.

Horizontal:y = 0

. 6x . .
lim —=—=0" = La curva est4 encima de la
X—>+ oo X2 + 3

asintota.

li 6x
im ——

=0~ = La curva esta debajo de la
X—>—o0 X2 +3

asintota.
Oblicua: no tiene.
2
X
28. y="—
x— |
Solucion:
Verticales:x2 — | =0 = x = |,x=—|
2 +
, X | |
lim =———=—=+o
x=> 1" x2 _ | I"—1 o
, x2 _ 1= _ 1 _
lim B =——=—=-0
x> 17 x4 — | == 0
S R
lim =——=—=-00
S | == 0~
2 +
lim ZX = —+I = L_‘_ =+
x—>=17 x2 — | I*—1 0
Horizontal:
2
. X
lim =l=y=
X—>*eo X2— |
. | . .
lim ——— = 0% = La curva esta encima de la
X—> + oo X2 _ I ,
asintota.
. | , .
lim ———= 0" = La curva estd encima de la
Xx——o0 y2 _
x4 — | .
asintota.

Oblicua: no tiene.
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Ejercicios y problemas

1. Funciones especiales

29. Representa las funciones:
a) y = Dec(2x)
b) y = Signo(sen x)

Solucion:
3) Y

y = Dec(2x)
b) AY

y = Signo(sen x)

prtmet=Of f——O X
o—] o—'
30. Representa las funciones:
a)y =|2x—4|
b)y = |x2—2x-3|
Solucién:
a) AY
y = |2x — 4]
P
b) AY
X
y = [x2—2x - 3|

TEMA 8. CONTINUIDAD, LIMITES Y ASINTOTAS

31. Representa las funciones:

a)y=i b) y = |cos x|
X
Solucion:
a)
b) AY
y = |cos x|
X

2 .
32. Representa la funcién:y = x* =1 s! x<2
3 six>2
Solucion:
AY
/ X
\V i
33. Representa la funcion:y = ¥ S! x< |
3/x six>|

Solucion:

AN

v

217



Ejercicios y problemas

34. Representa la funcién:

-3 six<-2
y=4-X si—2<x<|
Vx—1 six>|
Solucion:
AY
f X
—0

2. Continuidad

35. Representa las siguientes funciones y estudia la continui-
dad de forma grifica:

2x
a) y= T -1
b)y =%
Solucion:
a) AY
_2x |
y=3"

¥

Es una recta y es continua en todo R

b) 4

4%

Es el valor absoluto de una funcién racional, de una hipér-
bola; es discontinua en x = 0

218

36. Representa las siguientes funciones y estudia la continui-

dad de forma grafica:

a)y = |x| b) y = Dec(x)
Solucion:
a) AY
y = Ix|
X

Es el valor absoluto de una funcién polinémica y es conti-

nua en todo R
b)

AY

y = Dec(x)

LLLLLLYLLLLLY

Es la funcion parte decimal y es discontinua en todos los

puntos de abscisa entera.

37. Representa la funcion:

f(x) = sen x

y calcula los siguientes limites:

a) xI—I>r:t1/2 f(X)

Solucion:

b) lim f(x)

\

y = sen x

%

a) lim senx=1
12

X—>TU

38. Representa la funcion:

f(x) = {jm

b) lim senx =0
X—T

six<0

six>0

y calcula los limites laterales en x = 0

SOLUCIONARIO
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Solucion:

\ A%

a) xllno* f(x) = 1 b)J@o- f(x) =2
39. Representa la funcién:

_ |4 six<-—1
f(x)'{s/(xm) six>-|

y estudia la continuidad en x = —|

Solucion:
AY
_—0
xz(
f-1)=3
lim f(x)=3
x——1*
lim f(x) =4
x——1"

La funcién es discontinua en x = — |

3. Discontinuidades

40. Representa la siguiente funcion y estudia sus disconti-

nuidades:
+2 six<|
fx) = 4%
) {3 six> |
Solucion:
AY

V<

TEMA 8. CONTINUIDAD, LIMITES Y ASINTOTAS

Se estudia el punto x = |
f(l)=3

lim f(x) =lim 3 =3
x—I* x—I*

fim = i +2) =3

La funcién es continua en x = |; por lo tanto, es continua
en todo R

41. Representa la siguiente funcion y estudia sus disconti-
nuidades: y = Signo(x)

Solucion:

Se estudia el punto x = 0
f(0) = no existe.

Xlﬂﬁoj(x) =XI[1>10+ Signo(x) = |
XIT;]O‘f(X) =X|ln0_ Signo(x) = — |

La funcién es discontinua en x = 0, donde tiene una dis-
continuidad de |I* especie de salto finito de 2 unidades.

42. Representa la siguiente funcion y estudia sus disconti-
nuidades:

y=V2-x

Solucion:

Es discontinua en x = 2, donde tiene una discontinuidad
de 2* especie, ya que no existe el limite lateral por la de-
recha.

43. Representa la siguiente funcion y estudia sus disconti-
nuidades:
_2x+6
YT+
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Solucion:
AY
ma| I K
y=2 ki
X
_2x+6
YT
Es discontinua en x = — |, donde tiene una discontinuidad

de |? especie de salto infinito.

44. Representa la siguiente funcién y estudia sus disconti-
nuidades:

y = —log, x

Solucion:

e’ y = —log, x

\

%

Es continua en todo su dominio, es discontinua en
x = 0, donde tiene una discontinuidad de 2* especie, ya que
no existe el limite lateral por la izquierda.

45. Representa la siguiente funcién y estudia sus disconti-

nuidades:
f(X) = 2x six<|
—-x+3 six>|
Solucion:
AY

¥

Se estudia el punto x = |
f(l)=-1+3=2

220

Ji 0= i (x+3) =2
lim f(x) =lim 2*=2
x— 1~ x— |-

La funcién es continua en x = |

4. Limites de funciones polinémicas
y racionales

46. Calcula mentalmente los siguientes limites:

a) lim (—x®+7x2-3x+1)
X—>+oo

b) lim (—=x°+7x2=3x+ 1)
X—>—00

Solucion:

A xS+ T2 — + = i —x5) = —
a)xl_lmm(x 7x=—3x + 1) xl_l)n:m(x) )

b) xl_i)rrjm(—xs +7x2=3x + 1) =x|_i>n;1m(—x5) =+oo

47. Calcula el siguiente limite:
i 2x—2
lim

x—o—1 X+ |

Representa la funcién correspondiente.

Solucion:
| x-2 _2-(-1"-2 -2-2 -4
im = = =—=-00
x=>=1" x + | =1 +1 ot 0*
. 2x-2 2-(-1"H-2 -2-2 -4
lim =] =] = =+
x—=>-17 x + | =1 +1 0 0~

AY

/ y=2
d X

48. Calcula el siguiente limite:

X2+ 2x-3
lim ——————

x—= 1 x—|

Representa la funcién correspondiente.

Solucion:

2 4 2x — +
i X 2x-3 _ [2] e e~T)(x +3) _
x—> | x— | 0 x—> | x=T

=lim (x+3)=1+3=4
x—= |

SOLUCIONARIO

© Grupo Editorial Bruiio, S. L.



© Grupo Editorial Bruiio, S. L.

¥

49. Calcula mentalmente los siguientes limites:

a) lim —4x+ |
x—+o 9x2 + 5

o —4x+ |
b) x|~I>nj°o 92 + 5

Solucion:

a) lim —X*1_|=l-9
x>+ 932 4 § oo

b) lim i Sl Y ]
x—>= 9y2 4 § oo

50. Calcula mentalmente los siguientes limites:

2) lim 3xA-5
x—+oo —x + 2x3

4 _
b) lim _3xt-5

X——00 —X4 + 2X3

Solucion:

51. Calcula mentalmente los siguientes limites:
3 x>+ 7x3
a) lim ————
x—+eo 4x5 — 3x
5 3
. x>+ 7x
b) lim —————

x——o 4x% — 3x

Solucion:

, —x> + 7x3 _ [oo] _
a) lim ——————=|—[=—o
x>t gy _ 3y

5 3 [
b) lim =X XX el oy
x>0 4y _ 3y

TEMA 8. CONTINUIDAD, LIMITES Y ASINTOTAS

52.

Sol

Limites de funciones irracionales
y limites de operaciones

Representa la funcion:
f(x) =2+ Vx+5
Halla el limite de f(x) cuando x — —5*
ucion:
AY

® - —

/

¥

I|’m+(2+\/x_+5)=2

x—-5

53. Representa la funcion:

f(x) = V3 —x

Halla el limite de f(x) cuando x — — o

Solucion:

AY

)
TN EERX

lim V3—-x=+o
X—>—oco

54. Halla el siguiente limite: lim

( 6x2 + 5x — 4
X————

X—> +00 2x + |

Solucion:
, 6x2 + 5x — 4\ _ _
xinjm 3x - 2x + | ) B [ ]
i 3x(2x + 1) — (6x% + 5x—4) _
= lim =
X—>+oo 2x + |
=i 6x2 + 3x — 6x2 —5x + 4 _
X—>+ o0 2x + |
i B 3x X -5x+4 _ | =2x+4
X—> + 00 2x + | x—+e 22X + |

=[_T:°]=__22="
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o - , 10x3 +x2—-7
55. Halla el siguiente limite: xlnjw( 243 - 5x)

Solucion:

1053 +x2 -7 — 10— I5x _

X—>—00

2x2 +3

=1
2

oo

= lim x2— 15x—7 =[§]
x—o=e 93243

56. Halla el siguiente limite: lim (2x —V4x2 - 3x)

X—> t oo

Solucion:

lim (2X - m) = [eo — 0] = lim (ZX - m)(Zx + M)

3 2 _ 3 2_7_ 2
lim (|0X + X 7_5X)=[_oo+w]= lim 10x® +x*—7 - 5x(2x* +3) _ lim
X 2x2 + 3

X 2x% +3

= A — 4%+ 3x _

X—> +oo X—> + oo
= lim 3—X=[i]=||’m = |lim 3_X=
xote oy ‘,4X2—3X of x—+oo Yy + Ix x>+ 4y

2x + V4x2 — 3x

= oV~ 3x

57. Halla el limite de la siguiente sucesion: lim (V 3n-5 -Vn+ 2)

n— +oo
Solucion:

V3n—-5-Vn+2)(¥3n-5+\n+2 —B— f=
lim (V3n—5—n +2) = [0 — o] = lim (V3n n +2)(V3n n )=Iim 3n-5-n-2 _
m=>ie3 At \V3n-5+Vn+2 n=>**>\3n-5+vn+2
— 2n—7 el 2n _
=lim ———= —]—Ilm —————— = +oo
note 3n_5+Vn+2 Lol "ot 3n 40

6. Asintotas de funciones racionales

58. Halla las asintotas de las siguientes funciones racionales
y la posicién de la curva respecto de cada una de ellas:

_ x2—3x+3
VY=o
2
_ X
b))’— X2+3
Solucion:

a) Verticales:

x—1=0=x=1

lim X2=3x+3 _1"-3-1"+3 _ | _,

=1 x— | It =1 o*

lim X2=3x+3 _17=3-17+3 _ | __

=T x| I==1 0
222

Horizontal: no tiene.

Oblicua:
x2—3x+3 x— |
—x2+ x x—2
—2x+ 3
2x -2

2
x—3x+3=x_2+ |
x— | x—|

La asintota es:y = x — 2

lim = 0* = La curva estd encima de la
X—+oo X — ,
asintota.
a | _ . .
lim = 0~ = La curva esta debajo de la
x——co X — |

asintota.

SOLUCIONARIO
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b) Verticales: no tiene

Horizontal:
; X2 :
lim ————=1 = Laasintota es:y = |
X—>too X2 +3
x2 o x2-x*-3 _ -3
x2+3 x2+3 x2+3

lim (_ZL) =0~ = La curva esta debajo de la
xo+e | X%+ 3 ;
asintota.

lim (_ZL) =0~ = La curva estd debajo de la
X—>—o00 X+ 3 ,
asintota.

Oblicua: no tiene.

59. Halla las asintotas de las siguientes funciones racionales
y la posicién de la curva respecto de cada una de ellas:

a)y= X
Y 42
2x — |
b)y =
)y )
Solucion:

a) Verticales:4 —x2=0=x=2,x=-2

lim Lz =0 = Laasintota es:y = 0

lim —X— =0 = La curva esta debajo de la
X—> + oo 4 _ X2 ,
asintota.
lim —=X— =0* = La curva esta encima de la
x—=c 4 — x? :
asintota.
Oblicua: no tiene.
b) Verticales:x =0
lim 2x—1 _2-0"—1| =—l__
x—0" %2 o+ o+
lim 2x—1 _2-00-1 _-I____
x—=0"  x2 o+ o+

TEMA 8. CONTINUIDAD, LIMITES Y ASINTOTAS

Horizontal:

, 2x — | ,

lim =———=0 = Laasintotaes:y =0
X—>Foo XZ

, 2x — | . .

lim ==——=0% = La curva esta encima de la
X—>+ oo X2

asintota.

2x— | _ q .

———=0" = La curva esta debajo de la
asintota.

Oblicua: no tiene.

60. Halla las asintotas de las siguientes funciones racionales

y la posicién de la curva respecto de cada una de ellas:

a)y= -
x2+ |
xR+ 2x— |
b)yy=—"
Solucion:

a) Verticales: no tiene.

Horizontal:y = 0

. 5 ,
lim ———=0 = Laasintotaes:y =0
X—>*too XZ + |
im —=——=0%= La curva esta encima de la
X—>+ oo XZ + I ,
asintota.
. 5 , .
lim ———=0" = La curva estd encima de la
x——o x2 + | a
asintota.
Oblicua: no tiene.
b) Verticales:x =0
X2 4+ 2x— | _ 0t +2-0"— 1| _—| _
lim = ="'1=-_
x—0* X ot ot
X2+ 2x— 1 _ 0" 42001 _—1_
lim = =—=+o
x—0" X 0 0
Horizontal: no tiene.
Oblicua:
2 — —
XA 2x= 1 - g4zl
X X
La asintota es:y = x + 2
. | _ . .
lim (—— =0~ = La curva esta debajo de la
X—>+ oo X .
asintota.
. | , .
lim (—— = 0* = La curva esta encima de la
X—>—o0 X P
asintota.

223
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Para ampliar

61. Representa las funciones:

a) f(x) = %
b) f(x) = |2%|
Solucion:

a) TY

X
b
) AY
y =12
X
62. Representa la funcion:
2
Solucion:
AY

v

x = |
63. Representa la funcién:
-X six<-2
y=1{x2 si—2<x<|
log, x six2 |

224

Solucion:

/

¥

64. Halla el dominio y el campo de continuidad de cada una
de las siguientes funciones, es decir, el conjunto donde es
continua, y razona por qué son iguales o distintos.

) f(x) =53 -3x2+x-4  b)f(x) = ;‘(if

- x—3 Ny

c)f(x)—xz_'_4 d) f(x) = Vx -3
Solucion:

2) Dom(f) = R = (~eo, + o)
) = R = (~o0, +20)
Las funciones polinémicas son continuas en todo R

El dominio y el campo de continuidad son iguales por
estar definida la funcién por una sola formula.

b) Dom(f) =R —{I} = (o, I) U (I, + )
CH=R-{1}= (oo U (I, +)
El punto x = | de discontinuidad no estd en el dominio.

El dominio y el campo de continuidad son iguales por
estar definida la funcién por una sola formula.

c) Dom(f) = R = (oo, + o)
Clf) =R = (oo, )
No hay ninglin punto de discontinuidad.

El dominio y el campo de continuidad son iguales por
estar definida la funcién por una sola férmula.

d) Dom(f) = [3,+2o)
Ch) =[3,+>)
El dominio y el campo de continuidad son iguales por
estar definida la funcién por una sola férmula.

65. Halla el dominio y el campo de continuidad de cada una
de las siguientes funciones y razona por qué son iguales
o distintos.

a) f(x) = 2%
c) f(x) = sen x
e) f(x) = Ent(x)

b) f(x) = log, x
d) f(x) = tg x
f) f(x) = Signo(x)

SOLUCIONARIO
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Solucion:
a) Dom(f) = R = (=0, +o0)
) = R= (oo, o)

El dominio y el campo de continuidad son iguales por
estar definida la funcién por una sola formula.

b) Dom(f) = (0, + )
C(f) = (0,+=)
El dominio y el campo de continuidad son iguales por
estar definida la funcién por una sola formula.

c) Dom(f) = R = (—oo, + )
Cf) =R = (moo, + )
El dominio y el campo de continuidad son iguales por
estar definida la funcién por una sola formula.

{(Zk +
2

d) Dom(f) = R — ke z}

c = R_{(Zk; I)m

ke Z}

El dominio y el campo de continuidad son iguales por
estar definida la funcién por una sola férmula.

e) Dom(f) = R
CHl=R-Z
El dominio y el campo de continuidad no son iguales; se

observa que la funcién no estd definida por una for-
mula analitica.

f) Dom(f) = R
C(f =R-{0}
El dominio y el campo de continuidad no son iguales; se

observa que la funcién no estd definida por una for-
mula analitica.

66. Halla y clasifica las discontinuidades de la siguiente fun-
cion a partir de su grafica:

AY

=

Solucion:

Es discontinua en x = -2 y en x = 2, donde tiene una dis-
continuidad de |* especie de salto infinito.

67. Halla y clasifica las discontinuidades de la siguiente fun-
cion a partir de su grafica:

TEMA 8. CONTINUIDAD, LIMITES Y ASINTOTAS

AY
f(x) =T+V3~=x
—

/
(1)
|

Solucion:

Es discontinua en x = 3, donde tiene una discontinuidad
de 2° especie porque no existe el limite lateral por la de-
recha.

68. Halla y clasifica las discontinuidades de la siguiente fun-
cion a partir de su gréfica:

AY

X
S5/ EaaaEEg
2 4 + H -
fx) = 4 4x + | si x # I
4 six=-—1
Solucion:
Es discontinua en x = — |, donde tiene una discontinuidad

evitable. Se evita definiendo f(— 1) = -2

69. Calcula mentalmente los siguientes limites:

a) lim (x® — 7x% — 4x + 23)
x—0

b) lim (—x¢ + 7x5 —2x + )
x— |

Solucion:
a) 23
b) 5

70. Calcula mentalmente los siguientes limites:
2 lim XX
X—>+oo ZX2 -1
3 —5x3 + x
b) lim ————+
x—-c0  2X* — |
Solucién:
a) —oo
b) + oo

225



Ejercicios y problemas

71. Calcula mentalmente los siguientes limites: L . .o x+
) 3 ) 74. Calcula el siguiente limite: lim ——
a) lim (x°+5x—2x+7) x—=5 X =
X—>+oo
b) lim (-x*+ 2xZ—4x +5) Solucion:
X—>—oc0
+ t 4
.. a) | X I = —5 I = i = 4+
Solucion:

a) +oo b) —eo

72. Calcula los siguientes limites: L. L. L.
Como los limites laterales son distintos, el limite cuando

3x— | ; .
x tiende a 5 no existe.
a)xllns x+2
b) lim 2)(;3 75. Calcula mentalmente los siguientes limites:
o33 5x— | 5x— |
a) lim Xf b) lim Xf
Solucién: x—te =%+ 5 x——0 =23+ 5
 3x—=1_3-5-1_14 iz
a) lim =——=—=2 Solucién:
x—5 x + 2 5+2 7
o 2) 0 b) 0
. x=3 _|0f_, x—3 -
b) I|m32—— —| = lim ——=—=——=
It —4ax+ 3 L01 ? (x - 1) (x—3) 76. Calcula los siguientes limites:
2 _
S B a) lim = 2 b) lim —
3| 2 x—2 X-—4 x—0 X2
Solucion:
73. Calcula mentalmente los siguientes limites: 2
x-—-2x [0 X
-x3+7 -x3+7 2) l@z 2_4 =[6]=>I<i£>n2 +(§7ﬂ -
a) lim ———— b) lim 3 X (x+2)(x—~2)
x—+eo 2x> + 5 x—- 2x> + 5 =i X _ 2 _2_1
o TxCax+2 2+2 4 2
Solucién:
| | i L =+
a) —3 b) —? b) )I(IE;'O X2 v
Lo - . Xx—V\3
77. Halla el siguiente limite: lim
x=>\3 x2—3
Solucién:
i x—ﬁ_[O]_l, (x=V3)(x+V3) _ . =3 L 1 _ 1 _\3
im =|—=[=lim = lim = lim = = =—
x—V3 x2 -3 0 xaﬁ(x2—3)(x+\/§) xeﬁ()eZ{.’f)(x+\/?) x=>VIx+V3 V3 +43  2V3 6

78. Halla los siguientes limites:

li Vx +8-3 b li x—2
) ol x— 1 )xTZ | =V3x=5
Solucién:
a) IimLH=[g]=lim(X+8_3)(X+8+3)=Iim x*+8-9 = lim 1 =
x> x| ol =1 x-n(x+8+3)  x>I(x-1)([Vx+8+3) x> (x=T)(Vx+8+3)

= m | . |
= lim ———— = lim —
x>l \x+8+3 x>l +8+3 3+3 6

226 SOLUCIONARIO
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x-2)(1 +V3x=5) _

b) lim, —<=2 =[°]_,, (x-2)(1 +V3x5)

) s Lo
=”m@—mU+Vh—9=| (x~2)(1 + V3x=5) _

= 1m =1m
x>2 (1 —\3x—5)(1 +V3x=5) *>2

x—2 —-3x+6 x—2 -3(x—72)

79. Halla una funcién racional que tenga como asintota ver-
tical la recta x = 2
Solucién:

«@=;{7

80. Halla una funcién racional que tenga como asintota ho-
rizontal la rectay = 3

Solucion:
3x

f =

() 43

81. Halla una funcioén racional que tenga como asintota obli-
cualarectay=2x— |
Solucién:

2x2— x + |
X

fx) =2x— | +

X |—

82. Representa y halla mentalmente las asintotas de las si-
guientes funciones exponenciales:

a)y=2"
b)y=-5+2x"!
Qy=-3+2%
dyy=1+2x"1

Solucion:

a) AY

\ 4%

Horizontal:y = 0

TEMA 8. CONTINUIDAD, LIMITES Y ASINTOTAS

x—2

| -3x+5
| +V3x-5 I+V6-5 2
-3 -3 3
AY

b)

X
y=-5
Horizontal:y = -5
c) AY
X
/ Y13
Horizontal:y = -3
d) AY
y=1
X

Horizontal:y = |

83.

Representa y halla mentalmente las asintotas de las si-
guientes funciones logaritmicas:

a) y = log, x

b)y =3 +log, x

c)y =log, (x +3)
dy=1 +Iog2(x—3)
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Solucion:

a) AY

Vertical: x =0

b) AY

v

Vertical: x = 0

) AY

%

Vertical: x = -3

d) AY

Vertical: x = 3

84. Dada la funcién f(x) = %

a) completa mentalmente las siguientes tablas:

x 0l 00l
f(x)

0,001 0,000l

228

x -0, -0,0l 0,001 -0,000I

f(x)

b) Observando las tablas, induce los siguientes limites:
I |
lim — lim —
x—0" X x—0- X
c) Calcula f(0), razona si la funcién f(x) es continua en
x = 0y, en caso negativo, clasifica la discontinuidad.

Solucion:

2) x 01 00l 000l 0000l
fx) 10 100 1000 10000
x| _01 —00l —0001 0,000l
fx) —10 —100 —1000 —10000

b) lim |—=+o<: lIim —=—-o

x—0" x

c) f(0) no existe y, viendo los limites laterales obtenidos
en el apartado b), la funciéon es discontinua en x = 0,
donde tiene una discontinuidad de |* especie de salto
infinito.

Con calculadora
85. Dada la funcién f(x) = 2%

a) completa las siguientes tablas:

X o,/ 00l 0001 0,000l
f(x)
x -0, -0,01 —0,001 -0,0001
()
b) Observando las tablas, induce los siguientes limites:
lim 2% lim 2%
x—0" x—0"

c) Calcula f(0) y razona si la funcién f(x) es continua en

x=0
Solucion:
2l x 0l 00l 000 0000l
f(x) 1,07 1,007 1,0007 1,00007
x -0, —0,0l —0,001 -0,0001
fx) 09 099 0999 09999
b) lim 2x=| lim 2x=|
x—0" x—0"
c) f(0) = | y, viendo los limites laterales obtenidos en el

apartado b), la funcién es continua en x = 0

SOLUCIONARIO
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86. Dada la funcion f(x) = Vx

a) completa las siguientes tablas:

X 0,1 0,01 0,001 0,000l
()
x -0, -0,01 —0,001 -0,000I
f(x)
b) Observando las tablas, induce los siguientes limites:
lim Vx lim Vx
x— 0" x—0"

c) Calcula f(0), razona si la funcién f(x) es continua en
x = 0y clasifica la discontinuidad.

Problemas

Solucion:
) x 0l 00l 000 0000l
f(x) 03 0, 0,03 0,01
x -0, -00l1 —0,001 -0,000I
f(x) No existen

b) lim Vx=0 lim Vx no existe
x—0* x— 0~

c) f(0) = 0y, viendo los limites obtenidos en el apartado b),
la funcién es discontinua en x = 0, donde tiene una dis-
continuidad de 2 especie.

87. Representa la funcion:
X

f(x) = ]

iQué funcién es?
Solucion:

AY

Es la funcién y = Signo(x)

88. Halla el valor de k para que la siguiente funcion sea con-
tinua en todo R

f(X)= 2x—1 six<2
k six>2
Solucion:
f2)=2-2-1=4-1=3
X|I_I‘>n?:f(X) =XI|_r)nZ?(2x— N=4-1=3

lim f(x) =lim k=k
x—2* x—2*

Por tanto, tiene que ser:k =3

TEMA 8. CONTINUIDAD, LIMITES Y ASINTOTAS

89. Halla el valor de n para que la siguiente funcién sea con-
tinua en todo R

_|=x+n six<-=-2
f(x)_{xz—l six>-2

Solucion:
f-2)=(-22-1=4-1=3
Jim, (@) =i, (x+n)=2+n

i = i 2 _ =4_| =
lim 69 =lim (2-1)=4-1=3
Por tanto, tiene que ser:

2+n=3=n=1|

90. Halla el valor de k para que la siguiente funcién sea con-
tinua en todo R

f(x)={:/:2 six<|

six> |
Solucion:

f(|)=%=
Jim 69 = lim_(x+2)=1+2=3

lim_f(x) = lim <=k

x— | x— 1t x

Por tanto, tiene que ser:k = 3
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91. Halla el valor de n para que la siguiente funcién sea con-
tinua en todo R

f(x) = 2% sixSI
3x+n six>|

Solucion:
f(l)y=2'=2

lim f(x) =lim 2*x=2
x— 1~ x— |-

lim f(x) =lim, (3x+n)=3+n
x—1* x—1*

Por tanto, tiene que ser:3 +n=2=n=—1|

92. Los ingresos de una empresa en funcién del nimero de
afios que lleva funcionando vienen dados por la funcion:

Vx si0<x<9
69 = Ax=30 six>9
x—-7

donde x viene dado en afios, y f(x), en millones de euros.

{Es continua la funcioén f(x)?

Solucion:

Si es continua, porque:

f(9) =3
lim f(x) = lim Vx=3
x—9~ x—9~
. — . 4x—30 _6 _
Jir 16 =iy 230 = =3

93. En unaparcamiento que permanece abierto 10 horas dia-
rias, hay un cartel que dice: “cada hora, 1,5 €” y “mas de
4 horas,7 €”.
a) Representa la funciéon correspondiente.

b) ;En qué puntos es discontinua,y qué tipo de disconti-
nuidad tiene en cada uno de ellos?

Solucion:
a) AY
DN I I
o—e
o—e
o—e
—0

X
»

b) Es discontinua en:x = I,x=2,x=3,x = 4

En esos puntos tiene una discontinuidad de |* especie
de salto finito. En los tres primeros puntos el salto es
de 1,5,y en el ultimo el salto es de |

230

94. Calcula el valor de a para que:

. ax?+3x
lim 7 ¢ - 3
x>+ 2x*—5

Solucion:

%=3:>a=6

95. Observando la grifica:

Y 3
X
y=3 —4x
X
>
calcula:
3
. X _
a) xl_l)rrm( 3 4x)
3
b) lim (X— —4x)
x——co\ 3
Solucion:
a) + oo
b) —oo
96. Observando la grifica:
AY
=X+l
X
X
>
calcula:
2 4 |
a) lim X
x—+oo X
2 + I
b) lim X
X—>—c0
2 + I
c) lim X
x—0* X
2 + I
d) lim =
x— 0~
Solucion:
a) + oo b) —oo
C) + oo d) — oo

SOLUCIONARIO
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97. Rocio comienza a trabajar en una empresa de informati-
ca.La funcién que calcula el nimero de ordenadores que
monta, en funcién del tiempo, viene dada por:

6t

fo="1+s

donde t es el nimero de dias que lleva trabajando, y f(t),
el nimero de ordenadores que monta.

a) ;Cuéntos ordenadores monta el primer dia?

b) ;Cuantos ordenadores monta el quinto dia?

c) ;Cuéntos ordenadores monta el décimo dia?

d) ;Qué dia montara 5 ordenadores?

e) ;Puede llegar a montar algiin dia 7 ordenadores?

f) éA qué nimero tendera cuando lleve mucho tiempo

trabajando?
Solucién:
6t
| b) 3 4 d =5=1t=25
a) )3 9 )S=5
e) No, porque al resolver la ecuacién =7 se obtie-

ne un nimero negativo.

f lim &

t>+o t+ 5

=6

98. Los gastos mensuales en euros que una familia tiene en
alimentacién vienen dados por la funcién:

04x +k si0O<x<1000
f(x) = 2000x .
m si x> 1000

donde x son los ingresos de la familia en euros.

a) Halla el valor de k para que los gastos sean continuos,
es decir, no haya salto en x = 1 000 €

b) ;Hacia qué valor se estabilizan los gastos de alimenta-
cién de las familias con la renta mas alta?

Solucion:

a) k = 100 b) lim —2200X__ 5000 €

x—+e x + 3000

99. En una ciudad se hace un censo inicial y se sabe que el
numero de habitantes evoluciona segln la funcién:

t2 + 500t + 2500

PO v sop

donde t es el nimero de afios transcurridos desde que
se hace el censo,y P(t) es el nimero de habitantes en mi-
llones.

a) ;Cuantos habitantes hay cuando se realiza el censo
inicial?

b) ;Cuantos habitantes habra dentro de 50 afios?

TEMA 8. CONTINUIDAD, LIMITES Y ASINTOTAS

c) Con el paso del tiempo, ;hacia qué poblacién se esta-
bilizara? Halla la asintota horizontal para comprobarlo.

Solucion:
a) t=0= P(0) = | millén
b) t = 50 = P(50) = 3 millones

c) lim —tz * 500t + 2500 _ | millén
t—+oo (t + 50)2

Asintota horizontal:y = |

100. Halla las asintotas de la siguiente funcién racional y la po-
sicion de la curva respecto de cada una de ellas:

3x

y=7
x2 + |

Solucion:
Verticales: no tiene.

Horizontal:y = 0

, X , . ,
lim 3 = 0* = La curva estd encima de la asintota.
X—> + oo XZ + |

p 3X _ A . . .

lim ——— =0~ = La curva esta debajo de la asintota.
x—>=co x2 4 |

Oblicua: no tiene.

101. Halla las asintotas de la siguiente funcién racional y la po-
sicion de la curva respecto de cada una de ellas:

X2+
Y x2— |
Solucion:
Verticales:x2— | =0 = x= I, x =—|
P U L
lim ——=———==-=+4c
x= 1" x2_ | I*—1 ot
o2+l _ 1T+ 2
lim =——===-00
x— 1= x2 | I-——1 0"
X2+ _I=+1 _2
lim | =——===-00
x——1" x2_ | =1 0"
2 4 *+
lim —X I :—I I =£: + co
x>-1" x2—| |*—=] o0
Horizontal:y = |
, 2 . . ,
lim —=—=0" = La curva esta encima de la asintota.
X—>+oo XZ_I
, 2 . . ,
lim —=—=0% = La curva esta encima de la asintota.
x—o—e x2_ |

Oblicua: no tiene.

231



Ejercicios y problemas

Para profundizar

102. Halla el valor de f(3) para que la siguiente funcién sea con-
tinua en todo R

_ x2-3x
fx) = x—3
Solucion:
2
lim = = 3x =lim x=3
x—>3 X — x—3
f(3)=3

103. Una determinada especie evoluciona segun la funcién:
fey=5+2"¢
donde t es el nimero de afios y f(t) son los millones de
unidades existentes.

Representa la grifica y, observandola, contesta a la si-
guiente pregunta: ;la especie estd en vias de extincion?

Solucion:

\

La especie no estd en vias de extincién, porque tiende a
estabilizarse hacia 5 millones de unidades.

. £t =
LICREREE
104. Una determinada especie evoluciona segun la funcion:
f(t) = %,t >0

donde t es el nimero de afios y f(t) son los millones de
unidades existentes.

Representa la grifica y, observandola, contesta a la si-
guiente pregunta: ;la especie estd en vias de extincion?

Solucion:

oY%

232

La especie si esta en vias de extincién, porque tiende
hacia 0.

lim z=0

to+oe t

105. Observando la grifica de la sucesion:
AY

y=3

.....oooo*g

L 3
A

=

_3n2-2n+4

a
" n2+5

3n2—2n +4

a) calcula: lim 3
n“+5

n— toeo

b) Halla el limite analiticamente para comprobar el re-
sultado.

Solucion:
a) 3 b) 3

106. Una entidad financiera paga un tanto por ciento en fun-
cion del dinero depositado, definido por:

6x + 8000

R() = S+ 10000

donde x es la cantidad de dinero depositado en euros,y
R(x), el valor del tanto por ciento.

Hacia qué valor se estabilizara el tanto por ciento cuan-
do se deposite una cantidad muy grande.

Solucion:

6x + 8000

- e =6%
x—=+e x + 0000

107. Los beneficios o las pérdidas de una empresa vienen da-
dos por la funcién:

5x% - 20

v

donde x es el nimero de afios que lleva funcionando, y

f(x) son millones de euros.

f(x) =

a) Halla los beneficios o las pérdidas en el 1°",2°y 3*" afios.
b) Hacia qué valor se estabilizan las ganancias o pérdidas
con el paso del tiempo.
Solucioén:
a) —3,0,25/13 = 1,9 millones de euros, respectivamente.

5x2 - 20 n .
——— =5 millones de euros de ganancias.

SOLUCIONARIO
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Linux/Windows wiR:s

Paso a paso

)

Windows Derive

108. Dibuja la siguiente funcién, identificala y estudia sus
discontinuidades.

y = suelo(x)

Solucién:

Resuelto en el libro del alumnado.

109. Dibuja la siguiente funcién y estudia sus disconti-

nuidades.
_[e-s
Y l2x-3

Resuelto en el libro del alumnado.

six<3
six>3

Solucién:

110. Halla el siguiente limite y dibuja la funcién corres-
pondiente para comprobarlo grédficamente.

lim (-x3+2x%2+x-2)

X—>+00

Solucidn:

Resuelto en el libro del alumnado.

111. Representa la siguiente funcidn, halla sus asintotas
y dibujalas.
X2+ 5%+ 5

Y= X+ 2

Solucidn:

Resuelto en el libro del alumnado.

112. Internet. Abre: www.editorial-bruno.es, clige
Matemadticas, curso y tema.

Practica

113. Dibuja las siguientes funciones, identificalas y estu-
dia sus discontinuidades.

a) y = decimal(x)
b) y = signo(x)

Solucién:

a)

T3 3 4 5 &

Es la funcién parte decimal, y = Dec(x)

Es discontinua en los nimeros enteros, donde tiene
una discontinuidad de 1? especie de salto finito de una

unidad.

TEMA 8. CONTINUIDAD, LIMITES Y ASINTOTAS

b)

12 3 4 8 &

Es la funcién signo, y = signo(x)
Es discontinua en x = 0, donde tiene una disconti-
nuidad de 12 especie de salto finito de dos unidades.

114. Dibuja las siguientes funciones y estudia su conti-

nuidad.

a)y =2/ b)y = [x* + 2x - 3|
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Solucién:

a) A

12 3 4 8 &

Es discontinua en x = 0, donde tiene una disconti-
nuidad de 1? especie de salto infinito.

b)

1 2 3 4 8 &

Es continua en toda la recta real, R

115. Dibuja las siguientes funciones y estudia sus dis-

continuidades.

2/x six<0
fx) =

%) ) {\/; six>0
X+5 six<-2

b) fx) = {—x*  si-2<x<1
2x—3 six>1

Solucién:

a) 2/x CHI(= o0, x, 0) + Vx CHI(0, x, + o)

12 3 4 8 &

Es discontinua en x = 0, donde tiene una disconti-
nuidad de 1? especie de salto infinito.

234

b) 5 CHI(—oo, x, —2) —x22 CHI(- 2, %, 1) + 2x — 3)
CHI(, x, + o)

G

3
1
5
6

Es discontinua en x = —2, donde tiene una disconti-
nuidad de 1? especie de salto finito de 7 unidades.

116. Halla los limites laterales en el punto que se indica
y dibuja la funcién para comprobarlo grdficamente.

Clasifica la discontinuidad en dicho punto.

x—2

a)y= enx=2

)y x% — 2x

b) y= 2XX__35 enx=3
Solucién:

p =2 1
a) lim =X ==
)x—>2*x2—2x 2

l{im x=2 _1
x52 x2—2x 2

e T

En x = 2 tiene una discontinuidad evitable porque
no estd definida para x = 2; se evita la indetermina-

cién definiendo f(2) = 1/2

SOLUCIONARIO
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Windows Derive @

Plantea los siguientes problemas y resuélvelos con ayuda de
. 2x-5 . 2x-5 &4 p J y
b)xll_lg*xx_—3= r €2 Xll_lgixx_—3:_°° Wiris o DERIVE.

» 118. Una determinada especie evoluciona seguin la fun-

cién: f(t) = 3 + 27, donde t es el nimero de afios y

f(t) son los millones de unidades existentes.

Dibuja la grificay, observindola, contestaa la siguiente

pregunta: ;la especie estd en vias de extincién? Para
T comprobarlo, calcula el limite cuando t — + ooy

representa la asintota horizontal.

Solucién:

-

En x = 3 tiene una discontinuidad de 1? especie de
salto infinito.

117. Dibuja las siguientes funciones, halla sus asintotas y

represéntalas. :
3x% + 4x + 3 x2—2x+3 [
ayy="_—""~ byy= >—="=
%+ 1 x—1 P
lim 3+2°9=3
t—>+00
Solucién: g p ’ Y :
La especie no estd en vias de extincién, porque tiende
a) iy a estabilizarse hacia 3 millones de unidades.
: 8= 119. En una ciudad se hace un censo inicial y se sabe que el
= : nimero de habitantes evoluciona segun la funcién:
: 18 -8 & - -2 2 4 L * " : 2
i P(t): t +500t+%500
. (t+50)
; donde tes el n° de afios transcurridos desde que se ha-
ce el censo y P(t) es el n° de habitantes en millones.
a) ;Cudnrtos habitantes hay cuando se realiza el cen-
Vertical: no tiene. so inicial?
Horizontal: y = 3 b);Cudntos habitantes habrd dentro de 50 afios?
Olffeane: m® fene. c) ;Con el paso del tiempo, hacia qué poblacién se
estabilizar4?
b) L d) Representa la funcién y la asintota horizontal.
p Solucién:
L |'.; 1
1 3 4 ! d0 1k 0
Vertical: x = 1 L
Horizontal: no tiene. 2) 1 millén. b) 3 millones.
Oblicua: y = x -1 ©) I millén, y =1 d) En la grdfica.

TEMA 8. CONTINUIDAD, LIMITES Y ASINTOTAS 235



1.

La derivada

Piensa y calcula

La grafica y = f(x) representa el espacio que recorre un coche en funcién del tiempo.

»
=

Calcula mentalmente:

a) la pendiente de la recta secante, r, que pasa por Py Q

Espacio (m)

b) la distancia media recorrida entre 3sy 6 s

c) la pendiente de la recta tangente t en el punto P

/ Tiempo.(s)
Solucién:
a) 2
-2_6
TVM[3,6] =——==—==2
b) TVM[3, 6] e-3 3 m
c) 12
® Aplica la teoria
I. Calcula la tasa de variacién media de las siguientes fun- Solucién:
ciones en el intervalo que se indica: W) 5-C1) 6
2) f(x) = 2x— 3 en [1,4] VML A== =% ~ 372
f4)-f2)  2-(-2) 4
= 2_ = = ==
b) f(x) = x*—4x + 2 en [2,4] b) TVMI[2, 4] 4 ) > 2
 2x—4 _ @) =f(l) _ 0-(-112)_ |
c)f(x)—men[l,Z] c)TVM[I,2] = o ] 5
f(2) —f(-1 21 I
d) f(x) = Vx + 2 en [-1,2] d) TVM[-1, 2] = @-fCD_ =

236

2-(1)  2-(1) 3

SOLUCIONARIO
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2. Aplica la definicién de derivada y calcula la derivada de las siguientes funciones en los puntos que se indican:

a)f(x) =3x—-2enx=1 b)f(x)=-2x+lenx=-3

Solucion:

Q) f(x) =x2—4enx=-2

d)f(x) =—x2+5x—-3enx=1|

oy =i - 30+ -2-3-2) _  F+3h-2Z-F+7 _ . 3 _
a)f(l)—rl‘l_n?0 h = lim - = lim - —Am7—3
b) fi(-3) = Jim (2N =Dy, 2E3 TN ERED Ty, S e MoB ok 22
h—0 h h—0 h h—0 h h—0
vy o TE2A)—fCE2) L (C2+h)2-4-[(-2)2-4] _ A 4h+h2-A-0 _ . —4h+h? _
9D =iy ——— —— =i, " g e
=Iimw=lim (-4+h)=-4
h—0 h—0
— - 2 _3_(—]2 .
d) £(1) = lim f(I +h) f(I)=Iim (I +h)y*+5( +h)-3-(-1+5"1 3)=
h—0 h h—0 h
= fim A =2h=h2+ B+ Sh-F+f-B+F o 2430 HERTI) o pigyog
h—0 h h—0 h—0 H h—0
3. Aplica la definicién de derivada y calcula: Solucién:

a) la derivada de la funcién f(x) = x“ en x = |

b) las ecuaciones de las rectas tangente y normal en el
punto de abscisa x = |

c) Representa la funcién f(x) y las rectas.

Solucion:

f(l1 +h) —f(l | +h)2—|
a)f'(l)=I|’m( ) ()=Iim( ) =
h—0 h h—0 h
2_ 2+h
A2 p o KRR ey =2
h—0 h h—0 h—0
b)Six=1=f(l)=1=P(,1)
La recta tangente:m = f'(l) = 2
y—1=2(x-1)
y=2x-1I
La recta normal:
y=1=-2(x=1)
] 3
= —x+=2
YT
<) y=x, &Y
s
|
y=2x—1 yETpXty

4. Aplica la definicion de derivada y calcula:
a) la derivada de la funcion f(x) = x2 - 2x + | en x =3

b) las ecuaciones de las rectas tangente y normal en el
punto de abscisa x = 3

c) Representa la funcion f(x) y las rectas.

w3y = i (3 +h) —f3) _
e -

B+h2-2@+h)+1-(32-2-3+1) _

lim

h—0 h
i At 6h+th?-g-2h+ N F+E- ) _
h—0 h
2 4+ h
:"mmznmuznm (4+h)=4
h—0 h h—0 I8 h—0

b) Six=3=1(3) =4 =P@3,4)
La recta tangente:m = f'(3) = 4
y—4=4(x-3)
y=4x-8
La recta normal:

_
y—4=—(x=3)

y=4x—-8

5. El nimero de bacterias que hay en un cultivo se expre-

sa mediante la formula f(x) = 2%, donde x representa el
numero de horas. Calcula el crecimiento medio por ho-
ra de las bacterias entre las 3 y las 5 horas.

Solucion:
f5)-f(3) _ 32-8 24

T 3 T3 3 = |2 bacterias/h

TVM[3,5] =

TEMA 9. CALCULO DE DERIVADAS
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2. La funcion derivada

B Piensa y calcula

Solucién:
aym. =—lym,=1I
b) No.

hY

a) Observa la grafica de la funcién de f(x) = [x%/4 — 1| y calcula las pendientes de las rectas tangentes r y s
b) ;Se puede dibujar una unica recta tangente a la grafica de la funcion f(x) en x = 2?

® Aplica la teoria

6. Analiza si las funciones representadas admiten derivada
enx =2

a) AY b) AY

A

¥

Solucién:
a) No, porque la funcién no es continua.

b) No. Hay dos rectas tangentes diferentes.

7. Aplica la definicién de derivada y calcula la funcion deri-
vada de las siguientes funciones:

a) f(x) =5

b) f(x) = 4x -3

c) f(x) =x“—x+ 1|
d)f(x)=%

Solucién:

: . 5-5
a)f(x)=rlul—%T=

, . 4(x+h)—3-(4x-3)
) F69 =i h -
= lim 45+ 4h -3 — 45+ 3 = lim
h—0 h h—l

238

(x+h2—(x+h)+1-p2-x+1) =

o) f'(x) = lim

h
—jim 2 2xh + h2— X~ h + KT+ XK
h—0 h
e Xt - _
—mT—m(zwh—l)-zx—l
1 X=X~ h
, . x+h i X + h)x
0 ) =iy 2 =y L =

= |im —— = im —=
h—0 (x + h))gh/ h—0 x(x + h)

i
x2

8. Calcula el valor de la derivada de la funcion f(x) = x2 + |

en los puntos de abscisa:

a)x=12 b) x =-1
c)x=0 dyx=1
Solucién:
O () Sl Bl )
9 =i ==
i 22t 2xh +h2 A A
h—0 h
= lim 2N e o by = 2
h—0 M h—0
f'(x) = 2x

) f'2)=2-2=4
b)f'(-1)=2-(-1)=-2
Qf(0)=2-0=0
df(ly=2-1=2

SOLUCIONARIO
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la funcion f(x) = x2 + x vale

9. Calcula el valor de la abscisa en el que la derivada de

4

Solucion:

(X+h)2_X2= II,m)(2/+2xh+h2—)(f=
h

a) f'(x) = }llg?)

Solucién: h—0 h
x +h)2+x+h—(x2+x 7
Fi(x) = lim 20 6T = lim 2+ _ iy (2% + h) = 2x
h—0 h h—0 h—0
i 25 2xh +h2+ X+ h - —x
h—0 h b) AY
T (d \h _ )
—}l\m—k I!ﬂ})(Zx+h+|) 2x + | y =X
2x+1=4=2x=3 = x=3/2 X
10. Dibuja la grafica de la funcién cuadratica y = x? y = 2x
a) Calcula su funcién derivada.
b) Representa la funcién derivada en los mismos ejes
coordenados. Jx=1/2,x=l,x=-1/2,x==1,x=0
c) Observando el dibujo, calcula los puntos en los que
la derivada toma estos valores: 1,2,—1,-2,0
3. Reglas de derivacion
W Piensa y calcula
Clasifica las siguientes funciones como polindmicas, irracionales, exponenciales, logaritmicas y trigono-
métricas:
a)y =2 b) y = x° c)y =senx d)y=\/; e)y=Lx
Solucién:
a) Exponencial. b) Polinémica. c) Trigonométrica. d) Irracional. e) Logaritmica.
@ Aplica la teoria
Calcula la funcién derivada aplicando las reglas de derivaciéon: 14. a) y = (x2 + 4)2 byy=x*-1)3
Il.a)y=8 b)y=-3x+1 Solucién:
Solucién: a) y' = 4x(x* + 4) b) y' = 123(x* - 1)
a)y'=0 byy'= -3
)Y )y 15. a)y=Vx?-3 b)y=4\lx3—2x
12. a)y=x2+4x-5 by =x*-3x2+ 1 Solucién:
qa 2
Solucién: )y = X byy = 3X -2
y )Y =—
a)y = 2x + 4 b) y' = 4x3 — 6x x? -3 A3~ 2x)°

13. a) y = (x - 8)?

Solucién:
a)y' =2(x-8)

TEMA 9. CALCULO DE DERIVADAS

b) y = (32 + 1)

b)y' = I8x(3x2 + )2

16. a) y =e3x-2 b)y=2¢*5
Solucioén:
a)y' = 3e3x-2 b)y' = 3x22X *5L2
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17. a)y=L (3x-2)

Solucién:
3

a)y'=

18. a) y =sen (3x-7)
Solucién:

a) y' = 3cos(3x — 7)

b) y' = —(2x + 4) sen (x* + 4x)

19. a)y =x2 +tgx b)y =xLx
Solucioén:
a)y' = 2x + sec? x
b)y'=1+Lx

_ o x=1 _ e
20.a)y—x2+| b)Y = os x

Solucion:

b) y = log (2x3 + x)

3x—-2 2x3 + x

b) y = cos (x2 + 4x)

21. Calculalas tres primeras derivadas de las siguientes fun-
ciones y simplifica los resultados.

a)y =x3 — 6x% + 9x b)y=X2:I

Solucion:

a)y' =3x2-12x+9
y'=6x—12
y"=6

2

b)y' = X - |

oo 2

&
e
x4

22. Halla las ecuaciones de las rectas tangente y normal a
la curva y = x3 — 3x2 en el punto de abscisa x = |

Solucion:
f(l)=-2=P(l,-2)
f'(x) = 3x2 — 6x
Recta tangente:

f(1)=-3

2y = =X ¥ 2x * | y+2=-3x—1)>y=—3x+I
(x> +1)? Recta normal:
, _ €*(sen x + cos x) ] ] 7
b)y' = ol yr2=gk-)=y=gx-=
4. Maximos, minimos relativos y monotonia
N Piensa y calcula
X2+ AY
Observa la grafica de la funcién racional f(x) = L

a) los maximos y minimos relativos.
b) la monotonia, es decir:
* intervalos donde es creciente ()

* intervalos donde es decreciente (\)

Solucién:

a) Maximo relativo:A(- |,— 2)
Minimo relativo: B(I, 2)

b) Creciente (7): (—oo,— 1) U (I, + )
Decreciente (\): (= 1,0) U (0, I)

X
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@ Aplica la teoria

23. Calcula los maximos y los minimos relativos y deter-
mina la monotonia de la funcién:

y =3 — 6x% + 9x

Solucioén:

y =3x2—12x+9

y=0=x=1,x=3
x=1=y=4=A(l,4)
x=3=y=0=B(3,0)

y'=6x—12

y"(1) =—=6 <0 (-) = A(l, 4) maximo relativo.
y"(3) = 6 > 0 (+) = B(3, 0) minimo relativo.

f'(x) + - +
X 0o | 3

Creciente (/): (— oo, 1) U (3, + )
Decreciente (\): (I, 3)

24. Calcula los maximos y los minimos relativos y deter-
mina la monotonia de la funcién:

y=x3—3x2

Solucién:

y = 3x2— 6x

y=0=>x=0,x=2
x=0=>y=0=0(0,0)
x=2=y=-4=A((2,-4)

y'=6x-—6

y"(0) = -6 <0 (-) = O(0, 0) maximo relativo.
y"'(2) = 6 > 0 (+) = A(2,—4) minimo relativo.
(9 + - +

X 0 2

Creciente (,7): (= =,0) U (2, + =)
Decreciente (\): (0,2)

25. Calcula los maximos y los minimos relativos y deter-
mina la monotonia de la funcién:

y =33 —3x2 + 4x + |

Solucion:

y =3x2—6x+4

y' # 0 = No tiene ni maximos ni minimos relativos.
f'(x) +

X 0

Creciente (/):R = (— oo, + o)
Decreciente (\): &

TEMA 9. CALCULO DE DERIVADAS

26. Calcula los méximos y los minimos relativos y deter-
mina la monotonia de la funcién:

4
X
y—T—x3+x2

Solucién:

y =3 —3x2 + 2x

y=0=>x=0,x=1,x=2

x=0=y=0= O(0,0)
x=1=y=1/4=A(, 1/4)
x=2=y=0=B(20)

y" = 3x% —bx +2

y"(0) =2 > 0 (+) = O(0, 0) minimo relativo.
y'(I)==1<0 (-) = A(l, 1/4) maximo relativo.
y"(2) =2 > 0 (+) = B(2, 0) minimo relativo.

£'(x) - + - +

X o 1 2

Creciente (): (0, 1) U (2, + =)
Decreciente (\): (— e, 0) U (1,2)

27. Calcula los méximos y los minimos relativos y deter-
mina la monotonia de la funcién:

X2+
Y X
Solucion:
Y':ﬁ
2
y=0=>x=-I,x=1

x=—-l=y=-2=A-1,-2)
x=1=y=2=B(l,2)
y =%

X
y'(=1)=-2<0 (-) = A(=|,-2) maximo relativo.
y"(l) =2 >0 (+) = B(l, 2) minimo relativo.

£'(x) + - = +

————1—

X -1 0 |
Creciente (): (— oo, — 1) U (I, + o)
Decreciente (\):(— 1,0) U (0, 1)

28. Calcula los méximos y los minimos relativos y deter-
mina la monotonia de la funcién:

x2—x+ |
x— |

y_



Solucion: 30. ApI[ce}ndo el ca!culo de derlv'adas, calcula Io§ maximos
y minimos relativos y determina la monotonia de la pa-

2 _
1= X2 2X rabola:

Cx-1)2
y=0=>x=0,x=2
x=0=>y=-1=A(0,-1)

y=x2-2x-3

Haz la representacion grafica de la parabola e interpreta

el resultado.

x=2=y=3=B(2,3)

2 Solucion:
k) y' =2x-2
y"(0) = -2 <0 (-) = A(0,— |) maximo relativo. y=0=x=1
y"(2) = 2> 0 (+) = B(2, 3) minimo relativo. x=l=y=-4=A(,-4)

y" = 2
A el Sl T y'(1) =2 >0 (+) = A(l,—4) minimo relativo.
— 1T+

x o I 2 09 _ | .
Creciente (7): (= e, 0) U (2, + ) y t t t t t t (-) : t t t } }

Decreciente (\): (0, 1) U (1,2)
Creciente (): (I, + o)

D ient (=0, |
29. Aplicando el cilculo de derivadas, estudia la monoto- ecreciente (): ( )

nia de la rectay = -2x + 3 AY
Haz la representacion grifica de la recta e interpreta el
resultado.
oz X
Solucién: >
y=—2<0

Tiene un minimo relativo; antes del eje es decreciente, y
después, creciente.

v

Es siempre decreciente.
Creciente (/): &
Decreciente (\): R = (= oo, + o0)

5. Puntos de inflexidn y curvatura

N Piensa y calcula

. . . X .
Observa la gréfica de la funcion racional f(x) = — y halla visualmente el punto de AY
x=— 1 [ Ix
inflexién y los intervalos donde es convexa (U),y cdncava (M) el
Solucién: L\ X
Ll

Punto de inflexién: O(0, 0)
Convexa (V): (- 1,0) U (I, + o)

Coéncava (N): (—eo,— 1)U (0, 1)
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@ Aplica la teoria

31. Calcula los puntos de inflexién y determina la curvatu-
ra de la funcién:

y=x3—6x%+9x+ |

Solucion:
y =3x2—12x+9

y'=6x—12
y'=0=>x=2=y=3=A(23)
y'=6#0
Punto de inflexién: A(2, 3)
£'(x) - Lot
t t t t t t t t 1 t t t t
X 0 2

Convexa (V): (2, + =)

Céncava (N): (= o=, 2)

32. Calcula los puntos de inflexién y determina la curvatu-
ra de la funcién:

y=x3—3x2+4x

Solucién:

y =3x2—6x+4
y'=6x—-6
y'=0=x=1=y=2=A(l,2)
y"=6+0
Punto de inflexién: A(l,2)
f"(x) — | +
t t t t t t t 1 t t t t t
X 0 |1

Convexa (U): (1, + o)
Céncava (N): (= oo, )

33. Calcula los puntos de inflexién y determina la curvatu-
ra de la funcion:

y= =1y + |
Solucioén:
y = 3(x— 1)?
y'=6(x—1)
y'=0=x=1=y=1=A(,1)
y'=6=#0
Punto de inflexién: A(l, 1)
fll(x) — I +
X (|

Convexa (W): (I, + o)
Céncava (N): (— oo, |)

TEMA 9. CALCULO DE DERIVADAS

34. Calcula los puntos de inflexién y determina la curvatu-
ra de la funcion:

y=x4—6x2
Solucion:
y' = 4x3 — |2x
y'= 122 - 12
y'=0=>x=-1,x=1|

x=—|l=y=-5=A-1,-5)
x=1=y=-5=B(l,-5)
y" = 24x

y"(1)=24+#0
y'"1)=-24%0

Punto de inflexién: A(—I,—5), B(l,—5)
6 +

T T T v | T

X -1 0 |
Convexa (L): (= eo,—1) U (I, + =)
Céncava (N): (=1, I)

35. Calcula los puntos de inflexion y determina la curvatu-
ra de la funcién:

y=xt+43+2

Solucion:
y' = 43 + 12x2
y" = 12x% + 24x

y'=0=>x=0,x=-2
x=0=>y=2=A(0,2)
x=-2=y=-14=B(-2,-14)

y" = 24x + 24

y"(0)=24%0

y"(-2)=-24%0

Puntos de inflexion: A(0, 2), B(— 2,— 14)
() + - +

X -2 0

Convexa (U): (— o,— 2) U (0, + )
Cébncava (N): (- 2,0)

36. Calcula los puntos de inflexién y determina la curvatu-
ra de la funcién:
y= x— |
%2

Solucion:

- 2-X
3

X
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- 2(x—3)

x4
y'=0=x=3=y=2/9=A(3,2/9)
"o 6(4 - X)
x°
y"(3)=2/81 #0
Punto de inflexién: A(3, 2/9)
o T TR
—t 1+
X 0 3

Convexa (W): (3, + =)
Cdncava (N): (— ==, 0) U (0, 3)

37. Calcula los puntos de inflexién y determina la curvatu-
ra de la funcién:

y=—
x2— |

Solucion:
I x2 + |
(= 1)?
_ 2x(x2 + 3)
T a1
y'=0=x=0=y=0=0(0,0)
6(x* +6x2 + 1)
DR
y"(0)=—-6%0
Punto de inflexién: O(0, 0)

|
1
X -1 0 |1

Convexa (U): (= 1,0) U (I, + <o)
Cdncava (N): (—oo,— 1)U (0, I)

a)y=x5
b)y=x6

Solucion:

a) y' = 5x*
y=0=>x=0=y=0= 0O(0,0)
y"' =203

y" = 60x2
y'V' = 120x
yY =120

Punto de inflexién en O(0, 0)

b) y' = 6x°
y=0=x=0=y=0= 0O(0,0)
y' = 30x*

y" = 12053
y"Y = 360x2
yY = 720x
yV' =720

Minimo en O(0, 0)

8. Calcula los puntos criticos de las siguientes funciones:
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Ejercicios y problemas

1. La derivada Solucién:

39. Calcula la tasa de variacion media de las siguientes fun- a) TVM[=1,2] = f(2) —f(=1) - —1-8 :ﬁ:_3
ciones en el intervalo que se indica: 2-(-1) 2—-(-1) 3
a)f(x) =-3x+5en[-1,2] b) TVMII, 3] = 1G) (1) _ ~13-(9) ==4-_5

' 3-1 3-1 2
b) f(x) = x> —6x —4 en [I,3] (3) i | 0 4
“_3 OTVWML1,3) =0 =fCD) _0-C4 _4_,
c) f(x) = <+ " [-1,3] f((3))—(](:—(I)3) 3-(-1) 4
— 1= 2-1 I
d) TVM[- s = = =
d) f(x) = Vx + 4 en [-3,0] ) TVML=3.01 0-(-3) 0-(3) 3
40. Aplica la definicion de derivada y calcula la derivada de las siguientes funciones en los puntos que se indican:
a)f(x) =5x-3enx=-4 b)f(x)=—x+2enx=3 ) f(x)=-x*+5enx=—-1 d)f(x)=3x2+5x—-4enx=|
Solucion:
f(—4 + h) —f(—4 5-4+h)-3-[5-(-4)-3 - -
a)f'(—4)=|im( ) =t )=Iim ( ) -4 -3 = lim 20 + 5h Z+26+3=Iim&=5
h—0 h h—0 h h—0 h h—0 W
f3+h)—f —-(3+h)+2-(-3+2 —3- - -
by £3) = lim —C W =f®) _ o ZG*N*2-E3%D o —F-h 2 F-T K
h—0 h h—0 h h—0 h h—0 J
—| +h) - f(— —(=1 +h2+5-[-(-1)2+ 2
P ) el ) Bl )l ) ) RN 2 VST T 0SS
h—0 h h—0 h h—0 h
e 2h=h2 _ . H2-h) -
= iy 2 = oy S i -1 =2
f(l +h) —f(l | +h)2+5( +h)—4-(3-12+5-1-4
&£l = i T A 30+ RS0 +R) 4= (1245 )
h—0 h h—0 h
2 —A-3 - 2 3hi+ 11
i Bt 6h+3n2+E+5h—A-F-B+A _ . 3h2+1lh _ M )=Iim(3h+ll)=II
h—0 h h—0 h h—0 J h—0

41. Aplica la definicién de derivada y calcula:
a) la derivada de la funcion f(x) = x2 + 4x — | en x = |
b) las ecuaciones de las rectas tangente y normal en el punto de abscisa x = |

c) Representa la funcién f(x) y las rectas.

Solucion:

a) f'(1) = lim

6h+h2_ . H6é6+h
= |im

f(I +h) —f(1) -1 (1+h)2+4(1 +h) -1 —(12+4- |—|)_|, K+2h+h2+A+4h N —X—A+ )X _
h T h e h -

= i S = i (64 =
b)Six=1=1(1)=4=P(l,4) c)
La recta tangente:

m=f(l)=6

y—4=6(x-1)

y=6x-2

La recta normal:

_
y— 4=-2x=1)

| .25
=y +Z2
YT e

TEMA 9. CALCULO DE DERIVADAS



Ejercicios y problemas

x2

42. El nimero de llamadas que se reciben en una centralita es: f(x) = 4x — 2

llamadas.

,donde x se expresa en horas, y f(x), en miles de

Calcula el nimero medio de llamadas que se reciben entre las 2 y las 4 horas;y entre las 4 y las 6 horas. ;Cémo interpre-
tas los resultados?

Solucién:
f4)-f2) _8-6_2 f6)—f(4) _6-8_-2
TVM[2,4] = = === TVM[4, 6] = = =—==—]
T == =42 72 L e S Rl |
Entre 2 y 4 la funcién es creciente, y entre 4 y 6 es decreciente. Debe presentar un maximo en x = 4
2. La funcion derivada
43. Analiza si las funciones representadas admiten derivada en x = | AY AY

a) b)
Solucion:

a) No, porque es discontinua.

¥
N
L %

b) No, porque se pueden dibujar dos rectas tangentes de
pendientes distintas en x = |

44. Aplicando la definicion de derivada, calcula la funcién derivada de la siguiente funcién:
f(x) = 2x2 —4x + 3

2(x? + 2xh + h?) —4x —4h + 3 - 22 + 4x - 3

Solucion:
)= i

= lim

AcHh)?-dx+h)+3- @ -dx+3)
h—0

252+ 4xh + 2h2 —Ax —4h + F— K2 + # - %

h
AxH + 2h% — 4

h—0

h

3. Reglas de derivacion

Calcula la funcién derivada aplicando las reglas de derivacion:

45. a)y=3x2+x-7
Solucién:
a)y' =6x+ |

46. a)y=23+x2-5
Solucién:
a)y' = 6x2 + 2x

47. a)y = (3 - 1)?

Solucion:
a)y' = 6x303 - 1)
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b) y = —x* + x2 — 6x

b)y' =—4x3+2x—6

b) y = 3x* + 5x + |

byy' =123 +5

b)y = (x> + 1)*

b) y' = 12203 + )3

M

48. a)y = (23 +x2)3

Solucion:

a) y' = 3(6x% + 2x) (23 + x?)2

b) y' = 40x3(2x* — 1)*

49. a)y=1V3x2-2

Solucion:
3x

Y =\/3x2—2

50. a)y= V3 = x

Solucion:
3x2— |

53 (o3 —x)*

a)y' =

= lim (4 + 2h — 4) = 4x — 4
h—0

by y = (2x* - 15
by =\ —x
b)y' = 3x2— |

b)y= ‘3\lx2 + 4x

2x +4

b)y=—2"
)Y e s a0
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51. a)y= e

Solucion:

a) y' = 6x2e2¢

52. a)y=7%*3

Solucion:
a)y'=2-7%*3.L7

53. a)y=L(5x3-3x)

Solucion:
a) yl = |5X2 > 3
5x3 — 3x
C_ 43 —2x 4x2 -2
b = =]
)Y xt—x2 x3 —x

54. a)y =log (2x3 +5)

Solucion:
a)yv=6—)(2|0ge
2x3+5
2x + 4
b))y =——=———loge
)y X2+ 4x + | &

55. a)y =sen (3x%2—4x)

Solucioén:

a) y' = (6x — 4) cos (3x2 — 4x)
b) y' = — (I12x% + 1) sen (4x3 + x)

56. a)y=sen (x> +2)

Solucioén:
a) y' = 3x2 cos (3 +2)

57. a)y =eX+ cosx

Solucioén:

a) y' = eX—sen x

b) y = e’
b) y' = 7e™
b) y = e>?+2

b) y' =—2x e X2

b)y =L (x*-x2)

b) y = log (x* + 4x + |)

b) y = cos (4x3 + x)

b)y =tg (x>~ 1)

b) y' = 2x sec? (x2 - 1)

b)y=xe*
_ Lx
b)y= sen X

sen x —x L x cos x

b)y' = (x + I)e*
2x + 3
58. =
AY="3,
Solucién:
a)y' = - 2% —6x—4
(-2
. _ (I/x)sen x —L x cos x _
b) Yy = 2
sen” x

TEMA 9. CALCULO DE DERIVADAS

X Sel’]2 X

59.

Calcula las tres primeras derivadas de las siguientes fun-
ciones y simplifica los resultados.

a)y =—x*+2x2

3
- X
byy= 6 2x
x2— |
9y= "%
X2+ 4
d))’— 2%
Solucion:

a) y' = — 43 + 4x

y'=—122+ 4
ylll=_24x
2
b)y =X -2
)Y =5
yll=X
ylll=l
0 P X2+
Y 2
y"=_i
X3
I|I=_6
Y &
2_4
d |:X
)y e
":i
Y 3
yI||=_£
X4

60. Calcula las tres primeras derivadas de las siguientes fun-
ciones y simplifica los resultados.
a)y =—x3 + 3x
b) y = x* — 4x2

__ 6
C) y= 243
X —x—2
dy= | —x
Solucion:
a)y'=—3x%+3
y' =—6x
ylll = _ 6
b) y' = 4x3 — 8x
y'=12x2-8
y" = 24x
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Ejercicios y problemas

4. Maximos, minimos relativos
y monotonia

61. Calcula los maximos y los minimos relativos y determi-
na la monotonia de la funcién:

y =x3 = 3x
Solucion:
y' =3x2-3
y=0=>x=-1,x=1|

x=-1=2y=2=A-1,2)
x=1=y=-2=B(l,-2)

y"' = 6x

y'(=1)=-6 <0 (-) = A=, 2) maximo relativo.
y"(I) = 6 >0 (+) = B(l,—2) minimo relativo.

Creciente (): (—oo,— 1) U (I, + o)
Decreciente (\v): (= I, )

62. Calcula los méaximos y los minimos relativos y determi-

na la monotonia de la funcién:

x3
y=3 - 4x

Solucién:
y =x2—4
y=0=x=-2,x=2
x=-2=y=16/3=A(-2,16/3)
x=2=y=-16/3=B(2,-16/3)
y"' = 2x
y'(=2) =-4 <0 (-) > A(-2, 16/3) maximo relativo.
y"(2) =4 > 0 (+) = B(2,— 16/3) minimo relativo.
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X
[
N
o 41
N

Creciente (): (—o0,—2) U (2, + =)
Decreciente (\): (-2,2)

63. Calcula los maximos y los minimos relativos y determi-
na la monotonia de la funcién:

y=2x3—6x+|
Solucion:
y'=6x2—6
y=0=>x=-1,x=1

x=-1=y=5=A-1,5)
x=1=>y=-3=B(l,-3)

y"' = 12x

y'(=1)=-12 <0 (-) = A(- I, 5) maximo relativo.
y"(I) = 12> 0 (+) = B(l,—3) minimo relativo.

b
[
o+

Creciente (): (—oo,— 1) U (I, + o)
Decreciente (\J): (— I, I)

64. Calcula los maximos y los minimos relativos y determi-
na la monotonia de la funcion:

y=—x3+6x2+ I5x— |

Solucion:
y ==32+12x+ 15
y=0=>x=-I,x=5

x=—l=2y=-9=A-1,-9)

x=5=y=99 = B(5,99)

y'=—-6x+ 12

y'(=1)=18>0 (+) = A(-I,—9) minimo relativo.
y"(5) =—18 <0 (-) = B(5,99) méaximo relativo.

f'(x) - + -

T T T T 1 :

X -1 0 5
Creciente (,7): (—1,5)

Decreciente (\): (—s0,— 1) U (5, + =)

65. Calcula los maximos y los minimos relativos y determi-
na la monotonia de la funcién:
2x
x2+ |

y:

SOLUCIONARIO
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Solucién:
y = —2x2+2

02+ 172
y=0=>x=-1,x=1|
x=—l=y=-1=AI,-1)
x=1=y=1=B(,1I)
w3 = 12x

(X2+ |)3
y'1)=1>0(+) = A(-I,— ) minimo relativo.
y"'(1) =-1<0 (-) = B(l, I) maximo relativo.
fﬁ): ——t } T — ——
X -1 0 |

Creciente (N): (=1, 1)
Decreciente (\,): (=oo,— 1) U (I, + =)

66. Calcula los maximos y los minimos relativos y determi-
na la monotonia de la funcién:

X2
Y= x2+ 3
Solucion:
y = 6x
(2 +3)?
y=0=x=0
x=0=y=0= 0O(0,0)
w_ —18x2+18
(2 +3)]

y"(0) = 2/3 > 0 (+) = O(0, 0) minimo relativo.

£ - Lo
T T T T T T I T T T T T T

X 0

Creciente (7): (0, + o)
Decreciente (\,): (—°, 0)

67. Calcula los maximos y los minimos relativos y determi-
na la monotonia de la funcion:

_ x2—2x + |
x—2
Solucion:
y = x2 —4x + 3
(x—2)?

y=0=>x=1,x=3
x=1=y=0=A(l,0)
x=3=y=4=B(3,4)

TEMA 9. CALCULO DE DERIVADAS

y" = 2

(x-2)°
y"(l) ==2 <0 (-) = A(l, 0) maximo relativo.
y"(3) =2 >0 (+) = B(3,4) minimo relativo.

Creciente (/): (=0, I) U (3, +0)
Decreciente (): (1,2) U (2, 3)

68. Aplicando el calculo de derivadas, estudia la monotonia

de la recta:
y=4x-5
Haz la representacion gréfica de la recta e interpreta el
resultado.
Solucién:

y' = 4> 0 = La funcion es siempre creciente.

AY

Y%

Es una recta de pendiente 4, que es el valor de la derivada.

69. Aplicando el cilculo de derivadas, calcula los maximos
y minimos relativos y determina la monotonia de la pa-
rabola:

y=-2x2-8x—3

Haz la representacion griéfica de la parabola e interpreta

el resultado.
Solucion:
y=—4x-8
y=0=>x=-2
x=-2=y=5=A(-25)
yll = _4
y'(=2) = -4 <0 (-) = A(-2,5) méaximo relativo.
£(x) + | _
t t t t 1 t t t t t t t t
X -2 0

Creciente (/): (—o0,—2)
Decreciente (\): (=2, + o)
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A(=2,5)

\ A

Es una parabola con eje de simetria en x = -2 y con el
vértice en A(- 2, 5)

5. Puntos de inflexion y curvatura

70. Calcula los puntos de inflexién y determina la curvatura
de la funcioén:

y=x3-3x+4
Solucién:
y' =3x2-3
y" = 6x
y'=0=>x=0=>y=4=A(0,4)
y"=6+#0
Punto de inflexion: A(0, 4)
e @
X 0

Convexa (W): (0, + o)

Céncava (N): (— o=, 0)

71. Calcula los puntos de inflexién y determina la curvatura
de la funcioén:

y=—x3+3x2+ |

Solucion:

y' = —3x% + 6x

y'=—6x+6
y'=0=>x=1=y=3=A(,3)
y"'=-6%#0

Punto de inflexion: A(l, 3)

£'(x) + : -
X 0 |1

Convexa (U): (— oo, I)
Coéncava (N): (I, + o)

72. Calcula los puntos de inflexién y determina la curvatura
de la funcién:

y=2x3-3x + 4
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Solucion:

y = 6x%-3

y"' = 12x

y'=0=x=0=y=4=A(0,4)

y"=12%#0

Punto de inflexion: A(0, 4)

e @
X 0

Convexa (U): (0, + o)

Céncava (N): (- o, 0)

73. Calcula los puntos de inflexién y determina la curvatura
de la funcién y = 4x3 — 3x*

Solucion:
y = 12x% — 123
y" = 24x — 36x?

y'=0=>x=0,x=2/3
x=0=>y=0=0(0,0)

x =2/3 =y = 16/27 = B(2/3, 16/27)

y" =24 -72x

y"(0) = 24 # 0 = Punto de inflexién: O(0, 0)
y"(2/3)=-24%0

Punto de inflexion: A(2/3, 16/27)

£"(x) - + -

]
LI
X 0273

Convexa (V): (0, 2/3)
Coéncava (N): (— o=, 0) U (2/3, + =)

74. Calcula los puntos de inflexién y determina la curvatura
de la funcién y = x* — 6x2 — 6x + |

Solucion:

y =43 - 12x—6
y'=12x2 — 12
y'=0=>x=-1,x=1

x=-1=y=2=A(-1,2)
x=1=y=-10=B(l,-10)
y" = 24x

y" (= 1) =—24 # 0 = Punto de inflexién: A(- 1,2)
y" (1) = 24 # 0 = Punto de inflexién: B(l,— 10)
f*(x) v

x o
Convexa (U): (—oo,— 1) U (I, + o0)
Concava (N): (— I, 1)

SOLUCIONARIO
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75. Calcula los puntos de inflexion y determina la curvatura
de la funcion:

__6
Y x2+3
Solucion:
y'=— 12x
(2 +3)2
. 36(x2-1)
y'=0=>x=-1I,x=1

x=—|l=y=32=A(-1,3/2)
x=1=y=3/2=B(l,3/2)

_ 144x(3 — x?)

- (X2 + 3)4

y"(=1)=-9/8=0

Punto de inflexion:A(-1, 3/2)

y" (1) = 9/8 # 0 = Punto de inflexion: B(l, 3/2)

£'(x) +

o+

b =1
Convexa (U): (—eo,— 1) U (I, + )

Céncava (N): (= I, 1)

76. Calcula los puntos de inflexion y determina la curvatura
de la funcion:

_ X
re x2—4
Solucioén:
_ x2+4
Ay
W 233+ 24x
S

y'=0=x=0=y=0= 0O(0,0)
6(x* + 24x2 + 16)
2= 4
y"'(0) = — 3/8 # 0 = Punto de inflexion: O(0, 0)

£'(x) - - +
—tt Tt
X -2 0 2

Convexa (U): (- 2,0) U (2, + )
Céncava (N): (= «,—2) U (0,2)

TEMA 9. CALCULO DE DERIVADAS

77. Calcula los puntos criticos de la funcién y = x3

Solucion:

y' = 3x?

y'=0=x=0= O(0,0)

y" = 6x

y'(0)=0

y" =6 #0 = O(0,0) Punto de inflexion.

78. Calcula los puntos criticos de la funcién y = x*

Solucion:

y'= 43
y=0=x=0= O(0,0)
y' = 12x2

y'©0)=0

y" = 24x

y'(©) =0

y"Y =24 >0 (+) = O(0,0) minimo relativo.



Ejercicios y problemas

Para ampliar

79. Calcula la tasa de variacion media de las siguientes fun-
ciones en el intervalo que se indica:

a)f(x) =—x+ len[-1,2]
b) f(x) = —x? + 4x — 2 en [2,4]

Solucion:
fQ)—f1)_ —1-2 _-

a) TVM[-1,2] = (2)_(_(|))=2_'(_f)=73:—|
f4)—f2) _ —2-2 _-

b) TVM[2, 4] = (3_2()= 2-2-24-

80. Calcula la tasa de variacion media de las siguientes fun-
ciones en el intervalo que se indica:

x+ |
5 en [3,5]

X —

a) f(x) =

b) f(x) = Vx + 6 en [-2,3]

Solucion:
f5)-f3) _2-4 —
a)TVM[3,5]=%=%=TZ=_|
f(3) — f(-2 _
b) TVM[-2,3] = (3)_ (_(2)) = 33_ (_22) =%

81. Analiza en qué puntos la funcién del grifico no es deri-

vable.
AY
X
y = x4
Solucioén:
En x = -2y en x = 2 la gréfica de la funcién tiene picos,

y se pueden dibujar, en cada uno de ellos, dos rectas tan-
gentes con distinta pendiente. Es decir, la funcién no es
derivable.

82. Analiza si en x = 3 la funcion del grafico es derivable. Di-
buja la recta tangente en dicho punto.

AY

y= (=31

YX

252

Solucion:

YX

La funcion es derivable en x = 3. La tangente en dicho
punto es larectay = |

83. Aplicando la definicion de derivada, calcula la funcién de-
rivada de la siguiente funcién:

f(x) = x3

Solucion:
vox = xHh)E =3
e =lim =~
= jim 230 + 3xh2 +h3 —E
h—0 h
" (3x% + 3xh + h2

h—0 Y

= |im (3x2 + 3xh + h?) = 3x2
h—0

Calcula la funcién derivada aplicando las reglas de derivacion:

84. a)y=(x2+4)3
b) y = (x3 + 4)2 sen x
Solucion:
a)y' = 6x(x2 + 4)2
b) y' = 6x3(x3 + 4) sen x + (>3 + 4)2 cos x

_ 5 X2+ 2x— |
85. a)y=1x+ » b)y="73">
Solucién:
Dy = ——-2
2Vx  x?
22 -2x—4
by =———F—F——
)y o227
= = 2_
86. a)y son x b)y = Vx* -1
Solucion:
,_ esenx—eXcosx _ eX(sen x — cos X)
a)y - 2 - 2
sen” x sen® x
by =——
x%— |

SOLUCIONARIO
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87. a)y=3L

Tx b)y = VL (3x-5)
Solucion:
- |
)y =-
3x Vx
b) y'

_ 3
2(3x - 5)VL(3x - 5)

88. a)y=esnx b)y=——77-7"7—

Solucién:
a) y' = cos x eenx
X

«
b .=e—e
)Y —

89. a)y=e**2 b)y =e*Lx

Solucion:
! = I VX + 2

)y =———e
)Y 2Vx +2

C— o 1
by =e (Lx+x)

90. a)y =eX cos x b) y = 2x + 3¢~ (x*2)

Solucién:
a) y' = e®(2cos x — sen x)
by =2-3e *x*2

91. a)y=Ltgx b)y = L 5x + &'
Solucién:
\_ sectx _ I _
a)y' = = = sec X cosec X
tg x sen X cos X
v | | =
b)y'=—+ e'x
)Y =% e

92. a)y=tg\3x+2 b)y = sen Vx
Solucién:
e 3 2_\/_
a)y' = ———=sec“V3x +2
)Y 2V3x + 2
I
b)y'= cos V2x
V2x

TEMA 9. CALCULO DE DERIVADAS

93. a)y =cos?x b) y = tg? x + 2senx

Solucién:
a) y' = —2cos x sen x
b) y' = 2 tg x sec? x + cos x 2°" X L 2

2x + |
94. a)y= cos x b) y = x sen x
Solucion:
,_ 2cosx+(2x + |) senx
)y = 3
cos* X

b) y' = sen x + x cos x

95. Calcula las tres primeras derivadas de las siguientes fun-
ciones y simplifica los resultados.

a)y=x3—-6x2+12x—-7 byy=—x}+3x?—4x+4

4 2x — |
c = d ===
)Y 2| )y )
Solucion:
a)y' =3x2— 12x + 12
y'=6x—12
ylll=6
b) y' = —3x2 + 6x — 4
y'=—6x+6
y|||:_6
gy =- 8x
(62— 1)2
) 262 +8
(62— 1)?
m_ —96X3—96X
02— 1)*
dy = 2 —2x
X3
"=4X—_6
Y v
y...=—l2x+24
<5

96. Calcula las tres primeras derivadas de las siguientes fun-
ciones y simplifica los resultados.
a)y = x* + 2x?

4 3

b)y =x*-x
Qy= X2
y x2+3
x2— |

d =
)Y = o
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Solucioén:
a) y' = 43 + 4x
y'= 122+ 4
y" = 24x
b) y' = 4x3 — 3x2
y' = 12x2 - 6x
y" =24x -6
9y =—>—
(<2 +3)2
n_—18x2+18
02 + 3
" 72x3 — 216x
(X2 + 3)4
v 4x
T 12x2 + 4
62+ 1)}
o 48x3 — 48x
(X2 + |)4

97. Calcula los maximos y los minimos relativos y determi-
na la monotonia de la funcion:

y =33 —2x% +x

Solucién:

y =3x2—4x + |

y=0=>x=1,x=1/3

| =>y=0=A(l,0)

x =113 =y =4/27 = B(1/3,4/27)

y'=6x-4

y"(I) =2 >0 (+) = A(l, 0) minimo relativo.

y"(1/3) = =2 <0 (-) = B(1/3,4/27) maximo relativo.

X

= +
| - L L L L L
|

X 0 |
1/3
Creciente (): (= oo, 1/3) U (I, + o)
Decreciente (\): (1/3, 1)

98. Calcula los maximos y los minimos relativos y determi-
na la monotonia de la funcién:

_ 4
Y- x2—2x+5
Solucion:
y' = —8x +8
(x2—2x + 5)2
y=0=>x=1

x=1l=y=1=A(,1)

254

. 8(3xr-6x—1)
(2 -2x +5)3
y'(I)==1/2<0 (-) = A(l, ) maximo relativo.
f'(x) + -
X 0 |

Creciente (): (— o, I)
Decreciente (\): (I, + o0)

99. Calcula los méaximos y los minimos relativos y determi-
na la monotonia de la funcién:

_ x2—4x + 4
Y x— |
Solucion:
y = x2 — 2x
(x—1)?

y=0=>x=0,x=2
x=0=>y=-4=A(0,-4)
x=2=y=0=B(2,0)

w2
ORI
y"(0) = -2 <0 (-) = A(0,— 4) maximo relativo.
y"(2) =2 > 0 (+) = B(2, 0) minimo relativo.

X o 1 2
Creciente ( 7): (— o0, 0) U (2, + =)
Decreciente (\,): (0, 1) U (1,2)

f'(x) 3 _ - o

100. Calcula los maximos y los minimos relativos y determi-
na la monotonia de la funcion:

__5
4 x2+ |
Solucion:
y'=— 10x
062+ 1)?
y=0=>x=0
x=0=y=5=A(0,5)
n_30x2-10
(X2+|)3

y"(0) =—10 < 0 (-) = A(0, 5) maximo relativo.

Creciente (/): (- oo, 0)
Decreciente (\): (0, + o)

SOLUCIONARIO
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101. Aplicando el célculo de derivadas, estudia la monotonia

X
delarectay == +3
Haz la representacion grafica de la recta e interpreta el re-
sultado.

Solucién:

y=-12<0

La derivada es menor que cero para todo valor de x; lue-
go la funcién es siempre decreciente.

La gréfica de la funcién es una recta de pendiente — 1/2,
que es su derivada.

A 3

102. Aplicando el calculo de derivadas, calcula los maximos y
minimos relativos y determina la monotonia de la para-

bolay=x7—x—3

Haz la representacion grafica de la parabola e interpreta

el resultado.
Solucién:
y' =x-—1
y=0=x=I|
x=1=y=-72=A(l,-7/2)
y'l = I
y'(I)=1>0 (+) = A(l,— 7/2) minimo relativo.
) - , +
X 0 |

Creciente (): (I, + )
Decreciente (\): (= oo, I)

VX

'
A(1,-712)

El vértice de la pardbola coincide con el minimo calculado.

Antes del vértice, la pardbola es decreciente, y después,
creciente.

TEMA 9. CALCULO DE DERIVADAS

103. Calcula los puntos de inflexion y determina la curvatura
de la funcion:

a)y=x3-3x2+2

b) y = x* — 6x2 + 5x

Solucion:

a) y' = 3x2 — 6x

y'=6x-6

y'=0=>x=1=>y=0=A(,0)

y"=6

y"(1) = 6 # 0 = Punto de inflexion: A(l,0)

e @y
x o |

Convexa (V): (I, + )
Céncava (N): (— oo, )

b)y' =4x3— I2x + 5
y'= 122 - 12
y'=0=>x=-1I,x=1
x=—|l=y=-10=A(-1,-10)
x=1=y=0=B(l,0)
y" = 24x
y"(=1) =—-24 # 0 = Punto de inflexion: A(-1,—10)
y"(I) = 24 # 0 = Punto de inflexién: B(1, 0)

Convexa (U): (—oo,— 1) U (I, + )
Céncava (N): (= I, 1)

104. Calcula los puntos de inflexion y determina la curvatura
de la funcién:

2x
x2 + |

2x

a)y=

Solucion:

- —2x2+2
O+ 1)2

":M
o1y

y'=0=x=-V3,x=0,x=3
x=-\V3=y=-V32=A(V3,-V3/2)
x=0=y=0=0(0,0)
x=V3=y =312 = B(3,V3/2)

a) y
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wo = 12X +72x2 - 12
(X2+ |)4

y"(-V3)=3820=

= Punto de inflexion: A(—\/?,—\/?/Z)

y"'(0) = —12 # 0 = Punto de inflexion: O(0, 0)
y"'(\/?) = 3/8 # 0 = Punto de inflexién: B(\3,V3/2)

Convexa (U): (-V3,0) U (V3, + «)
Céncava (N): (- o2,—V3) U (0,V3)

) 22222
(x> =1)?
":M
(2= 1)3
y'=0=x=0=y=0=0(0,0)
g =12 =723 - 12
(2= 1*

y"'(0) = =12 # 0 = Punto de inflexion: O(0, 0)

A T *

]

I
2 -1 0 1
Convexa (U): (= 1,0) U (I, + <o)
Coéncava (N): (—eo,— 1)U (0, 1)

Problemas

105. Halla los puntos en los que la funcién derivada de las si-
guientes funciones es igual a cero:

a)y=23+32-12x b)y=x3-3x2+3x+2

Solucion:

a) y' = 6x2+ 6x— 12
6x2+6x—12=0
xXX+x-2=0=>x=1,x=-2
x=l=y=-7=P(,-7)
x=-2=y=20= P(-2,20)

b) y' = 3x2— 6x + 3
3x2-6x+3=0
xX2—2x+1=0=>x=|
x=1=y=3=P(,3)

106. Halla las ecuaciones de las rectas tangente y normal a la
curvay = x2— 4x + 5 en el punto de abscisa x = 3

Solucién:
x=3=>y=2=P(3,2)
y'=2x—-4

Recta tangente:
m=y'(3)=2
y—2=2(x-3)
y=2x-4

Recta normal:
y= 2=-3(x-3)

|7
=y + L
=TS

256

107. Halla las ecuaciones de las rectas tangente y normal a la
curvay =x3 — 5x + 4 en el punto de abscisa x = -2

Solucion:
XxX=-2=y=6=P(-26)
y =3x2-5

Recta tangente:
m=y'(-2)=7
y—6=7(x+2)
y=7x+20

Recta normal:
Y= 6=-2(x+2)

| 40
= Vs Y
A A

108. Halla las ecuaciones de las rectas tangente y normal a la

I .
curvay = —-en el punto de abscisa x = |

Solucion:
x=l=>y=1=P(dI,1)

y =— 1/x?

Recta tangente:
m=y'(l)=-1
y—Il==1x-1)
y=—-x+2
Recta normal:
y—I=x-1)

y =X

SOLUCIONARIO
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109. Calcula la ecuacién de la recta tangente a la curva
y =x*+ | cuya pendiente sea 4

Solucion:

y'=4x3
43=4=x3=1=x=1
x=1=y=2=P(l,2)

m =4
y—2=4(x-1)
y=4x-2

110. Calcula la ecuacién de la recta tangente a la curva
y =x3 —9x + | cuya pendiente sea 3. ;Cuéntas solucio-

nes hay?
Solucion:
y'= 3x2-9

X2-9=3=23x2=12=x2=4=x=2,x=-2
) x=2=y=-9=P(2,-9)

m=3

y+9=3(x-2)

y=3x-15
b)x=-2=y=1I=>P-211I)
m =3

y—11=3(x+2)

y=3x+17

Hay dos soluciones.

111. Escribe las ecuaciones de las rectas tangentes a la curva
y = —x3 + 26x que sean paralelas a la recta y = —x

Solucion:
La recta tiene de pendiente:

y=—I,m=-|
y' =—3x2+26
“3x2+26=—-1=>x2=9=>x=3,x=-3
a) x=3=y=5] = P@3,5I)
m=-1
y—=51=-1(x-3)
y =—x+ 54
b) x=-3=y=-5] = P(-3,-5I)
m=—|
y+51=—1(x+3)
y=-x-54

TEMA 9. CALCULO DE DERIVADAS

112. Halla las ecuaciones de las rectas tangentes a la curva
y = x3 — x2 que tengan una pendiente de 45°

Solucion:

m = tg 45° =

y' = 3x2 - 2x
2-2xx=1=3x2-2x-1=0=>x=I,x=-1/3
a) x=1=y=0=P(l,0)

m= |
y =x—1|
b) x=-1/3 = y=-4/27 = P(—1/3,-4/27)
m= |
y+4/27 =x+ /3
y =x + 5/27

113. Calcula las ecuaciones de las rectas tangentes a la curva
y =x2 — 4 en los puntos de corte con el eje X

Solucion:
x2—4=0=>x=2,x=-2
y' = 2x
a) P(2,0)
m=y'(2) =4
y =4(x-2)
y=4x-8
b) P(=2,0)
m=y'(-2)=-4
y =—4(x+2)
y=—4x-8

114. Calcula los maximos y los minimos relativos y determi-
na la monotonia de la funcién:

y = sen x

Solucion:

Como es una funcién periédica de periodo 2T, solo se
estudia en el primer periodo positivo [0, 2]

y' = cos x

cos X =0 = x =m/2,x = 3n/2
x=n2=y=1= A(m/2,1)
x=3n2=y=-1 = B@n/2,-1)

y" = —sen x
y'(m/2) = -1 <0 (-) = A(/2, |) maximo relativo.
y'(3w/2) = | >0 (+) = B(3n/2,— ) minimo relativo.

+
| |
I I

f'(x) + -
T 3n/2 2n

X 0 /2

Creciente (/ ): (0,7/2) U (31/2, 2m)
Decreciente (v ): (n/2, 31/2)
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115. Calcula los méximos y los minimos relativos y determi-
na la monotonia de la funcién:

y = cos x

Solucion:

Como es una funcién periédica de periodo 2, solo se
estudia en el primer periodo positivo [0, 2]

y' = —sen x
senx=0=>x=0,x=m
x=0=>y=1=A(0]I)

x=n=y=—|=B(wx,—-1)
y" = —cos x
y"(0) =—1 <0 (-) = A(0, I) maximo relativo.

y'(m) = 1 >0 (+) = B(m,— 1) minimo relativo.

e l T l M l

X 0 /2 T 3n/2 2n

Creciente (7): (T, 2)
Decreciente (\ ): (0, 7)

116. Calcula los méximos y los minimos relativos y determi-
na la monotonia de la funcién:

Yy = X —senx

Solucién:

y' = | —cos x

| —cosx=0=x=2km ke Z

x=0=y=0=A(0,0)

y" = sen x

y'(0)=0

y" = cos x

y"@©)=1=%0

A(0, 0) es un punto de inflexién y lo mismo sucede con
todos los x = 2km,k € Z

Como y' = | — cos x, se tiene que y' nunca puede ser
negativa; por tanto, es siempre creciente.

Creciente (/): R = (= oo, + o0)
Decreciente (\ ): &

117. Calcula los méaximos y los minimos relativos y determi-
na la monotonia de la funcion y = x + cos x

Solucién:

y' = | —sen x

| —senx=0=x=m/2+2kn, ke Z
x=T/2=y=|=A(?2,7/2)

y" = — cos x

y'(m/2) =0

y" = sen x

y"'(m/2) =1 #0
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A(m/2, t/2) es un punto de inflexién, y lo mismo sucede
con todos los x = /2 + 2km, k € Z

Como y' = | — sen x, se tiene que y' nunca puede ser
negativa; por tanto, es siempre creciente.

Creciente (/):= R = (= oo, + o0)
Decreciente (\): = &

118. Aplicando el calculo de derivadas, estudia la monotonia
X - e
delarectay = 3~ 2. Haz la representacion grafica de

la recta e interpreta el resultado.

Solucion:
y=1/3>0

¥

Es siempre creciente.
Creciente (/): R = (= oo, + o)
Decreciente (\): = &

119. Aplicando el cilculo de derivadas, calcula los maximos y
minimos relativos y determina la monotonia de la para-
bolay = —3x2 + éx + 2. Haz la representacién gréfica de
la pardbola e interpreta el resultado.

Solucion:
y=—6x+6
y=0=>x=1I
x=1=y=5=A(,5)
y"'=-6 <0 (-) = A(l, 5) maximo relativo.
f'(x) + | =
T T T T T T T I T T T T T
X 0 |

Creciente (7): (— oo, I)
Decreciente (\,): (I, + o0)

o A(l, 5)

YX

Tiene un maximo relativo, antes del eje es creciente, y
después, decreciente.

SOLUCIONARIO

© Grupo Editorial Brufio, S. L.



© Grupo Editorial Brufio, S. L.

120. Calcula los puntos de inflexion y determina la curvatura
de la funcién:y = sen x

Solucion:

Como es una funcién periédica de periodo 2T, solo se
estudia en el primer periodo positivo [0, 2]

y' = cos x

y" = —sen x

—senx=0=>x=0,x=m

x=0=y=0=A(0,0)

x=n=y=0= B(r,0)

y" = —cos x

y"(0) =—1 # 0 = A(0, 0) punto de inflexion.

y"() = | # 0 = B(m, 0) punto de inflexion.

£'(x) - +

S 0 /2 T

Convexa (V): (T, 21)
Céncava (N): (0, )

121. Calcula los puntos de inflexion y determina la curvatura
de la funcién:y = cos x

Solucion:

Como es una funcién periédica de periodo 2T, solo se
estudia en el primer periodo positivo [0, 2]

y' =—senx

y" = — cos X

—cosx =0 = x=n/2,x = 3n/2
x=m2=y=0=A(m?20)

x =3n/2 =y = 0= B(3n/2,0)

y" = sen x

y"(m/2) = | # 0 = A(n/2, 0) punto de inflexién.
y"(3m/2) = -1 # 0 = B(3n/2, 0) punto de inflexion.

71E3) L i
T T '
X 0 /2 b

Convexa (V): (1t/2, 31t/2)
Céncava (M): (0, /2) U (3n/2, 2w)

3n/2 2n

TEMA 9. CALCULO DE DERIVADAS

122. Calcula los puntos de inflexion y determina la curvatura
de la funcién:y = x + sen x

Solucién:
y' = | + cos x
y" = —sen x

—-senx=0=x= km, ke Z

x=0=y=0=A(0,0)

y" = —cos x

y"(0)=-1=0

A(0, 0) es un punto de inflexién y lo mismo sucede con
todos los x = km,k € Z

1) l _ l * l

X 0 /2 b

Convexa (V): (T, 2m)
Concava (N): (0, )

La convexidad es periodica de periodo 21

123. Calcula los puntos de inflexion y determina la curvatura
de la funcién:y = x — cos x

Solucién:
y' = | +sen x
y" = cos x

cos x =0 = x =7/2,x = 3n/2

X =12 =y =n/2 = A(r/2, t/2)

y" =—senx

y"'(m/2)=—-1+0

A(r/2, /2) es un punto de inflexién, y lo mismo sucede
con todos los x = /2 + km, k € Z

e P

X 0 /2 T
Convexa (V): (0, /2) U (3w/2, 2m)
Concava (N): (/2, 31/2)

La convexidad es periddica de periodo 27

3n/2 2n
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Para profundizar

124. Calcula la ecuacion de la recta tangente y de la recta nor-
mal a la curva

y =x2+ 6x + 4
en el punto de abscisa x = —2. Haz la representacién

grafica.

Solucion:
XxX=-2=y=-4=P(-2,-4)
y=2x+6

m=y'(-2)=2

Recta tangente:
y+4=2(x+2)=>y=2x

Recta normal:

y+4=——;(x+2):>y=——£x—5

TY

VX

125. La ecuacion de la recta tangente a una curva y = f(x) en
el punto de abscisa x = 3 es:

y—4x+11=0
Calcula cuanto valen f(3) y f'(3)

Solucion:

La recta tangente es:

y=4x— 11
f3)=4-3-11=1
f'3)=4
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126. Halla los puntos en los que las rectas tangentes a las cur-
vasy = x2 + 3x — 2,y = 2x2 + x — 3 son paralelas.

Solucion:
y'=2x+3
y' =4x+ |

2x+3=4x+ | = x=1
x=1=y=2= A(l,2) en la I* pardbola.
x=1=y=0= A(l,0) en la 2* pardbola.

127. Demuestra que la funcién y = L x es estrictamente cre-
ciente en todo su dominio.

Solucion:

y' = l/x

Dom(f) = (0, + )

y' > 0 en todos los puntos del dominio; por lo tanto, es
creciente siempre.

128. Determina los méaximos, los minimos relativos y la mo-
notonia de la funciény = x2 — 8 L x

Solucién:

y' = 2x — 8/x

2x-8/x=0= x=2,x=-2

X = —2 no se estudia, por no estar en el dominio.
x=2= y=4-8L2= A(2,4-8L2)

y' =2 + 8/x?

y'(2) =4>0(+) = A(2,4-8L 2) minimo relativo.
Monotonia:

Creciente (): (2, + =)
Decreciente (\): (0, 2)

SOLUCIONARIO
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Linux/Windows wWiRis

Paso a paso

Windows Derive

129. Calcula la derivada de la funcién:
x2+1
x—1

Solucién:

Resuelto en el libro del alumnado.

130. Halla las rectas tangente y normal a la curva:
y=x>—6x+ 11 parax =4

Representa la curva y las rectas.

Solucién:

Resuelto en el libro del alumnado.

131. Calcula los méximos y minimos relativos y la mo-
notonfa de: y = x% — 3x

Solucién:

Resuelto en el libro del alumnado.

132. Determina los puntos de inflexién y la curvatura de
la funcién: y = x> = 3x* = x + 5

Solucién:

Resuelto en el libro del alumnado.

133. Internet. Abre: www.editorial-bruno.es, elige
Matemadticas, curso y tema.

Practica

134. Calcula la 12 derivada de las siguientes funciones:

X

a)y=—S b)y=V3x*-5
sen x
Solucién:
Ay = & I cosx
Y senX  gsen?x
by = —2%

V3x2—5

135. Calcula la 12 derivada de las siguientes funciones:

a)y=e'8* b)y=e*Lx

Solucién:

a)y = (tg2x+ 1) e

Al X 1
b)y =e (Lx+;)

136. Calcula la 1? derivada de las siguientes funciones:

a) y = < cos x b) y = L cos® x

Solucién:
a)y = eXz(Zx COS X — sen X)

b) y' = -3tg x

TEMA 9. CALCULO DE DERIVADAS

137. Calcula los mdximos y los minimos relativos y de-
termina la monotonia de la siguiente funcién:

4
y:XI—Xa+X2

Dibuja la grdfica para comprobarlo.

Solucién:

y' =x3 - 3x% + 2x
¥-3x2+2x=0=>x=0,x=1,x=2
x=0=y=0= A(0,0)
x=1=y=1/4=B(1, 1/4)
x=2=y=0=C(2,0)

y" =3x2—6x+2
y'(0)=2>0(+) = A(0,0)
Minimo relativo.
y'(1)=-1<0(-) = B(1, 1/4)
Midximo relativo.
y'2)=2>0H) = C(2,0)
Minimo relativo.

Creciente (7): (0, 1) U (2, + o)
Decreciente (\): (=<0, 0) U (1, 2)



Linux/Windows wWiRis

b & 4 3 & 2 | 1+ 2 3 & & i

138. Calcula los mdximos y los minimos relativos y de-
termina la monotonia de la siguiente funcién:
x> + 4
X

Dibuja la grifica para comprobarlo.

Solucién:
. x2—4
2

y=0=>x=-2,x=2

Miximo relativo: A(— 2, — 4)
Minimo relativo: B(2, 4)

Creciente (N): (— o0, —=2) U (2, + o0)
Decreciente (\y): (=2, 0) U (0, 2)

b & 4 3 & 2 [ 4 2 3 & & i

139. Calcula los puntos de inflexién y determina la cur-
vatura de la siguiente funcién:

y =x2 - 6x% + 9x

Dibuja la grifica para comprobarlo.

Solucién:

vy =3x2—12x+9
y'=6x-12
y'=0=>x=2

x=2=y=2=A(2,2)

y'" =6#0= A(2, 2) punto de inflexién.
Convexa (U): (2, + )

Céncava (N): (— oo, 2)
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140. Calcula los puntos de inflexién y determina la cur-
vatura de la siguiente funcién:

6
x2+3

Dibuja la grdfica para comprobarlo.

Solucién:
' 12x
Yo _(XZ +3)2
(x2 + 3)3

y'=0=>x=1,x=-1

x=1=y=3/2=A(1, 3/2)

x=-1=y=3/2= B(-1, 3/2)
w 144x(3 —x?)

B (x2 + 3)4
y'"'(1)=9/8#0= A(1, 3/2)
Punto de inflexién.
y'"(=1)=-9/8#0 = B(-1, 3/2)
Punto de inflexién.

Convexa (U): (—oo, — 1) U (1, + o0)
Céncava (M) : (=1, 1)

5 & 4 3 &3 1 [ 1 T 3 4 % {

141. Calcula y clasifica los puntos criticos de las siguien-
tes funciones:

) y=x>—6x*+12x -7
b)y=—x*+4x3 — 6x% + 4x + 2

Dibuja la grifica para comprobarlo.

SOLUCIONARIO
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Solucidén:

a)y =3x2—12x+ 12
y=0=>x=2
x=2=>y=1=A2,1)
y' = 6x— 12
y'(2) =0

y'=620=A2,1)
Punto de inflexidn.

B & 4 3 3 32 | ] = 3 4« % @

b)y' =—4x3+ 12x? — 12x + 4
y=0=>x=1
x=1=y=3=A(, 3)
y'=—12x% + 24x - 12

yn(l) -0
y'"'=—-24x + 24
y"(1)=0

yW=-24<00)=A(,3)

Miéximo relativo.

P % 4 3 3 2| 1 T 4 % @

Con ayuda de Wiris o DERIVE, resuelve los siguientes pro-
blemas:

142. Halla la ecuacién de la recta tangente y la recta normal
a la siguiente funcién en el punto que se indica:

y=x'—2x3enx=1
Representa la funcién, la recta tangente y la recta
normal para comprobarlo.

TEMA 9. CALCULO DE DERIVADAS

Windows Derive @

Solucién:

Recta tangente:

y=—2x+1

Recta normal:

S8
2 2

143. Calcula los méximos y minimos relativos, puntos
de inflexién y determina la monotonia y la curva-
tura de la siguiente funcién:

3x
x2—1

y =
Dibuja la grdfica para comprobarlo.

Solucién:

Midximos relativos: no tiene.

Minimo relativo: no tiene.

Puntos de inflexién: O(0, 0)

Creciente (): @

Decreciente (\): (—o0, — 1)U (=1, 1) U (1, + o)
Convexa (U): (=1, 0) U (1, + =)

Céncava (N): (—oo, — 1) U (0, 1)

B &+ 4 3 3+ L 1 & 3 & ¢
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1. Representacion de funciones polindmicas

0] Aplicaciones de
derivadas

B Piensa y calcula

Calcula mentalmente: a) lim (X3 — 3x) b)

lim (3 - 3x)
X—> +oo X—>—c0

Solucion:
a) +oo b) —oco

ER

® Aplica la teoria

264

Representa las siguientes funciones polindmicas completan-
do el formulario de los diez apartados.

. y=>x3-6x%+9x

Solucioén:
y =3x2—12x+9

yl

~

v A w D —

'=6x— 12
|:6

Tipo de funcién: polinémica.

Dominio: Dom(f) = R = (= oo, + o)
Continuidad: es continua en todo el dominio.
Periodicidad: no es periddica.

Simetrias: no es simétrica respecto del eje Y, ni res-
pecto del origen O(0, 0)

Asintotas:

* Verticales: no tiene.

* Horizontales: no tiene.

¢ Oblicuas: no tiene.

Corte con los ejes:

* Eje X: O(0,0), A(3,0)

* Eje Y: O(0, 0)

Signo:

* Positiva (+): (0, 3) U (3, + )
* Negativa (—): (—o, 0)

Maximos y minimos relativos:

» Méximo relativo: B(I, 4)

* Minimo relativo:A(3, 0)

Monotonia:

* Creciente (): (==, 1) U (3, + o)
* Decreciente (\): (I,

Curvatura:

3)

Puntos de inflexién: D(2, 2)

» Convexa (L): (2, + o)

» Cdncava (N): (—oo, 2)

Ay

A

10. Recorrido o imagen:
Im(f) = R = (—e0, + o)

SOLUCIONARIO
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2. y=—x3-3x2+2

Solucién:

y = —3x2 - 6x
y'=—6x-6
y'll :_6

Tipo de funcién: polinémica.
Dominio: Dom(f) = R = (=oo, + o)
Continuidad: es continua en todo el dominio.

Periodicidad: no es periddica.

A W —

Simetrias: no es simétrica respecto del eje Y, ni res-
pecto del origen O(0, 0)

6. Asintotas:
* Verticales: no tiene.
* Horizontales: no tiene.
* Oblicuas: no tiene.
7. Corte con los ejes:
* Eje X:A(—V3-1,0),B(- 1,0),C(V3 -1,0)
* Eje Y:D(0,2)
Signo:
* Positiva (+): (o0, —V3 = 1) U (= 1,¥3 -1)
* Negativa (): (-V3 = 1,=1) U (V3 = I, + )
8. Maximos y minimos relativos:
* Maximo relativo: D(0, 2)
* Minimo relativo: E(-2,-2)
Monotonia:
* Creciente ():(-2,0)
* Decreciente (\): (—e0,—2) U (0, + o)
9. Puntos de inflexion: F(— 1, 0)
Curvatura:
* Convexa (U): (—oo,— )
* Coéncava (N): (= |, + o)

Ay

©) )

£

OF BN C

10. Recorrido o imagen:
Im(f) = R = (~e0, +<<)

3. y=xt-23

Solucion:

y' = 43 — 6x2
y' = 12x% - 12x
y" =24x— 12

TEMA 10. APLICACIONES DE LAS DERIVADAS

v h W N —

Tipo de funcién: polinémica.

Dominio: Dom(f) = R = (—eo, + o)
Continuidad: es continua en todo el dominio.
Periodicidad: no es periddica.

Simetrias: no es simétrica respecto del eje Y, ni res-
pecto del origen O(0, 0)

6. Asintotas:

* Verticales: no tiene.
* Horizontales: no tiene.

¢ Oblicuas: no tiene.

7. Corte con los ejes:

* Eje X: O(0, 0),A(2, 0)

* Ejie Y: O(0, 0)

Signo:

* Positiva (+): (—co, 0) U (2, + )
* Negativa (-): (0, 2)

8. Maximos y minimos relativos:

» Maximo relativo: no tiene.

* Minimo relativo: B(3/2,—27/16)
Monotonia:

* Creciente (): (3/2, + o)

* Decreciente (\): (—oo, 3/2)

9. Puntos de inflexion: O(0, 0), C(1,—1)

Curvatura:
* Convexa (U): (===, 0) U (I, +<0)
» Céncava (Nn): (0, 1)

Ay

O

¥

©) )

0. Recorrido o imagen:

Im(f) = [-27/16, + o)

4, y=—x*+2x2
Solucién:
y' = —43 + 4x
y'=—122 + 4
y" =—24x
I. Tipo de funcién: polinémica.
2. Dominio: Dom(f) = R = (—co, + o)
3. Continuidad: es continua en todo el dominio.
4. Periodicidad: no es periodica.
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. Simetrias: es par = simétrica respecto del eje Y

. Asintotas:

*Verticales: no tiene.
* Horizontales: no tiene.

* Oblicuas: no tiene.

. Corte con los ejes:

« Eje X: A(=v2,0),0(0,0), B(v2,0)

* Eje Y: O(0, 0)

Signo:
* Positiva (+): (—\/i, 0) U (0, \/i)

* Negativa (-): (— w,—\/i) U (\/5, +°°)
. Méaximos y minimos relativos:

a) Maximo relativo: C(— I, 1), D(l, I)

b) Minimo relativo: O(0, 0)

Monotonia:

* Creciente (/): (—oo,— 1) U (0, I)
* Decreciente (\): (—1,0) U (I, +<0)
. Puntos de inflexién: E(—V3/3, 5/9), F(¥3/3, 5/9)

Curvatura:

» Convexa (V): (— V313, @3)

* Céncava (N): (—oo,—\/?/3) U (@3, +<>o)

10. Recorrido o imagen:

Im(f) = (-, 1]

. De una funcién polinémica se sabe que tiene un maxi-

mo relativo en el punto A(3,4), un minimo relativo en el
punto B(I,—2),otro méximo relativo en el punto C(-2, I),

y que lim f(x) = —eo,
X—> +oo

lim f(x) = —oco
X—>—00

Con esta informacion, dibuja la grafica a mano alzada.

AY
~
A X
v
Solucion:
Ay
AQB.4)
C(-2, 1
=21 %
:>
B(I,-2)

2. Representacion de funciones racionales

W Piensa y calcula

Calcula mentalmente: a)

Solucion:
a) + oo

X—>+oo

266

SOLUCIONARIO
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@ Aplica la teoria

Representa las siguientes funciones racionales completando

el formulario de los diez apartados. T.y= x2— |
6. v = x2—3x +3
A Solucién:
- 2x
Soluczién: Y = _(x2 _ 1)
'=X_2); ll=6X2+2
(x=1) Y (X2 _ |)3
y' = #3 w243 + 24x
(x=1) Y (X2 _ |)4
m=___6 I. Tipo de funcién: racional.
(x—

2. Dominio:Dom(f) =R —-{-1,1} =
== HUELDU( +)

3. Continuidad: es discontinua en x = | y x = —|,donde
tiene discontinuidades de |* especie de salto infinito.

I. Tipo de funcién: racional.

2. Dominio:Dom(f) = R — {1} = (=, 1) U (I, + o)

3. Continuidad: es discontinua en x = |, donde tiene
una discontinuidad de I* especie de salto infinito.

4. Periodicidad: no es periddica.

4. Periodicidad: no es periddica. . i . .
5. Simetrias: es par = simétrica respecto del eje Y

5. Simetrias: no es simétrica respecto del eje Y, ni res-

pecto del origen O(0, 0) 6. Asintotas:

. *Verticales:x = —I,x = |
6. Asintotas:

. * Horizontales:y = 0
* Verticales: x = | Y

. . * Oblicuas: no tiene.
* Horizontales: no tiene.

| Oblicuasiy/’= x =2 7. Corte con los ejes:

. * Eje X: no lo corta.
7. Corte con los ejes: )

* Eje X:no lo corta. * EjeY: A0, 1)
. Signo:
* EjeY: A(0,- 3) -
Signo: * Positiva (+): (oo, = 1) U (I, + o)

* Negativa (-): (-1, I)

* Positiva (+): (I, + )
8. Maximos y minimos relativos:

* Negativa (—): (—oo, I)
A g . * Méximo relativo: A(0,— 1)
8. Maximos y minimos relativos:

* Minimo relativo: no tiene.

* Maximo relativo: A(0, —3) M

onotonia:
* Creciente (A): (—oo,— 1) U (= 1,0)
* Decreciente (\): (0, 1) U (I, + )

9. Puntos de inflexiéon: no tiene.

* Minimo relativo: B(2, I)
Monotonia:

* Creciente (): (==, 0) U (2, + )
* Decreciente (\): (0, 1) U (1, 2)

. ., . Curvatura:
9. Puntos de inflexién: no tiene.

* Convexa (U): (=o,— 1) U (I, + )
» Céncava (N): (=1, 1)

Curvatura:

» Convexa (V): (I, + o)

» Cdncava (N): (—oo, I) Ay
Ay

O

¥x

VX

© C)

/1

10. Recorrido o imagen:

Im(f) = (oo, =3] U [I, +)

10. Recorrido o imagen:

Im(f) = (o2, = 17U (0, + )

TEMA 10. APLICACIONES DE LAS DERIVADAS



2x
x2 + |

8. y=

Solucion:
V=22 +2
. 4x3 — 12x
o2+ 1)
12(x* - 6x2 + 1)
- (X2 + |)4

I. Tipo de funcién: racional.
Dominio: Dom(f) = R = (—eo, + o0)
Continuidad: es continua en todo el dominio.

Periodicidad: no es periddica.

oogs B

Simetrias: es impar = simétrica respecto del eje ori-
gen de coordenadas O(0, 0)

6. Asintotas:

* Verticales: no tiene.

* Horizontales:y = 0

¢ Oblicuas: no tiene.

7. Corte con los ejes:
* Eje X: O(0, 0)
* Eje Y: O(0, 0)
Signo:
* Positiva (+): (0, + o)
* Negativa (-): (—oo, 0)
8. Maximos y minimos relativos:
* Maximo relativo: A(l, 1)
* Minimo relativo: B(—I,— )
Monotonia:
* Creciente (N): (-1, 1)
* Decreciente (\): (—oo,— 1) U (I, +o0)
9. Puntos de inflexion: C(-V3,-v3/2), 0(0, 0),
D(V3,+372)
Curvatura:
* Convexa (U): (—\/?, 0) U (\/?, +oo)
« Céncava (N): (=e0,—V3) U (0,73

Ay

O

|

10. Recorrido o imagen:

Im(f) =[-1, 1]

x2— |
9.y= "
Solucion:
o X2+
2
y=_2
3
=6
4

I. Tipo de funcién: racional.

2. Dominio: Dom(f) = R — {0} = (-, 0) U (0, + o)

3. Continuidad: es discontinua en x = 0, donde tiene
una discontinuidad de |I* especie de salto infinito.

4. Periodicidad: no es periddica.

5. Simetrias: es impar = simétrica respecto del eje ori-
gen de coordenadas O(0, 0)
6. Asintotas:
* Verticales:x = 0
* Horizontales: no tiene.
* Oblicuas:y = x
7. Corte con los ejes:
* Eje X: A(-1,0),B(l1,0)
* EjeY:no lo corta.
Signo:
* Positiva (+): (= 1,0) U (I, + o)
* Negativa (-): (—oo,— 1) U (0, I)
8. Méximos y minimos relativos:
» Maximo relativo: no tiene.
* Minimo relativo: no tiene.
Monotonia:
* Creciente (,7): (—oo, 0) U (0, + )
* Decreciente (\): &
9. Puntos de inflexion: no tiene.
Curvatura:
* Convexa (U): (—oo, 0)
» Cdéncava (N): (0, + o)

Ay

o ©

L 2%

O S,

10. Recorrido o imagen:

Im(f) = R = (=00, + )
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3. Problemas de optimizacion

B Piensa y calcula

Un rectangulo tiene 12 m de perimetro; luego el ancho mas el largo es 6 m. Completa la siguiente tabla:

Largo = x 0 |
Alto =y 6
Superficie

Calcula las dimensiones del rectangulo que tiene mayor superficie.

Solucion:

Largo=x 0 |
Alto=y 6 5
Superficie 0 5

3 4 5 6
3 4 5 6
3 2 | O
9 8 5 0

El rectangulo de mayor superficie es un cuadrado de ladox =y =3 m

® Aplica la teoria

10. Calcula dos nimeros cuya suma sea 60 y de forma que
sea minimo el cuadrado del primero mas el doble del
cuadrado del segundo.

Solucién:
a) Incégnitas, datos y dibujo.
X = primer numero.
y = segundo numero.
x +y =60
b) Funcién que hay que minimizar.
fx,y) = x> + 2y>
Sujetoa:x +y =60 = y = 60 — x
c) Se escribe la funcién con una sola variable.
fx,y) = x* + 2y?
f(x) = x2 + 2(60 — x)2
f(x) = 3x2 —240x + 7200
d) Se calculan los maximos y minimos relativos.
f'(x) = 6x — 240
f'(x) =0= x =40
Six=40 =1y =20
e) Se comprueba en la segunda derivada.
f"(x) = 6 > 0 (+) = Minimo relativo.

El primer nimero es x = 40,y el segundo,y = 20

I 1. Un ganadero quiere cercar un recinto de forma rec-
tangular en un prado para que puedan pastar las vacas.
Si dispone de | 600 m de cerca, jcudnto medira de lar-
go y de ancho el recinto para que la superficie del re-
cinto sea maxima?

TEMA 10. APLICACIONES DE LAS DERIVADAS

Solucion:

a) Incégnitas, datos y dibujo:
x = longitud de la base.
y = altura.

Perimetro = 1600 m

S(x,y) = xy

b) Funcién que hay que maximizar.
Seoy) =xy
Sujeta a las condiciones:

Perimetro = 1600 m = x +y = 800

c) Se escribe la ecuacién con una sola variable.
S(y) = xy
x +y=800=y=800-x
S(x) = x(800 — x)
S(x) = 800x — x?

269



d) Se calculan los maximos y minimos relativos deri-
vando.

S'(x) = 800 — 2x
S'(x) = 0= x =400
Si x =400 = y = 400
e) Se comprueba en la 22 derivada.
S"(x) = -2 < 0 (-) = Maximo relativo.
f) El recinto es un cuadrado que mide 400 m de lado.

12. Se quiere construir un recipiente en forma de prisma cua-
drangular tal que el volumen sea maximo. Si la superficie
es de 24 m?, ;qué dimensiones debe tener la caja?

Solucién:

a) Incégnitas, datos y dibujo.
x = longitud de la base.
y = altura.
Superficie = 24 m?

b) Funcién que hay que minimizar.
V(x,y) = x%
Sujeta a las condiciones:
Superficie = 24 m2 = 4xy + 2x? =24 = 2xy + x* = |2

c) Se escribe la funcién con una sola variable.
V(x.y) = x%y

2
2xy + x% = I2=>y=—I2 X

x(12 - x2)

Vo9 =25

V(x) = % (12x = x3)
d) Se calculan los maximos y minimos relativos deri-
vando.
Vi(x) = —é (12 - 3x2)
V(X)) =0=>x=-2yx=2

(La solucién negativa no tiene sentido).
Six=2=y=2

e) Se comprueba en la segunda derivada.
V"(x) = —3x
V"(2) =—6 <0 () = Maximo relativo.

f) La caja es un cubo de arista 2 m y tendra un volumen
de 8 m?
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1. Representacion de funciones

13. Representa la siguiente funcion polinémica completando

Ejercicios y problemas

polindmicas

el formulario de los diez apartados.

3
=X _
Y= % 2x

Solucion:

Y
)4

~

Guog> & =

"=x%2-2

T

"o

Tipo de funcién: polinémica.
Dominio: Dom(f) = R = (—eo, + o)

Periodicidad: no es periddica.

O(0,0)

Asintotas:

* Verticales: no tiene.

* Horizontales: no tiene.

* Oblicuas: no tiene.

Corte con los ejes:

« Eje X: 0(0,0), A(-2v3,0),B(2v3,0)
* Eje Y: O(0, 0)

Signo:

« Positiva (+): (—2v3,0) U (213, + )
* Negativa (-): (—o0,—2V3) U (0,2V3)
Maximos y minimos relativos:

* Méaximo relativo: C(-2, 8/3)

* Minimo relativo: D(2,—8/3)
Monotonia:

* Creciente (): (—o0,—2) U (2, + )
* Decreciente (\): (—2,2)

Puntos de inflexion: O(0, 0)
Curvatura:

* Convexa (V): (0, + o)

* Coéncava (N): (—oo, 0)

Ay

G ©)

| A%

Continuidad: es continua en todo el dominio.

Simetrias: es impar = simétrica respecto del origen

O] ©)

10. Recorrido o imagen:

Im(f) = R = (o0, + )

TEMA 10. APLICACIONES DE LAS DERIVADAS

14. Representa la siguiente funcién polinémica completando

el formulario de los diez apartados.

y =—=x3 + 3x

Solucion:

Y
Y
Y

'=_3x2+3

"= —6x

" = _ 6

Tipo de funcién: polinédmica.

. Dominio: Dom(f) = R = (—eo, + o)

Periodicidad: no es periodica.

O(0,0)

Asintotas:

* Verticales: no tiene.

* Horizontales: no tiene.
* Oblicuas: no tiene.

Corte con los ejes:

« Eje X: 0(0,0), A(-3,0), B(V3,0)
* Ejie Y: O(0, 0)

Signo:

* Positiva (+): (—oo,—\/?) U (0, \/?)
* Negativa (-): (—\/?, 0) U (\/?, +<>o)
Maximos y minimos relativos:

* Méximo relativo: C(l, 2)

* Minimo relativo: D(— |, -2)
Monotonia:

* Creciente (): (=1, 1)

* Decreciente (\): (—oo,— 1) U (I, * o)
Puntos de inflexion: O(0, 0)
Curvatura:

» Convexa (U): (—oo, 0)

* Concava (N): (0, + o)

Ay

) )

\ A%

©) O

10. Recorrido o imagen:

Im(f) = R = (=oo, + )

2
3. Continuidad: es continua en todo el dominio.
4.
5

. Simetrias: es impar = simétrica respecto del origen



Ejercicios y problemas

15. Representa la siguiente funcién polinémica completando

el formulario de los diez apartados.

y = x* — 4x?

Solucion:

y'=4x3—8x
y'=12x2-8

= 24x

Tipo de funcién: polinémica.

Dominio: Dom(f) = R = (—eo, + o)

Continuidad: es continua en todo el dominio.
Periodicidad: no es periddica.

Simetrias: es par = simétrica respecto del eje Y
Asintotas:

* Verticales: no tiene.

* Horizontales: no tiene.
* Oblicuas: no tiene.

Corte con los ejes:

* Eje X: O(0,0), A(-2,0),B(2,0)

* Eje Y:O(0,0)

Signo:

* Positiva (+): (—o0,—2) U (2, + )

* Negativa (-): (-2, 0) U (0,2)

Maximos y minimos relativos:

* Maximo relativo: O(0, 0)

* Minimo relativo: C(—\/i,—4), D(\/i,—4)
Monotonia:

* Creciente (): (—\/i, 0) U (\/i, +<><>)

* Decreciente (\): (— oo, —\/7) U (0, \/f)
Puntos de inflexion: E(—V6/3,-20/9), F(V6/3,—20/9)
Curvatura:

* Convexa (U): (—oo,—\/g/3) U (\/Z/3, +oo)
 Concava (N): (—\/3/3, \/Z/3)

Ay

OF (©

\ A

C)

10. Recorrido o imagen:

272

Im(f) = [-4, +=9)

16. Representa la siguiente funcién polinémica completando

el formulario de los diez apartados.
y=—x*+6x2-5

Solucién:
y = —4x3 + 12x
y'=—122+ 12
y" =—24x
I. Tipo de funcién: polinémica.
2. Dominio: Dom(f) = R = (—eo, + )
3. Continuidad: es continua en todo el dominio.
4. Periodicidad: no es periddica.
5. Simetrias: es par = simétrica respecto del eje Y
6. Asintotas:
* Verticales: no tiene.
* Horizontales: no tiene.
* Oblicuas: no tiene.
7. Corte con los ejes:
« Eje X: A(=45,0),B(~1,0),C(1,0), D(V5, 0)
* Eje Y: E(0,-5)
Signo:
* Positiva (+): (=V5,-1) U (1,V5)
« Negativa (-): (—o0,=V5) U (= I, 1) U (\'5, + o)
8. Maximos y minimos relativos:
» Maximo relativo: F(—\/?, 4), G(\/?, 4)
* Minimo relativo: E(0, —5)
Monotonia:
« Creciente (): (=o0,—V3) U (0,V3)
* Decreciente (\): (—\/?, 0) U (\/?, + oo)
9. Puntos de inflexion: B(- 1, 0), C(1, 0)

Curvatura:
* Convexa (L): (-1, 1)
* Céncava (N): (—oo,— 1) U (I, + o)

Ay

S
)

X
>

O]

10. Recorrido o imagen:

Im(f) = (=, 4]

SOLUCIONARIO
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17. De una funcién polinémica se sabe que tiene un maximo
relativo en el punto A(2,4),un minimo relativo en el pun-
to B(—2,— 2), un punto de inflexién en el punto C(0, I)
y que:

lim f(x) = —co

lim f(x) =+
X—>+oo

X——oc0

Con esta informacion, dibuja la grafica a mano alzada.

AY

L 2

Solucion:

| %

2. Representacion de funciones

racionales

18. Representa la siguiente funcién racional completando el
formulario de los diez apartados.

x2+ 4
Y= 2x
Solucion:
\_ X2—4
- 2x2
ot
3
e 12
4

I. Tipo de funcién: racional.
2. Dominio: Dom(f) = R — {0} = (-0, 0) U (0, + =)

3. Continuidad: es discontinua en x = 0, donde tiene una
discontinuidad de |I* especie de salto infinito.

4. Periodicidad: no es periédica.

5. Simetrias: es impar = simétrica respecto del origen
0(0,0)

TEMA 10. APLICACIONES DE LAS DERIVADAS

6. Asintotas:
*Verticales:x = 0
* Horizontales: no tiene.

* Oblicuas:y = x/2

7. Corte con los ejes:
* Eje X: no lo corta.
* EjeY:no lo corta.
Signo:
* Positiva (+): (0, + =)
* Negativa (—): (—eo, 0)
8. Maximos y minimos relativos:
* Méximo relativo: A(-2,-2)
* Minimo relativo: B(2, 2)
Monotonia:
* Creciente (): (—o0,—2) U (2, + o)
* Decreciente (\): (—2,0) U (0,2)
9. Puntos de inflexion: no tiene.
Curvatura:
» Convexa (L): (0, + o)
* Concava (N): (—oo, 0)

Ay

@k/é
/\@

10. Recorrido o imagen:

Im(f) = (o2, =2] U [2, + )

19. Representa la siguiente funcién racional completando el
formulario de los diez apartados.

_ x2—x—-2
| —x

Solucion:
y=_Xo2x+3

(x—1)?
": 4

(x—1)?

ylll=_ I2

(x—1)*

I. Tipo de funcién: racional.

2. Dominio:Dom(f) = R — {1} = (=0, 1) U (I, + o)
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Ejercicios y problemas

3. Continuidad: es discontinua en x = |, donde tiene una
discontinuidad de |I* especie de salto infinito.

4. Periodicidad: no es periddica.

5. Simetrias: no es simétrica respecto del eje Y, ni respec-
to del origen O(0, 0)
6. Asintotas:
* Verticales: x = |
* Horizontales: no tiene.
* Oblicuas:y = —x
7. Corte con los ejes:
* Eje X: A(-1,0),B(2,0)
* EjeY: C(0,-2)
Signo:
* Positiva (+): (—oo,— 1) U (1, 2)
* Negativa (-): (I, 1) U (2, + )
8. Maximos y minimos relativos:
» Méximo relativo: no tiene.
* Minimo relativo: no tiene.
Monotonia:
* Creciente (): &
» Decreciente (\): (=oo, 1) U (I, + )
9. Puntos de inflexion: no tiene.
Curvatura:
* Convexa (V): (I, + )
* Coéncava (N): (—oo, )

Ay

Q) ©)

\ 4%

) S

10. Recorrido o imagen:
Im(f) = R = (~os, + )

20. Representa la siguiente funcién racional completando el
formulario de los diez apartados.

__6
Y x2+3
Solucion:
yl - _ |2X
(2 +3)?
" 36x2 — 36
(2+3)
274

w _ — 144x3 + 432x
(X2 + 3)4

I. Tipo de funcién: racional.

2. Dominio: Dom(f) = R = (—oo, + o0)

3. Continuidad: es continua en todo el dominio.

4. Periodicidad: no es periddica.

5. Simetrias: es par = simétrica respecto del eje Y
6. Asintotas:

* Verticales: no tiene.
* Horizontales:y = 0
* Oblicuas: no tiene.
7. Corte con los ejes:
* Eje X:no lo corta.
* EjeY: A(0,2)
Signo:
* Positiva (+): R = (—co, + o)
* Negativa (-): &
8. Maximos y minimos relativos:
* Méximo relativo: A(0, 2)
* Minimo relativo: no tiene.
Monotonia:
* Creciente (): (—=, 0)
* Decreciente (\): (0, + )
9. Puntos de inflexion: B(— I, 3/2), C(1, 3/2)
Curvatura:
* Convexa (U): (—oo,— 1) U (I, + o)
* Céncava (N): (-1, 1)

Ay

v

10. Recorrido o imagen:

Im(f) = (0,2]

21. Representa la siguiente funcién racional completando el
formulario de los diez apartados.

Y= %
x2— |
Solucion:
o X2t
YTy

SOLUCIONARIO
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" 2x3 + bx
2-1)3
w6+ 6xE 1)
02— 1y*

I. Tipo de funcién: racional.
2. Dominio:Dom(f) =R —{-1, 1} =
= (oo, = 1)U 1L 1)U (1,+e)

3. Continuidad: es discontinua en x = —1 y x = |, donde
tiene discontinuidades de |? especie de salto infinito.

4. Periodicidad: no es periddica.

5. Simetrias: es impar = simétrica respecto del origen
O(0,0)

6. Asintotas:

*Verticales:x = -1y x = |

* Horizontales:y = 0

* Oblicuas: no tiene.
7. Corte con los ejes:

* Eje X: O(0,0)

* Eje Y: O(0, 0)

Signo:

* Positiva (+): (— 1,0) U (I, + )

* Negativa (-): (—oo,— 1) U (0, I)
8. Maximos y minimos relativos:

» Maximo relativo: no tiene.

* Minimo relativo: no tiene.

Monotonia:

* Creciente (/): &

* Decreciente (\): (—oo,— 1) U (=1, 1) U (I, +0)
9. Puntos de inflexion: O(0, 0)

Curvatura:

* Convexa (U): (—=1,0) U (I, + )

* Céncava (N): (—oo,— 1) U (0, 1)

Ay

OF={°®

-
we@

X

10. Recorrido o imagen:
Im(f) = R = (o=, +e2)

TEMA 10. APLICACIONES DE LAS DERIVADAS

3. Problemas de optimizacion

22. Calcula dos nimeros x e y tales que su producto sea ma-
ximo, sabiendo que suman 60

Solucion:
a) Incognitas, datos y dibujo.
X = primer niimero.
y = segundo nimero.
x +y=60
b) Funcién que hay que minimizar.
f(x.y) = xy
sujetoa:x +y = 60 = y = 60 — x

c) Se escribe la funcién con una sola variable.

fe<.y) =xy
f(x) = x(60 — x)
f(x) = 60x — x?

d) Se calculan los maximos y minimos relativos.
f'(x) = 60 — 2x
f'x)=0=>x=30
Six=30=y=30
e) Se comprueba en la 22 derivada.
f"(30) = -2 < 0 (-) = Maximo relativo.

El primer nimero es x = 30,y el segundo,y = 30

23. Se quiere construir un depdsito abierto, es decir, sin tapa,
con forma de prisma cuadrangular tal que el volumen sea
maximo. Si la superficie es de 48 m2, ;qué dimensiones
debe tener el deposito?

Solucion:

a) Incégnitas, datos y dibujo.
x = longitud de la base.
y = altura.
Superficie = 48 m?
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Ejercicios y problemas

b) Funcién que hay que minimizar.
V(x,y) = x%y
Sujeta a las condiciones:
Superficie = 48 m2 = 4xy + x? = 48
c) Se escribe la funcién con una sola variable.
V(x,y) = x%y

4xy+x2=48 =y =

_48-x2

4x
V() = 1/4(48x — x3)

d) Se calculan los maximos y minimos derivando.
V'(x) = 1/4(48 — 3x2)
VX)=0=>x=-4yx=4
(La solucién negativa no tiene sentido).
Six=4=y=2

e) Se comprueba en la 22 derivada.

V"(x) = —3x/2
V"(4) = -6 < 0 (-) = Maximo relativo.

f) El deposito tiene de base un cuadrado de lado 4 m y
altura 2 m y tendra un volumen de 32 m3

24. La suma de los catetos de un triangulo rectangulo mide
12 m. Halla las longitudes de los catetos para que el area
del cuadrado construido sobre la hipotenusa sea minima.

Para ampliar

Solucion:

a) Incégnitas, datos y dibujo.
X = cateto mayor.
y = cateto menor.

Suma de los catetos = |12 m

b) Funcion que hay que minimizar.
A(xy) = x> +y?
Sujeta a las condiciones:
x+y=12

c) Se escribe la funcién con una sola variable.
A(xy) =x? +y?
xty=12=y=12-x
A(x) =x2 + (12 - x)?
A(x) = 2x% — 24x + 144

d) Se calculan los maximos y minimos derivando.
A'(x) =4x —24
AX)=0=x=6
Six=6=y=6

e) Se comprueba en la 22 derivada.
A’(x) =4
A"(6) =4 <0 (-) = Minimo relativo.

f) El tridngulo es isosceles y sus catetos miden 6 m

25. Representa la siguiente funcion polinémica completando
el formulario de los diez apartados.

y=x3—6x2+ 12x-7
Solucion:
y =3x2— [2x + 12 y'=6x—12 y"=6

276

Tipo de funcién: polinémica.
Dominio: Dom(f) = R = (oo, + )
Continuidad: es continua en todo el dominio.

Periodicidad: no es periddica.

vk W —

Simetrias: no es simétrica respecto del eje Y, ni respec-
to del origen O(0, 0)

SOLUCIONARIO
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6. Asintotas: 6. Asintotas:

* Verticales: no tiene. * Verticales: no tiene.
* Horizontales: no tiene. * Horizontales: no tiene.
* Oblicuas: no tiene. * Oblicuas: no tiene.
7. Corte con los ejes: 7. Corte con los ejes:
* Eje X: A(1,0) * Eje X: A(2,0)
* EjeY:B(0,-7) * Eje Y: B(0,4)
Signo: Signo:
* Positiva (+): (I, + o) * Positiva (+): (—ee, 2)
* Negativa (—): (—oo, I) * Negativa (-): (2, + =)
8. Maximos y minimos relativos: 8. Maximos y minimos relativos:
* Maximo relativo: no tiene. » Maximo relativo: no tiene.
* Minimo relativo: no tiene. * Minimo relativo: no tiene.
Monotonia: Monotonia:
* Creciente (): R = (—oo, + o) * Creciente (): @
* Decreciente (\,): @ * Decreciente (\,): R = (=0, + o0)
9. Puntos de inflexion: C(2, 1) 9. Puntos de inflexion: C(1,2)
Curvatura: Curvatura:
» Convexa (L): (2, + ) * Convexa (U): (=0, I)
» Cdncava (N): (—oo, 2) » Cdéncava (N): (I, +<0)

Ay TY

) O]

A A%
v

O ©)

10. Recorrido o imagen: 10. Recorrido o imagen:

Im(f) = R = (—oo, + o) Im(f) = R = (—oo, + o0)

26. Representa la siguiente funcion polinémica completando

el formulario de los diez apartados. 27. Representa la siguiente funcion polinémica completando
y=—x3+3x2—4x + 4 el formulario de los diez apartados.

= 4 + 2 2
Solucién: y=x %
y' =-3x2+6x—4 Solucién:
y'=-6x+6 y' =43 + 4x
yl||=_6 Y"= |2X2+4

y" = 24x

I. Tipo de funcién: polinémica.
. Dominio: Dom(f) = R = (co, +c0) I. Tipo de funcién: polinédmica.
. Continuidad: es continua en todo el dominio. - Dominio: Dom(f) = R = (=0, + )

2

3

4. Periodicidad: no es periédica. . Continuidad: es continua en todo el dominio.
5

. Simetrias: no es simétrica respecto del eje Y, ni respec-

2

3

4. Periodicidad: no es periédica.
to del origen O(0, 0) 5

. Simetrias: es par = simétrica respecto del eje Y

TEMA 10. APLICACIONES DE LAS DERIVADAS



28.

Ejercicios y problemas

Asintotas:

* Verticales: no tiene.

* Horizontales: no tiene.

* Oblicuas: no tiene.

Corte con los ejes:

* Eje X: O(0, 0)

* Eje Y: O(0, 0)

Signo:

* Positiva (+): (—eo, 0) U (0, + o)
* Negativa (-): &

Maximos y minimos relativos:
* Maximo relativo: no tiene.

* Minimo relativo: O(0, 0)
Monotonia:

* Creciente (): (0, + o)

* Decreciente (\): (—oo, 0)
Puntos de inflexion: no tiene.
Curvatura:

* Convexa (U): R = (—oo, + o0)
* Céncava (N):

Ay

A

) )

. Recorrido o imagen:

Im() = [0, + )

Representa la siguiente funcién polinémica completando
el formulario de los diez apartados.

y=x4—%x3

Solucién:
y' = 4x3 — 8x?
y' = 12x% - 16x

yllv

I
2
3.
4
5

278

=24x- 16

. Tipo de funcién: polinémica.
. Dominio: Dom(f) = R = (—oo, + )

Continuidad: es continua en todo el dominio.

. Periodicidad: no es periddica.

. Simetrias: no es simétrica respecto del eje Y, ni respec-

to del origen O(0, 0).

29.

Asintotas:

* Verticales: no tiene.

* Horizontales: no tiene.

* Oblicuas: no tiene.

Corte con los ejes:

* Eje X: O(0, 0), A(8/3,0)

* Eje Y: O(0, 0)

Signo:

* Positiva (+): (—oo, 0) U (8/3, + )

* Negativa (-): (0, 8/3)

Maximos y minimos relativos:

» Maximo relativo: no tiene.

* Minimo relativo: O(2,— 16/3)
Monotonia:

* Creciente (): (2, + o)

* Decreciente (\): (—oo, 2)

Puntos de inflexion: O(0, 0), B(4/3,—256/81)
Curvatura:

* Convexa (U): (—oo, 0) U (4/3, + o)
» Céncava (N): (0, 4/3)

Ay

O

A A

©) )

. Recorrido o imagen:

Im(f) = [- 16/3, +co)

De una funcién polinémica de tercer grado se sabe que
tiene un punto de inflexién en el punto O(0, 0), no tiene
ni maximos ni minimos relativos, y que:

lim f(x) = +oo

lim f(x)=—co
X—> too

X—>—c0
Con esta informacion, dibuja una grafica a mano alzada.

Halla una férmula para esta grafica.

AY

¥

SOLUCIONARIO
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Solucion: Solucion:

y=x3 Por ejemplo,y = L
X—2

v
| A%

32. Halla una funcioén racional que tenga dos asintotas verti-

30. De una funcién polinémica de cuarto grado se sabe que cales x = 2,x = —|

tiene un solo minimo relativo en el punto O(0, 0), no tie-

ne ni méximos relativos, ni puntos de inflexion, y que: AY
lim f(x) =+ o lim f(x) =+ oo
X —> + 00 X——o0
Con esta informacion, dibuja una grafica a mano alzada. X
I
Halla una férmula para esta grifica. "
AY
X Solucién:
>
Por ejemplo,y = -
x=2)(x+1)
Ay
x=—I
Solucién:
=4
y=x
X
:>

2%

33. Halla una funcién racional que tenga como asintota ho-
rizontal la rectay = 3

Solucién:
Por ejemplo,y = i 3
X

31. Halla una funcién racional que tenga como asintota ver-

tical larectax =2
AY IL
y=3
X
>

L 2

TEMA 10. APLICACIONES DE LAS DERIVADAS
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Ejercicios y problemas

34. Halla una funcién racional que tenga dos asintotas: una

vertical,x = |,y otra horizontal,y = -2
AY
X
I
»
Solucién:
: I
Por ejemplo,y = o 2
X —

o

35. Halla una funcién racional que tenga como asintota obli-

cuay =2x + |
AY
X
Solucién:
2
Por ejemplo,y = 2x + | + —I, es deciny = ekl
X X
Ay
=2+ |
y=4 X
>

36. Representa la siguiente funcion racional completando el
formulario de los diez apartados.
_ 2x—|

x2

280

Solucion:
"= —ZX + 2
&
w_ 4x-6
x4
m_ —12x+24
Y T 5
X

I. Tipo de funcién: racional.

2. Dominio: Dom(f) = R — {0} = (=<, 0) U (0, + o)

3. Continuidad: es discontinua en x = 0, donde tiene una
discontinuidad de |I? especie de salto infinito.

4. Periodicidad: no es periddica.

5. Simetrias: no es simétrica respecto del eje Y, ni respec-

to del origen O(0, 0)
6. Asintotas:

* Verticales:x = 0

* Horizontales:y = 0

* Oblicuas: no tiene.
7. Corte con los ejes:

* Eje X: A(1/2,0)

* EjeY:no lo corta.

Signo:

* Positiva (+): (1/2, + o)

* Negativa (-): (-, 0) U (0, 1/2)
8. Maximos y minimos relativos:

* Méaximo relativo: B(I, 1)

* Minimo relativo: no tiene.

Monotonia:

* Creciente (.7): (0, I)

* Decreciente (\): (—0,0) U (I, * )
9. Puntos de inflexion: C(3/2, 8/9)

Curvatura:

» Convexa (U): (3/2, + o)

* Céncava (N): (—<=,0) U (0, 3/2)

Ay

O

10. Recorrido o imagen:

Im(f) = (=, 1]

SOLUCIONARIO
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37. Representa la siguiente funcién racional completando el

formulario de los diez apartados.

Solucion:

y:

o U WD

6x
(2 +3)2

_—I8x*+18

(2 +3)

- 72x3 — 216x

(X2 o 3)4

Tipo de funcién: racional.

Dominio: Dom(f) = R = (—oo, + o)

Continuidad: es continua en todo el dominio.
Periodicidad: no es periddica.

Simetrias: es par = simétrica respecto del eje Y
Asintotas:

*Verticales: no tiene.
* Horizontales:y = |
 Oblicuas: no tiene.

Corte con los ejes:

* Eje X: O(0, 0)

* EjieY: O(0, 0)

Signo:

* Positiva (+): (=, 0) U (0, + o)

* Negativa (-): @

Maximos y minimos relativos:

» Maximo relativo: no tiene.

* Minimo relativo: O(0, 0)

Monotonia:

* Creciente (): (0, + o)

* Decreciente (\): (—°, 0)

Puntos de inflexion: A(-1, 1/4), B(l, 1/4)

Curvatura:

* Convexa (V): (-1, I)

¢ Céncava (N): (oo, — 1) U (1, +o0)
Ay

A £

©) ©)

10. Recorrido o imagen:

Im(f) = [0, 1)

TEMA 10. APLICACIONES DE LAS DERIVADAS

38. Representa la siguiente funcién racional completando el

formulario de los diez apartados.

Solucion:

5. Simetrias: es impar = simétrica respecto del origen.

x2 + 4
(2~ 42

- —2x3 — 24x

(2 -4)°
_6(x* +24x% + 16)
(- 4*

. Tipo de funcién: racional.

Dominio: Dom(f) = R —{-2,2} =
= (-0-2)U (2,2) U (2, +)

Continuidad: es discontinua en x =—2 y x = 2, donde tie-

ne discontinuidad de |* especie de salto infinito.

Periodicidad: no es periodica.

Asintotas:

* Verticales:x = —2,x =2
* Horizontales:y = 0

* Oblicuas: no tiene.

Corte con los ejes:

* Eje X:O(0,0)

* EjeY: O(0,0)

Signo:

* Positiva (+): (—e,— 2) U (0, 2)

* Negativa (-): (- 2,0) U (2, + )

Méximos y minimos relativos:

* Miéximo relativo: no tiene.

* Minimo relativo: no tiene.

Monotonia:

* Creciente (): (—o0,—2) U (- 2,2) U (2, + =)

* Decreciente (\): D

Puntos de inflexion: O(0, 0)

Curvatura:

 Convexa (U): (—,—2) U (0,2)

» Coéncava (N): (- 2,0) U (2, + <o)
Ay

J@@

O ©)

A £

10. Recorrido o imagen:

Im(f) = R = (=oo, + )



39. Representa la siguiente funcién racional completando el

Ejercicios y problemas

formulario de los diez apartados.

Signo:
* Positiva (+): (—oo,— 1) U (I, + o)

x| )
AN * Negativa (-): (=1, I)
. Méaximos y minimos relativos:
Solucién: » Maximo relativo: no tiene.
o 4 * Minimo relativo: C(0,— I)
S ST
(x ) Monotonia:
no =122+ 4 * Creciente (7): (0, + o)
o2+ 1)3 * Decreciente (\): (—2°, 0)
m = 48 - 48x Puntos de inflexién: D(—V3 /3, 1/2), E(N3 /3, 1/2)
= Tm . Puntos de inflexion: D(— ,—112), ,—112),
o Curvatura:
I. Tipo de funcién: racional. « Convexa (U): (-V37/3, V3/3)
2. Dominio: Dom(f) = R = (—oo, + o) » Céncava (M): (—o0,—V3/3) U (V3/3, + <o)
3. Continuidad: es continua en todo el dominio. Ay
4. Periodicidad: no es periddica.
5. Simetrias: es par = simétrica respecto del eje Y ©)
6. Asintotas: X
* Verticales: no tiene. A\ >
* Horizontales:y = | © ©
* Oblicuas: no tiene.
7. Corte con los ejes:
* Eje X: A(=1,0),B(l,0) 10. Recorrido o imagen:
* EjeY: C(0,—- 1) Im(f) = [-1,1)
Problemas
40. De una funcién polinémica se sabe que tiene un maximo Solucién:
relativo en el punto A(—1, 3), un minimo relativo en el
punto B(I,—1) y un punto de inflexion en el punto
C(O, 1),y que: 4y
lim f(x) = +oo lim f(x) =—oo A-1,3),
X—>+oo X—>—00
. L coM
Con esta informacion, dibuja la grafica a mano alzada. &
\/ [l
B(l,-1)
282 SOLUCIONARIO
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41. Estudia si en el punto O(0, 0) la siguiente funcién poli-
némica tiene un punto de inflexion:

y =x*—x

Solucion:
y =43 - |
y' = 12x2
y'©0)=0
y" = 24x
y'(©) =0
yV =

En el punto O(0, 0) no hay punto de inflexion.

Ay

24, es de orden par.

¥

42. Estudia el punto P(0,—1) de la siguiente funcién poli-

némica:
y=x"—1
Solucién:
y' = 43
y =0
y" = 12x?
y'(0)=0
y" = 24x
y'(©)=0
YV =24>0(+)
La funcién tiene un minimo relativo en P(0,—1)
Ay
X
Y >

43. De una funcion racional se sabe que tiene como asinto-
tay = 0, tiene un maximo relativo en el punto A(1,2),un

minimo relativo en el punto B(—1,-2), puntos de infle-
xion en O(0,0),C(3, 1) y D(-3,-1),y que:

lim f(x)=0" lim f(x)=0"
X—>+oo X——o0

Con esta informacion, dibuja la grafica a mano alzada.

TEMA 10. APLICACIONES DE LAS DERIVADAS

Solucion:

44. Estudia el punto P(0, 3) de la siguiente funcién racional:

__9
Y x2+3

Solucion:
yv - _ 18x

o2+ 32
y(©) =0

" — 54X2 — 54

02+ 3]
y'(0)=-2<0()
El punto P(0, 3) es un méximo relativo.

Ay

v

45. Estudia el punto O(0,0) de la siguiente funcién racional:

- 3x
x2 + |
Solucion:
f_ =3x2+3
N TV
(x*+1)
y'(0) =3

283



Ejercicios y problemas

w_ 6x3— 18x
o2+ 1y
y'(0)=0
18(x* — 6x2 + )
(XZ o |)4
y"(©0)=-18=0
En el punto (0, 0) hay un punto de inflexion.

Ay

/\§

46. Una finca esta al lado de una carretera y se quiere vallar
el mayor rectangulo posible. El metro de valla al lado de
la carretera cuesta 5 €,y el resto,a 2 €. Halla el area del
mayor recinto que se puede vallar con 2800 €

Solucion:

a) Incégnitas, datos y dibujo.
X = base del rectangulo.
y = altura del rectangulo.

5x +2x + 2y + 2y = 2800

b) Funcién que hay que maximizar.

Alxy) =xy
Sujeta a las condiciones:
7x + 4y = 2800

284

c) Se escribe la funcién con una sola variable.

Al y) = xy
7x + 4y = 2800 = y = —28004‘ Ix

A(x) = 700x — % x2

d) Se calculan los maximos y minimos relativos derivando.

A'(x) = 700 — % x

A'(x) =0= x =200
Six =200=y =350
e) Se comprueba en la 22 derivada.
A'x)=-7/2
A"(200) = —7/2 < 0 (-) = Maximo relativo.

f) El rectangulo tendra al lado de la carretera 200 m y el
otro lado 350 m con un 4rea de 70000 m?2

Para profundizar

47. De una funcién polinémica se sabe que tiene un maximo
relativo en el punto A(-2, 4), un minimo relativo en el
punto B(1,—4),otro maximo relativo en el punto C(4,— 1),

Yy que:
lim f(x) =—eo lim f(x) =—oo
X—> +oo X—>—0c0

Con esta informacién, dibuja la grafica a mano alzada.

AY
~

X
A >

v

Solucion:
Ay
A(-2,4)

AL &

B(l,—4)

48. Estudia el punto P(0, I) de la siguiente funcién polinémi-
ca: y=x*+1

SOLUCIONARIO
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Solucion:

y' = 43

y'(0)=0

y'= 122

y'(0)=0

y" = 24x

y'(©)=0

yV =24 >0 (+) = Minimo relativo.

Ay

\ 4

49. Estudia si en el punto O(0, 0) de la siguiente funcién po-
linémica tiene un punto de inflexion:

y =—x*—x

Solucién:

y =—43 - |

y' = —12x2

y'(0)=0

y" = —24x

y'(©)=0

yV=-24<0()

En O(0, 0) no hay punto de inflexion.

Ay

\ A

50. De una funcién racional se sabe que tiene como asinto-
tas x = 0 e y = x, corta al eje X en los puntos A(1,0) y
B(-1,0),y que:

lim f(x) = +oo

im lim f(x) =—oo

X——co

lim_f(x) = —co

lim f(x) = +oo
x—0* x—0"

Con esta informacion, dibuja una grafica a mano alzada.

TEMA 10. APLICACIONES DE LAS DERIVADAS

L

Solucion:

X

51. Estudia el punto P(0,— I) de la siguiente funcién racional:

2+
Y x2— |
Solucion:
y' = _L
62— 1)2
y'(0)=0
"— |2X2 + 4
6= 1)}

y"(0) < 0 (=) = (0,—1) Méaximo relativo.

52. Representa la siguiente funcién racional completando el
formulario de los diez apartados.

YT
Solucion:
yo_2
>3
X
wo_24
&

I. Tipo de funcién: racional.
2. Dominio: Dom(f) = R — {0} = (—<o, 0) U (0, +o0)

3. Continuidad: es discontinua en x = 0, donde tiene una
discontinuidad de |I? especie de salto infinito.

4. Periodicidad: no es periddica.

5. Simetrias: es par = simétrica respecto del eje Y

285
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Ejercicios y problemas

Asintotas:

*Verticales:x = 0

* Horizontales:y = 0

* Oblicuas: no tiene.

Corte con los ejes:

* Eje X: no lo corta.

* EjeY:no lo corta.

Signo:

* Positiva (+): (—oo, 0) U (0, +0)
* Negativa (-): &

Maximos y minimos relativos:
* Maximo relativo: no tiene.

* Minimo relativo: no tiene.
Monotonia:

* Creciente (): (=, 0)

* Decreciente (\): (0, + o)

9. Puntos de inflexién: no tiene.

Curvatura:
* Convexa (U): (—eo, 0) U (0, +<0)

* Concava (N): I

Ay

©) ©)

10. Recorrido o imagen:

Im() = (0, +<<)

A £

SOLUCIONARIO
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Linux/Windows wWiR!s

Paso a paso

Windows Derive

53. Representa la siguiente funcién y completa el for-
mulario de los diez apartados:
x>+ 1
X

Solucién:

Resuelto en el libro del alumnado.

Plantea el siguiente problema y resuélvelo con ayuda de
Wiris o DERIVE:

Practica

54. Dentro de un prado se quiere colocar una cerca rec-
tangular de 30 m de longitud para que pueda pas-
tar una cabra. Calcula las dimensiones para que la
superficie sea mdxima.

Solucién:

Resuelto en el libro del alumnado.

55. Internet. Abre: www.editorial-bruno.es, clige
Matemadticas, curso y tema.

Representa las siguientes funciones y completa para ca-
da una de ellas el formulario de los diez apartados:

56. y=x> —3x

Solucién:

L % % -3 2 a4 [ 1 2 3 4 8§ 4@

1. Tipo de funcién: polinémica.
Dominio: Dom(f) = R = (= oo, + o)
Continuidad: es continua.

Periodicidad: no es periddica.

?o»

Simetrias: es impar = simétrica respecto del ori-
gen O(0, 0)

6. Asintotas:

* Verticales: no tiene.

* Horizontales: no tiene.

¢ Oblicuas: no tiene.

7. Corte con los ejes:
* Bje X: A(+V3, 0), 0(0, 0), B(V3, 0)
* Eje Y: O(0, 0)
Signo:
* Positiva (+): (V3,0 U {3, +e0)
* Negativa (-): (—o0, —V3) U (0,V3)

TEMA 10. APLICACIONES DE LAS DERIVADAS

8. Miximos y minimos relativos:
e Miximo relativo: C(—1, 2)
* Minimo relativo: D(1, —2)
Monotonfa:
e Creciente (): (o0, —1) U (1, +o0)
¢ Decreciente (\J): (-1, 1)

9. Puntos de inflexién: O(0, 0)
Curvatura:
e Convexa (U): (0, + o)
* Céncava (N): (—oo, 0)

10. Recorrido o imagen:

Im(f) = R = (~oo, +0)

1

57. y= 71

Solucién:

xxxxx

1. Tipo de funcién: racional.
2. Dominio: Dom(f) = R—{-1, 1} =
= (oo, DU L DU, +0)

287



Linux/Windows wiRs

. Continuidad: es discontinuaenx = 1, x = — 1, don-

de tiene discontinuidades de 1* especie, de salto
infinito.

. Periodicidad: no es periédica.

5. Simetrfas: es par = Es simétrica respecto del eje Y

. Asintotas:

e Verticales: x=—1,x =1
* Horizontales: y = 0

¢ Oblicuas: no tiene.

Corte con los ejes:

* Eje X: no lo corta.

* EjeY: A0, - 1)

Signo:

* Positiva (+): (=0, —=1) U (1, +o0)
* Negativa (-): (-1, 1)

. Mdximos y minimos relativos:

e Miximo relativo: A(0, —1)

* Minimo relativo: no tiene.
Monotonfa:

* Creciente (/) (=0, —1) U (-1, 0)
* Decreciente (\): (0, 1) U (1, + )

. Puntos de inflexién: no tiene.

Curvatura:
* Convexa (U): (—=o0, 1) U (1, +0)
e Céncava (N): (-1, 1)

10. Recorrido o imagen:

58.

Im(f) = (_oo’ _1] U (0’ +°°)

y=—x>—3x%+2

Solucién:

T2 3 4 8 4«

1. Tipo de funcién: polinémica.

2.
3.
4.
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Dominio: Dom(f) = R = (— oo, + o)
Continuidad: es continua en todo el dominio.

Periodicidad: no es periddica.

Simetrfas: no es simétrica respecto del eje Y, ni
respecto del origen O(0, 0). Es simétrica respecto
del punto P(-1, 0)

Asintotas:

* Verticales: no tiene.

* Horizontales: no tiene.

¢ Oblicuas: no tiene.

Corte con los ejes:

* Bje X: A(-\V3 - 1,0), B(-1, 0), CN3 -1, 0)
* Eje Y: D(0, 2)

Signo:

e Positiva (+): (—00, N3- 1) U (—1, \3_ 1)
* Negativa (-): (—V3-1,-1) U3 -1, +)
Miximos y minimos relativos:

e M4ximo relativo: D(0, 2)

* Minimo relativo: E(-2, —2)

Monotonfa:

e Creciente (): (=2, 0)

* Decreciente (\1): (—o0, —2) U (0, + o)
Puntos de inflexién: F(-1, 0)

Curvatura:

* Convexa (U): (—oo, —1)

e Céncava (N): (=1, + o)

10. Recorrido o imagen:

59.

Im(f) = R = (oo, +o0)

2x
x%+ 1

y:

Solucién:

2o PR

12 31 4 8 4

Tipo de funcién: racional.
Dominio: Dom(f) = R = (—eo, + o)
Continuidad: es continua.
Periodicidad: no es periddica.

Simetrfas: es impar = simétrica respecto del ori-
gen de coordenadas O(0, 0)

SOLUCIONARIO
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6. Asintotas:
 Verticales: no tiene.
* Horizontales: y = 0

 Oblicuas: no tiene.

7. Corte con los ejes:
* Eje X: O(0, 0)
* Eje Y: O(0, 0)
Signo:
e Positiva (+): (0, + o)
* Negativa (-): (-0, 0)
8. Mdximos y minimos relativos:
e Midximo relativo: A(1, 1)
* Minimo relativo: B(—1, —1)
Monotonfa:
e Creciente (): (-1, 1)
* Decreciente (\y): (—o0, —1) U (1, + o)
9. Puntos de inflexidn: C(— \/_, —\/3/2), (0, 0),
D(3,3/2)

Curvatura:
» Convexa (U): (V3,00 U {3, +o)
¢ Céncava (N): (- oo, —3)U(0,V3)

10. Recorrido o imagen:

Im(f) = [-1, 1]
60. y= x4~ 2x3
Solucién:

1. Tipo de funcién: polinémica.
Dominio: Dom(f) = R = (—oo, + )
Continuidad: es continua en todo el dominio.

Periodicidad: no es periddica.

BN

Simetrfas: no es simétrica respecto del eje Y, ni

respecto del origen O(0, 0)

TEMA 10. APLICACIONES DE LAS DERIVADAS

Windows Derive [©

6. Asintotas:
* Verticales: no tiene.
* Horizontales: no tiene.

¢ Oblicuas: no tiene.

7. Corte con los ejes:
* Eje X: O(0, 0), A(2, 0)
* Eje Y: O(0, 0)
Signo:
* Positiva (+): (=0, 0) U (2, +0)
* Negativa (-): (0, 2)
8. Mdximos y minimos relativos:
e Miximo relativo: no tiene.
¢ Minimo relativo: B(3/2, —27/16)
Monotonfa:
e Creciente (N): (3/2, + )
¢ Decreciente (\): (—oo, 3/2)
9. Puntos de inflexién: O(0, 0), C(1, —1)
Curvatura:
* Convexa (U): (—o0, 0) U (1, + )
¢ Céncava (N): (0, 1)
10. Recorrido o imagen:

Im(f) = [-27/16, + o)

61 xt-x-2

1—-x

Solucién:

1 4 3 4 8

1. Tipo de funcién: racional.

2. Dominio: Dom(f) = R — {1} = (—0, 1) U (1, + o)

3. Continuidad: es discontinua en x = 1, donde tiene
una discontinuidad de 1? especie de salto infinito.

4. Periodicidad: no es periddica.

5. Simetrfas: no es simétrica respecto del eje Y, ni
respecto del origen O(0, 0). Es simétrica respecto
del punto P(1, -1)
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6. Asintotas:
* Verticales: x = 1
¢ Horizontales: no tiene.
* Oblicuas: y = —x
7. Corte con los ejes:
* Eje X: A(-1, 0), B(2, 0)
* Eje Y: C(0, -2)
Signo:
* Positiva (+): (o0, —1) U (1, 2)
* Negativa (-): (=1, 1) U (2, + o)
8. Mdximos y minimos relativos:
* Mdximo relativo: no tiene.
¢ Minimo relativo: no tiene.
Monotonfa:
* Creciente (): &
* Decreciente (\): (=0, 1) U (1, + o)

9. Puntos de inflexién: no tiene.
Curvatura:
e Convexa (U): (1, +0)
e Céncava (N): (—oo, 1)

10. Recorrido o imagen:

Im(f) = R = (~eo, +00)

62. y:—x4+6X2—5

Solucién:

L % % - [z -k | f 2| 3 4 § @

1. Tipo de funcién: polinémica.

2. Dominio: Dom(f) = R = (— oo, + o)

3. Continuidad: es continua en todo el dominio.
4. Periodicidad: no es periddica.

5. Simetrias: es par = simétrica respecto del eje Y
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. Asintotas:

* Verticales: no tiene.
* Horizontales: no tiene.

¢ Oblicuas: no tiene.

Corte con los ejes:

« Eje X: A(-V5, 0), B(-1, 0), C(1, 0), DV, 0)
* Eje Y: E(0, -5)

Signo:

¢ Positiva (+): (—Vs5,-1)U1,+s)

* Negativa (-): (—°°, —\/g) U-1,nu (\/g, + °°)
Méximos y minimos relativos:

* Mdximos relativos: F(-V3, 4), G(V3, 4)

* Minimo relativo: H(0, —5)

Monotonfa:

¢ Creciente (): (- oo, —V3)U(0,V3)

® Decreciente (\y): (— V3, 0) U (\/g, + °°)

Puntos de inflexién: B(—1, 0), C(1, 0)

Curvatura:

e Convexa (U): (=1, 1)

* Céncava (N): (=00, —=1) U (1 + o)

10. Recorrido o imagen:

63.

Im(f) = (o, 4]

6
x*+3

y:

Solucién:

?o PR

T2 3 4 8 ¢

Tipo de funcién: racional.
Dominio: Dom(f) = R = (= o0, + o)
Continuidad: es continua.
Periodicidad: no es periddica.

Simetrfas: es par = simétrica respecto del eje Y

SOLUCIONARIO
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6. Asintotas:
 Verticales: no tiene.
* Horizontales: y = 0

¢ Oblicuas: no tiene.

7. Corte con los ejes:
* Eje X: no lo corta.
* Eje Y: A(0, 2)
Signo:
® Positiva (+): R = (= o0, + o)
* Negativa (-): &
8. Mdximos y minimos relativos:
¢ Miximo relativo: A(0, 2)
¢ Minimo relativo: no tiene.
Monotonfa:
¢ Creciente (N): (—oo, 0)
® Decreciente (\y): (0, + o)
9. Puntos de inflexién: B(-1, 3/2), C(1, 3/2)
Curvatura:
* Convexa (U): (—eo, —1) U (1, + o)
e Céncava (N): (-1, 1)
10. Recorrido o imagen:

Im(f) = (0, 2]

Plantea los siguientes problemas y resuélvelos con ayuda de
Wiris o DERIVE.

64. Representa la siguiente funcién polinémicay sus de-
rivadas sucesivas. ;Qué puedes inducir de los resul-
tados obtenidos?

Solucién:

TEMA 10. APLICACIONES DE LAS DERIVADAS

Windows Derive @

2 - 8 % 4 -2 | 2 4 & & 18 1

La derivada de una funcién polinémica es otra funcién
polinémica de un grado menor. Tiene un mdximo
o minimo relativo menos y un punto de inflexién
menos.
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65. Representa la funcién derivada f'(x) = 2x, y observa
la gréficay el punto en el que corta al eje X. Trata de
deducir una férmula de la funcién f(x) por ensayo-
acierto.

Solucién:

y=x

5 5 4 3 -2 a1

66. En una ciudad de 3000 000 de habitantes hay una
epidemia de gripe. La funcién que define el ni-
mero de enfermos es f(x) = 125 + 20x — x2, donde
x estd medido en dias, e y, en miles de personas.
Calcula el dia en el que el nimero de enfermos es
mdximo.

Solucidén:

y' =20-2x

Yy =0=x=10

y'==2

y''(10) = — 2 < 0 () = Miximo relativo.

El dfa 10 es cuando mds enfermos hay.

67. Entre todos los rectdngulos de perimetro 100 m, cal-
cula las dimensiones del que tiene mayor superficie.

Solucién:

a) Incégnitas, datos y dibujo.
x = longitud de la base.
y = altura.
Perimetro = 100 m

S(x,y) =xy

292

b) Funcién que hay que maximizar.
S, y) =xy
Sujeta a las condiciones:

Perimetro = 100 m = 2(x + y) = 100 = x + y = 50

¢) Se escribe la funcién con una sola variable.

S(x, y) = xy
y=50-x
S(x) =x(50 — x)
S(x) = 50x — x?
d) Se calculan los méximos y minimos relativos deri-
vando.
S'(x) = 50 — 2x

50-2x=0=x=25
Six=25=y=25

e) Se comprueba en la segunda derivada.
S"(25) = -2 < 0 (-) = Mdximo relativo.

f) Es un cuadrado de 25 m de lado.

68. Una finca estd al lado de una carretera y se quiere
vallar el mayor rectdngulo posible. El metro de va-
lla al lado de la carretera cuesta 5 €, y el resto, a

2 €. Halla el drea del mayor recinto que se puede
vallar con 2800 €

Solucién:

a) Incégnitas, datos y dibujo.
x = base del rectdngulo.
y = altura del rectdngulo.
5x + 2x + 2y + 2y = 2800

b) Funcién que hay que maximizar.
A(x, y) =xy
Sujeta a las condiciones:
7x + 4y = 2800

SOLUCIONARIO
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¢) Se escribe la funcién con una sola variable.
A%, y) = xy
7X+4y=2800=>y=280047_7x

A(x) = 700x — % X2

d) Se calculan los méximos y minimos relativos deri-
vando.

A'(x) = 700 — % X

A'(x) =0 = x =200
Six =200 = y = 350

TEMA 10. APLICACIONES DE LAS DERIVADAS

Windows Derive @

e) Se comprueba en la segunda derivada.
A"(x)=-7/2
A"(200) =—-7/2 < 0 (-) = M4dximo relativo.

f) El rectdngulo tendrd una base de 200 m y una altura
de 350 m, con un 4rea de 70 000 m?2
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11.
12.
13.

—=u\

Estadistica y probabilidad

Estadistica unidimensional
Estadistica bidimensional

Probabilidad. Distribucion binomial
y hormal




'| '| Estadistica
unidimensional

1. Datos y tablas de frecuencias

B Piensa y calcula

Se ha preguntado a un grupo de personas cuan- N°libros (x;) N°personas(n) N, N, (%) f, 9% F.
tos libros han comprado en el Gltimo mes. Ob-

L - 0 10 10 200 020 20 0,20

serva la siguiente tabla, di cudntas personas for-
maban el grupo y explica lo que significan los I 17 27 540 034 34 054
datos de cada columna: 2 14 4] 82,0 028 28 082
3 9 50 1000 0,18 I8 1,00

Solucién:

El grupo lo formaban 50 personas.
a . ’ . S les
I* columna: el nimero de libros que se han comprado durante el Gltimo mes.

2% columna: el nimero de personas que han comprado cada nimero de libros respectivamente.

3% columna: el nimero de personas acumuladas que han comprado un nimero determinado de libros o menos.

4* columna: la columna anterior expresada en porcentaje.

5% columna: la proporcién de personas sobre el total que han comprado un determinado nimero de libros.

6" columna: la columna anterior expresada en porcentaje.

72 columna: las proporciones acumuladas de la 5% columna.

® Aplica la teoria

l. Pon un ejemplo de caricter estadistico cualitativo y otro Solucién:
cuantitativo.
a) Cuantitativo discreto.
Solucioén: Tk
Caracter cualitativo: el color del pelo.
Cariacter cuantitativo: el peso. X; n; N; N;(%) f, f. (%) F;
| 6 6 150 0,150 150 0,150
2. Se ha lanzado un dado de seis caras numeradas del | al 6, 2 8 14 350 0200 200 0,350 y
obteniéndose los siguientes resultados: 3 8 22 550 0200 200 0,550 :
4 2 | 2 6 5 5 5 6 2 =
I 2 | 4 4 5 3 I 6 2 5 8 35 875 0200 200 0875 2
2 2 3 3 4 5 5 5 6 6 5 40 1000 0,125 125 1,000 g
a) Clasifica el caracter estudiado. Total 40 1,000 100,0 S
b) Haz la tabla de frecuencias absolutas y relativas. 8
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3. Se ha realizado un estudio sobre el peso en gramos de 4. Se ha preguntado a una muestra de personas sobre el ti-

unas piezas, obteniéndose los siguientes resultados: po de deporte que realizan, obteniéndose los siguientes
69 58 54 40 61 72 56 52 64 57 resultados:
52 60 54 50 63 55 50 31 69 6l :
T N°d
51 58 54 48 63 69 58 55 50 70 — _____
32 35 46 40 38 39 42 36 40 47 NGO 4
a) Clasifica el caracter estudiado. Tenis 10
b) Agrupa los datos en 6 intervalos y haz la tabla de fre- Carrera 20
cuencias absolutas y relativas. Ciclismo 6
Solucién: a) Clasifica el caracter estudiado.
a) Cuantitativo continuo. b) Haz la tabla de frecuencias absolutas y relativas.

b) Recorrido =72 — 31 = 4]

Ndmero de intervalos: 6

Solucién:
a) Cualitativo.

Longitud de cada intervalo: 42 :6 = 7
b) Tabla.

Extremo inferior del primer intervalo:
(42-41):2=05=31-05=305 Tipo 0 N; Ni(%) ;i (%) F
Natacion 4 4 10 0,0 10 0,10

ine=xvaiol =1 el i) D5,Co) [ [5G0 Tenis 10 14 35 025 25 035
30,5-375 34 4 4 100 0,100 100 0,100 Carrera 20 34 85 050 50 085
375-445 41 6 10 250 0,150 15,0 0,250 Cicismo 6 40 100 0,15 15 1,00
44,5-51,5 48 7 17 425 0,175 17,5 0425

Total 40 1,00 100
51,5-585 55 12 29 72,5 0,300 30,0 0,725
585-655 62 6 35 875 0,150 150 0,875
655-725 69 5 40 100,0 0,125 12,5 1,000
Total 40 1,000 100,0
2. Graficos estadisticos
N Piensa y calcula
a) ;Qué representa el grifico adjunto? AY  I°Bachillerato
b) Escribe la tabla de frecuencias absolutas. . 14
8 |2
c) ;Cuantos individuos han sacado una calificacion mayor que 5? EI0
= 8
g 6
o 4
z N
0 2 4 6 8 10

Calificaciones

Solucioén:
a) La distribucién de las calificaciones de un grupo de alumnos de |° de Bachillerato.

b) Tabla.
Intervalo 0-2 2-4 4-6 6-8 8-10 Suma
X; | 3 5 7 9
n, 2 5 12 7 4 30
c) 7 +4 =11 alumnos.

TEMA 11. ESTADISTICA UNIDIMENSIONAL



® Aplica la teoria

5. Representa en un diagrama de barras la distribucién del
nimero total de libros vendidos en los Gltimos seis me-
ses en una libreria:

_ Jul.  Ag. Sep. Oct. Nov. Dic.

48 46 80 55 59 62

Solucion:

AY Ventas

80
70
60
50
40

Libros vendidos

20
10 X

Jul. Ag. Sep. Oct. Nov. Dic.
Mes

6. Representa en un histograma la siguiente distribucién
de las estaturas en centimetros de los alumnos de |° B:

L% 161-167 167-173 173-179 179-185 185-191

n 4 6 10 8 2

Solucion:

N° de alumnos

161-167 167-173 173-179 179-185 185-191
Estaturas

7. La siguiente tabla recoge la distribucién del peso en ki-
logramos de un grupo de personas. Haz un poligono de
frecuencias acumuladas:

51,5a 56,5 2
56,5a 61,5 4
61,52 66,5 10
66,5a7l,5 12
71,5a76,5 8
76,5281,5 4
Solucién:
%
1004
80
60
40
20
i 565 615 665 715 765 815

8. En una encuesta sobre el funcionamiento de un servidor
de Internet, se han recogido las siguientes respuestas:

- Muy mal  Mal Normal  Bien  Muy bien

im0 20 30 10 25 I5

Representa los datos en un diagrama de sectores.

Solucién:
Opinién sobre un servidor de Internet

Normal
Mal

Bien

Muy mal

Muy bien

3. Parametros estadisticos

M Piensa y calcula
nos. Calcula el nimero medio de hijos por familia.

Solucién:

En la tabla adjunta se recogen el nimero de hijos de las familias de 20 alum- _

|
6 9 4 I

N° medio de hijos=(l -6 +2-9+3:-4+4-1):20=40:20=2
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® Aplica la teoria

9. El nimero de errores ortogrificos cometidos por un
grupo de estudiantes en una prueba ha sido:

N° de errores 0 | 2 3 4
N° de alumnos 6 7 5 5 2

Calcula el nimero medio de errores, la desviacion tipi-
ca e interpreta el coeficiente de variacion.

Solucion:

N° de errores:x; N°de alumnos:n, Xx;* n, xi2 °n,

0 6 0 0
I 7 7 7
2 5 10 20
3 5 I5 45
4 2 8 32
Total 25 40 104

Media: X = 40/25 = 1,6 errores.
Varianza: V = 104/25 — 1,62 = 1,6
o=V1,6=1,26

CV = 1,26/1,6 = 0,79 = 79% > 30% = Hay mucha dis-
persion en los datos.

10. La duracién en horas de una muestra de bombillas ha sido:
X;  300-400 400-500 500-600 600-700 700-800
n; 6 8 Il 9 6

Calcula la duracion media, la desviacion tipica e inter-
preta el coeficiente de variacién.

Solucion:

Intervalo x; N, x;'n;  x2-n,
300-400 350 6 2100 735000
400 - 500 450 8 3600 1620000
500-600 550 I1I 6050 3327500
600-700 650 9 5850 3802500
700-800 750 6 4500 3375000

Total 40 22100 12860000

Media: X = 22 100/40 = 552,5 horas.
Varianza: V = 12860000/40 — 552,52 = 16 243,75
6 =V16243,8 = 127,45

CV = 127,45/552,5 = 0,23 = 23% < 30% = Hay poca
dispersién en los datos.

I 1. Se desea comparar las distribuciones A y B de la tabla

adjunta. ;Cual de las dos tiene mayor dispersién?

X; A B
| | 12
2 8 5
3 22 2
4 7 7
5 2 14
Solucion:
Distribucién A:
X; n, x-n xl2 n,
| | | |
2 8 16 32
3 22 66 198
4 7 28 112
5 2 10 50

Total 40 121 393

Media:x = 121/40 = 3,03

Varianza: V = 393/40 — 3,032 = 0,64
c=V0,67=08

CV =0,8/3,03 = 0,26 = 26% < 30%

Distribucién B:

X, onox-en xi2 n
| 12 12 12
2 5 10 20
3 2 6 18
4 7 28 112

5 14 70 350
Total 40 126 512
Media: X = 126/40 = 3,15
Varianza: V = 512/40 — 3,152 = 2,88
c=V288=1,7
CV = 1,7/3,15 = 0,54 = 54% > 30%

La distribucion B tiene mas del doble de dispersién que
la distribucion A

TEMA 11. ESTADISTICA UNIDIMENSIONAL
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4. Medidas de posicion

B Piensa y calcula

Solucion:

a) 180 cm b) 170 cm

Calcula la estatura que deja por debajo de ella al:
a) 50% de los individuos. \
b) 25% de los individuos. 1600 165 1700 175 ‘1s0t ‘185 ‘190° ‘195 200

® Aplica la teoria

12. Calculalos tres primeros cuartiles de los siguientes datos:

4 2 | 2 6 5 5 5 6 2
3 3 4 2 3 3 5 6 | 3
Solucion:

a) Se ordenan los datos y se calcula N:
1,1,2,2,2,2,3,3,3,3,3,4,4,5,5,5,5,6,6,6
N =20

2+2

=2
2

b) 20/4=5 = 5° lugar = 5°y 6° lugar = Q, =
20/2 =10 = 10° lugar = 10°y | I° lugar =
3+3_3
2
20 - (3/4) = 15 = 15°lugar = 15°y 16° lugar =

:>Q2=

=Q;= >

13. Calcula la mediana y el percentil P, de los siguientes

datos:
X; I 2 3 4 5 6
n; 21014 7 4 3
Solucion:
x; n, N. N(%)
| 2 2 5,0
2 10 12 30,0
3 14 26 65,0
4 7 33 82,5
5 4 37 92,5
6 3 40 100,0

300

Mediana:
Ps, = 3 porque para x = 3
N; = 65% > 50%

Percentil:
P o = 2 porque para x = 2
N, = 30% > 10%

14. Calcula los percentiles P,; y Pg; en la siguiente distri-
bucién de pesos:

Peso (kg) N° de personas
51 a56 2
56 a6l 4
6l a 66 10
66a7l 12
71a76 8
76 a 8| 4
Solucién:

Peso(kg) Extremo n; N; N;(%)
51 a56 56 2 2 5
56 a6l 6l 4 6 15
61 a 66 66 10 16 40
66a7l 71 12 28 70
71a76 76 8 36 90
76 a 8l 8l 4 40 100

SOLUCIONARIO
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a) El P,; se alcanza en el intervalo: 61 - 66 b) El Py, se alcanza en el intervalo: 66 - 71

% %

1004 R
80 80
60 60
40 40
20 20
Yy > Yy >
56 61466 71 76 8 56 61 664 71 76 8
PZS PSO
70%
40%
25% 30%
50% - 7
'10%
40% :
X |
« 5 )
525 =x/10=>x=2 5/30 =x/10 = x = 1,67
El P25=6I+2=63 El P50=66+I,67=67,67

TEMA 11. ESTADISTICA UNIDIMENSIONAL



Ejercicios y problemas

1. Datos y tablas de frecuencias

15. Un equipo de baloncesto ha conseguido los siguientes
puntos:

78,78, 78, 80, 80, 80, 80, 80, 85, 85, 85, 85, 85, 94, 94, 94,
94,100, 100, 100

a) Clasifica el caracter estudiado.
b) Haz la tabla de frecuencias absolutas y relativas.

Solucion:
a) Tiene un caracter cuantitativo discreto.
b) Tabla.

x, n, N, N(%) f f(%) F
78 33 15 0I5 I5 0,5
80 5 8 40 025 25 040
85 5 13 65 025 25 065
94 4 17 8 020 20 085
100 3 20 100 0I5 I5 100

Total 20 1,00 100

16. Las edades de los empleados de una empresa son:
27 37 24 27 29 36 25 28 34 39
34 24 31 24 32 31 35 27 30 28
35 31 24 26 32 38 34 26 29 32
23 28 36 37 35 28 31 33 29 24
a) Clasifica el caracter estudiado.
b) Agrupa los datos en 6 intervalos.

c) Haz la tabla de frecuencias absolutas y relativas.

Solucién:
a) Caracter cuantitativo continuo.
b) Recorrido:
39-23=16
Numero de intervalos: 6
Longitud de cada intervalo:
18:6=3
Extremo inferior del primer intervalo:
(I1I8—16):2=1=23-1=22
c) Tabla.
x; n N, N(%) f f(%) F,
22-25 235 6 6 I5 0,5 I5 0,5

25-28 265 612 30 0,5 I5 0,30
28-31 295 820 50 020 20 0,50
31-34 325 828 70 020 20 0,70
34-37 355 836 90 020 20 0,90
37-40 385 440 100 0,0 [0 1,00
Total 40 1,00 100
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17. Las calificaciones de un grupo de alumnos en una prue-
ba son:

I;1,5;2; 2,5, 3; 3; 4,4, 4, 4,5, 4,5, 5; 5, 5; 5; 5, 5,5; 5,5; 6;
6,6,5;7;7;8;9

a) Clasifica el caracter estudiado.

b) Agrupa los datos en 5 intervalos.

c) Haz la tabla de frecuencias absolutas y relativas.

Solucion:
a) Cardcter cuantitativo continuo.
b) Recorrido =9 -1 =8
Numero de intervalos: 5
Longitud de cada intervalo: 10:5 = 2

Extremo inferior del primer intervalo:

(10-8):2=1=1-1=0
c) Tabla.
x; n; N, N,(%) f f(%) F,
0-2 1 22 8 008 8 0,08
2-4 3 46 24 016 16 024
4-6 5 1218 72 048 48 0,72
6-8 7 523 92 020 20 092
8-10 9 225 100 0,08 8 1,00
Total 25 1,00 100

18. Las estaturas en centimetros de un grupo de perso-
nas son:

167,185, 182,170,172, 164,184, 168, 185, 175, 180, 175,
180, 184, 170, 175, 180, 168, 174, 183, 175, 183, 175, 191,
170, 163, 185, 180, 190, 190

a) Clasifica el caracter estudiado.
b) Agrupa los datos en 5 intervalos.

c) Haz la tabla de frecuencias absolutas y relativas.

Solucién:
a) Cardcter cuantitativo continuo.
b) Recorrido = 191 — 163 = 28
Numero de intervalos: 5
Longitud de cada intervalo:30:5 = 6
Extremo inferior del primer intervalo:
(30-28):2=1=163-1=162
c) Tabla.
x; m N N,(%) f, f,(%) F,
162-168 165 3 3 10 Ol 10 0Ol
168-174 171 6 9 30 02 20 03
174-180 177 6 15 50 02 20 05
180-186 183 12 27 90 04 40 09

186-192 189 3 30 100 O, 10 1,0
Total 30 1,00 100

SOLUCIONARIO
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2. Grdaficos estadisticos 21. Haz un histograma para la siguiente distribucién de

datos:
19. Lasiguiente tabla recoge los vehiculos importados en un

afio segln el pais de procedencia. Representa los datos --

en un diagrama de barras. 31-42 2
Alemania 165000 53-64 14
Francia 275000 64-75 7
Italia 60000 75-86 4
Japén 50000 86-97 3
Reino Unido 100000 ..

Solucion:
Otros paises 195000 6 Histograma
Solucion:
Vehiculos importados
300000 8
2
250000 g
3
200000 5

150000

100000+

N° de vehiculos

31-42 42-53 53-64 64-75 75-86 86-97

50000+ Valores de la variable

Alemania Francia ltalia apén  Reino  Otros , . P
e Unido paises 22. Hazun poligono de frecuencias acumuladas de la siguiente

Pais de procedencia distribucién de estaturas:

20. La siguiente tabla recoge el nimero de alumnos matri- __

culados en los siguientes estudios: 155-160 10
Empresariales 82500 165-170 20
Fisioterapia 11000 170-175 10
Gestion y Administracién 11000 175-180 15
Publica 180-185 5
Nutriciéon Humana y Dietética 5500

Solucién:

Representa los datos en un diagrama de sectores.

Solucion: I55-160 160 10 10 10
Estudios o f Amplitud 160165 165 40 50 50

Empresariales 82500 0,75 270° 165 - 170 170 20 70 70

Fisioterapia 11000 0,10 36° 170-175 175 10 80 80

Gestion y Administracion Publica 11000 0,10 36° 175 - 180 180 IS N
estion y Administracion Publica b 180 - 185 185 5 100 100

Nutricion Humana y Dietética ~ 5500 0,05 18° 100

Distribucion del alumnado %

Empresariales 1004

80

£«

3 40

Nutricién 20
Humana y Dietética » Fisioterapia " _
Clesiliam 57 160 165 170 175 180 185

Administracién Puablica Estaturas

TEMA 11. ESTADISTICA UNIDIMENSIONAL
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3. Parametros estadisticos Calcula:

a) la temperatura media anual.
23. La puntuacién obtenida por un equipo de baloncesto en

s . . b) la desviacion tipica.
los ultimos partidos ha sido:

c) el coeficiente de variacion.
Puntuacion N° de partidos

Solucioén:
75 2
= g Mes  Temperatura(x;) x?2
80 9 Enero 6 256
85 4 Febrero 14 196
Marzo 22 484
72 } Abril 25 625
102 2 "
Mayo 27 729
Calcula: Junio 28 784
a) la media. Julio 32 1 024
b) la desviacion tipica. Agosto 30 900
c) el coeficiente de variacion. Septiembre 26 676
SoNICIon Octubre 19 361
2 Noviembre 6 256
X noxen x?en, —
75 2 150 11250 Diciembre 14 196
79 5 395 31205 Total 269 6487
80 9 720 57600
Media: X = 269/12 = 22,42 °
85 4 340 28900 edia:x = 269/ C2 _
92 3 276 25392 Varianza: V = 6487/12 — 22,42 = 37,93
102 2 204 20808 6 =V3793=6,16
Total 25 2085 175155 CV = 6,16/22,42 = 0,27 = 27% < 30% = Hay poca disper-

sién en los datos.
Media: X = 2085/25 = 83,4

o\ = _ 2=
VEEEER Y/ S (178 (9928 = 6857 = slter 25. Dos jugadores de baloncesto,A y B, consiguen encestar

0 =50,64=7,12 tiros de tres puntos por partido segun la distribucion si-
CV =7,12/83,4 = 0,09 = 9% < 30% = Hay poca disper- guiente:
sion en los datos. Encestes Jugador A Jugador B
I I 8
24. Latemperatura media maxima mensual registrada en una 2 3 |
ciudad ha sido: 3 13 0
Mes Temperatura (°C) 4 2 |
Enero 16 5 I 10
Febrero 14 Compara los coeficientes de variacién de cada jugador.
Marzo 22 »
Abril 25 Solucion:
Distribucién del jugador A:
Mayo 27
Junio 28 XM oXm ot
Julio 32 bl '
Agosto 30 2 3 6 12
Septiembre 26 3 13 39 17
Octubre 19 S I I
Noviembre 16 5 | 5 25
Ditdfamisie 14 Total 20 59 187

304 SOLUCIONARIO
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Media: X = 59/20 = 2,95 encestes.
Varianza: V = 187/20 — 2,952 = 0,65
c=065=08

CV =0,8/2,95 = 0,27 = 27% < 30%

Distribucién del jugador B:

. 2,
X; n; X N ox%-n;

I 8 8 8
2 I 2 4
3 0 O 0
4 I 4 6
5 10 50 250

20 64 278

Media: X = 64/20 = 3,2 encestes.
Varianza: V = 278/20 — 3,22 = 3,66
o =\3,66 =19l

CV =1,91/3,2 =0,60 = 60%

El jugador B tiene mas del doble de dispersion que el juga-
dor A.

4. Medidas de posicion

26. Calcula el primer cuartil, el decil D, y el percentil P, en
el conjunto de datos siguientes:

3 5 4

N A N SN

3

6 5 3 3
6 I 4 5
2 2 3 5
Solucioén:
a) Se ordenan los datos:

1,2,2,2,2,3,3,3,3,3,4,4,4,4,5,5,5,5,6,6

N =20
b) 20 - (25/100) = 5 = 5° lugar = 5° y 6° lugar =

2+3

= Q =Py="5—=25

20 - (10/100) = 2 = 2° lugar = 2°y 3° lugar =

=D, =P|0=u=2

20 - (50/100) = 10 = 10° lugar = 10°y 1 1° lugar =

3+4 _
2

= Py, = 3,5

27. Calcula los tres primeros cuartiles en la siguiente tabla
de frecuencias:

TEMA 11. ESTADISTICA UNIDIMENSIONAL

Solucion:

Cuartil inferior:

I 2 3 4 5 6
41214 8 7 5

2
12

0 H Hh —

3 4
14 8

Q, = Py; =2 porque para x = 2

N, = 32% > 25%

Segundo cuartil:

Q, = Py, = 3 porque para x = 3

N, = 60% > 50%

Cuartil superior:

Q; = P, =4 porque para x = 4

N, = 76% > 75%

28. Calcula la mediana y el percentil Pg, en la siguiente dis-

tribucion:

16
24
12
12

16
24
12
12

2%
22228
28 a 34
34a 40
40 a 46
46 a 52
52a 58
Solucion:
X; Extremo
22228 28
28 a 34 34
34240 40
402 46 46
46 a 52 52
52258 58
oA
80
60
40
20

24
48
60
72
80

5
7

6
5

I6 30 38 45 50
32 60 76 90 100

N; (%)
10
30
60
75
90
100

A}
7

28 34 T40 46T 52 58>

PSO

PSO

305
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a) La mediana es el Py, que se alcanza en el intervalo
34-40:

60%

30%

6/30 = x/20 = x = 4
Pe, =34 +4=38

b) El percentil Pg, se alcanza en el intervalo 46-52:

90%

15%
80% —
75%

X

'\6|

6/15 = x/5 = x =2
P = 46 + 2 =48

Para ampliar

29. En un estudio se han obtenido los
siguientes resultados:

2 8
Completa la tabla con las frecuen- 4 12
cias relativas. 7 20
8 10
Solucién: -
2 8 0,16
4 12 024
7 20 0,40
8 10 0,20

Total 50 1,00

30. El nimero de veces que han ido al cine en el tltimo mes
un grupo de personas es:

1,0,2,2,2,2,2,1,2,3,4,1,1,1,3,4,1,2,2,0,3,1,0, 1,0,
1,3,2,1,3,1,3,2,2,2,2,2,2,2, |

a) Clasifica el caricter estudiado.
b) Haz la tabla de frecuencias absolutas y relativas.

Solucién:
a) Caracter cuantitativo discreto.
b) Tabla.
[ [ [ Ry [ ]
4 4 0 olo0o 10 o010

12 16 40 030 30 040
l6 32 80 040 40 080
63 95 0I5 I5 095

4 2 40 100 0,05 5 1,00
Total 40 1,00 100

w N — O
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31. En una muestra de estudiantes de Bachillerato se ha re-
cogido la siguiente distribucién para cuatro opciones di-
ferentes:

N° de estudiantes 64 48 32 16
Representa los datos en un diagrama de sectores.

Solucion:

Opcion ™ Amplitud
A 64 0,4 0,4 - 360° = 144°

B 48 0,3 0,3 - 360° = 108°

C 32 0,2 0,2-360°=72°

0,1 - 360° = 36°
360°

D 16 0,1
Total 1601,0

Distribucion del alumnado por opcién
D

32. Las toneladas de residuos recogidos de los hogares en el
altimo afio se han representado en el siguiente diagrama.
Haz la tabla de frecuencias correspondiente.

Residuos recogidos de los hogares
600 000
500 000
400 000
300 000+
200 000
100 000+

512 500 537 500

Toneladas

150 000
50 000

04

Papel y carton Vidrio Plasticos Metales

SOLUCIONARIO
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Solucion:

Toneladas f, %
512500 0,41 4l

Residuo

Papel y cartén

Vidrio 537500 0,43 43
Plasticos 150000 0,12 12
Metales 50000 0,04 4
Total 1250000 1,00 100

33. Las medidas de térax de una muestra de varones se dis-

tribuyen asi:
Medida (cm) NP° de personas
79,5-85,5 4
85,5-91,5 8
91,5-97,5 12
97,5-103,5 20
103,5-109,5 9
109,5-115,5
115,5-121,5 2
Calcula:

a) la medida media del térax.
b) la desviacion tipica.

c) el coeficiente de variacion.

Solucion:

Medida (cm) X; n X;°n; xi2 °n;
79,5 - 85,5 825 4 330,0 27 225,00
85,5-91,5 885 8 708,0 62 658,00
91,5-97,5 945 12 11340 107163,00
97,5-103,5 100,5 20 2010,0 202005,00

103,5-109,5 1065 9 9585 102 080,25
1095- 1155 1125 5 562,5 63281,25
1155-121,5 1185 2 237,0 28084,50

Total 60 5940,0 592497,00

a) Media: X = 5940/60 = 99 cm

b) Varianza: V = 592 497/60 — 992 = 73,95
c=\7395=86

c) CV =8,6/99 = 0,09 = 9% < 30%

34. En una consulta médica la distribucion de pacientes por
su edad ha sido, en la tltima semana, la siguiente:

TEMA 11. ESTADISTICA UNIDIMENSIONAL

Edad N° de pacientes

15-23 3
23-31 4
31-39 5
39-47 8
47-55 10
55-63 12
63-71 I5
71-79 12
79-87 6

Calcula:
a) la edad media de los pacientes.
b) la desviacion tipica.

c) el coeficiente de variacion.

Solucioén:
Intervalo (edad) X; n; x;*n; x2-n
15-23 19 3 57 1083
23 - 31 27 4 108 2916
31 -39 35 5 175 6125
39 - 47 43 8 344 14792
47 - 55 51 10 510 26010
55-63 59 12 708 41772
63-7I 67 15 1005 67335
71 -79 75 12 900 67500
79 - 87 83 6 498 41334

Total 75 4305 268867

a) Media: x = 4305/75 = 57,4 afios.

b) Varianza: V = 268867/75 — 57,4 = 290,13
6 =V290,13=17,03

c) CV =17,03/57,4 = 0,30 = 30%

35. Calcula los percentiles P, Py, y P, de los siguientes
datos:

27,37,24,27,29,26,34,24,31,24,32,31, 35,31, 24,
26,32,38,23,28,36,37,35,28

Solucion:
a) Se ordenan los datos:

23,24,24,24,24,26,26,27,27,28,28,29, 31,31, 31, 32,
32, 34,35, 35, 36,37, 37,38

N =24
b) 24 - (10:100) = 2,4 = 3° lugar = P, = 24
24-(50:100) = 12 = 12° lugar = 12°y 13° lugar =
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24 - (75:100) = 18 = 18° lugar = 18°y 19° lugar =
34+35=345

2P75=

36. Calcula la mediana y el percentil P;; en la siguiente tabla
de frecuencias:

X; n,
20 6
21 5
22 10
23 8
24 12
25 9

Solucion:
x, n, N, %
20 6 6 12
21 5 11 22
22 10 21 42
23 8 29 58
24 12 41 82
25 9 50 100

Mediana:

Pso = 23 porque para x = 23
N, = 58% > 50%
P;5 = 24 porque para x = 24
N; = 82% > 75%

Problemas
37. Completa los datos que faltan en la siguiente tabla esta-
distica:
X; I 3 4 5 6 7 8
n 2 5 10 8 5
N; 16 34 41 46
f; 0,04 0,18 0,20
Solucién:
N =12:0,04 =50
X; n, N, f.
I 2 2 0,04
2 5 5+2=7 5/50=0,I0
3 16-7=9 16 0,18
4 10 16+ 10=26 0,20
5 8 34 8/50=0,16
6 41-34=7 41 7/50=0,14
7 5 46 5/50=0,10
8 50-46=4 50 4/50=10,08
Total 50 1,00

La tabla queda:

x
=]

Z
-

I 2 2 0,04
2 5 7 0,10
3 9 16 0,8
4 10 26 0,20
5 8 34 0,16
6 7 41 014
7 5 46 0,10
8 4 50 0,08
Total 50 1,00
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38. El siguiente diagrama recoge la inversion en publicidad
que realiza la empresa EMP al afio. Interpreta el grafico y
haz la tabla de frecuencias correspondiente.

Television
Inversion 40%
publicitaria .
de EMP Exterior
10% Radio
Prensa 20% 30%
Solucion:

Como los datos estin en porcentaje, se hace la tabla para
N = 100

Medio Gasto en publicidad

Television 40
Radio 30
Prensa 20
Exterior 10
Total 100

Entre televisién y radio, que son los dos medios que mas
ve y escucha la gente, se invierte un 70%.

En prensa, un 20%, ya que la gente compra menos el pe-
riédico,y un 10% para publicidad exterior.

39. En la tabla adjunta se recoge la distribuciéon de cargas
maximas en toneladas que soportan los cables produci-
dos en una fabrica:

SOLUCIONARIO
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Carga
9-9,5
9,5-10
10-10,5
10,5-11
I1-11,5
I1,5-12
12-12,5
12,5-13

Calcula:

b) la desviacion tipica.

Solucion:

Carga X
9-95 9725
95-10 9,75
10-10,5 10,25
10,5-11 10,75
I-115 11,25
11,5-12 11,75
12-12,5 12,25
12,5-13 12,75

N° de cables

2
5
12
17
14
6
3
|

c) el coeficiente de variacion.

noxm
2 18,50
5 48,75
12 123,00
17 182,75
14 157,50
6 70,50
3 36,75
| 12,75

Total 60 650,50

a) la carga maxima media de los cables.

171,13
47531
1 260,75
1 964,56
1771,88
828,38
450,19
162,56
7084,76

a) Media: X = 650,5/60 = 10,84 toneladas.
b) Varianza: V = 7084,76/60 — 10,842 = 0,54

6 =V0,54 =0,73

c) CV =0,73/10,84 = 0,07 = 7% < 30%

40. En un examen final de estadistica la puntuacion media de
40 estudiantes fue 7,8,y la desviacién tipica, 0,8. En un
examen de dlgebra la puntuaciéon media fue 7,6,y la des-
viacion tipica, 0,7. ;En qué examen fue mayor el porcen-
taje de dispersion relativa?

Solucion:

En el examen de estadistica hay un 1% mas de dispersion.

41.

Examen
Estadistica 7,8
Algebra 7,6

Media ©
0,8 0,8/78=0,10=10%
0,7 0,7/7,6 =0,09 = 9%

TEMA 11. ESTADISTICA UNIDIMENSIONAL

cv

La vida media de unas vélvulas medida en horas fabrica-
das por dos empresas,A y B, se distribuye asi:

Vida media N° valculas N° valculas

(h) Empresa A Empresa B

300 a 400 12 90

400 a 500 45 65

500 a 600 58 45

600 a 700 75

700 a 800 70 7

800 a 900 65 20

900 a 1000 50 70
1000 a 1100 25 95

Compara la desviacion de cada empresa.

Solucion:
Empresa A:

Vidamedia(h) X; nm; XN xiz °n,
300 a 400 350 12 4200 | 470000
400 a 500 450 45 20250 9112500
500 a 600 550 58 31900 17545000
600 a 700 650 75 48750 31687500
700 a 800 750 70 52500 39375000
800 a 900 850 65 55250 46962500

9002 1000 950 50 47500 45125000
1000a 1 100 1050 25 26250 27562500
Total 400 286600 218840000

Media: X = 286 600/400 = 716,5 horas.
Varianza:

V = 218840 000/400 — 716,52 = 33727,75
G =V33727,75 = 183,65

CV = 183,65/716,5 = 0,26 = 26% < 30%

Empresa B:
Vidamediath) X; n;  X-°n; X2 n,
300 a 400 350 90 31500 11025000

400 a 500 450 65 29250 13162500
500 a 600 550 45 24750 13612500
600 a 700 650 8 5200 3380000
700 a 800 750 7 5250 3937500
800 a 900 850 20 17000 14450000
90021000 950 70 66500 63175000
1000a [ 100 1050 95 99750 104737500
Total 400 279200 227 480000

Media: X = 279200/400 = 698 horas.
Varianza:

V = 227480 000/400 — 6982 = 81496
o = V81496 = 285,48

CV =285,48/698 = 0,41 = 41% > 30%
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42. En un hospital se ha seleccionado una muestra de 12 pa-
cientes que ingresaron en urgencias y permanecieron hos-
pitalizados los siguientes dias:

3,7,5,8,3,2,5,7,5,3,5,4
Calcula:
a) la media.
b) la desviacion tipica.
c) el coeficiente de variacién.

d) el primer y segundo cuartil.

Solucioén:
X, nox-n xi2 ‘n, N; %
2 | 2 4 1 833
3 3 9 27 4 3333
4 | 4 16 5 41,67
5 4 20 100 9 75,00
7 2 14 98 Il 91,67
8 | 8 64 12 100,00
Total 12 57 309

a) Media: X = 57/12 = 4,75 dias.

b) Varianza: V = 309/12 — 4,752 = 3,19
c=V\3,19=1,79

c) CV = 1,79/4,75 = 0,38 = 38%

d) Cuartil inferior:
Q, = Py; = 3 porque para x = 3
N, = 33,33% > 25%
Mediana:
Pso = 5 porque para x =5
N, =75% > 50%

43. En los dltimos 400 partidos de las ligas escolares se ha
conseguido el siguiente nimero de goles:

N° de goles N° de partidos
20
40
60
100
80
60
28

12

N o0 1 AW NN — O

Calcula:
a) la media de goles por partido.

b) la desviacion tipica.

310

c) el coeficiente de variacion.

d) los tres primeros cuartiles.

Solucion:

X n, x-n xi2 ‘n, N, %

0 20 0 0 20 5
| 40 40 40 60 I5
2 60 120 240 120 30
3 100 300 900 220 55
4 80 320 1280 300 75
5 60 300 1500 360 90
6 28 168 1008 388 97

7 12 84 588 400 100
Total 400 1332 5556

a) Media: X = | 332/400 = 3,33 goles.
b) Varianza: V = 5556/400 — 3,332 = 2,8
c=V28= 1,67
c) CV = 1,67/3,33 = 0,50 = 50%
d) Cuartil inferior:
Q, = Py5; = 2 porque para x = 2
N; = 30% > 25%
Mediana:
Pso = 3 porque para x = 3
N, = 55% > 50%
Cuartil superior:
P;5 = 4,5 porque para x = 4
N = 75%.
El valor 4,5 deja el 75% de los valores por debajo y el
25% por arriba.

Para profundizar

44, Sise tienen 10 datos cuya media es 6 y se afiaden los va-
lores |l y 7, jcudl es la nueva media?

Solucion:

Sean x|, X,, ..., X, diez datos cuya media es 6; es decir:

X + ... +X|o

Entonces:

X fo Xt 1T +7 g0+ 11+7 _
12 12

6,5

45. Escribe una distribucién con media 2 y desviacién tipica
cero.

SOLUCIONARIO
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Solucion:
Los datos: 2,2,2,2,2,2,2

46. Si en un conjunto de datos, éstos se multiplican por 3,
icémo cambian la media y la desviacion tipica?

Solucion:
La media y la desviacion tipica quedan multiplicadas por 3

Sean los datos: X, X,, ..., X,

X >(x. — X)2
X = _', V= 7( ! )
n n
o=V
Sean los datos: 3x, 3x,, ..., 3x_
3%, 3Zx
Media=——=——=3%
n
2(3x; — 3?)2 9Z(x; — §)2
Varianza = = =9V
n n

Desviacion tipica = V9V =3VV =30

TEMA 11. ESTADISTICA UNIDIMENSIONAL

47. El precio de un ordenador esta en un percentil 40. ;Estd
caro o barato?

Solucion:

Esta un 10% por debajo de la mediana; es decir, un 10%
por debajo del 50% de los precios.

48. Explica qué significa que la estatura de un bebé esta en
un percentil 60.

Solucion:

Ese bebé mide un 10% mas que el 50% de los bebés de su
edad.



Linux/Windows Calc &

Paso a paso

49. Estudia la distribucién del color de un determina- Obtén las medidas de centralizacién y dispersién que
do modelo de coche. tengan sentido. Halla el percentil del 91%. Haz la
representacion grdfica mds idénea. Interpreta los re-
1 Color de coches sultados.
2 Caracter cualitativo
3 Variables Frecuencias Solucién:
4 A n; .
% J Resuelto en el libro del alumnado.
3 Rojo 20
6 Blanco 30
7 Gris 40
g Azul 10 51. Estudia la distribucién de las estaturas de las perso-
9 Total nas de la siguiente tabla.
10 |Pardmetros de centralizacion
11 Moda | Estatura Marca de clase Frecuencias
, . . ., . ., X. n.
Obtén las medidas de centralizacién y dispersién que e et i i
tengan sentido. Haz la representacion gréfica mds 152 - 160 156 5
idénea. Interpreta los resultados. 160 - 168 164 18
Solucié 168 - 176 172 42
olucién:
1 L libro del al d 176 - 184 180 27
Resuelto en el libro del alumnado.
184 - 192 188 8
50. Estudia la distribucién del nimero de hijos de Obtén las medidas de centralizacién y dispersién que
40 familias. tengan sentido. Halla el tercer cuartil. Haz la repre-
; sentacién gréfica mds idénea. Interpreta los resul-
1 Indice de natalidad tados
g2 Cardcter cuantitativo discreto :
3 Variables Frecuencias
4 % mn N;(%) 5T xh2 *"2Tn; QR
. . = Solucién:
- A= Resuelto en el libro del alumnado.
8 3 7|
9 4 3
10 Total
= 52. Internet. Abre: www.editorial-bruno.es, elige
13 Mediana Matemadticas, curso y tema.
14 Media
15 Pardmetros de dispersién
16 Variaza
17 Desviacién tipica
18 Coeficiente de variacion
Practica
53. Estudia la distribucién de la temperatura media de
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una ciudad.

Temperaturas: x; (°C) | 13 15 16 18
Frecuencias 5 12 10 3

Obtén las medidas de centralizacién y de dispersién
que tengan sentido. Halla el primer cuartil. Haz la
representacién gréfica mds idénea. Interpreta los resul-
tados.

Solucién:

Cardcter: cuantitativo discreto.

Temperatura media de una ciudad
50 ™ Ni Ni(%) xi*ni xi*2*ni
13 5 5 1667 65 845
15 12 17 56,67 180 2700
16 10 27 90,00 160 2560
18 3 30 100,00 54 972
Total 30 459 7077

SOLUCIONARIO
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—_
N

—
N

15,3

1,81
1,35
0,09

15

Distribucién de la temperatura media

Ne de dias

0

13 18

15 16
Temperatura media (°C)
Interpretacién:

La media estd en 15,3 °C. La dispersién es pequeiia,
0,09 < 0,30

54. Estudia la siguiente distribucién de estaturas.

[X 150-155 155-160 160-165 165-170 170-175
9 11 13 6 4

Obtén las medidas de centralizacién y de dispersién
que tengan sentido. Halla el séptimo decil. Haz la repre-
sentacion gréfica mds idénea. Interpreta los resultados.

Solucién:

Cardcter: cuantitativo continuo.

150-155 152,5 1 2,86 152,5 23256,25
155-160 157,5 11 34,29 1732,5 272868,75
160-165 162,5 13 71,43 2112,5 343281,25
165-170 167,5 6 88,57 1005,0 168337,50
170-175 172,5 4 100,00 690,0 119025,00

Total 35 5692,5 926768,75

162,5
162,64

26,41
5) 14
0,03

TEMA 11. ESTADISTICA UNIDIMENSIONAL

Windows Excel

Percentiles:
Séptimo decil = Percentil 70

70 Valor del percentil = 164,81
Intervalo Incégnita
Desde el
Extremo Extremo .. .
L . Diferencia extremo
inferior superior feri
inferior
160 165,00 5,00 b'e
34,29 7143 37,14 35,71
Valor x = 4,81
Mediana = Percentil 50
50  Valor del percentil = 162,11
Intervalo Incdgnita
Desde el
Extremo Extremo .. .
o . Diferencia extremo
inferior superior feri
inferior
160 165,00 5,00 b'e
34,29 71,43 37,14 15,71
Valor x = 2,11

Distribucién de estaturas

10

Frecuencias

150-155 155-160 160-165 165-170 170-175
Estaturas (cm)

Interpretacién:

La media es 162,64 y los datos estdn muy agrupa-
dos; 0,03 < 0,30

55. En una encuesta sobre el funcionamiento de un servi-

dor de Internet se han recogido las siguientes respuestas:

[Xi Muymal Mal Normal Bien Muy bien
[ 20 30 10 25 15

Obtén las medidas de centralizacién y de dispersién
que tengan sentido. Haz la representacién gréfica
mds idénea. Interpreta los resultados.
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Linux/Windows Calc

Solucién:
Cardcter: cualitativo.

Intervalo  X; -
Muy mal 20
Mal 30
Normal 10
Bien 25
Muy bien 15

Total 100

Solo tiene sentido calcular la moda que es: Mal.

Servidor de Internet

Muy bien

Muy mal

Normal Mal

Interpretacién:

Mas de la mitad de los usuarios opina que es mala.

56. Dos empresas A y B distribuyen los sueldos de sus
empleados segtn la siguiente tabla. Haz un estudio
estadistico de cada una de ellas. ;Cudl de las dos tie-
ne mayor dispersién?

- Salario (6)  Frecuencias A Frecuencias B
sy
360-600 2 14
600-840 4 3
840-1 080 7 2
1080-1 320 18 1
1320-1560 5 3
1560-1 800 3 4
1 800-2 040 1 13
Solucién:

Caricter: cuantitativo continuo.

- SalariosdelaempresaA
 Intervalo X % Ni(%) xi*ni xi"2*ni
360-600 480 2 500 960 460800
600-840 720 4 1500 2880 2073600
840-1080 960 7 32,50 6720 6451200

1080-1320 1200 18 77,50 21600 25920000
1320-1560 1440 5 90,00 7200 10368000
1560-1800 1680 3 97,50 5040 8467200
1800-2040 1920 1 100,00 1920 3686400

Total 40 46320 57 427200
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1158,00

(Varianza = 94716,00

bT 307,76

oV 0,27

- SalariosdelaempresaB

Intervalo X% B Ni(%) xi*ni xi"2*ni
360-600 480 14 35 6720 3225600
600-840 720 3 43 2160 1555200
840-1080 960 2 48 1920 1843200

1080-1320 1200 1 50 1200 1440000

1320-1560 1440 3 58 4320 6220800

1560-1800 1680 4 68 6720 11829600

1800-2040 1920 13 100 24960 47923200
Total 27 48000 73497 600

- Pardmetros de centralizacién

Media 1200,00

- Pardmetros de dispersién

[ Varianza | 397440,00

DT 630,43

oo 0,53

La empresa B tiene una dispersién de algo mds del
doble que la empresa A.

57. Estudia la siguiente distribucién de pesos.

[X| 55-60 60-65 65-70 70-75 75-80 80-85 85-90
[y 3 5 8 12 5 4 3

Obtén las medidas de centralizacién y de dispersién
que tengan sentido. Halla el tercer cuartil. Haz la
representacion gréfica mds idénea. Interpreta los re-
sultados.

Solucién:

Cardcter: cuantitativo continuo.

55-60 57,5 3 7,50 1725 9918,75
60-65 62,5 5 20,00 312,5 19531,25
65-70 67,5 8 40,00 540,0 36450,00
70-75 72,5 12 70,00 870,0 63075,00
75-80 77,5 5 82,50 387,0 30031,25
80-85 82,5 4 92,50 330,0 27225,00
85-90 87,5 3 100,00 262,5 22968,75
Total 40 2875 209200

SOLUCIONARIO
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71,67
72,5
71,88

63,98
8,00
0,11

Percentiles

El tercer cuartil o cuartil superior es el percentil 75

Valordek' 75  Valor del percentil = 77,00
I Intervalo Incégnita
Desde el
Extremo Extremo . .
. . Diferencia extremo
inferior superior inferi
inferior
[Valor | 75 80,00 5,00 x
% 70 82,50 12,50 5
Valor x = 2,00
Distribucién de pesos
14
g
Q
g
g
=
0
55-60 60-65 65-70 70-75 75-80 80-85 85-90
Pesos (kg)
Interpretacién:

La media es 71,88 y los datos estdin muy agrupados,
0,10 < 0,30

TEMA 11. ESTADISTICA UNIDIMENSIONAL

58.

Windows Excel

El nimero de errores ortogréficos cometidos por un
grupo de estudiantes en una prueba ha sido:

N°deemrores ' 0 1 2 3 4
‘N°dealumnos 6 7 5 5 2

Obtén las medidas de centralizacién y de dispersién
que tengan sentido. Halla el cuarto decil. Haz la re-
presentacion grdfica mds idénea. Interpreta los re-
sultados.

Solucién:

Cardcter: cuantitativo discreto.

6 24,00 0

7 52,00 7

5 72,00 10 20

5 92,00 15 45

2 100,00 8 32
Total 25 40 104

»AK»NHOI

—_

—
)

Varianza 1,6
or 1,26
oo 079
Errores ortogréficos
7
g s
5
g 4
Q
2+
14
0+
0 1 2 3 4
N° de errores
Interpretacién:

La media es 1,6 y los datos estdn poco agrupados,
0,79 > 0,30
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2 Estadistica

bidimensional

1. Distribuciones bidimensionales

B Piensa y calcula

=190fY
T
gISO i
o 170 *——o
o . e e
2160 soe
K L o S
8 150 . I 3 I
140 >0
< X
2 4 6 8 1012
Sustancia A (mg)
Solucion:

=190tY
i)
& |80
é ) L 2 L 2
S 170}
< . o e
§|60 . . o0
o * *
SISO .o 3 ? o.
140 .
< X
2 4 6 8 10 12

Sustancia B (mg)

Se ha administrado una sustancia A, otra B y otra C a 20 individuos para estudiar su relacion con los niveles de colesterol.
Observando las grificas, indica qué sustancia tiene mayor relacién con la subida o bajada de colesterol.

=190fY
T
2180 .
5170 SRS
o L 2 *
g|60 oo *e
o * oo
8I50 :00
140
C X
2 4 6 8 1012

Sustancia C (mg)

LaAyla C.En laA, al aumentar la cantidad de sustancia baja el nivel del colesterol;y en la C, al aumentar la cantidad de
sustancia, aumenta también la cantidad de colesterol.

® Aplica la teoria
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Las calificaciones de 30 estudiantes en dos eximenes han
sido las siguientes:

1¢* Examen 4 5 6 7 7 9 10
2° Examen 5 5 7 6 7 8 10
NCestudiantes 5 10 4 2 4 3 2

Haz la tabla de frecuencia de doble entrada.

Solucion:

0 N o o

=

n O O O O wuvi | &

© o o o 3

1)

A O O Hh O O &

°

o O O 4~ N O N
w O wW O O O v
N M O O O o

30

SOLUCIONARIO
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Solucion:

2. Dibuja el diagrama de barras correspondiente a la si-
guiente distribucién bidimensional:

X123 48

s 0000
-0|ooo
-2I600
-03032
-00004
Frecuencia

6

5

4

3

2

Hlil2 3 4 5
AV S
B 7 7 % 0 %
4/ V
5/
Ky

3. Dibuja la nube de puntos de la siguiente distribucién bi-

dimensional:

Xl 2
2

Y 2 s
Solucion:
6
5
4
3
2
|

4
|

hY

2 | 3 4
3 3 2 2

2 3 4 5 6

TEMA 12. ESTADISTICA BIDIMENSIONAL
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2.

Parametros

Piensa y calcula

La siguiente distribucion recoge las calificaciones de Matematicas y de Lengua de un grupo de 6 alum-

nos. Calcula mentalmente la media de cada asignatura:

Matematicas
Lengua

Solucion:

Media de Matematicas: 5 Media de Lengua: 6

2 3
4 4

® Aplica la teoria

4. Calcula la covarianza de la siguiente distribucién bidi-
mensional:

X 8 7 6 5 7 8

Y, 5 4 7 4 3 6

n 2 4 3 5 3 4 2
Solucion:

Covarianza = 783/25 — 6,48 - 4,80 = 0,22

5. Calcula la covarianza de la siguiente distribucion bidi-
mensional:

yX2 46 8
N1 3 0 2
202 5 1 0
303 1 4 6
4 0 2 0 0

Solucion:
Covarianza = 368/30 — 5 - 2,40 = 0,27

6. La siguiente tabla recoge la

Cilindrada Velocidad

distribucion de la ciIindl.*ada (cm?) (kmlh)
de, u.n motor Y la velocidad 1 000 BE
maxima que puede generar:
1200 130
a) Representa la nube de | 400 =
puntos.
1 600 145
b) Reprzsednta el centro de 1 600 —
gravedad. ' 800 —
c) Calcula e interpreta la co- 2000 190
varianza. 5000 —
Solucion:
2) b) v
200 3
°
150 0.G(|575, 155,63)
()
o * !
12l 2(
1000 1500 2000

c) Covarianza = 2025000/8 — 1 575 - 155,63 = 8015,63
La nube de puntos se orienta a la derecha y arriba.
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3. Correlacion

B Piensa y calcula

Indica el signo de la covarianza y si la relacion entre las variables es funcional, fuerte o nula en los

siguientes casos:

AY AY

Solucion:

AY
L 4 &
L 4 L 2
o
L 4 L 4 &
0o
*® L 4 0o
L 4 *-&
* oo
* *®
*®
t X X

En la 12, la covarianza es positiva y la relacion es funcional; en la 22, la covarianza y la relacién son nulas,y en la 32, la cova-

rianza es negativa y la relacion es fuerte.

® Aplica la teoria

7. Calcula el coeficiente de correlacién e indica el tipo de
correlacidn para la siguiente distribucién bidimensional:

X | 4 4 2 5 3 |
Y 5 2 3 6 3 2 4

Solucién:
Coceficiente de correlacién = —0,66
Correlacién débil e inversa.

8. La temperatura media en los meses de invierno en va-
rias ciudades y el gasto medio por habitante en cale-
faccion han sido:

Temperatura (°C) 10 12 14 1|5
Gasto (€)

17 20
150 120 102 90 50 18

Calcula el coeficiente de correlacién e interpreta el re-
sultado.

Solucion:
Coeficiente de correlacion = —0,99
Correlacion muy fuerte e inversa.

Es decir, cuando baja la temperatura se gasta mucho en
calefaccion.

9. Calcula el coeficiente de correlacién e indica el tipo de
correlacion para la siguiente distribucién bidimensional:

X
Y |

W N -
o O N -
A = = NN
w N O O W
— W O O &

Solucion:
Coeficiente de correlacion = 0,45

Correlacion débil y directa.

TEMA 12. ESTADISTICA BIDIMENSIONAL
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4.

Regresion

Piensa y calcula

Se han ajustado las nubes de puntos adjuntas segun las rectas dadas. Calcula el valor de y parax =20 enla Iy x = 30 en

la 2°. ;Qué estimacion crees que es mas fiable?

Y
210ly = 18,54x + 27,56,
170
130
90
50,

Solucion:
En la 12, para x =20 = y = 398,36
En la 22, para x = 30 = y = 28,79

La 12 es mas fiable, porque los datos estan mas relacionados.

20122 12412612817

® Aplica la teoria

10. Calcula la recta de regresién de la siguiente distribu-
cién bidimensional:
X | 2 3 4 5
Y 26 30 27 31 28

Solucién:
y—284=0,5(x-3)= y=0,5x+ 269

I 1. Un laboratorio ha experimentado, en 6 pacientes, con
un medicamento para bajar la temperatura de los en-
fermos, observado el tiempo que tarda en desaparecer,
y ha obtenido los resultados siguientes:

Dosis (mg) | 100 200 300 400 500 600

Tiempo (h) 4 3,5 3 2 25 15

Calcula larecta de regresion y estima el tiempo que tar-
daria en normalizarse la temperatura para 650 mg

Solucioén:

y — 2,75 = —0,0047(x — 350)

y =—0,0047x + 4,4

Para x = 650 = y = 1,35 horas.

12. En una empresa, la relacién entre el nimero de piezas
defectuosas que elaboran unos trabajadores y la anti-
gliedad de éstos es:

Antigiiedad | | 2 3 4 5
NF° piezas 7 8 6 4

a) Calcula la recta de regresion.

b) Estima el nimero de piezas defectuosas que haria
un obrero con 7 afios de antigliedad.

c) Estima el tiempo que llevaria trabajando un obrero
si no hiciese piezas defectuosas.

Solucion:
a) y—-5=-1,2(x-3,5)
y=—-12x+92

b) Para x =7 = y = 0,8 piezas defectuosas.
c) Paray = 0 = x = 7,67 afos.
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Ejercicios y problemas

1. Distribuciones bidimensionales

13. Hazlatabla de frecuencia de doble entrada de la siguiente
distribucién bidimensional:
X 14 16 16 17 17 19 20
Y 20 19 21 20 21 20 2I
n, 6 12 8 5 4 3 4

Solucion:
yX 14 16 17 19 20
19 0 12 0 0 0o 12
20 6 0 5 3 0o 14
21 O 8 4 0 4 6
6 20 9 3 4 42

14. Dibuja el diagrama de barras correspondiente a la si-
guiente distribucidn bidimensional:

X
Y |

H W N -
A N O O
w U1 N O N
O o8 O O W
w U1 — O A

Solucion:

Frecuencia

3 4 5

T \—Nw-hmO\
N

S
N

BaN

15. Haz la tabla de frecuencias de las siguientes nubes de

puntos:
a) b)
A A
IZY |2Y
10 . 10 .
. .
8 o o 8 .
6 i 6 ...
I X .
4 ) 4 *-e
o o LX)
2 . 2 .
X

X
2 4 6 8 1012 2 4 6 8 10 12

TEMA 12. ESTADISTICA BIDIMENSIONAL

Solucion:

a
)X23345566789I0

Y 2 3 4 4 3 5 5 6 8 9 8 10
b)
X 3 3 4 4 5 6 6 7 8 8 9 9
Y 9 10

~
o]
~
w
N
w

2. Parametros
16. Calcula la covarianza de la siguiente distribucién bidi-

mensional:
X, 5 7 4 5 7 8 4 6
Y; |l Il 10 10 12 1l 9 10

Nl 2 4 3 3 4 2 3 s

Solucion:
Covarianza = | 608/26 — 5,81 - 10,50 = 0,87

17. Calcula la covarianza de la siguiente distribucién bidi-

mensional:
X
Y 3 5 7 9 11
24 3 0 0 | 0
26 2 4 3 0 0
28 O 3 2 4 2
30 | 0 | 3 4
Solucion:

Covarianza = 6 520/33 — 7,06 - 27,52 = 3,30

18. La siguiente tabla recoge el crecimiento de una planta
segln los gramos de abono que se le suministran.
Abono (g): X; crecimiento (cm): Y

X | 2 3 4 5 6 7 8
Y 5 5 6 7 9 10 12 I2

a) Representa la nube de puntos.
b) Representa el centro de gravedad.

c) Calcula e interpreta la covarianza.

Solucion:
a) b) 2 Y oo
o

0
9 °

8 °G(4,5;8,25)
7 °

6

5

c) Covarianza = 346/8 — 4,50 - 8,25 = 6,13

La nube de puntos se orienta a la derecha y arriba.



Ejercicios y problemas

3. Correlacion

19. Calcula el coeficiente de correlacién e indica el tipo de
correlacién para la siguiente distribucién bidimensional:

X, 14 I5 16 19 17 15
Y, 8 81 8 8 81 78

Solucioén:
Coeficiente de correlacién = 0,65

La correlacion es directa y débil.

20. La temperatura en grados y la presién atmosférica en
milimetros en distintas ciudades son:

Temp. (°C) 12 13 14 17 15 13 16
Presion (mm) 800 805 803 810 805 800 8I0

Calcula el coeficiente de correlacién e interpreta el re-
sultado.

Solucion:
Coeficiente de correlacién = 0,91
La correlacion es directa y fuerte.

21. Calcula el coeficiente de correlacién e indica el tipo de
correlacién para la siguiente distribucién bidimensional:

X, 3 4 5 6 6 7 8 8 10

Y, 3 6 6 7 8 7 8 10 IO

n,, 5 7 13 5 6 5 4 2 3
Solucion:

Coeficiente de correlacion = 0,90

La correlacién es directa y fuerte.

322

4. Regresion

22. Calcula la recta de regresién de y sobre x de la siguien-
te distribucion bidimensional:

Calcula el valor de y para x =9y el valor de x paray = 30

Solucion:
y — 25,8 = 3,25(x — 5,4)
y = 3,25x + 8,25

Parax =9 =y =375
Paray = 30 = x = 6,69

23. Calcula la recta de regresién de y sobre x de la siguien-
te distribucion bidimensional:

yX'o 1 2 3|4
0 5 2 0 0 0
| | 8 6 7 0
2 2 5 I0 10 O
3 0 | 4 6 2
4 0 0 6 0 0
Solucién:
y — 1,85 = 0,45(x — 1,93) y = 0,45x + 0,98

24. Las 10 dltimas cotizaciones de dos empresas dedicadas
a dar servicios por Internet han sido:

X 8,20 8,15 8,40 8,50 8,88 8,81 8,87 8,75 8,87 8,99
Y 4,80 4,83 4,90 4,88 4,95 4,96 4,88 4,80 4,85 4,92

Calcula la recta de regresion de y sobre x y analiza si se-
ria fiable hacer alguna estimacion.

Solucion:
y —4,88 =0,l(x — 8,64)
y =0,Ix + 4,02

No es muy fiable hacer estimaciones porque el coeficien-
te de correlacién r = 0,53 esta, en valor absoluto, muy ale-
jado de I.La correlacién es débil.

SOLUCIONARIO
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Para ampliar

25. La tabla siguiente recoge los datos de un grupo de estu-

‘ . ) Solucion:
diantes con las horas dedicadas al estudio de un examen, F .
X, y la calificacién obtenida,Y: 6 recuencia
5
4
X 4 6 7 3 3 7 :
Y 5 7 8 5 6 7 8 9 i fifasfs s
| >
A PPEr X
Dibuja la nube de puntos e indica si sobre ella se puede 5}/ |
deducir alguna relacion. ¥y
Solucion:
Y 28. Haz la tabla de frecuencias de las siguientes nubes de
5 'g It puntos:
s 8 oo a) b)
o)
= 7
g @ < 12 12
2345678° 10 ot 10
Horas de estudio 8 JUBED . 8 i
La relacién que se obtiene es que al aumentar las horas 6yt Ity
de estudio se aumenta la calificacién. Es una relacién 4 4 3
directa. 2 2
X X
2 4 6 8 1012 2 4 6 8 1012
Solucion:
26. Hazlatabla de frecuencia de doble entrada de la siguiente 2)
distribucién bidimensional:
X 2 2 3 3 4 5 5 6 7 8 8
%6 4 4 Y 5 6 6 7 7 9 10 7 9 8 10
i 2 3 4 b)
70 S X 1 2 3 4 7 8 9 9
Y s 5 6 6 7 4 3 3 4

Solucion:

"------ 29. Calcula la covarianza de la siguiente distribucién bidi-
- 0 0 0 0 7 7 mensional:

'3 0 0 4 6 10 2 Bl 13 46 6/8 99 10
4 0 0 5 0 0 s Wllo 4 2 58 5 4 8108
‘5 3 2 0 0 0 5 Wll2 3 2 43 2 3 425
B 2 9 6 17 37

Solucion:
Covarianza: | 272/30 — 6,17 - 5,80 = 6,63

27. Dibuja el diagrama de barras correspondiente a la si-

guiente distribucién bidimensional: 30. Calcula la covarianza de la siguiente distribucién bidi-

mensional:

y X2 o3 yXo 1 2
o 4 3 4 [600 4 2 o0 o
200 0 2 [70. 6 7 8 o0
313 5 o0 o 800 o 3 3 4
49 2 o o o [90 o0 o o 3

TEMA 12. ESTADISTICA BIDIMENSIONAL
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Solucion:
Covarianza: 4220/40 — 1,38 - 72,50 = 5,81

31. Calcula el coeficiente de correlacion e indica el tipo de
correlacién para la siguiente distribucion bidimensional:

X; 65 63 67 64 68 62 70 66

Y; 68 66 68 65 69 66 68 65

Solucion:
Coeficiente de correlacion: 0,64
Es directa y débil.

32. Calcula el coeficiente de correlacién e indica el tipo de
correlacién para la siguiente distribucién bidimensional:

X 175 181 192 211 235 255 275 286 292
Y 169 185 202 219 240 266 295 329 357

Solucion:

Coeficiente de correlacién: 0,98

Es directa y fuerte.

Problemas

33. Calcula la recta de regresién de y sobre x de la siguien-
te distribucién bidimensional:

X | 6 5 8 8 7 6 10
Y 8 7 10 9 8 8 Il

Solucion:
y—871=0,788I(x-7,14)
y = 0,7881x + 3,083

34. Calcula la recta de regresién de y sobre x de la siguien-
te distribucién bidimensional:

X

Y 4 5 6 7

5 3 2 0 0
6 4 6 0 0
7 0 5 8 0
8 0 0 2 6

Solucion:

y — 6,67 = 0,83(x — 5,42)

y =0,83x + 2,17

35. Lasiguiente tabla recoge la estatura en centimetros de un
grupo de padres (X) y sus respectivos hijos mayores (Y):

X 170 168 170 165
Y 173 170 173

175 169 180 175 173
170 178 170 179 172 180

Calcula:
a) el coeficiente de correlacion.
b) la recta de regresién de y sobre x
c) Estima la estatura de un hijo cuyo padre mida
185 cm, e indica si la estimacion es fiable.
Solucién:
a) Coeficiente de correlacion: 0,76
b) Recta de regresion de y sobre x
y — 173,89 = 0,6809(x — 171,67)
y = 0,6809x + 57

c) 182,97 cm. Como r = 0,76 < 0,85, no es muy fiable la
estimacion.

36. La siguiente tabla muestra el cierre de los ultimos
dias de los indices del IBEX35 (X) y Dow Jones 30 (Y):

324

X | 82369 81647 8236,l
Y 10334,5 10235,1 101982

8202,1
10313,7

8241,2
10356,4

a) Calcula el coeficiente de regresion.

b) Calcula la recta de regresion del Dow Jones sobre el IBEX.

Solucion:

a) Coeficiente de regresion: 0,7551

b) y — 10287,58 = 0,7551(x — 8216,20)
y = 0,7551x + 4083,5

37. Elrendimiento anual obtenido segun la inversion realiza-
da, en miles de euros, en una plantacion agricola es:

18 20 21 IS5
6 65 75 45

Inversion 12 14 16 15

Rendimeinto 3 35 45 5

Calcula:
a) el coeficiente de correlacion.
b) la recta de regresion del rendimiento sobre la inversion.

c) Estima el rendimiento para una inversion de 22 000 €,
e indica si la estimacion es fiable.

SOLUCIONARIO
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Solucioén:
a) Coeficiente de correlacion: 0,97
b) y — 5,06 = 0,4829(x — 16,38)
y = 0,4829x — 2,85
c) 7,7738 - 1000 =77738 €

Como r = 0,97 > 0,85, la estimacién es fiable.

38. Las estaturas y los pesos de un grupo de personas son:

Estatura 175 180 180 185 183 180 190 175

Peso 77 79 80 82 80 80 85 75

Calcula:
a) el coeficiente de correlacién.
b) la recta de regresion del peso sobre la estatura.

c) Estima el peso para una persona que mida 195 cm, e in-
dica si la estimacion es fiable.

Solucion:
a) Coeficiente de correlacion: 0,96
b) y — 79,75 = 0,5795(x — 181)
y = 0,5795x — 25,14
c) 87,86 kg

Como r = 0,96 > 0,85, la estimacién es fiable.

39. En un taller de artesania se ha registrado el nimero de
piezas acabadas que unos artesanos hacen segln las ho-
ras de trabajo:

8 75 8 85 6 7 8 9
N°piezas 3 4 4 5 2 3 5 4

Horas

Calcula:
a) el coeficiente de correlacién.

b) la recta de regresion del nimero de piezas sobre el
nimero de horas.

c) Estima el nimero de piezas para 10 h de trabajo, e in-
dica si la estimacién es fiable.

Solucién:
a) Coeficiente de correlacion: 0,75
b) y - 3,75 = 0,8333(x — 7,75)
y = 0,8333x — 2,71
c) 5,62 piezas.

Como r = 0,75 < 0,85, no es fiable la estimacién.

40. De una goma se cuelgan distintos pesos en gramos y se
mide el alargamiento en centimetros producido; se ob-
tienen los siguientes resultados:

TEMA 12. ESTADISTICA BIDIMENSIONAL

I0 20 30 40 50 60 70 80
Alargamiento(ecm) 2 4 7 10 12 5 18 20

Peso (g)

Calcula:
a) el coeficiente de correlacion.
b) la recta de regresién del alargamiento sobre el peso.

c) Estima el alargamiento que se producira para un peso
de 90 g, e indica si la estimacién es fiable.

Solucion:

a) Coeficiente de correlacion: 0,998 = |

b) y — Il =0,2643(x — 45)
y = 0,2643x — 0,89
c) 22,9 cm

Se puede aceptar una relacién funcional = es muy fiable
la estimacion.

41. Calcula el centro de gravedad, las desviaciones tipicas mar-
ginales, la covarianza y el coeficiente de correlacién de la
siguiente distribucién:

Cilindrada (cm?®) 1000 1200 1400 1600 1600 1800 2000 2000
Velocidad (km/h) 125 130 [40 145 150 170 190 195

a) Representa la nube de puntos y calcula la recta de re-
gresion de y sobre x, e interpreta los resultados.

b) Un coche tiene 1900 cm? de cilindrada. ;Qué veloci-
dad méaxima alcanzara?

c) Un coche tiene una velocidad maxima de 150 km/h.
iQué cilindrada tendra?

Solucion:
x = 1575,y = 155,63
s, = 338,19, s, = 24,80
Suy = 8015,63

r=0,96
) 200
190

180
170 °

oo

150
140 °

oo

@
S
o

Velocidad (km/h)
o
o

120
I |o<?_¢

1000 1200 1400 1600 1800 2000 2200
Cilindrada (cm?)

y — 155,63 = 0,0701 (x — | 575)
y = 0,070Ix + 4522

Como el coeficiente de correlacién es 0,96 > 0,85, las
estimaciones son fiables.

b) 178,41 km/h
c) 1494,72 cm?
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42. Calcula el centro de gravedad, las desviaciones tipicas mar-
ginales, la covarianza y el coeficiente de correlacién de la
siguiente distribucién:

N°devendedores:x, 2 4 5 6 7 9 10

N° de pedidos:y 70 90 110 150 170 190 210

a) Representa la nube de puntos y calcula la recta de re-
gresion de y sobre x, e interpreta los resultados.

b) Si hubiese 12 vendedores, ;cuintos pedidos se espe-
rarian?

c) Para obtener 250 pedidos, jcuantos vendedores harian
falta?

Solucion:

X =6,14,y= 141,43
s, = 2,59, s, = 48,82
Sy = 124,08
r=0,98

a A

) 230 u
210 °
190 °
170 °

150 °

130
110 °

N° de pedidos

70 ° X
I 23456 7 89101
N° de vendedores

y — 141,43 = 18,537(x — 6,14)
y = 18,537x + 27,61

Como el coeficiente de correlacién es 0,98 > 0,85, las
estimaciones son fiables.

b) 250,05 pedidos = 250 pedidos.

c) 12 vendedores.

43. El nimero de bacterias por centimetro clbico que hay
en un cultivo, segln el paso del tiempo, es:

Tiempo (h) 0O I 2 3 4 5 6

N° de bacterias | |10 17 24 32 40 48 52

Calcula:

a) el coeficiente de correlacién.

b) la recta de regresién del nimero de bacterias sobre el
tiempo.

c) Estima el nimero de bacterias que habra después de
7 horas, e indica si la estimacion es fiable.

Solucién:
a) Coeficiente de correlacion: 0,998 = |
b) y — 31,86 = 7,2857(x — 3)

y =7,2857x + 10
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c) 61 bacterias.

Se puede aceptar una relacién funcional = es muy fiable
la estimacion.

44. En una compaiiia telefonica, han registrado en una mues-
tra los siguientes datos sobre el nimero de teléfonos y
el nimero de llamadas interurbanas realizadas:

N° de teléfonos 550 600 650 700 750 800
N°dellamadas 50 55 58 62 65 70

Calcula:
a) el coeficiente de correlacion.

b) la recta de regresién del nimero de llamadas sobre el
nimero de teléfonos.

c) Estima el nimero de llamadas para 850 teléfonos e in-
dica si es fiable la estimacion.

Solucion:
a) Coeficiente de correlacion: 0,997 = |
b) y — 60 = 0,0766(x — 675)
y = 0,0766x + 8,3
c) 73,41 llamadas.

Se puede aceptar una relacién funcional = es muy fiable
la estimacion.

Para profundizar

45. Se ha medido experimentalmente la presion del vapor
del agua en centimetros de mercurio seguin la tempera-
tura, y se han obtenido los siguientes resultados:

Temperatura 0 10 20 30 40 50

Presion 05 08 16 3 55 9

a) Calcula el coeficiente de correlacién.
b) Dibuja la nube de puntos.

c) ;Qué tipo de curva crees que se ajustara mejor a es-
tos puntos?

Solucién:
a) Coeficiente de correlacion: 0,94
b) Nube de puntos:

— N WA U108 N0 O

01020304050

c) Una parabola.

SOLUCIONARIO
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46. Las calificaciones de un grupo de estudiantes en Mate-
maticas y en Fisica se distribuyen asi:

6 2
8 14 |
I 3 12 I
2 4 12 I

Ve O
[osa
A
=
[ ce0 ]
EECTEE

Calcula:
a) el coeficiente de correlacion.
b) la recta de regresién de y sobre x

c) Estima la calificacién en Fisica para un alumno que ha-
ya sacado un 7,5 en Matematicas.

TEMA 12. ESTADISTICA BIDIMENSIONAL

d) ;Se deberia hacer la recta de regresion de x sobre y
para estimar la calificacion en Matemdticas de un alum-
no que haya obtenido un 6,5 en Fisica? Haz dicha es-
timacion.

Solucion:
a) Coeficiente de correlacion: 0,85
b) y—5,15=0,81(x —4,6)

y=08Ix + 1,42

c) 7,5 en Fisica.

d) Para y = 6,5 se obtiene con la recta de regresién de y

sobre x:

x = 6,27

La recta de regresién de x sobre y es:
x —4,6 =0,89(y — 5,15)

x = 0,89 + 0,02

Paray = 6,5 = x=15,8

Teniendo en cuenta que r = 0,85, no es demasiado fia-
ble utilizar la recta de regresién de y sobre x.
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Linux/Windows Calc

Paso a paso

47. Calcula el centro de gravedad, las desviaciones ti-
picas marginales, la covarianza y el coeficiente de
correlacién de la siguiente distribucién:

70 65 8 60 70 75 90 80 60 70

[Estarura(em) | 175 160 180 155 165 180 185 175 160 170

Representa la nube de puntos y calcula la recta de
regresién de y sobre x, e interpreta los resultados.

* Una persona pesa 95 kg. ;Cudnto medir4?

* Una persona mide 177 cm. ;Cudnto pesard?

Solucién:

Resuelto en el libro del alumnado.

48. Internet. Abre: www.editorial-bruno.es, clige
Matemdticas, curso y tema.

Practica

49. Calcula el centro de gravedad, las desviaciones ti-
picas marginales, la covarianza y el coeficiente de
correlacién de la siguiente distribucién:

1000 1200 1400 1600 1600 1800 2000 2000

_ 125 130 140 145 150 170 190 195

a) Representa la nube de puntos y calcula la recta
de regresién de y sobre x, e interpreta los resul-
tados.

b) Un coche tiene de cilindrada 1 900 cm?. ;Qué ve-
locidad mdxima alcanzard?

c¢) Un coche tiene una velocidad mdxima de

150 km/h. ;Qué cilindrada tendr4?

2
Solucién:
A | B ] <

1 Relacidn Cilindrada-Velocidad

2 Cilindrada (¢m®) |Velocidad (km/h)
3 1000 125|
4 1200 130
5] 1400 140|
6 1600 145|
T 1600 150|
8 1800 170
&) 2000 130
10 2000 195|
11 Centro de gravedad 1575 155,63
12 Desviaciones tipicas marginales 338,19 24,80
13 Covarianza 8015,63

14 |Coeficiente de correlacion 0,96

15 |Predecir resultados 1900‘ 178,24
16 | Buscar objetivos.. 1496,57| 150,00

Relacién Cilin

y=0,070x + 45,24
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50. Calcula el centro de gravedad, las desviaciones ti-
picas marginales, la covarianza y el coeficiente de
correlacién de la siguiente distribucién:

70 90 110150170190210

a) Representa la nube de puntos y calcula la recta de
regresion de y sobre x, e interpreta los resultados.

b) Si hubiese 12 vendedores, ;cudntos pedidos se
esperarfan?

c) Para obtener 250 pedidos, ;cudntos vendedores
harfan falta?

.y
Solucidn:
A B \ c

1 Relacién Vendedores-Pedidos

2 N? de vendedores |N? de pedidos
3 A 70
a 4| 90
5 5 110
6 6 150|
7 7 170
8 g 190|
k] 10 210
10 |Centro de gravedad 6,14 141,43
11 Desviaciones tipicas marginales 2,59 48,82
12 Covarianza 124,08

13 |Coeficiente de correlacion 0,98

14 |Predecir resultados 12‘ 249,92
15 Buscar objetivos.. 12,00] 250,00

Relacién Vended:

y=18,53x + 27,56

*

SOLUCIONARIO
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51. Calcula el centro de gravedad, las desviaciones ti-
picas marginales, la covarianza y el coeficiente de
correlacién de la siguiente distribucién:

18 19 20 18 22 21

Presién (mm)iy, 790 800 805 795 820 810

a) Representa la nube de puntos y calcula la recta de
regresion de y sobre x, e interpreta los resultados.

b) Para una temperatura de 23 °C, ;qué presién habrd?

¢) Para una presién de 900 mm, ;qué temperatura

habra?

Solucién:

1

s

3

4

5

6

7

8

9 Centro de gravedad 19,67 803,33
10 Desviaciones tipicas marginal 1,49 9,86
11 |Covarianza 14,44

12 |Coeficiente de correlacion 0,98

13 |Predecir resultados 23 825,00
14 |Buscar objetivos... 34,54 900,00

TEMA 12. ESTADISTICA BIDIMENSIONAL

Windows Excel

y=6,5x + 675,5
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1. Probabilidad condicionada

Piensa y calcula

Calcula mentalmente:

a) la probabilidad de que al sacar una bola, sea roja.

b) la probabilidad de que al sacar dos bolas sin devolucién, la primera sea roja y la segunda azul.

Solucion:

a) 112 b) 1/3

%{ Probabilidad. Distribucion
binomial y normal

Aplica la teoria

I. De una urna con 4 bolas blancas y 2 negras se extraen
al azar, sucesivamente y sin devolucién, dos bolas.

a) Haz el diagrama de arbol que representa el experi-
mento.

b) Calcula la probabilidad de que la segunda bola sea ne-
gra, condicionado a que la primera ha sido blanca.

Solucién:

a)

B = “sacar bola blanca”
N = “sacar bola negra”
b) P(N/B) = 2/5

2. Lanzamos dos monedas de | € al aire:
a) Haz el diagrama de érbol.

b) Calcula la probabilidad de sacar dos caras.

Solucion:
a) i ¥yC—>CC
C
112 1/2
X—» CX
) C—»XC
i X
112 X
—» XX

X =*“sacar cruz”
b)PCNC)=1/2-112=1/4

C =“sacar cara”

3. De una baraja espafiola de 40 cartas se extraen dos de
ellas con devoluciéon. Determinar:

a) la probabilidad de que las dos sean copas.

b) la probabilidad de que la segunda sea de oros, condi-
cionado a que la primera haya sido de copas.

c) la probabilidad de que las dos sean figuras.

d) la probabilidad de que la segunda sea figura, condicio-
nado a que la primera haya sido un as.

Solucioén:
C = “sacar copas” O = “sacar oros”
F= *“sacar figura” A = “sacar as”

a) P(C N C) = 10/40 - 10/40 = 1/16

330

SOLUCIONARIO

© Grupo Editorial Brufio, S. L.



© Grupo Editorial Brufio, S. L.

b) P(O/C) = P(O) = I1/4
Los sucesos son independientes al ser con devo-
lucién.

¢) P(F N F) = 12/40 - 12/40 = 9/100
d) P(F/A) = P(F) = 3/10

2. Teoremas de probabilidad

W Piensa y calcula

Solucion:
114+ 1/4=1/2

En una familia con dos hijos la probabilidad de que sean los dos varones es 1/4 y de que sean las dos mujeres es 1/4. Calcula
la probabilidad de que en una familia con dos hijos,ambos tengan el mismo sexo.

® Aplica la teoria

4. Considérese una urna que contiene 2 bolas rojas y 4 blan-
cas. Si de la urna se sacan dos bolas sin devolucion, cal-
cula la probabilidad de que:

a) las dos bolas sean del mismo color.

b) al menos una de las bolas sea blanca.

Solucion:

CR = “sacar bola roja” B =‘“sacar bola blanca”

R
IR 1/5
B
R W 4/5
7R 1/3
4B
B R

a) Se aplica la regla de la suma o de la probabilidad total:
PRNR)+PBNB)=1/3-1/5+2/3-3/5=7/15

b) Se aplica la regla de la suma o de la probabilidad total:
PR N B)+PB NR)+PBNB)=
=1/3-4/5+2/3-2/5+2/3-3/5=14/15

5. Un barco cubre diariamente el servicio entre dos puer-
tos. Se sabe que la probabilidad de accidente en dia sin
niebla es 0,005,y en dia de niebla, 0,07. Un cierto dia de
un mes en el que hubo 18 dias sin nieblay 12 con niebla
se produjo un accidente. Calcula la probabilidad de que
el accidente haya sido en un dia sin niebla.

Solucion:
N = “dia con niebla”

A = “producirse un accidente”

A—>»> NA 0,028

007
N
12/30 _ _
A—>NA
1830~ 0005 AT NA 0003
N

A—>NA
Se aplica el teorema de Bayes:

p/a) = PN OA) 0,003

= 0,097
P(A) 0,028 + 0,003

6. Se extrae una carta de una baraja espafiola de 40 cartas.
Si la carta extraida es un rey, nos dirigimos a la urna I;en
caso contrario, a la urna Il. A continuacién, extraemos
una bola. El contenido de la urna | es de 7 bolas blancas
y 5 negras y el de la urna Il es de 6 bolas blancas y 4 ne-
gras. Halla:

a) la probabilidad de que la bola extraida sea blanca y de
laurnall

b) la probabilidad de que la bola extraida sea negra.

Solucién:

R = “sacar rey”

B = “sacar bola blanca”
N = “sacar bola negra”

TEMA 13. PROBABILIDAD. DISTRIBUCION BINOMIAL Y NORMAL



a) Se aplica la regla del producto o de la probabilidad
compuesta:

P(B N R) =9/10 - 3/5 = 27/50
b) Se aplica la regla de la suma o de la probabilidad total:
P(N) = 1/10 - 5/12 + 9/10 - 2/5 = 241/600

3. Distribuciones de frecuencia y probabilidad discretas

W Piensa y calcula

112 9y V —» VV
Calcula mentalmente la probabilidad de que una familia con dos hijos tenga: 12 \4 <:
a) dos varones. b) un varén y una mujer. c) dos mujeres. 122 M —> VM
Solucién: 12 %: vV —» MV
M
a) 1/4 b) 1/2 c) 1/4
) ) ) 1A Yy —> MM

® Aplica la teoria

7. Ladistribucién de probabilidad de una variable aleatoria 9. Se considera el experimento de lanzar dos monedas al
discreta x viene dada por: aire y observar el nimero de caras. Calcula:

a) la distribucion de probabilidad,y represéntala grafica-

- I 2 3 4 5 mente.

0,07 0,35 0,03 k 0,25 b) los pardmetros.

a) Calcula el valor de k Solucion:

b) Calcula la media y la desviacidn tipica. a) _—
0

Solucion: 0,25
a) k+07=1=k=0,3 | 050
b) u = 3,31
c=1,35 2 U2

Distribucion de probabilidad

8. La distribucién de probabilidad de una variable aleatoria 0,60
discreta x viene dada por:

- 3 4 5 6 7
L

0,1 0,2 0,15 0,25 0,3

Probabilidades

Calcula:
a) P(x > 5) b) P(x < 3)

c) la media. d) la desviacion tipica. 0 I 2
Ndmero de caras

Solucion: _
_ _ b) u

a) P(x>5)=0,25+0,3=0,55

b) Px<3)=0

c) u=545

dyoc=1.36
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10. Un opositor domina 80 temas de los 100 de que cons-
ta el temario. Para el examen se eligen 2 temas al azar,
y el opositor puede dominar los dos, uno o ninguno.
Haz la distribucién de probabilidad.

Solucion:
N° de temas P;
0 0,04
I 0,32
2 0,64

4. Distribucion binomial

N Piensa y calcula

a) dos veces. b) una vez.
Solucion:
a) 1/9 b) 4/9

<) 419

Un jugador encesta con probabilidad 1/3. Calcula la probabilidad de que al tirar dos veces enceste:

) ninguna vez.

® Aplica la teoria

I 1. Calcula mentalmente:

4 7
' '

a) I! b) 5! c)(o) d)(l)
Solucién:
a) | b) 120 o | d) 7
12. Halla, utilizando la calculadora:

a) 8! b) 13! c)(|40) d)(lso)
Solucién:
a) 40320 b) 6227020800 c)210 d)252

13. La probabilidad de que un jugador de baloncesto en-
ceste una canasta de 3 puntos es 0,6. Si tira a cesta
4 veces, calcula la probabilidad de que enceste 3

Solucion:
a) x = numero de encestes.
b) B(4;0,6)

) P(x = 3) = (‘3‘) - 0,63 0,4 = 0,3456

14. Un 5% de las piezas producidas en un proceso de fa-
bricacién resultan defectuosas. Halla la probabilidad de
que en una muestra de 20 piezas elegidas al azar haya
exactamente dos piezas defectuosas.

Solucion:
a) X = numero de piezas defectuosas.
b) B(20; 0,05)

o) P(x=2)= (220) -0,052-0,95'8 =0,1887

5. Distribuciones de frecuencia y probabilidad continuas

N Piensa y calcula

Solucioén:
Area = 6 u?

. : : 4 :
Calcula mentalmente el drea comprendida entre el eje Xy larectay = 3 xen el intervalo [0, 3]

TEMA 13. PROBABILIDAD. DISTRIBUCION BINOMIAL Y NORMAL
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@ Aplica la teoria

I5. Demuestra que la siguiente funcién es de densidad y 17. Calcula la funcién de distribucién de una variable alea-
calcula P(3 <x<4) toria cuya funcién de densidad es:
114 si  xe [2,6] 16 si  xe[l,7]
f(x) = . f(x) = :
0 si. x¢ [2,6] 0 si xe [I,7]
Solucién: AY Solucion:
X I 2 3 4 5 6 7

P(x<x) O 1/6 2/6 3/6 4/6 5/6 |

0 si. x<|
X F(x) = xS si l<x<7
é 6
| si. x>7
a) f(x) = 0 para todo valor del dominio.
b) El drea comprendida entre el eje X y la funcion f(x) AY
en el dominio es el area de un rectangulo:4 - 1/4 = |
Como se verifican las caracteristicas a) y b), es una
funciéon de densidad. 2
PB<x<4)=1-1/4=1/4 I =
= i
_' Ll
16. Demuestra que la siguiente funcién es de densidad y

calcula P(1 £x<2)

X ) 18. Una variable aleatoria tiene la siguiente funcién de dis-
f(x) = - 7+ I si xe[0.2] tribucion:
. 0 si x<0
0 si x¢ [0,2] Fi) =
()= %2 si x>0
Solucion: AY X

| Calcula P(x < 10) y P(8 <x < 10)

Solucion:
P(x < 10) = F(10) = 10/12 = 5/6
P(8<x<10)=F(10)-F(8)=10/12-8/10=1/30

L A%

a) f(x) = 0 para todo valor del dominio.

b) El drea comprendida entre el eje X'y la funcién f(x)
en el dominio es el drea de un triangulo: (2 - 1)/2 = |

Como se verifican las caracteristicas a) y b), es una
funcién de densidad.

PO <x<2)=(l-1/2)2=1/4

6. Distribucion normal

N Piensa y calcula

En el primer dibujo del margen, el area comprendida entre el eje Xy la curva es |.Cal-
cula mentalmente cuanto vale el drea que queda a la izquierda de la recta x = 1

Solucion:
1/2
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@ Aplica la teoria

19. Calcula en una N(0, I) las siguientes probabilidades:
a) P(z<0,5)
b) P(z< 1,72)
c)P(z=24)
d) P(z<-3,56)

Solucion:

a) 0,6915

b) 0,9573

c) | —P(z <£2,4) =0,0082

d) P(z 2 3,56) = | — P(z < 3,56) = 0,0002

20. Calcula en una N(O, 1) las siguientes probabilidades:
a)P(1,5<z<2)
b) P(-2,3<z<3/7)
c)P(-34<z<-1,8)
d)P-16<z<1,6)

Solucion:
a) P(z<2)-P(z < 1,5) = 0,0440
b) P(z<3,7) —-P(z<-23) =
=P@z<37)-1+P(z<23)=0,9892
c) Pz<-1,8)-P(z<-34) =
=X-P@z<1,8) -4+ P(z<3,4) =0,0356
d)P(z<1,6)—P(z<-1,6) =
=P@z<1,6)— 1 +P@z<1,6)=2P@z< 1,6)— | =0,8904

21. Calcula el valor de k en los siguientes casos:
a) P(z < k) =0,9582
b) P(z>k) =0,7612

Solucién:
a) k=173
b) k=-0,71

22. Calcula en una N(20,4) las siguientes probabilidades:
a) P(x £ 25)
b) P(x = 17)
c) P(23<x<27)
d) P(15<x<18)

Solucion:

2) P(z < @) = P(z < 1,25) = 0,8944

b) P(z > %) = P(z>—0,75) = P(z < 0,75) = 0,7734

9 P(zs-zoSzg 27-20)
4 4

=P(0,75<z<1,75) =

=P(z< 1,75) - Pz < 0,75) = 0,1865

4 P(|5—2o <, <18-20
4 4
=P(z<-0,5)—Pz<-125)=
=X —P(z<05)—X+P(z < 1,25) = 02029

)=P(—|,25323—o,5)=

23. Elpeso de los recién nacidos sigue una distribucién nor-
mal de media 3,5 kg y una desviacion tipica de 0,6 kg.
Calcula la probabilidad de que un recién nacido pese
entre 2,7 kg y 4 kg

Solucion:

a) x = peso de los recién nacidos.
b) N(3,5;0,6)

c) P2,7<x<4)

27-35___4-35)_
06 06

=P(1,33<2<083)=Pz<083)-Pz<-133) =
=P(z<0,83) - | +P(z < ,33) = 0,7049

PR7<x<4)=P

© Grupo Editorial Brufio, S. L.

7. La binomial se aproxima a la normal

N Piensa y calcula

En una funcién de distribucion se estudia la probabilidad de la variable aleatoria nimero de hijas de las familias con dos des-
cendientes. Calcula mentalmente P(x = 1) y P(0,5 < x < |,5)

Solucion:
/4y 1/4

TEMA 13. PROBABILIDAD. DISTRIBUCION BINOMIAL Y NORMAL



® Aplica la teoria

24. El 5% de los libros prestados en una biblioteca de
un centro escolar son técnicos. Si se toman los ultimos
500 préstamos, calcula la probabilidad de que se hayan
prestado entre 25 y 30 libros técnicos.

Solucién:
a) x = Numero de libros prestados.
b) B(500; 0,05)
c) P(25 <x<30)
Se decide si se puede normalizar:
np =500-0,05=25>5
nq =500 -0,95=475>5
Se puede aproximar a una normal.
Se normaliza:
W =np =500 -0,05=25
6 = Vnpq = V500 - 0,05 - 0,95 = 4,87
B(500;0,05) = N(25;4,87)
Se corrige la continuidad y se tipifica:
P(25 < x < 30) = P(24,5 < x < 30,5) =

245-25 _ _305-25)_
4,87 487

=P-0,10<z<1,13) =
=P@z<1,13)-Pz<-0,10) =
=P@z<1,13)— (1 -Pz<0,10) = 0,4106

=P

25. Se lanza una moneda 500 veces. Calcula la probabilidad
de que salgan a lo sumo 260 caras.

Solucioén:

a) x = Numero de caras.

b) B(500; 0,05)

c) P(x <260)
Se decide si se puede normalizar:
np =500-0,5=250>5
nq =500-0,5=250>5
Se puede aproximar a una normal.
Se normaliza:
w=np=>500-0,5 =250
6 =\Vnpq=V500-0,5-05=11,I8
B(500;0,5) = N(250; I 1,18)
Se corrige la continuidad y se tipifica:
P(x < 260) = P(x < 260,5) =

= P(z < %}8250) = P(z < 0,94) = 0,8264

26. Se sabe que entre los enfermos diabéticos la proba-
bilidad de superar un infarto es del 20%. Si se tienen
200 pacientes, calcula la probabilidad de que al menos
50 superen el infarto.

Solucion:

a) x = Numero de pacientes.

b) B(200;0,2)

c) P(x = 50)
Se decide si se puede normalizar:
np=200-0,2=40>5
nq=200-0,8=160>5
Se puede ajustar a una normal.
Se normaliza:
L =np=200-02=40
6=Vnpq=200-02 0,8 =566
B(200; 0,2) = N(40; 5,66)
Se corrige la continuidad y se tipifica:
P(x = 50) = P(x > 49,5) =

—49’55,6_640) = P(z> 1,68) =

= | - P(z < 1,68) = 0,0465

= P(ZZ

27. Se lanza un dado 130 veces. Calcula la probabilidad de
que salga al menos 18 veces el nimero 4

Solucién:

a) x = Numero de cuatros.

b) B(130;0,17)

c) P(x>18)
Se decide si se puede normalizar:
np=130-0,17=22,1>5
nq=130-083=1079>5
Se puede ajustar a una normal.
Se normaliza:
w=np=130-0,17 =221
c= npq=\/m=4,28
B(130;0,17) = N(22,1;4,28)
Se corrige la continuidad y se tipifica:
P(x > 18) = P(x > 17,5) = P(ZZ—I7’5 ‘22*') =

4,28

=Pz =-1,07) = P(z < 1,07) = 0,8577
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Ejercicios y problemas

1. Probabilidad condicionada

28. Haz un diagrama cartesiano para el experimento de lan-
zar al aire dos monedas y calcula la probabilidad de ob-
tener:

a) dos caras.
b) dos cruces.

c) una caray la otra cruz.

¢ ¢
-cc cX
X xe X

b) 1/4 Q) 112

Solucioén:

a) 1/4

29. La probabilidad de un suceso A es 0,2 y la probabilidad
de un suceso B es 0,35. Calcula la probabilidad de la in-
terseccion de A y B sabiendo que son sucesos indepen-
dientes.

Solucioén:
P(A N B) = P(A) - P(B) = 0,2 - 0,35 = 0,07

30. Enunaurnahay 4 bolas amarillas y 6 verdes.Si se extraen
dos bolas, haz el diagrama de drbol del experimento cuan-
do se hace:

a) con devolucion.

b) sin devolucion.

Solucion:

A = “sacar bola amarilla” = “sacar bola verde”

’ @)
0<§
3/
3/5 ‘ <{‘
3
b)

»
/3
\',
2/
5/

TEMA 13. PROBABILIDAD. DISTRIBUCION BINOMIAL Y NORMAL

31. Haz un diagrama en arbol para el experimento de lanzar
una moneda tres veces y calcula la probabilidad de ob-
tener:

a) tres caras.

b) las dos primeras caras y una cruz.
c) la primera cara y luego dos cruces.
d) tres cruces.

1/2_»C—»CCC
12 C|/<2:x—>ccx

C
12 1/2_»C—»CXC
12 X
ﬁzx —» CXX

Solucion:

12_»C—»XCC
172
|<C<ZX—>XCX
C—»XXC
112 2 x
<:x—>xxx
a) 1/8 b) 1/8 c) 1/8 d) 1/8

2. Teoremas de la probabilidad

32. Dos maquinas se usan para producir marcapasos. La ma-
quina A produce el 75% de todos los marcapasos, mien-
tras que la maquina B produce el 25%.EI | % de todos los
marcapasos producidos por la maquina A son defectuo-
sos, mientras que el 2% de los marcapasos producidos
por la maquina B son defectuosos.

a) Dibuja un diagrama de arbol que represente esta si-
tuacion.

b) Se selecciona un marcapasos al azar de entre todos
los producidos y se encuentra que es defectuoso. En-
cuentra la probabilidad de que haya sido producido
por la maquina A.

Solucion:

A = “producido por la maquina A”
B = “producido por la maquina B”
D = “sacar marcapasos defectuoso”

2) D——» 0,0075

0,0l
A
0,75 D—>»

D—» 0,005

0,25 0,02
B
D—»

b) Se utiliza el teorema de Bayes:

0,0075

0,0125 =k

P(A/D) =



Ejercicios y problemas

33. En un supermercado, el 70% de las compras las
realizan las mujeres; de las compras realizadas por éstas,
el 80% supera los 12 €, mientras que de las compras rea-
lizadas por hombres solo el 30% supera esa cantidad.

a) Elegido un tique de compra al azar, ;cudl es la proba-
bilidad de que supere los 12 €?

b) Si se sabe que el tique de compra superalos 12 €, ;cudl
es la probabilidad de que la compra haya sido hecha
por una mujer?

Solucién:
M = “compra realizada por mujer”

S = “compra superiora 12 €”

08 o pose

07 S—

S—
a) Se aplica la regla de la suma o de la probabilidad total:
P(S) = 0,56 + 0,09 = 0,65
b) Se aplica el teorema de Bayes:

0,56

P(M/S) = 0.65

= 0,86

34. Se estima que solo un 20% de los que compran acciones
en Bolsa tienen conocimientos bursitiles. De ellos, el 80%
obtienen beneficios. De los que compran acciones sin co-
nocimientos bursatiles, solo un 10% obtienen beneficios.

Se desea saber:

a) el tanto por ciento de los que compran acciones en
Bolsa que obtienen beneficios.

b) Si se elige al azar una persona que ha comprado ac-
ciones en Bolsa y resulta que ha obtenido beneficios,
icudl es la probabilidad de que tenga conocimientos
bursatiles?

Solucion:
C = “tienen conocimientos bursitiles”

B = “obtienen beneficios”

08
@
0,2

i E — I~

0’8 0, | B — 0,08
c <:

B—»

B—»0,16

a) Se aplica la regla de la suma o de la probabilidad total:
P(B) = 0,16 + 0,08 = 0,24 = 24%
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b) Se aplica el teorema de Bayes:

0,16

P(C/B) = 5=

= 0,67

35. En una universidad existen tres facultades: A,By C.EnA
hay matriculadas 150 chicas y 50 chicos;en B, 300 chicas
y 200 chicos;y en C, 150 chicas y 150 chicos.

a) Calcula la probabilidad de que un estudiante, elegido
al azar, sea chico.

b) Si un estudiante elegido al azar resultara ser chico, jcual
es su facultad més probable?

Solucion:

A = “ser de la universidad A”
B = “ser de la universidad B”
C = “ser de la universidad C”

M—>
ISOM%:
V] sy 5100

V = “ser chico”

M = “ser chica”

M ——>
200 A 300 M 3/5
500 B 200V
300 C 2/52Y —» /5
M—>

150 M %:
150V 1272y —3/20
a) Se aplica la regla de la suma o de la probabilidad total:

P(V) = 1/20 + 1/5 + 3/20 = 2/5
b) Se aplica el teorema de Bayes:

1/20
P(A/V) = ——=1/8
(AV) 2/5

1/5
PB/V)=——=1/2
B/V) 2/5

3/20

La universidad mas probable es la B

SOLUCIONARIO
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3. Distribuciones de frecuencia

y probabilidad discretas

36. Una variable x tiene una distribucién de probabilidad da-

da por la siguiente tabla:

X; I 2 3 4 6
P; 29 19 39 29 19
Calcula:
a) P(x=7) b) P(x > 3)
c) la media. d) la desviacion tipica.
Solucién:
a)Px=7)=0 b) P(x > 3) = 1/3
ou=3 d) o = 1,49

37. Se considera el experimento de lanzar dos dados de seis

caras numerados y sumar los nimeros que se obtienen.
a) Halla la funcién de probabilidad.

b) Halla sus parametros.

Solucion:
Xi  Pi
I 2 3 4 5 6 2 1/36
|l 2 3 4 5 6 7 3 236
2 3 4 5 6 7 8 4 33
3 4 5 6 7 8 9 5 4/36
4 5 6 7 8 9 10 6 336
5 6 7 8 9 10 Il 7 636
6 7 8 9 10 Il 12 S
9 436
10 3/36
Ap=7 I 236
b) o =242 12 1736

38. Una variable x tiene una distribucién de probabilidad da-

da por la siguiente tabla:

' 1 2 3 4 5 &
P 319 419 k219 519 4/19

a) Calcula el valor de k
b) Representa la funcién de probabilidad.
c) Calcula la media.

d) Calcula la desviacion tipica.

Solucion:
a) I/19

TEMA 13. PROBABILIDAD. DISTRIBUCION BINOMIAL Y NORMAL

b) Distribucion de probabilidad

Probabilidades
b
T

4. Distribucion binomial

39. Un examen tipo test tiene diez preguntas con cuatro
respuestas cada una. Si un alumno responde aleatoria-
mente, ;qué probabilidad tiene de contestar bien a mas
de tres preguntas?

Solucion:
a) X = ndmero de respuestas acertadas.
b) B(10, 1/4)
c) P(x > 3)
Px>3)=1-P(x<3)=1-0,7759 = 0,224

40. Considera una caja que contiene 4 bolas rojas y 2 bolas
negras. Se selecciona una bola al azar, se anota su color y
se devuelve a la caja. Esta actividad se repite diez veces.
Encuentra la probabilidad de observar una bola roja seis
veces.

Solucion:

a) X = nimero de bolas rojas.
b) B(10,2/3)

c) P(x=6)

- o

41. En un centro, aprobaron Lengua el 80% de los alumnos.
iCudl es la probabilidad de que, de un grupo de 8 alumnos
elegidos al azar, solo dos hayan suspendido Lengua?

Solucion:
a) X = nimero de alumnos suspensos.
b) B(8;0,2)
c) P(x =2)

Px=2) = (g) £0,22- 0,86 = 0,2936
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Ejercicios y problemas

42. Si el 20% de las piezas producidas por una maquina son
defectuosas, ;cudl es la probabilidad de que entre cuatro
piezas elegidas al azar, a lo sumo 2 sean defectuosas!?

Solucion:
a) X = nimero de piezas defectuosas.
b) B(4;0,2)
c) P(x<2)
P(x<2) =
= (g) 10,20 0,8% + (‘I‘) 10,2083 + (‘2‘) £022-0,82 =
=0,9728

5. Distribuciones de frecuencia
y probabilidad continuas

43. Demuestra que la siguiente funcion es de densidad y cal-
culaP(5<x<6)
/3 i x e [4,7]
f(x) = .

0 si xe [4,7]

Solucion:

YX

4 7

a) f(x) = 0 para todo valor del dominio.

b) El area comprendida entre el eje X y la funciéon f(x)
en el dominio es el drea de un rectangulo:3 - 1/3 = |

Como se verifican las caracteristicas a) y b), es una
funcién de densidad.

PG<x<6)=1-13=1/3

44. Calcula la funcién de distribucién de una variable aleato-
ria cuya funcién de densidad es:

I1/5  si x € [ ,6]
f(x) = .
0 si x e [l,6]
Solucion:
X I 2 3 4 5 6
P(x<x) O 1/52/5 3/5 4/5 |
0 si x<|
F(x) = x;l si l<x<6
| si x=>6
340

A

45. Una variable aleatoria tiene la siguiente funcién de dis-

tribucioén:
0 si. x<5
F(x) = §—| si 5<x<I0
| si. x>10

Calculala P(6 <x<8)

Solucion:
P(6 <x<8)=F(®8)—F(6)=8/5-4-6/5+A=2/5

6. Distribucion normal

46. Calcula en una N(O, I) las siguientes probabilidades:
a) P(z<3,51)
b) P(z= -2,43)
c) P(z=1,62)
d) P(z<-2,38)

Solucion:

a) 0,9998

b) P(z < 2,43) = 0,9925

c) | —P(z< 1,62) =0,0526
d) | — P(z < 2,38) = 0,0087

47. Calcula en una N(0,1) las siguientes probabilidades:
a) P(2,5<z<3)
b) P(-1,34<z<1,72)
c) P(-2,14<z<-1,18)
d) P(-3,5<2<3,5)

Solucion:

a) P(z < 3) - P(z £2,5) = 0,0049

b) Pz<1,72) - P(z<—-1,34) =
=P(z<1,72) - |1 +P(z< 1,34) = 0,8672

c) Pz<-1,18)-P(z<-2,14) =
=X-P@z<1,18) -4+ P(z<2,14) =0,1028

d) Pz<3,5) -Pz<-35)=P(z<35-1+Pz<35) =
=2P(z<3,5)-1=0,9996

SOLUCIONARIO
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48. Calcula el valor de k en los siguientes casos:
a) P(z<k)=0,7881
b) P(z > k) = 0,9959

Solucién:
a)k=08 b) k = -2,64

49. Calcula en una N(16,2) las siguientes probabilidades:

2) P(x < 18) b) P(x > 14)
Q) P(I5<x < 17) d)P(17<x< I8)

Solucidn:

2) P(ZS '8; '6)=P(zs 1) = 0,8413

b) P(zz '4; I6)=P(zZ—I)=P(zS )= 08413

C)P(I5;|6SZS '7;'6)=P(—o,531£o,5)=

=P(z<0,5)-P(z<-05)=P@z<05)— | +Pz<05) =
= 2-P@z<05)— | =0,383

d) P(|7;|6 <z< '8; |6)=P(0,5£z£ )=

=Pz < 1)- Pz <0,5) = 0,1498

7. La binomial se aproxima a la normal

50. Halla la probabilidad de que al lanzar una moneda 12 ve-
ces salgan al menos 5 caras.

Solucioén:

a) x = Numero de caras.

b) B(12;0,5)

c) P(x 25)
Se decide si se puede normalizar:
np=12:-05=6>5
nq=12-05=6>5
Se puede aproximar a una normal.
Se normaliza:
w=np=12-05=6
6=Vnpq=VI12-05-05= 173
B(12;0,5) = N(6; 1,73)
Se corrige la continuidad y se tipifica:

1,73
P(z >-0,87) = P(z < 0,87) = 0,8078

P(x = 5) = P(x = 4,5) = P(ZZ 4,5—6) _

TEMA 13. PROBABILIDAD. DISTRIBUCION BINOMIAL Y NORMAL

51. En un test de 120 preguntas de verdadero o falso, halla
la probabilidad de acertar al menos 40 respuestas.

Solucién:

a) x = Numero de respuestas.

b) B(120;0,5)

c) P(x = 40)
Se decide si se puede normalizar:
np=120-05=60>5
nq=120-05=60>5
Se puede aproximar a una normal.
Se normaliza:
pL=np=120-0,5=60
6=Vnpg =120 0505 =548
B(120;0,5) = N(60; 5,48)
Se corrige la continuidad y se tipifica:

- 395-60) _

P(x > 40) = P(x = 39,5) = P(z > 5,7) =
P(z >-3,74) = P(z < 3,74) = 0,9999

52. Se sabe que una mdaquina produce un 5% de piezas de-
fectuosas. Calcula la probabilidad de que sean defectuo-
sas en una muestra de 500 piezas:

a) a lo sumo 30
b) entre 30 y 50

Solucion:
a) x = Numero de piezas defectuosas.
b) B(500; 0,05)
c) P(x <30) y P(30 < x < 50)
Se decide si se puede normalizar:
np =500-0,05=25>5
nq =500 - 0,95 =475>5
Se puede aproximar a una normal.
Se normaliza:
[ =np =500 - 0,05 =25
6 = Vnpq = V500 - 0,05 - 0,95 = 4,87
B(500;0,05) = N(25; 4,87)
Se corrige la continuidad y se tipifica:
Apartado a)
- 30,525 _
P(x < 30) = P(x < 30,5) = P(z < T) =
Pz < 1,13) =0,8708
Apartado b)
P(30 < x < 50) = P(29,5 <x < 50,5) =
_p[295-25 __ _ 50,5—25)=

4,87 4,87
= P(0,92 <7 <5,24) = P(z < 524) — P(z < 0,92) =
=1-08212=0,1788
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Para ampliar

53. Halla la probabilidad de obtener dos bolas azules al ex-
traer dos bolas de una urna que contiene 5 bolas rojas y
5 azules cuando el experimento se hace:

a) con devolucion.

b) sin devolucién.

Solucion:
A = “sacar bola azul”

R = “sacar bola roja”

a)
|/2 ‘
12 ‘4‘
12

PANA)=1/2-
b)

12=1/4

0<E

5/9
0

4/9

P(ANA) = 1/2-4/9 =2/9

54. Calcula la probabilidad de obtener dos reyes al extraer
dos cartas con devolucién de una baraja espafiola de
40 cartas.

Solucién:
R =“extraer rey”
PRNR)=1/10-1/10=1/100

55. Se lanza un dado de quinielas dos veces. Calcula la pro-
babilidad de sacar:

a) dos unos.
b) una X, condicionado a que ha salido un dos.
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Solucion:

|
[ éx
2
|
Xéx
2
/6 |
Zéx
2

a) P(IN)=1/2-112=1/4

b) P(X/2) = 113

56. Calcula la probabilidad de obtener dos nimeros que su-
men 5 al lanzar al aire dos dados.

Solucion:

I 2 3 4[5 6
I 2 3 45 6 7
2 3 4 5 6 7 8
3 4,5 6 7 8 9
415 6 7 8 9 10
5 6 7 8 9 10 Il
6 7 8 9 10 Il I2

S =“sacar dos numeros que sumen 5”
P(S) = 5/36

57. Halla la probabilidad de obtener dos bastos al extraer
con devolucién dos cartas de una baraja espafiola de
40 cartas.

Solucion:

—

sacar bastos”
PBNB)=1/4-1/4=1/16

58. Considera dos cajas con bolas de colores. La caja A con-
tiene 4 bolas rojas, | bola blanca y 3 bolas negras. La ca-
ja B contiene 8 bolas rojas, | bola blanca y 7 bolas negras.
Considera un experimento en dos etapas:primero se lan-
za un dado y luego se selecciona una bola de una de las
cajas A o B. La caja se selecciona dependiendo del resul-
tado observado al lanzar el dado.Si el resultado al lanzar
el dado esta en el conjunto {l, 2, 3, 4}, entonces se se-
lecciona al azar una bola de la caja A. De otra manera, se
selecciona al azar una bola de la caja B. Calcula la proba-
bilidad:

a) de sacar bola blanca.

b) de que se haya sacado la bola de la caja B sabiendo que
es negra.

SOLUCIONARIO
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Solucion:
A

“elegir la urna A”

B =“elegir la urna B”
R =*“sacar bola roja”
B =*sacar bola blanca”
N = “sacar bola negra”
4/8 &
4R
B 1/8 B
A/ | 3N
) 3/8
—~ 2/3 N
2 |4 R
B 12
13N, | 8R
| B 1/16 B
7N
7/1
N
a) Se aplica la regla de la suma o de la probabilidad total:
P(B)=2/3-1/8+ 1/3-1/16 = 5/48
b) Se aplica el teorema de Bayes:
7/48
PB/N) = ————=7/19
BN) 1/4 +7/48

59. El equipo directivo de cierta empresa del sector de hos-
teleria estd constituido por 25 personas de las que un
60% son mujeres. El gerente tiene que seleccionar a una
persona de dicho equipo para que represente a la em-
presa en un certamen internacional. Decide lanzar una
moneda:si sale cara, selecciona a una mujer, y si sale cruz,
a un hombre.

Sabiendo que 5 mujeres y 3 hombres del equipo directi-
vo hablan inglés, determina, justificando la respuesta, la
probabilidad de que la persona seleccionada hable inglés.

Solucién:

M = “seleccionar mujer”

V =*“seleccionar hombre”

| =“saber inglés”

| —»1/6

AT
¢ AT 113
”2 | —»3/20

7“° I —» 7120

Se aplica la regla de la suma:
P(l) = 1/6 + 3/20 = 19/60

60. En una oficina el 70% de los empleados son asturianos.
De entre los asturianos, el 50% son hombres, mientras
que de los no asturianos, solo son hombres el 20%.

TEMA 13. PROBABILIDAD. DISTRIBUCION BINOMIAL Y NORMAL

a) ;Qué porcentaje de empleados no asturianos son
mujeres?

b) Calcula la probabilidad de que un empleado de la ofi-
cina sea mujer.

c) Fernando trabaja en dicha oficina. ;Cudl es la probabi-
lidad de que sea asturiano?

Solucion:
A = “ser asturiano”
V =“ser hombre”

M = “ser mujer”

0,5 wyV—»0,35
A<:
0,7 05 *M—» 0,35
0,3 02 ., V—»0,06
A<
08 *M——» 0,24

a) P(M/A) = 0,8 = 80%
b) Se aplica la regla de la suma o de la probabilidad total:

P(M) = 0,35 + 0,24 = 0,59
c) Se utiliza el teorema de Bayes:
0,035
P(A/V) = —=———=0,
(AV) 0,35 + 0,06 B

61. El 12% de los habitantes de un pais padece cierta enfer-
medad. Para el diagndstico de ésta, se dispone de un pro-
cedimiento que no es completamente fiable, ya que da
positivo en el 90% de los casos de personas realmente
enfermas, pero también da positivo en el 5% de personas
sanas. ;Cudl es la probabilidad de que esté sana una per-
sona a la que el procedimiento le ha dado positivo?

Solucion:

E = “estar enfermo”
S =“estar sano”

P = “dar positivo”

0.9 P——»0,108

E
0,

0,12 P——>»0,012

088 0,05_wP——>0,044
S <
0.95™ AP 0836
Se aplica el teorema de Bayes:

0,044

———=10,29
0,108 + 0,044

P(A/D) =
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62. Un distribuidor de bolsas de plastico las vende en lotes
de 100. El nimero de bolsas defectuosas en un lote tie-
ne la siguiente distribucién de probabilidad:

x 0 | 2 3 4
P 09 00l 002 003 004

Calcula la media y la desviacién tipica.

Solucién:
X; P, P,-x P, - x2
0 0,90 0,00 0,00
I 0,01 0,01 0,01
2 0,02 0,04 0,08
3 0,03 0,09 0,27
4 0,04 0,16 0,64
Total 1,00 0,30 1,00
Parametros:

Media: 0,3 bolsas defectuosas.
Varianza: 0,91
Desviacion tipica: 0,95

63. Considera el experimento de lanzar dos dados de cua-
tro caras al aire. Sea x la variable aleatoria que repre-
senta el valor absoluto de la diferencia de los valores
observados. Encuentra la funcién de probabilidad de x

Solucion:
1 2 3 4
| 0 I 2 3
2 I 0 I 2
3 2 I 0 I
4 3 2 I 0
X; 0 I 2 3

P; | 02500 0,3750 0,2500 0,1250

64. Una variable aleatoria discreta tiene la siguiente distri-
bucién de probabilidad:

X; | 2 3 4 5
B; 0I5 a b c 0l

y se sabe que P(x <4) = 0,65y P(x >2) = 0,6.
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Calcula:
a) la media.

b) la desviacién tipica.

Solucion:

Para calcular los parametros se calcula previamente el
valor dea,by c:

0,I15+a+b=0,65

b+c+0,l =06
0,I5+a+b+c+0,l =1
Resolviendo el sistema, se obtiene:
a=b=c=1/4

a) Media = 2,9

b) Desviacién tipica = 1,22

65. Se lanza |2 veces una moneda. Calcula:
a) la probabilidad de obtener 5 caras.
b) la esperanza matemdtica de que salga cara.

c) la desviacién tipica.

Solucion:
* x = Numero de caras.
* B(12;0,5)

a) P(x = 5) = ('52) £0,55- 0,57 = 0,1934

b)u=np=12-05=6
c) 6=\npg=VI2-0,5-05=1,73

66. Se lanza un dado 5 veces. Calcula:
a) la probabilidad de obtener tres cuatros.
b) el nimero medio de cuatros obtenidos.

c) la desviacién tipica.

Solucion:
* x = Numero de cuatros.
* B(5; 1/6)

2) P(x = 3) = (';’) : (—2)3 : (%)2 =0,0322
b)pu=np=5-1/6=083

c) 6 =VNnpq=V\5"1/6 - 5/6 =0,83

67. Un determinado antibiético produce efectos secunda-
rios en el 25% de las personas que lo toman. Lo ingieren
ocho personas. Calcula la probabilidad de que sufran
efectos secundarios:

a) a lo sumo dos personas.

b) mas de dos personas.

SOLUCIONARIO
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Solucion:

* x = Numero de personas con efectos secundarios.

* B(8;0,25)

a) P(x<2) =
= (g) 0,758 + (?) 0,250,757 + (g) 0,252 0,756 =
= 0,6785

b) P(x>2)=1-P(x<2)=0,3215

68. Una moneda esta trucada de forma que la probabili-
dad de obtener cara es 3/7.Se lanza la moneda 10 veces.
Calcula:

a) la probabilidad de obtener cinco caras.
b) la probabilidad de obtener a lo sumo dos caras.

Solucion:

* x = Numero de caras.

- B(10;3/7)
2) P(x = 5) = ('50) : (%)5 : (;)5 = 02220
b) Px < 3) =
10 9 2 8
= (o) ()« (V)3 (5 (5)- )+ 5) =
=0,1255

69. Calcula el valor de k para que la siguiente funcién sea de
densidad de una variable aleatoria, y calcula la P(3 <x < 4)

(o) = kx si x € [0,4]
=10 & xe04

Solucién:
a) La funcién debe cumplir:
¢ f(x) = 0 para todo valor del dominio.

* El drea comprendida entre el eje X y la funcion f(x)
en el dominio debe ser |

%=I:>k=l/8

b) Se calcula el area del trapecio de la figura:

AY
|

H2

X

I 2 3 4

12 +3/8

PE<x<4) ==

I =7/16

TEMA 13. PROBABILIDAD. DISTRIBUCION BINOMIAL Y NORMAL

70. Calcula el valor de k para que la siguiente funcién sea de
densidad de una variable aleatoria,y calcula la P(2 <x < 3)

_Jkx+1) si xe [0,4]
fed = {o si xe [0,4]

Solucion:
a) La funcion debe cumplir:
* f(x) = 0 para todo valor del dominio.

* El drea comprendida entre el eje X y la funcion f(x)
en el dominio debe ser |

5"2”‘ 4=1=k=1/12

b) Se calcula el drea del trapecio de la figura:

AY
5H2

1H2

YX

I 2 3 4

_13+1/4
2

PR<x<3)= 1 =714

71. En una distribucién N(0,1), calcula:
a) P(z>-1,75)
b) P(z <-2,38)
c) P(0,25<z<1,65)
d)P(-2<2<2)

Solucion:

a) P(z < 1,75) = 0,9599

b) | — P(z < 2,38) = 0,0087

c) P(z< 1,65) - P(z<0,25) =0,3518

d)Pz<2)-P(z<-2)=Pz<2)-1+P(z<2)=
=2P(z<2)- | =0,9544

72. En una distribucién N(18;2,5), calcula:
a) Px>17)
b) P(I5<x<2l)

Solucion:

a) P(x > 17) = P(ZZ

= P(z < 0,4) = 0,6554
15-18 ___21-18)_
25 2,5
=PC12<2<12)=P@z<12)-Pz<-12)=

=Pz<12)-1+Pz<12)=2P@z<12)—1=07698

I\

b) P(I5Sx£2|)=P(
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73. En una normal N(0,1), calcula el valor de k en los si-
guientes casos:

a) P(z > k) = 0,9066
b)Pk<z<k)=08

74. En una distribucién N(8; 1,5), calcula el valor de k en
los siguientes casos:

a) P(x >k ) = 0,05
b) P~k <x < k) = 0,99

Solucion: Solucion:
2) k==l 2) P(zz "‘8):0,05:>P(zs k‘8):0,95
b) Pk<z<k)=P@z<k)-P@z<-k) = 1,5 o
=Pz<k)— | +P@z<k)=2Pz<k)— | k=8 _ | 64=k=1046
1,5
_ _08+1 _ ’
Apesly I =uE= s g 2 EhE= b) P—k <x <k) = 2P(x <Kk) - | =0,99 =
k=128 P(x < k) =7°'992+ | = 0,995
e k-8 _ _
ipificando: 5 =258=k=11,87
Problemas

75. Una caja contiene 7 tarjetas de la misma forma y tama-
fio:4 de color amarillo y 3 de color rojo.Se extrae de ella
al azar una tarjeta, se anota su color y, sin devolverla a la
caja, extraemos de ésta una segunda tarjeta. Se pide:

a) escribir el espacio muestral.
b) hallar la probabilidad de cada uno de los sucesos ele-
mentales del espacio muestral.

Solucion:

A =*sacar bola amarilla”

R = “sacar bola roja”
E={(AA). (A R), (R,A), (R,R)}

»
{
)
4/7
R
11 —>|/7

76. Se ha realizado un estudio entre 800 estudiantes, obte-
niéndose los datos siguientes: hay 440 mujeres, de las
cuales cursan estudios técnicos 300 y el resto estudian
humanidades. De los 360 varones, 200 cursan estudios
técnicos y |60 humanidades.Se selecciona al azar un alum-
no. Se pide:

—»2/7

—»2/7

a) probabilidad de que estudie humanidades si se sabe
que es varon.

b) probabilidad de que la persona elegida sea mujer si se
sabe que realiza estudios técnicos.
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c) ¢Son independientes los sucesos ser varon y estudiar
humanidades?

Solucion:

M = “ser mujer”

V =*“ser varén”

T =“realizar estudios técnicos”

H = “realizar estudios de humanidades”

0,68 y T—» 0,374
M <
0,32

0,55 H—»0,176

0,45 0,56 v 1 —»0.252
v <:
0

A4 BH—»0,198

a) P(H/V) = 0,44

b) Se aplica el teorema de Bayes:

0,374
PMIT) = ——2% =,
M) = 5374+ 0252~ 0%
¢) P(V) = 0,45
P(H) = 0,374

P(V) - P(H) = 0,168
P(V N H) =0,198 = P(V N H) = P(V) - P(H)
Son dependientes.

77. En una asesoria fiscal se ha contratado a tres personas
para hacer declaraciones de renta. La primera de ellas se
encarga de efectuar el 30%, la segunda el 45% y la terce-
ra el 25% restante. Se ha comprobado que de las decla-
raciones realizadas por la primera persona, el 1% son
erréneas, la segunda comete errores en el 3% de los ca-
sos y la tercera en el 2% de los casos.

SOLUCIONARIO
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a) Calcula la probabilidad de que al elegir al azar una de-
claracién de la renta, ésta sea errénea.

b) Al elegir una declaracién que resulté correcta, jcual
es la probabilidad de que la haya realizado la segunda
personal

Solucién:

A = “estar realizada por la primera persona”
B = “estar realizada por la segunda persona”
C = “estar realizada por la tercera persona”

E =“declaracién errénea”

00l _wE—>0,003

0,§:E — 0,297

0,03 _vE—>00I35

0,§IE —» 0,4365

0,02_y E—»0,005

0,§:E —» 0,245

a) Se aplica la regla de la suma o de la probabilidad total:
P(E) = 0,003 + 0,0135 + 0,005 = 0,0215

b) Se utiliza el teorema de Bayes:

0,4365
0,297 + 0,4365 + 0,245

= 0,45

P(B/E) =

78. Un estuche contiene 5 lapices de igual forma y tamafio:
2 de color azul y 3 de color verde. Se extrae un lapiz del
estuche y,a continuacion, sin devolucién, se extrae otro
lapiz. Se pide:

a) escribir los sucesos elementales que definen los suce-
sos M = "Solo ha salido un lapiz de color verde" y
N = "El segundo lapiz extraido es de color azul".

b) calcular las probabilidades de los sucesos M, Ny
MNN

c) Estudia la independencia de los sucesos M y N.Razo-
na la respuesta.

Solucion:
A = “sacar lapiz de color azul”

V = “sacar lapiz de color verde”

A 3y |[—»1/10
A | T
3v | O
A | A 30
A 2/5 2V
¥ o x| 1A [—>3i10
3/5 2A 4 2V
2V \4
112 f\‘/‘ 3300

TEMA 13. PROBABILIDAD. DISTRIBUCION BINOMIAL Y NORMAL

a) M=(ANV)U (VNA)
N=ANA)UMNA)
b) P(M) = 3/10 + 3/10 = 3/5
P(N) = 1/10 + 3/10 = 2/5
MNN=(VNA)
P(M N N)=3/10
c) P(M) - P(N) = 6/25
P(M N N) # P(M) - P(N) = Son dependientes.

79. En un quiosco ganan 150 € diarios si no llueve,y si llue-
ve pierden 20 € al dia. Si la probabilidad de lluvia es 0,3,
icudl es la ganancia esperada ese dia?

Solucion:
uw=150-0,7-20-0,3=99 €

80. Una variable aleatoria x toma los valores 1,2,3,4y 5,y
las probabilidades que toma cada valor son P(x =x;) =k - x,,
siendo k un nimero real.

a) Calcula el valor de k
b) Calcula P(x < 4)

Solucion:
a) k+2k+3k+4k +5k=1=k=1/15
b) P(x <4) = I/15+2/15 + 3/15=6/15=2/5

81. Enunjuego con una baraja espaiola con 40 cartas,una per-
sona recibe |5 céntimos cuando saca una sota o un caba-
llo,y 5 céntimos si saca un rey o un as. Si saca cualquier
otra carta, tiene que pagar 4 céntimos. ;Cudl es la ganan-
cia esperada para una persona que entra en el juego?

Solucion:
w=15-8/40+5-8/40—-4-24/40=8/5= 1,6

82. Un tratamiento contra la hipertension arterial produce
una mejoria en el 75% de los casos. Se administra el tra-
tamiento a cinco pacientes. Calcula:

a) la probabilidad de que los 5 pacientes mejoren.
b) la probabilidad de que 3 pacientes no obtengan me-
joria.
Solucién:
* x = Numero de pacientes que mejoran.
* B(5;0,75)

a) P(x = 5) = (2) £ 0,755 = 0,2373

b) P(x = 2) = (i) -0,752 - 0,253 = 0,0879
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83. La probabilidad de que el proceso en el horno de seca-
do de pinturas para coches sea defectuoso es del 2%. Se
han secado 100 coches. Calcula:

a) el numero medio de secados defectuosos.

b) la desviacion tipica.

Solucion:

* x = NUmero de secados defectuosos.
» B(100;0,02)

a) u=np=100-0,02=2

b) 6 = Vnpq =V 100 - 0,02 - 0,98 = |,4

84. De una baraja espafiola se extraen |12 cartas, con devo-
lucién. Calcula:

a) la probabilidad de obtener a lo sumo dos reyes.

b) el nimero medio de reyes.

Solucién:

* x = Numero de reyes.
* B(12;0,1)

a) Px<2) =

=(12) . 99124 (12} .01.09"" +('2].912.090=
(0) 0,9 (I) 0,1 -0,9 ) 0,1--0,9

=0,8891
b)u=np=12-0,1 = 1,2

85. Un test de inteligencia esta compuesto de 80 preguntas,
cada una de las cuales tiene cuatro respuestas de las que
solo una es correcta. Se contesta aleatoriamente. Halla
la media, la varianza y la desviacién tipica del nimero de
preguntas acertadas.

Solucién:

* x = NUmero de respuestas acertadas.
* B(80; 0,25)
au=n-p=80-025=20
b)V=n-p-q=80-0,25-0,75=15
o=VV=\I5=387

86. La probabilidad de que un jugador de golf haga hoyo en
un lanzamiento a 12 m de distancia es 0,4. Realiza 5 lan-
zamientos. Calcula:

a) la probabilidad de obtener 5 hoyos.
b) la probabilidad de obtener a lo sumo 2 hoyos.
c) el ntmero medio de hoyos.

d) la desviacion tipica.

Solucién:
* x = Numero de hoyos.
* B(5;0,4)
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a) P(x = 5) = (g) -0,45=0,0102

a) P(x<2) =
=(5) . 065+ (3] -04-06*+ () 042063 =
(0) 0,6 (I) 04-06 5 04“-0,6
= 0,6826

ogu=np=5-04=2

d)o=Vnpq=V5-04-06= I,

87. La duracion de cierto tipo de bateria sigue una distribu-
ciéon normal de media 3 afios, con una desviacion tipica
de 0,5 afios.

a) ;Qué porcentaje de baterias se espera que duren en-
tre 2 y 4 afios!?

b) Si una bateria lleva funcionando 3 afios, ;cudl es la
probabilidad de que dure menos de 4,5 afios?

Solucion:
* x = NUmero de afnos.
* N(3;0,5)
_pl2-3 4-3)_
a) P(ZSXS“)_P(FSZSO_,S)_
=P(-2<z<2)=P@z<2)-P@z=<-2)=
=Pz<2)-1+P@z<2)=

=2P(z<2) - | =0,9544 = 95,44%
3-3 45-3
< < = <7< 2 =
b) P(3 £ x<4.,5) P( 05 <z< 05 )

=P(0 <z <3)=P(z<3)- Pz <0) = 0,4987

88. Eltiempo que una persona sana invierte en recorrer |0 km
esta normalmente distribuido con una media de 60 mi-
nutos y una desviacion tipica de 9 minutos.

a) Calcula la probabilidad de que una persona sana in-
vierta menos de 50 minutos.

b) Calcula la probabilidad de que una persona sana in-
vierta menos de 55 minutos o mas de 65 minutos.

c) En una fiesta de animacion al deporte participan
500 personas sanas. Calcula cuantas de ellas invertiran
en hacer el recorrido entre 50 y 60 minutos.

Solucion:

* x = Tiempo en minutos que se invierte.

- N(60;9)
a) P(x < 50) = P(ZS50’+60)= Pz<—1,11)=

=1 -P@z<1,11)=0,1335

SOLUCIONARIO
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b) P(x < 55) + P(x > 65) =
55— 60 65 — 60
= <= _ " |+ <= _ " |=
P(Z‘ 5 ) P(Z‘ 5 )

= P(z <-0,56) + P(z > 0,56) =
=1 -P(z<056) + | —P(z<056) =
=2 - 2P(z < 0,56) = 0,5754

c) 500 - P(50 < x < 60) =

50_60SZS 60—60) _

9 9
=500-P(-I,11<z<0)=
=500 [Pz<0)-P@Ez<-1,I1)]=
=500 [P<0)—1+P@Ez<1,11)] =
=500 - 0,3665 = 183,25 = 183 personas.

=500 P

89. El nimero de libros prestados semanalmente en la bi-
blioteca de un centro escolar sigue una distribucion
normal de media 25 y desviacién tipica 1,5. Calcula la
probabilidad de que en una semana se presten entre
25y 30 libros.

Solucion:
a) x = Numero de libros prestados semanalmente.
b) N(25; 1,5)

25 — 25 30-25
=P <z< =
5 7T 15

=P0<z<333)=P@z<333)-Pz<0)=
=0,9996 — 0,5 = 0,4996

¢) P(25 < x < 30)

90. En un estudio realizado por una empresa hotelera, la dis-
tribucién del tiempo de estancia del viajero en el hotel
fue normal, con una media de 3,7 dias y una desviacion
tipica de |, 1 dias.

a) ;Qué probabilidad habra de que un viajero permanezca
en el hotel entre 2 y 5 dias?

b) De 500 viajeros, jcuantos habran permanecido entre
4y 7 dias?

Solucion:
¢ x = Dias de estancia.
* NG3,7; 1,1)

2) PRx<5) =P 23l c <3037 )2

1 L
=P1,55<z<1,I8) =
=Pz<1,18)—P(z<—155) =
=P@z<1,18)— | + Pz < 1,55) = 0,8204

TEMA 13. PROBABILIDAD. DISTRIBUCION BINOMIAL Y NORMAL

b) 500 - P4 <x <7) =
_p[4-37 737\,
N N
=500 - P(027 <z<3)=
=500 - [Pz < 3) - P(z < 027)] =

=500 - 0,3923 = 196,15 = 196 personas.

91. La edad de una poblacién se ajusta a una normal de me-
dia 27 afios y una desviacion estandar de 1,8 afios. Si se
toman aleatoriamente 230 personas, jcudntas estardn
comprendidas entre los 25 y los 30 afios?

Solucion:
a) x = Afos de edad.
b) N(27; 1,8)
c) 230 - P25<x<30) =
230 - P 25-27 ., 30-27) _
1,8 1,8
=230 -P-1,11<z<1,67)=
=230 [P(z<1,67) —Pz<-1,11)] =
=230 [Pz<1,67)— | +Pz<I,11)] =
=230-0,819 = 188,37 = 188 personas.

Para profundizar

92. El estudio de un cuestionario sobre el grado de satisfac-
cién de los usuarios de servicios publicos revela que la
satisfaccion sigue una distribucién normal, con una nota
media de 5,7 puntos y con una desviacion tipica de
0,5 puntos.

a) Calcula la probabilidad de que la calificacién de un usua-
rio esté entre 6 y 7 puntos.

b) De 1 000 usuarios, jcuantos habrin otorgado una no-
ta entre 4 y 6 puntos?

Solucion:
* x = Nota de satisfaccion.
* N(5,7;0,5)

6-57___7-57
P6<x<7) =P8 <, <757}
2) Pe=x=7) (05 z QS)

= P(0,6 <2<26) =P(z<26) - P(z<0,6) =0,2696
b) 1000 -P(4<x<6)=
4-57 6-57
1 000 - P 22 <z< oL | =
( 05 05 )
1000 - P(-3,4<z<0,6) =
1 000 [P(z < 0,6) — P(z < —3,4)] =
1000 [P(z<0,6)— | +Pz<34)]=
1 000 - 0,7254 = 725,4 = 725 personas.
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Ejercicios y problemas

93. El tiempo T requerido para completar una solicitud de
asistencia econdmica tiene una distribucién normal
de media 45 minutos y desviacion estandar de 5 minu-
tos. Encuentra la probabilidad de que una persona relle-
ne la instancia:

a) en menos de 40 minutos.
b) en 35 a 55 minutos.

Solucion:

* x = Tiempo en minutos.

* N(45;5)

a) P(xg40)=P(zs@)=P(zg_l)=
=1-P@z<1)=0,1587

b) P(35£x£55)=P(35;45 Py 55;45)=

=P-2<2<2)=Pz<2)-P@z<-2)=
=Pz<2)- | +P(z<2) =2P@z<2) - | =0,9544

94. Un atleta de tiro con arco da en el centro de la diana el
60% de los lanzamientos. Se supone que todos los tiros
son en las mismas condiciones. Calcula la probabilidad
de que en 50 lanzamientos acierte al menos en 30 oca-
siones.

Solucién:

a) x = Numero de dianas.

b) B(50; 0,6)

c) P(x = 30)
Se decide si se puede normalizar:
np=50-0,6=30>5
nq=50-04=20>5
Se puede ajustar a una normal.
Se normaliza:
p=np=50-0,6=30
6=Vnpq=50-0604 =346
B(50; 0,6) = N(30; 3,46)
Se corrige la continuidad y se tipifica:
P(x = 30) = P(x > 29,5) = P(z > M) =

3,46

P(z>-0,14) = P(z<0,14) = 0,5557
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95. Los paquetes recibidos en un almacén se ajustan a una
distribucién normal de media 300 kg y una desviacion ti-
pica de 50 kg. ;Cual es la probabilidad de que 25 de esos
paquetes, elegidos al azar, excedan el limite de carga del
montacargas donde se van a meter, que es de 8200 kg?

Solucion:

a) x = Peso en kilos del paquete.
b) N(300; 50)

c) 8200 <25 -x = x> 328 kg

>328,5-300) _
50

=P(z>0,57) = | — P(z < 0,57) = 0,2843

P(x > 328,5) = P(z

96. La frecuencia cardiaca de los varones fumadores es una
variable aleatoria que se ajusta a una normal de media
70 Ipm. Calcula:

a) la desviacion tipica, sabiendo que la probabilidad de que
un varén fumador tenga mas de 80 Ipm es de 0,0228

b) Si se mide el ritmo cardiaco a 400 varones, ;jcuantos
tendran entre 60 y 70 Ipm?

Solucion:

* x = Numero de latidos por minuto.

* B(70;0)

a) P(x = 80) = 0,0228
P(x > 80) = | — P(x < 80) =0,0228 =
= P(x < 80) =0,9772

Tipificando:
P(z < M) = 09772
o
80-70_53,6=5
c

b) 400 - P(60 <x<70) =400 ‘- P(-2<z<0) =
= 400[P(z<0)— | +P(z <2)] =400 - 0,4772 =
= 190,88 = 191 personas.

SOLUCIONARIO
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Linux/Windows Calc k&

Paso a paso

Windows Excel ix:

97. Laprobabilidad de que al lanzar una chincheta que-
de con la punta hacia arriba es de 2/3. Se lanzan
10 chinchetas.

* Calculala probabilidad de que queden exactamente
6 con la punta hacia arriba.

* Calcula los pardmetros.

* Calcula la probabilidad de que queden a lo sumo
6 con la punta hacia arriba.

Solucién:

Resuelto en el libro del alumnado.

98. Define un procedimiento para calcular la probabi-
lidad en una distribucién N(0, 1). Calcula:

a) P(z<1,21) b) P(z>1,21) ¢) P(0,47 <2< 1,78)

Solucién:

Resuelto en el libro del alumnado.

Practica

99. Define un procedimiento para calcular la probabi-
lidad en una distribucién N(H, G). Aplicalo al si-
guiente problema:

Se sabe que el peso de las personas mayores de 18 afios
de una ciudad se distribuye normalmente con una
media de 72 kg y una desviacién tipica de 6 kg. Cal-
cula la probabilidad de que una persona tomada al
azar pese:

* menos de 80 kg
* mds de 80 kg
* entre 70 y 80 kg

Solucién:

Resuelto en el libro del alumnado.

100. Internet. Abre: www.editorial-bruno.es, clige
Matemdticas, curso y tema.

101. Utilizando la hoja correspondiente, calcula las si-
guientes probabilidades y los pardmetros corres-
pondientes:

a) En una B(5; 0,4), P(x = 3)
b) En una B(7; 0,1), P(x < 5)

¢) En una B(20; 0,3), P(x = 10)
d) En una B(15; 0,7), P(x = 14)
e) En una B(22; 0,6), P(x<9)
f) En una B(50; 0,5), P(x < 25)

TEMA 13. PROBABILIDAD. DISTRIBUCION BINOMIAL Y NORMAL

Solucién:

a) P(x = 3) = 0,2304
w=2
o=1,1

b) P(x < 5) = 0,9999
w=0,7
c=0,79

c) P(x = 10) = 0,0308
L=06
c =205

d) P(x = 14) = 0,0305
u=10,5
c=177

e) P(x<9) =0,0551
w=13,2
c=23

f) P(x £25) = 0,5561
u=25
G =354



Linux/Windows Calc k&

102. Utilizando la hoja correspondiente, resuelve el si-
guiente problema:
Un test de inteligencia estd compuesto de 80 pre-
guntas, cada una de las cuales tiene cuatro respues-
tas de las que solo una es correcta. Si se contesta
aleatoriamente, halla la media, la varianza y la des-
viacién tipica del nimero de preguntas acertadas.

Solucién:

a) x = Numero de respuestas acertadas.

b) B(80; 0,25)

c) U=20
V=15
o = 3,87

103. Utilizando la hoja correspondiente, calcula en una

N(0, 1) las siguientes probabilidades:

a) P(z<£0,5)

b) P(z<1,72)

c) P(z>2,4)

d) P(z<-3,56)
Solucién:
a) 0,6915 b) 0,9573
c) 0,0082 d) 0,0002

104. Utilizando la hoja correspondiente, calcula en una

N(0, 1) las siguientes probabilidades:
a) P(1,5<52<2)

b) P(-2,3<2<3,7)

) P(-3,4<2<-1,8)
d)P1,6<2<1,6)

Solucién:

a) 0,0441  b) 0,9892 ¢ 0,0356  d) 0,8904
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Windows Excel ix:

105. Utilizando la hoja correspondiente, calcula en una

N(20, 4) las siguientes probabilidades:
a) P(x<25)

b) P(x>17)

c) P(23<£x<27)

d) P(15<x<18)

Solucién:

a) 0,8944  b) 0,7734  ¢) 0,1866  d) 0,2029

106. El peso de los recién nacidos sigue una distribucién
normal de media 3,5 kg y una desviacién tipica de
0,6 kg. Calcula la probabilidad de que un recién na-
cido pese entre 2,7 kgy 4 kg

Solucién:

a) x = Peso de un recién nacido.
b) N(3,5; 0,6)

c) P(2,7 <£x<4)=0,7065

107. El nimero de libros prestados semanalmente en la
biblioteca de un centro escolar sigue una distribu-
cién normal de media 25 y desviacién tipica 1,5.
Calcula la probabilidad de que en una semana se
presten entre 25 y 30 libros.

Solucién:

a) x = Nuamero de libros prestados semanalmente.
b) N(25; 1,5)

c) P(25 <x<30) = 0,4996

SOLUCIONARIO
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