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MATEMATICAS Il

Después de leer atentamente el examen, responda razonadamente cuatro preguntas cualesquiera a
elegir entre las ocho que se proponen.

TIEMPO Y CALIFICACION: 90 minutos. Cada ejercicio se calificara sobre 2,5 puntos.

El estudiante debera indicar la agrupacion de preguntas que respondera. La seleccién de preguntas
debera realizarse conforme a las instrucciones planteadas, no siendo valido seleccionar preguntas que
sumen maés de 10 puntos, ni agrupaciones de preguntas que no coincidan con las indicadas, lo que
puede conllevar la anulacién de alguna pregunta que se salga de las instrucciones.

X+y=a
Blogque 1.A Dado el sistema <(2—-a)x+2y=1 aeR

ax=a
a) Estudia la compatibilidad segun los valores de a. (1.5 puntos)
b) Resuélvelo cuando sea posible. (1 punto)

X+1 Xx+1 x-2
Bloque 1.B Dada la matriz A=| X X 2-x| xeR
X x-1 X
a) Calcula su determinante aplicando sus propiedades y estudia cuando es invertible la matriz.

(1.5 puntos)
b) Para x=1, calcula su inversa (1 punto)
3
Bloque 2.A. Dada la funcion f(x) = 2X 2+1.
X
a) Estudiay calcula su dominio de definicion y sus asintotas. (1.25 puntos)
b) Halla, si existen: maximos y minimos relativos y calcula sus intervalos de crecimiento y
decrecimiento. (0.75 puntos)
c) Haz un esbozo de su grafica. (0.5 puntos)
Bloque 2.B. Calcula:
) lim—Sen(x) —xe (1.25 puntos)

x>0 x? —2¢0s(X)+2

b) Una primitiva de la funcién f(x) =xcos(x)—e™ cuya gréafica pase por el punto (0, 3).
(1.25 puntos)
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Bloque 3.A. Sean A(2, 1, 0), B(5, 5, 0) y C(2, 1, 5) tres vertices de la cara S de un cubo (cuadrados
iguales) y E(—2, 4, 0) un vértice de la cara opuesta. Se pide:

a) El cuarto vértice D de la cara S. (1 punto)
b) La ecuacion del plano 7 que contiene la cara opuesta de S. (1 punto)
c) ¢Cuél es el vertice de la cara S adyacente a E? (0.5 puntos)

TiX+y-2z=3

Bloque 3.B. Dados dos planos { i . Sea P un punto de m cuya proyeccién ortogonal

T.X—2=5
sobre " es el punto A(5, 1, 0)
a) Calcula las ecuaciones implicitas de la rectar que une Py A. (1.5 puntos)
b) Calcula el punto P. (1 punto)

Bloque 4.A. En un curso de un instituto hay tres clases: la clase A con 50 alumnos, la clase B con
30y la clase C con 20. Cada clase tiene un profesor distinto de matematicas. Con el profesor de la
clase A aprueban el 40 % de los alumnos, con el de la clase B el 50 % y con el de la clase C el 75
% de los alumnos. Se coge al azar un alumno del curso. Calcula:

a) La probabilidad de que el alumno haya aprobado matematicas. (1.25 puntos)
b) Sabiendo que ha aprobado, cual es la probabilidad de que sea de la clase B. (1.25 puntos)

Bloque 4.B. En una pumarada la produccion en kilogramos de cada manzano sigue una
distribucion normal de media L = 50 y desviacidn tipica o = 10. Calcula:

a) La proporcion de arboles que dan entre 30 y 60 kilogramos. (1.25 puntos)

b) EI numero de kilogramos por arbol a los que no llegan o igualan el 60 % de los arboles.
(1.25 puntos)

(Algunos valores de la funcion de distribucion de la distribucién normal de media 0 y desviacion
tipica 1: F(x) = P(Z<x); F(2) = 0.9772; F(1) = 0.8413; F(1.5) = 0.9332; F(0.5) = 0.6915;
F(0.2533) =0.6; F(0.5244) = 0.7; F(0.8416) = 0.8)
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SOLUCIONES:

X+y=a
Bloque 1.A Dado el sistema <(2—a)x+2y=1 aeR

ax=a
a) Estudia la compatibilidad segun los valores de a. (1.5 puntos)
b) Resuélvelo cuando sea posible. (1 punto)
1 1
a) La matriz de coeficientes asociada al sistemaes A=|2-a 2
a o0

El rango de A puede ser 2 cuando algin menor de orden 2 tiene determinante no nulo.
Tenemos los menores de orden 2 siguientes:

1 1
Filal?y 22 > =2-2+a=a
2—-a 2
2—-a 2
Fila2ay 32 > ‘:—Za
a o0
11
Filalry 32 > ‘z
a o0

Todos son nulos cuando a=0
Distinguimos dos casos distintos: a=0y a=0.

CASO1. a=0
En este caso el menor que resulta de quitar la fila 22 tiene determinante no nulo y el
rango de A es 2.
1 1l a
Veamos el rango de la matriz ampliada A/B=|2—-a 2 1 | que puede ser 3.
a 0 a

1 1 a
Su determinante vale [2—a 2 1|=2a+a-2a*-2a+a’=-a’+a
a 0 a
: ) a=0
Este determinante es nulo cuando —a*+a=0=a(-a+1)=0= X
a:

Se distinguen 2 subcasos diferentes:

CASOla a#0ya=1

En este caso el determinante anterior es no nulo y el rango de A/B es 3.
Rango de A =2 # 3 = Rango de A/B.
El sistema es incompatible.

CASO 1b. a=1
En este caso el determinante anterior es nulo y el rango de A/B es 2.
Rango de A = 2 = Rango de A/B = Numero de incognitas.
El sistema es compatible determinado.

CASO 2. a=0
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En este caso veamos como queda el sistema.

X+y=0 X+y=0
X+y=0
2x+2y:1:>{2X 5 1:> 1
+2y= X+y==
0=0 y y 2
Este sistema es incompatible, pues las dos ecuaciones no se pueden verificar de forma
simultanea.

Resumiendo lo obtenido:
Para a=1 esincompatible y para a=1es compatible determinado.

b) Lo resolvemos para a=1.
Xx+y=1 x+y=1

1+y=1 =0
x+2y=1={x+2y=1={ ) =77 S[y=q
(=1 1+2y=1 =

= x=1

La solucion es
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X+1 Xx+1 x-2
Bloque 1.B Dada la matriz A=| X X 2-x| xeR
X x=-1 X
a) Calcula su determinante aplicando sus propiedades y estudia cuando es invertible la matriz.

(1.5 puntos)
b) Para x=1, calcula su inversa (1 punto)
a)
X+1 Xx+1 x-2 0 x+1 x-2
|Al=] x X 2-x/={Columnal® — Columna2*}=0 x 2-Xx|=
X x-1 X 1 x-1 X
0 2x+1 0
={Fila1®+Fila2*} =0  x 2—x:(2x+1)(2—x):—2x2+3x+2
1 -2 2

Averiguamos cuando el determinante sea anula.

1
(2x+1)(2—-X)=—2X° +3x+2=0=> 2Xx+1=0= X_—E

2-x=0=>x=2
. : . . 1
Es invertible cuando el determinante es no nulo, es decir, cuando x#2y x# ——

b) Para x=1 es invertible y calculamos su inversa.

2 2 -1
A=l1 1 1 |condeterminante (2+1)(2-1)=3=0
1 0 1
2 11 10 2 0 2 1
+ - +
Adjl 2 1 0 1 1 -1 1 -1 1 L o 3
Adj (A 111 1 2 1 |2 1 -
|A 3 3 1 -114 -1 1] 3
-1 2 0
11 2 1 2
+ - +
1 0 2 0 2
1/3 -2/3 1
A'=| 0 1 -1
-1/3 2/3 0
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3
Bloque 2.A. Dada la funcion f(x) = 2X 2+1.

X
a) Estudiay calcula su dominio de definicion y sus asintotas. (1.25 puntos)
b) Halla, si existen: maximos y minimos relativos y calcula sus intervalos de crecimiento y
decrecimiento. (0.75 puntos)
c) Haz un eshozo de su grafica. (0.5 puntos)

a) El dominio de definicién son todos los valores reales salvo los que anulan el denominador,
es decir, el dominio es R —{0} .

Asintota vertical. x=a

3
lim fo0=lim 2 -1
x—0" x>0 X 0"
3
lim £ = lim 2oL
x—0" x—>0" X 0"
x =0 es asintota vertical.
Asintota horizontal. y=b
3 3
b=lim f () = lim 22 = 1im 25— lim 2x = oo
X—00 X—»00 X X—»00 X X—>00
No tiene asintota horizontal.
Asintota oblicua. y=mx+n
2x° +1
2 3
mtim 10 i i 262X
X—00 X X—0 X X—00 X X—00 Xa/
3 3 3
n=lim(f () —mx)=lim| 2 oy | im 220 i L1 g
X—00 X—>00 X X—>00 X X—00 X o0
y = 2x es la asintota oblicua.
b) Utilizamos la derivada de la funcién.
3 6x°x> —2x(2x* +1 44yt 4_ 24X (x*-1
f(x):2X2+1:>f'(x): 4( ):6x 41( 2x:2x 42x: (/{3 )
X X X X X

2(x*-1
f'(x):0:¥:02x3—1:0:>x3:1:>x:i/izl
X

Como el dominio es R —{0} , vemos cémo evoluciona la funcién antes de 0, entre 0y 1y
después de 1.

2((-1)" 1)
(-1

e En (-«,0)tomo x =-1Yy laderivada vale f'(-1)= =4>0. La funcion

crece en (—,0).

_ ) 2(05°-1) 3
e En (0,1) tomo x = 0.5y la derivada vale f (0.5)=————=<0. La funcién

0.5°

decrece en (0,1).
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. o 2(2-1) 7 »
e En (L+w) tomox =2y laderivadavale f'(2)=———= rie 0. La funcion

crece en (1,+0).

La funcién crece en (—o,0)U(1,+00) y decrece en (0,1)

i : $ & :
-2 -1 0 1 2
Como x = 0 esté excluido del dominio, la funcion presenta un minimo en x = 1.

Como f(1) = 2T+1 =3 el punto minimo tiene coordenadas (1,3).

c) Completamos la informacion obtenida con una tabla de valores y podremos esbozar la
gréafica de la funcién.

3
X | f(x)= 2xX2+1 ) /

-2 | -15/4=-3.75 /

3 Minimo Minimo /
17/4=4.25 /

-1 1 ) /
Lyi=2x
0.5 5 5 3 Asintota oblicua
1 4

6.1 ) J

2x° +1

J(x)=

=

lx=0

/ Asintota vertical
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Bloque 2.B. Calcula:
a) lim sen(x) —xe

1.25 puntos
x>0 x? —2¢0s(X)+2 ( P )

b) Una primitiva de la funcion f(x) =xcos(x)—e™ cuya gréafica pase por el punto (0, 3).

(1.25 puntos)
a)
Zsen(x) —xe __0-0 _O_\ndeterminacién (L"Hopital)=
x>0 x*—2c0s(x)+2 0-2+2 0
“limEosx=e=xe 171700\ jeterminacion (L"Hépital)=
x>0 2X+2sen X 0+0
_lim —senx—e*—e*—xe* _0-1-1-0 | 1
X0 2+2c0sx 2+2 2
b)

F(x)= I f(x)dx = I xcos(X) —e *dx = J.xcos(x)dx —J.e‘xdx =

Calculamos la 12 integral por partes
u=Xx-—du=dx

f x cos(x)dx = = XSenx — j senxdx = XSenx+ cos X
dv=cosxdx > v= Icos xdx = senx

= Xsenx+cosx+e *+C

Como debe pasar por el punto (0, 3) debe ser F(0) = 3 lo que nos permite hallar el valor
concreto del parametro C de la primitiva.

F(0)=3

=3=0sen0+cos0+e°+C=3=1+1+C=C=1
F(x) = xsenx+cosx+e " +C

La primitiva pedida es |F(x) = xsenx+cosx+e * +1
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Bloque 3.A. Sean A(2, 1, 0), B(5, 5, 0) y C(2, 1, 5) tres vértices de la cara S de un cubo (cuadrados

iguales) y E(—2, 4, 0) un vértice de la cara opuesta. Se pide:

a) El cuarto vértice D de lacara S. (1 punto) . E

b) La ecuacién del plano 7 que contiene la cara opuesta de S. (1 punto)
(0.5 puntos)

c) ¢Cual es el vértice de la cara S adyacente a E?

a) Las coordenadas de los vectores que unen los tres puntos dados son:
AB =(5,5,0)-(2,1,0)=(3,4,0)
AC =(2,1,5)-(2,1,0)=(0,0,5)
BC =(2,1,5)—(5,5,0)=(-3,-4,5)

AB- AC =(3,4,0)(0,0,5)=0. Por lo que el vector AB es perpendicular al AC y los

vértices de la cara S del cubo estan dispuestos como aparece en el dibujo.
B D

4 C
Para hallar el cuarto vértice D(a,b,c) basta utilizar que el vector AC yel BD tienen las

mismas coordenadas.
. |BD=(a,b,c)-(5,50)=(a-5b-5,c
( )=( )= )}:(a—S,b—S,c)(0,0,S):

BD=AC = .
AC:(0,0,5)

a-5=0—>a=>5
=<b-5=0->b=5=D(5,5,5)
c=5

La cara opuesta a S es la paralela a S que contiene al punto E(-2, 4, 0). Por lo que tiene

b
) como vectores directores, por ejemplo, AC y AB.
E(—2,4,0)e;z X+2 y-4 z
u=AB=(340){=>7z=| 3 4 0=0=
v=AC=(0,0,5) 0 0 5

= 20x+40-15y+60=0= |7 =4x-3y+20=0

c)

———=+ E
g
E-
Si llamamos X al vértice adyacente a E en la cara S, como tenemos el vector normal del
plano de la cara del cubo que contiene a E que es el del plano obtenido anteriormente:
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n= (4, —3,0) el vector que une X con E tiene la misma direccion que ese vector normal,

es decir, tiene coordenadas proporcionales. Veamos cudl de los vértices A, B, Co D
cumple esta condicion.

A(210) AE =(-2,4,0)-(2,1,0)=(~4,3,0)
E(z’ ig) BE =(-2,4,0)~(5,5,0)=(~7,~1,0)
055’5’53 ~ CE = (~2,4,0)~(2,1,5) = (~4,3,5)
£(-2,40)| DE=(-240)~(555)=(-7.-15)

El Gnico vector que tiene coordenadas proporcionales a n =(4,-3,0) es AE =(-4,3,0).
El vértice adyacente a E es el A.
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TIX+y—-2z=3 .
Bloque 3.B. Dados dos planos § c . Sea P un punto de m cuya proyeccion ortogonal
iX—2=
sobre 1" es el punto A(5, 1, 0)
a) Calcula las ecuaciones implicitas de la recta r que une Py A. (1.5 puntos)

b) Calcula el punto P. (1 punto)

a) Larectar que une P con A es la recta perpendicular al plano z: x—z =5 que contiene al
punto A. Por lo que tiene como vector director el vector normal del plano.

7ix—2=5=n"=(10,-1)

lI'P
« r
® A
|
I
I
I
|
AG,L0)er x=5+4 _ .
r=_ =>r=y=1 Ecuaciones paramétricas
v=n'=(1,0,-1) 2

X=5+1 X-5=A1

y=1 y-1=0 . .
r=y=1 =>y=1 = = Ecuaciones implicitas
12 S Z=—-X+5 X+z-5=0

b) El punto de corte de esta recta con el plano 7:x+y—2z =3 es el punto P buscado.
El punto de corte se obtiene del sistema:

TiX+y—-2z=3

Xx=5-1=4
X=5+1
=>5+1+1+21=3=231=-3=21=-1=>y=1
r=y=1 D1
7=-2 2=—(-1)=

El punto P tiene coordenadas P (4,1,1)
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Bloque 4.A. En un curso de un instituto hay tres clases: la clase A con 50 alumnos, la clase B con
30 y la clase C con 20. Cada clase tiene un profesor distinto de matematicas. Con el profesor de la
clase A aprueban el 40 % de los alumnos, con el de la clase B el 50 % y con el de la clase C el 75 %
de los alumnos. Se coge al azar un alumno del curso. Calcula:

a) La probabilidad de que el alumno haya aprobado matematicas. (1.25 puntos)
b) Sabiendo que ha aprobado, cuél es la probabilidad de que sea de la clase B. (1.25 puntos)

Son en total 50 + 30 + 20 = 100 alumnos. La probabilidad de elegir un alumno de la clase A, B

50 30 20 .
; respectlvamente.
100’ 100" 1

Realizamos un diagrama de arbol.

oCesde

Aprueba
matematicas

Clase A 0,4
50/100

Aprueba
matematicas

éAprobara Clase B 0,5

matematicas? 30/100

Aprueba
matematicas

Clase C 0,75
20/100

a) P(Apruebe mateméticas) = 150% 0,4+ 130% 0,5+ 120(; 0,75=

b) Es una probabilidad a posteriori, aplico el teorema de Bayes.

P (Sea de clase B / Ha aprobado mateméticas) =

P (Sea de clase B ~ Ha aprobado mateméticas)
P (Ha aprobado mateméticas) B

30 0,5

_100 "7 _
05
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Bloque 4.B. En una pumarada la produccion en kilogramos de cada manzano sigue una
distribucion normal de media 1 = 50 y desviacion tipica o = 10. Calcula:

a) La proporcién de arboles que dan entre 30 y 60 kilogramos. (1.25 puntos)
b) EIl namero de kilogramos por arbol a los que no llegan o igualan el 60 % de los arboles.

(1.25 puntos)

a)

b)

X = Produccion en kilogramos de manzanas
X =N(50, 10)

Nos piden calcular P(30< X <60)
p=500c=10

10 20 30 40 50 &0 70 80 a0

Como apreciamos en el dibujo esta probabilidad o proporcion es alta. La calculamos haciendo
uso de tablas y transformaciones.

30-50 <7< 60 —-50
10 10

=P(Z2<1)-P(Z<-2)=P(Z<1)-P(Z222)=P(Z<1)-(1-P(Z <2))=
=F(1)-1+F(2)=0.8413-1+0,9772 =[0.8185]

P(30< X <60)={Tipificamos} = P( j: P(-2<Z<1)=

La proporcidn es del 81.85 %

Nos piden averiguar el nimero de kilogramos “a” para los que P(X < a) =0.6.

P(X <a)=0.6= {Tipificamos} = P(Z < a1050j 0.6
Buscamos en los datos dados en el enunciado del examen

aIOE’O ~0.2533=>a—50=2.533=[a=52533

52.533 kilogramos es el numero de kilos que no superan el 60% de los manzanos.
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