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University of Oviedo Curso 2018-2019

MATEMATICAS I

El examen presenta dos opciones: Ay B. Elige una de ellas y responde razonadamente a los cuatro
ejercicios de que consta dicha opcién.

OPCION A

X +y+az=a
1. Dado el sistema {x+(a—1)y+az=2

—X +2=2
a) Estudiay clasifica el sistema segun los valores de a € IR. (1.5 puntos)
b) Resuélvelo, si es posible, para el caso a = 2. (1 punto)

—X

2. Dada la funcion f(x) =

X+1
a) Estudia su dominio de definicién y calcula sus asintotas. (1 punto)
b) Halla, si existen: maximos y minimos e intervalos de crecimiento y decrecimiento. (1
punto)
¢) Haz un esbozo de su gréfica. (0.5 puntos)

3. Sean A(3, 1, 0) y B(4, 3, 0) los vértices opuestos de un rombo situado en el plano : z = 0.

a) Calcula un vector director v, y la ecuacion de larectar ala

gue pertenecen los otros dos vértices del rombo C y D.
(1.5 puntos)
b) Determina dichos vértices C y D sabiendo que estan a una

distancia de x/§ unidades del punto medio M. (1 punto)

Caracteristicas de un rombo: Lados iguales paralelos dos a dos. Diagonales perpendiculares
gue se cortan en el centro de ambas.

4. Alicia tiene dos cajones. En uno tiene las camisetas y en el otro las faldas. La tabla muestra
el nimero de todas las prendas que guarda en los dos cajones agrupadas en tres tipos:
lisas, dibujos o rayas.

Lisas | Dibujos | Rayas

Camisetas | 10 5 10
Faldas 5 15 5
Se elige al azar una prenda de cada cajén. Calcula la probabilidad de que:
a) Las dos sean de rayas. (0.75 puntos)
b) Las dos sean del mismo tipo. (1 punto)
c) Al menos una de ellas no sea de rayas. (0.75 puntos)
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OPCION B
x 0 -1
1. Sealamatriz A=|-1 0 0| xeR
0 1 x
a) Estudia para qué valores de x se cumple A*—1 =0 (I matriz identidad y O matriz nula). (1

punto)
b) Calcula A” para los valores de x que verifican la condicién anterior.  (0.75 puntos)
¢) Para x =0y sabiendo que ese valor verifica la condicion del primer apartado, calcula, si
existe, la inversa de A. (0.75 puntos)

2. Dadas las curvas y = X% Ly = %

a) Calcula sus puntos de corte. (0.5 puntos)
b) Esboza una grafica de las curvas en el intervalo [1, 3]. (1 punto)
c) Calcula el area que delimitan entre ellas en el intervalo [1, 3]. (1 punto)

3. Dados el plano 7:x+y=1 ylarectar que pasa por el punto A(1, 1, 1) con vector director
\Tr =(0,11). Calcula:

a) El punto P interseccion del plano ty de la recta r. (1.25 puntos)
b) El punto A" simétrico de A respecto al plano . (1.25 puntos)

4. Las calificaciones de un examen en una clase siguen una distribucién normal de media y= 20y
desviacion tipica o = 10: Calcula:

a) La probabilidad de que un alumno obtenga una calificacién entre 15 y 25. (1.25 puntos)

b) La calificacion que sélo superan o igualan el 20% de los alumnos. (1.25 puntos)

Algunos valores de la funcién de distribucion de la distribucion normal de media 0 y desviaciéon
tipica 1:
F(x) = P(Z < x); F(—0.8416) = 0.2; F(0.8416) = 0.8; F(0.4) = 0.6554; F(0.5) = 0.6915; F(0.6) = 0.7257
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SOLUCIONES:

OPCION A

X +y+az=a
1. Dado el sistema | x+(a-1)y+az =2

—X +2=2
a) Estudia y clasifica el sistema segun los valores de a € IR. (2.5
puntos)
b) Resuélvelo, si es posible, para el caso a = 2. (1
punto)

UNA FORMA DE HACERLO.

a) Simplificando el sistema con el método de Gauss.

. 1 Fila 22 - Fila 12 Fila 32 + Fila 12
o az 1 a-1 a 2 ||-10 1 2

a-i a =121 -1 -a -a(]1 1 a a [~
-1 0 112

0 a-2 0 2-al|0 1 a+l1l a+2

0 a-2 0 |2-a|={Fila3?® & Fila2®}=
0 1 a+l|a+2
Fila 32 - (a—2)FiIa 32

0 2-a
0 1 1 2
S B IR [P (a+1)( ) ~(a+2)(a-2)
0 a-2 0 |2-a
0 0 —(a+l)(a (a+2Xa—2)+2—a
11 a
01 a+l a+2
0 0 —(a+l)(a-2)|-(a+2)(a-2)+2-a

Se distinguen tres casos diferentes.

CASO 1. a#-la#2

En este caso el rango de la matriz de los coeficientes y de la matriz ampliada es 3 al igual
gue el numero de incognitas. El sistema es COMPATIBLE DETERMINADO. Tiene una Unica

solucion.

CASO2.a=-1

En este caso el sistema equivalente queda
11 -1 -1 11 -1|-1
01 O 1 =0 1 0|1
0 0 O —(1)(—3)+2+1 0 0 0|6
El sistema
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X +y-z=-1
y =1 es INCOMPATIBLE. No tiene solucién.
0=6

CASO3.a=2
En este caso el sistema equivalente queda

1 1 2|2
01 3|4
0 0 0|0
El sistema
X+y+2z2=2
y+3z=4 es COMPATIBLE INDETERMINADO. Tiene infinitas soluciones.
0=0

b) Para a = 2 el sistema es compatible indeterminado y el sistema equivalente asociado
es

X+y+2z2=2
y+3z=4 =
0=0
La solucibnes x=z2-2;y=3z2-4;2=12

X+y=-22+2 X+4-32=-22+2 X=2-2
= =
y=4-3z y=3z2-4 y=3z-4

OTRA FORMA DE HACERLO.

a) Consideramos la matriz de los coeficientes

1 1 a
A=| 1 a-1 a| condeterminante

-1 0 1

1 1 a
|Al=|1 a-1 a=#-1-d+a(a-1)-1=-1+a’-a-1=a’-a-2

-1 0 1

X:E:Z
Lo igualamos a cero y az—a—2=O:>a=1i\/l+_8:1i3: 2
2 2 x:%z—l

Se distinguen tres casos diferentes.

CASO 1. a#-la#2

En este caso el rango de la matriz de los coeficientes y de la matriz ampliada es 3 al igual
gue el numero de incognitas. El sistema es COMPATIBLE DETERMINADO. Tiene una Unica
solucion.

CASO2.a=-1
En este caso el sistema queda
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. Ecuacion 22 - Ecuacién 12| [ Ecuacion 32 + Ecuacion 12
X +y—z=-

X =2y -1 =2 —X +z =2
X-2y-21=2 = =
_, -X -y +z =1 X +y -z =-1
rrs 3y 0 -3 y —1
X +y—-z=-1 X +y—-z=-1
-3y =3 = y=-1 El sistema es INCOMPATIBLE. No tiene solucion.
y=1 y=1
CASO3.a=2
En este caso el sistema queda
X+y+22=2

{Ecuacién 22 = Ecuacion 13} {x+ y+2z=2
X+y+22=2= =

Eliminamos ecuacion 22 X +z2=2

-X 4+z=2
es COMPATIBLE INDETERMINADO. Tiene infinitas soluciones.

b) Para a =2 el sistema queda
X+y+2z=2 X+y=2-22 72-2+y=2-27|y=-32+4
= =
-X +2=2 X=2-2 X=2-2 X=2-2

La solucibnes x=z2—-2;y=3z-4;z2=12

—X

2. Dada la funcién f(x):e_

X+1
a) Estudia su dominio de definicién y calcula sus asintotas. (1
punto)
b) Halla, si existen: maximos y minimos e intervalos de crecimiento y decrecimiento. (1
punto)
c) Haz un esbozo de su grafica. (0.5 puntos)

a) Veamos cuando se anula el denominador
X+1=0=x=-1
El dominio es R —{-1}

Asintotas verticales. x = a
Dado el dominio la asintota horizontal es x = -1

Asintotas verticales. y = b
Calculamos los limites:
=X

lim £ (x) = lim =

—lim—— -1 ¢
e 0]

X—>+00 x—+0 X 41 x>+ @¥ (X + ]_)
—X —X
. . e +00 L A . —e
lim f(x)=lim = — = Indeterminacion (aplico L"Hopital)= lim = —00
X—>—00 x>0 X+]1 —o0 X—>—00

La asintota vertical esy =0
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b)

Asintotas oblicuas. y = mx + n
Solo es necesario comprobar en —co.
e—x
. f(x . . e o0 L
m= fim ) _ jim X+1 _ jim ——— = — = Indeterminacion =
X—>—00 X X—>—00 X X——00 X + X o0
X =X

0 . ., . €
= — = [ndeterminaciéon = lim — =0

o0 X—>—0

—X

. —e
=lim

x>0 2X+1

No hay asintotas oblicuas.

Calculemos la derivada

e , - (x+1)—e™ e (-x-2
f)=—==1"()= ( )2 - 2 )
X+1 x+1) (x+1)
Igualamos a cero
e (—x-2
f '(x)=0:>(—2)=0:>x=—2
(x+1)
La recta real se divide en 2 partes, antes de —2 y después de —2.
, e’(3-2)
En (—00,—2) tomamos el valor x =-3 > f "(-3) = W > 0 ->La funcién crece.
-3+1

En (—2,+oo) tomamos el valorx =0 > f (0) = <0 ->La funcién decrece.

2

e®(0-2)
0+

La funcion crece en (—o,—2)y decrece en (—2,+o0). Por lo que tiene un maximo en

X=-2

la
hacer

Para hacer el esbozo de
gréafica solo nos falta
una tabla de valores.

X y= ¢
X+1
e3 4
3| S=-10
2| —e?=-7,38 | | N |
A . y ) 1 T
-1
1| £ -018
2
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3. Sean A(3, 1, 0) y B(1, 3, 0) los vértices opuestos de un rombo situado en el plano m: z = 0.

a) Calcula un vector director v, y la ecuacion de larectar ala

puntos)
b) Determina dichos vértices C y D sabiendo que estan a una

distancia de ~2 unidades del punto medio M.
(1 punto)

que pertenecen los otros dos vértices delrombo Cy D. (1.5

Caracteristicas de un rombo: Lados iguales paralelos dos a dos. Diagonales perpendiculares
gue se cortan en el centro de ambas.

a) Supongamos los vértices
A

b)

< D
B
La recta que pasa por Ay B tiene vector director AB = 4,3,00-(3,1,0) = (—2, 2, 0) y
el punto M es el punto medio del segmento AB, por lo que
M = A+B _ (3,1,0)+(1,3,0) :(2’270) .
2 2
El vector \T,es perpendicular a AB = (-2,2,0)y puede ser \Tr =(1,1,0) ya que la recta

estaenelplanom:z=0.
La ecuacion de la recta que une C y D es la que pasa por My tiene vector director

v ~(11.0)

— X=2+t
v, =(110)

=>qy=2+t
Pasa por el punto M(2,2,0) 720

Los puntos C y D son de la recta y tienen coordenadas C(2+a, 2+a,0) y

D(2+4,2+4,0). Cumplen dos condiciones:
Primera: M es el punto medio del segmento CD

M :C;D 3(2’2,0)2(2+a,2+a,0);(2+/1,2+/1,0)
(4,4,0)=(4+a+A,4+a+41,0)

d=4+a+ 1

O=a+41

oa=-A
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Segunda: distancia de C a M es J2
d(C,M)=\2=[CM|=2=2.2,0)-(2+a,2+a,0)| =2

‘(—a,—a,O)‘=\/§:>x/a2+a2 —P2=202=2=a=+1

Tomamos o =—-1y a=1. Sitomamos « =-1 solo se intercambian las letras C por
D.
Los puntos C y D tienen coordenadas

C(2+a,2+,0)=(3,3,0) y D(L10)

4.

Alicia tiene dos cajones. En uno tiene las camisetas y en el otro las faldas. La tabla muestra
el nimero de todas las prendas que guarda en los dos cajones agrupadas en tres tipos:
lisas, dibujos o rayas.

Lisas | Dibujos | Rayas

Camisetas | 10 5 10
Faldas 5 15 5
Se elige al azar una prenda de cada cajon. Calcula la probabilidad de que:
a) Las dos sean de rayas. (0.75
puntos)
b) Las dos sean del mismo tipo. (1
punto)
c) Al menos una de ellas no sea de rayas. (0.75
puntos)

a)
P (Camiseta de rayas y falda de rayas) = P (Camiseta de rayas )- P (Falda de rayas) =
10 5 50
=—.—=——=/0,08
25 25 625
b)
P(Las dos del mismo tipo)=P(Las dos lisas)+ P(Las dos dibujos)+ P(Las dos rayas)=
=P(camiseta lisa)-P(falda lisa)+P(camiseta dibujo)-P(falda dibujo)+P(camiseta rayas)P(falda dibujo)=
105 515 105 50+75+50 175 7
= + + = = =—=/0,28
2525 2525 2525 625 625 25
c)

P(Al menos una no es de rayas)=1—P(Las dos son de rayas)=
=1-0,08=

Aunqgue también se puede hacer directamente.
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P (Al menos una no es de rayas)=

=P(Solo la camiseta es de rayas o Solo la falda es de rayas o ninguna es de rayas)=
=P(camiseta de rayas y falda no de rayas)+P(camiseta no de rayas y falda de rayas)+
+P(camiseta no es de rayas y falda no es de rayas)=

=P(camiseta de rayas) - P(falda no de rayas)+P(camiseta no de rayas) - P(falda de rayas)+
+P(camiseta no es de rayas) - P(falda no es de rayas)=

_10 20 15 5 15 20 200+75+300 575 _

. 4+t = = =
25 25 25 25 25 25 625 625
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OPCION B
x 0 -1
1. Sealamatriz A=|-1 0 0| xelR
0 1 x
a) Estudia para qué valores de x se cumple A’*—1 =0 (I matriz identidad y O matriz nula). (1
punto)
b) Calcula A” para los valores de x que verifican la condicién anterior. (0.75
puntos)

c) Para x =0y sabiendo que ese valor verifica la condicion del primer apartado, calcula, si
existe, la inversa de A.
(0.75 puntos)

a) Calculemos primero el valor de A®.
x 0 -1)(x 0 -1 x> -1 —-x—x x> -1 -2x

A>=|-1 0 0||-1 0 0|=|-x O 1 =l-x 0 1
0 1 xJ)lo 1 x -1 X x? -1 x X

x2 -1 =2x)(x 0 -1 x}+1 —2x —x*-2x°
AA=A2A=l-x 0 1 ||[-1 0 0 |=| =x? 1 X+ X
-1 x x> Jl0o 1 x -X-X X 1+x3

x}+1 —2x —3x?
A= —x? 1 2X
22X X2 x*+1

Resolvamos ahora la ecuaciéon A*—1 =0
x*+1 -2x —3x? 1 00 0 0O

A-1=0=| x> 1 2x |-[0 1 0|=/0 0 O
2x x> x*+1) 10 0 1) (0 0 O

XX —2x -3x° 0 00

x> 0 2x |[=/0 0 O

-2x x* X 0 00

x*=0

-2x=0

-3x° =

—x* =0

0=0 =|x=0

2x=0

-2x=0

x*=0

x*=0
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b) Para x = 0 utilizando lo realizado en el apartado anterior tenemos las primeras potencias.

x 0 -1 0 0 -1
Al=A=-1 0 0|=|-1 0 O
0 1 x 0 1 0

x> -1 -2x 0 -1 0
A= -x 0 1 (=0 1
-1 x X -1 0

A= —x? 1 2X |=

0
0
x}+1 -2x —3x? 1
0
0

Ahora seguimos calculando la potencia pedida
1 00

A = ASALASA = ]-1-1=1=|0 1 O
0 01

c) Alser =1 = AA =1 = A°=A"

0 -1 0
A'=A=0 0 1
-1 0 O

OTRA FORMA DE HACERLO.
Con la formula;

_l_Adj(At)
A

0 0 -1 0 -1 0
A=[-1 0 0 |=A=/0 0 1|y|A=

0 1 0 -1 0 0
0 -1 0 +0 1
Adjl 0 0 1 00
L_Adi(A) -1 0 0) | |10
|A 1 0 0
-1 0

+
0 1

2. Dadas las curvas y = X% ; y:%.

a) Calcula sus puntos de corte.
puntos)

(0.5
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b) Esboza una grafica de las curvas en el intervalo [1, 3]. (1
punto)
c) Calcula el area que delimitan entre ellas en el intervalo [1, 3]. (1
punto)
a) Resolvamos el sistema.
2
y= X
- A 2
X 4
2 =2 -8 x=38=2
4 2 X
y=—-
X
4 4
X=2=>y=—=—=2
X 2
El punto de corte entre las curvas es P(2,2).
b) Haciendo una tabla de valores.

yo o]yt
2 X

0 0 0 | No existe 1]

1] 05 1 4

2 2 2 2 N

3| 45 3 1,33

4

c) Sianadimos las rectas x = 1y x = 3 el recinto queda
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L R 8 L =
e
o

1:

A4 ]

- -

El area de este recinto se calcula con la integral definida siguiente

] 24 X ix2 4 AR :
Area:_[———dx+j———dx: dinx—— | +| ——-4Inx| =
X2 5 2 X 6 6

1 2

=(4"12—%}—[M—§j+(§—4ln3j—[§—4In2]=

=4In 2—§+l+£—4ln3—§+4ln2:
6 6 6 6

:%—4In3+8|n2: 3,1507 u?

3. Dados el plano 7:x+y=1 ylarectar que pasa por el punto A(1, 1, 1) con vector director
v, =(0,1,1). Calcula:

a) El punto P interseccion del plano ty de larectar. (.25
puntos)

b) EIl punto A" simétrico de A respecto al plano . (1.25
puntos)

a) Hallemos la ecuacion de larectar .

. x=1
Pasa por A(1,1,1) 71+t

Resolvamos el sistema formado por la ecuacion del plano y de la recta.
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r:Xx+y=1
x=1
x=1
=1+l+t=1=t=-1=y=1-1=0
r=y=1+t
z=1-1=0
z=1+t

El punto de interseccion es P(1,0,0)

b) Nos piden obtener el punto simétrico como aparece en el dibuijo.

' A
/ - T}/'

ﬂa
Hallo primero la ecuacion de la recta s que pasa por A, A" y M. Para ello tengo su vector director
que es el vector normal del plano v, =n= (1,1, 0) y un punto A(1,1,1).

— X=1+t
v, =(11,0) }
=>s=qy=1+t
Pasa por A(1,11) -
Determinemos las coordenadas del punto M interseccion del plano 7 :x+Yy =1y larectas.
1 1
rix+y=1 X= 575
X=1+t
:>1+t+1+t=1:>2t=—1:>t=—3:> y=1_l=l:>|\/| 111
s=qy=1+t 2 2 2 2 2
z=1 z=1

Como M es el punto medio del segmento AA” se cumple

M=2FA oM AL A A=2M _A

A':z@,%,lj_(l,u):(1,1,2)_(1,1,1):(0,0,1)

El simétrico de A(1,1,1) respecto del plano 7:x+y=1 es el punto A" (0,0,1)

4. Las calificaciones de un examen en una clase siguen una distribucién normal de media p=
20 y desviacion tipica ¢ = 10: Calcula:

a) La probabilidad de que un alumno obtenga una calificacién entre 15y 25. (2.25
puntos)

b) La calificaciéon que sélo superan o igualan el 20% de los alumnos. (1.25
puntos)

Algunos valores de la funcién de distribucion de la distribucion normal de media 0 y desviacion
tipica 1:
F(x) = P(Z < x); F(—0.8416) = 0.2; F(0.8416) = 0.8; F(0.4) = 0.6554; F(0.5) = 0.6915; F(0.6) = 0.7257

X=Calificacion de un examen. X=N(20,10).
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a)

10 10 10
P(-0,5<Z<0,5)=P(Z<0,5)-P(Z<-0,5)=
P(Z<0,5)-(1-P(Z <0,5))=0,6915—(1-0,6915) = |0,3829

P(15 < X < 25) = {Tipificamos} = P(lS_ZO L= 25‘20j:

b)
X >x)=0,20

((X 20 X— 20] 0,2
(2>

X— 20) 0.2
l—P(Z < X_20j=o,2
10

P(Z < X_Zojzl—o,zzo,s
10

Buscando en la tabla de la normal N(0,1) el valor 0,8

P(Z < XIOZOJ=0,8:> XIOZO =0,8416 = x—20=8,416 = x = 28,416

La puntuacion pedida es de 28,416 puntos.

15de 15



