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Unidad 10. Representación de funciones BACHILLERATO
Matemáticas II

Resuelve
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Límites y derivadas para representar una función

 ■ Traza unos ejes coordenados sobre papel cuadriculado y representa una curva, lo más sencilla po-
sible, que cumpla las siguientes condiciones:

•	
∞

l mí
8x –

 f (x) = –   ∞

•	
∞

l mí
8x +

 f (x) = 2

• l mí
8x 2–

 f (x) = –    ∞

• l mí
8x 2+

 f (x) = +  ∞

• f (0) = 4;  f ' (0) = 0

• f (–5) = 0;  f (1,75) = 0

• f  es derivable en todo  Á,  salvo en  x = 2.

1–5

1

4

 ■ Describe, con la menor cantidad de datos y de forma similar al ejercicio anterior, la siguiente fun-
ción:

•	
∞

l mí
8x –

 f (x) = –1

•	
∞

l mí
8x +

 f (x) = –    ∞

• l mí
8x 3– –

 f (x) = +   ∞

• l mí
8x 3– +

 f (x) = +  ∞

• f (–9) = 0;  f ' (0) = 0;  f (8) = 0

• f ' (0) = 0

• f (4) = 4;  f ' (4) = 0
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1  Elementos fundamentales para la construcción de curvas
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1 Halla el dominio de estas funciones y di dónde son continuas y dónde derivables.

a) y = x   3 – 5x   2 + 7x + 3 b) y = 
x x

x
5 4

3 5
–2

3

+
+  c) y = 

sen x
1  d) y = 

x
x x

1
2

2

3

+
+

e) y = x x2–2  f ) y = ln (x   2 – 1) g) y = ln (x   2 + 1) h) y = 
x
ex

2

a) Dominio = Á
 y  es un polinomio, luego es continua y derivable en todo su dominio.

b) x   2 – 5x + 4 = 0  →  x = ± ± ±
2

5 25 16
2

5 9
2

5 3– = =   
x
x

4
1

=
=

 Dominio = Á – {1, 4}

 y  es un cociente de polinomios, que solo daría problemas de continuidad y derivabilidad en  x = 4  y  
x = 1,  luego es continua y derivable en su dominio,  Á – {1, 4}.

c) Como  sen x  se anula cuando  x = k   π  con  k ∈ ,  la función dada no existe para estos valores de  x  
ya que se produciría una división entre 0. Por tanto, el dominio de de�nición es  Á – {k   π}.

 La función es continua y derivable en todo su dominio.

d) x   2 + 1 ≠0  para todo  x  →  Dominio = Á
 Se sigue del razonamiento del apartado b) que es continua y derivable en  Á.

e) x   2 – 2x ≥ 0  →  Dominio = (–   ∞, 0] ø [2, +  ∞)

 Al ser una función raíz, la derivada no existirá en los puntos en los que se anula,  x = 2  y  x = –2.  Es 
continua en todo su dominio,  Á – (0, 2),  pero solo es derivable en  Á – [0, 2].

f ) x   2 – 1 > 0  →  Dominio = (–   ∞, –1) ø (1, +  ∞)

 La derivada no existe para  x   2 – 1 = 0,  pero son puntos fuera del dominio, luego es continua y deri-
vable en todo su dominio.

g) x   2 + 1 > 0  para todo  x  →  Dominio = Á
 La derivada existe para todo punto  x,  luego es derivable y continua en  Á.

h) x   2 = 0  →  x = 0  →  Dominio = Á – {0}

 La derivada solo da problemas fuera del dominio, luego es continua y derivable en  Á – {0}.

2 Di dónde son continuas y dónde son derivables las funciones:

a) y = 
x

x
1–2

3
 b) y = |   x   3 – x   |

c) y = arc cos (x – 4) d) y = log (5 – x169 – 2)

a) Dominio = Á – {–1, 1}

 Es continua y derivable en su dominio.

b) La función  y = |   x   3 – x   |  es continua en todo su dominio, que es  Á.  Por tener puntos angulosos 
donde se anula el polinomio  x   3 – x,  no es derivable en dichos puntos; es decir, en  x = 0,  x = 1  y   
x = –1  no es derivable.

c) La función  y = arc cos (x – 4)  está de�nida cuando  –1 ≤ x – 4 ≤ 1,  es decir, su dominio de de�nición 
es el intervalo [3, 5]. En él la función es continua. Como tiene puntos de tangente vertical en  x = 3  
y  x = 5, no es derivable en ellos. Sí lo es en el resto del intervalo.
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d) Veamos primero el dominio de de�nición de la función  y = log (5 – x169 – 2).

 Para que la función exista, debe ser  x5 169– – 2  > 0,  es decir,  x169 – 2  < 5  y además  x  debe 
estar comprendido entre –13 y 13 para que tenga sentido la raíz cuadrada.

 Elevando al cuadrado:

  169 – x   2 < 25  →  144 < x   2  →  12 < x ≤ 13  y  –13 ≤ x < –12

 Luego el dominio de de�nición es [–13, –12) ø (12, 13].

 En su dominio la función es continua. En  x = –13  y  x = 13  la función tiene puntos de tangente 
vertical, luego en ellos no es derivable. Por tanto, es derivable en (–13, –12) ø (12, 13).
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3 Halla las simetrías y las periodicidades de las funciones siguientes:

a) y = 3x   4 – 5x   2 – 1

b) y = x x2–2

c) y = 
x

x
1–2

3

d) y = 
x

x 1–
2

3

e) y = sen x + 1/2 (sen 2x)

f ) y = cos x 53 +

a) f (–x) = 3(–x)4 – 5(–x)2 – 1 = 3x   4 – 5x   2 – 1 = f (x)

 Es una función par: simétrica respecto al eje  Y.

 No es periódica.

b) f (–x) = x x22 +

 No es par ni impar: no es simétrica respecto al eje  Y  ni respecto al origen de coordenadas.

 No es periódica.

c) f (–x) = 
x

x
1–

–
2

3
 = –f (x)

 Es impar: simétrica respecto al origen de coordenadas.

 No es periódica.

d) f (–x) = 
x

x 1– –
2

3

 No es par ni impar: no es simétrica respecto al eje  Y  ni respecto al origen de coordenadas.

 No es periódica.

e) f (–x) = ( ) ( ( )) ( ( )) ( )sen x sen x sen x sen x f x
2
1 2

2
1 2– – – – –+ = =

 Es impar: simétrica respecto al origen de coordenadas. Es periódica de período  2π.

f ) Como  cos (–x) = cos x,  la función es par.

 Por otro lado,  cos x  es periódica de período  2π.  Por tanto, la función dada también es periódica de 
período  2π.
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4 Halla las asíntotas verticales y sitúa la curva respecto a ellas:

a) y = 
( )x x

x
2– 2

3
   b) y = 

x 4
1
–

c) y = 
x4

3
–

   d) y = log (x   2 – 4)

a) El denominador se anula cuando  x = 2  y cuando  x = 0.

 
( ) ·

íl m
x x

x
2–8x 2 2

3
 = +  ∞,  ya que en las cercanías del punto 2 los dos términos de la fracción son 

positivos. Por tanto, en  x = 2  hay una asíntota vertical.

 Por otro lado,  
( ) · ( )

l m
x x

x l m
x

x
2 2

0
– –

í í
8 8x x2

3

0 2

2

0
= =   y en  x = 0  no hay una asíntota vertical.

 
2 4 6–4–6 –2

4

8

6

2

–2

Y

X

b) El denominador se anula cuando  x = 4  y el dominio de la función es el intervalo (4, +  ∞).

 íl m
x 4

1
–8x 4+

 = +  ∞  y en  x = 4  tenemos una asíntota vertical.

 

2 4 6 8–2

4

2

–2

Y

X

c) El denominador se anula cuando  x = 4  y el dominio de la función es el intervalo (–  ∞, 4).

 l m
x4

3
–

í
8x 4–

= +  ∞  y en  x = 4  tenemos una asíntota vertical.

 

2 4 6 8–2

4

2

–2

Y

X

d) El dominio de de�nición es (–   ∞, –2) ø (2, +  ∞)  ya que  x   2 – 4 > 0.

 ( )í logl m x 4–
8x 2

2
– –

 = –   ∞  y  ( )logl m x 4–í
8x 2

2
– +

 = –   ∞  porque en ambos casos  x   2 – 4 → 0+.

 Luego tiene dos asíntotas verticales: una en  x = –2  y otra en  x = 2.

 

2 4–4 –2
–2

4

2

–4

Y

X
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5 Halla las ramas en el in�nito de las funciones siguientes:

a) y = 3x  5 – 20x   3 b) y = 
x

x
1–2

4

c) y = 
( )x

x
2– 2

3
 d) y = x x2–2

e) y = ln (x   2 + 1) f ) y = 2x – 1

g) y = x sen x h) y = x – cos x

a) 
∞

l mí
8x +

 (3x   5 – 20x   3) = + ∞

 
∞

l mí
8x –

 (3x   5 – 20x   3) = –   ∞

 Tiene sendas ramas parabólicas de crecimiento cada vez más rápido por ser una función polinómica.

b) y = 
x

x x
x1

1
1

1
– –2

4 2
2= + +

 En el in�nito, la función dada es equivalente a  x   2 + 1,  luego tiene dos ramas parabólicas de creci-
miento cada vez más rápido y  f (x) → +  ∞  cuando  x → ±  ∞.

c) y = 
( ) ( )x

x x
x

x
2

4
2

12 16
– –

–
2

3

2= + +

 La función tiene una asíntota oblicua cuando  x → ±  ∞  y es la recta  y = x + 4.

d) En el in�nito, la función es equivalente a  | |x x2 = ,  luego  f (x) → +  ∞  cuando  x → ±  ∞.

e) 
∞

l mí
8x +

 ln (x   2 + 1) = +  ∞

 y = ln (x   2 + 1)  es equivalente en el in�nito a  y = ln (x   2) = 2ln |   x   |.

 Luego  
∞

l mí
8x +

 ( )ln
x

x 12 +  = 
∞

l mí
8x +

 
| |ln

x
x2

 = 0.

 Lo mismo ocurre cuando  x → –    ∞  y, por tanto, tiene dos ramas parabólicas de crecimiento cada vez 
más lento cuando  x → ±  ∞.

f ) Esta función tiene una rama parabólica de crecimiento cada vez más rápido cuando  x → +   ∞  por 
ser una función exponencial. Por el mismo motivo, la recta  y = 0  es la asíntota horizontal cuando   
x → –   ∞.

g) 
∞

l mí
8x +

 (x sen x)  no existe.

 Análogamente ocurre cuando  x → –   ∞  y, por tanto, esta función no tiene ni asíntotas ni ramas pa-
rabólicas.

h) 
∞

l mí
8x +

 (x – cos x) = +  ∞

 
∞

l mí
8x +

 cos
x

x x–  = 
∞

l mí
8x +

 cos
x

x1 –c m  = 1  porque la función  cos x  está acotada entre –1 y 1.

 
∞

l mí
8x +

 (x – cos x – x) = 
∞

l mí
8x +

 cos x  no existe.

 En consecuencia, no tiene asíntotas ni ramas parabólicas.
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6 ¿Qué tipo de ramas en el in�nito tienen estas funciones?

a) y = 
x 1

1
+

 b) y = 
x

x
1

3
+

 c) y = 
x
x

1
2

+
 d) y = 

x
x

1
4

+

e) y = 
e
x

x

2
 f ) y = x 323 +  g) y = x + x  h) y = tg x

a) Tiene una asíntota horizontal cuando  x → ±   ∞.  Es la recta  y = 0.

b) y = 
x

x
x1

3 3
1

3–
+

=
+

  tiene una asíntota horizontal cuando  x → ±   ∞.  Es la recta  y = 3.

c) y = 
x
x x

x1
1

1
1–

2

+
= +

+
.  Por tanto, la recta  y = x – 1  es la asíntota oblicua cuando  x → ±   ∞.

d) y = 
x
x x x x

x1
1

1
1– –

4 3 2
+

= + +
+

   tiene ramas parabólicas de crecimiento cada vez más rápido por 
ser equivalente en el in�nito a una función polinómica.

e) 
∞

l mí
8x +

 
e
x

x

2
 = 0.  La recta  y = 0  es la asíntota horizontal cuando  x → +   ∞.

 
∞

l mí
8x –

 
e
x

x

2
 = +   ∞

 
∞

l mí
8x –

 /
x

x ex2
 = 

∞
l mí
8x –

 
e
x
x  = –   ∞.   La función tiene una rama parabólica de crecimiento cada vez 

más rápido cuando  x → –   ∞.

f ) 
∞

l mí
8x +

 x 323 +  = +  ∞

 
∞

l mí
8x +

 
x

x 323 +  = 
∞

l mí
8x +

 
x

x 3
3

2
3 +  = 0

 Se da la misma situación cuando  x → –   ∞  por ser una función par. Tiene dos ramas parabólicas de 
crecimiento cada vez más lento.

g) 
∞

l mí
8x +

 ( )x x+  = +  ∞

 
∞

l mí
8x +

 
x

x x+  = 
∞

l mí
8x +

 
x

1 1+e o  = 1

 
∞

l mí
8x +

 ( )x x x–+  = 
∞

l mí
8x +

 x  = +  ∞

 Tiene una rama parabólica de crecimiento cada vez más lento cuando  x → +   ∞.

 Como su dominio de de�nición es el intervalo [0, +  ∞), no podemos estudiarla cuando  x → –   ∞.

h) La función  y = tg x  es periódica y no acotada. No tiene asíntotas ni ramas parabólicas en el in�nito.
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7 Halla los puntos singulares y los puntos de in�exión de estas funciones:

a) y = x   3 – 6x   2 + 9x + 5 b) y = ln (x   2 + 1)

a) y = x   3 – 6x   2 + 9x + 5.  Dominio = Á
•	 f ' (x) = 3x   2 – 12x + 9

•	 f ' (x) = 0  →  3(x   2 – 4x + 3) = 0

 x = ± ± ±
2

4 16 12
2

4 4
2

4 2– = =   
x
x

3
1

=
=

 Signo de  f ' (x):

  Hay un máximo en (1, 9) y un mínimo en (3, 5).
 

1 3

f ' < 0f ' > 0 f ' > 0
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•	 f '' (x) = 6x – 12

 f '' (x) = 0  →  6x – 12 = 0  →  x = 2

 Signo de  f '' (x):

  Hay un punto de in�exión en (2, 7).
 

2

f '' > 0f '' < 0

b) y = ln (x   2 + 1).  Dominio = Á

•	 f ' (x) = 
x

x
1

2
2 +

 f ' (x) = 0  →  2x = 0  →  x = 0

 
( )
( )

''
''

f x x
f x x

0 0
0 0

para
para

< <
> >

4   Hay un mínimo en (0, 0).

•	 f '' (x) = 
( )

( ) ·
( ) ( )x

x x x
x

x x
x

x
1

2 1 2 2
1

2 2 4
1

2 2– – –
2 2

2

2 2

2 2

2 2

2

+
+ =

+
+ =

+
+

 f '' (x) = 0  →  –2x   2 + 2 = 0  →  x   2 = 1  
x
x

1
1
–=

=
 Signo de  f '' (x)

   
Hay un punto de in�exión en (–1, ln 2)  y otro en   
(1, ln 2).

 
–1 1

f '' > 0f '' < 0 f '' < 0

8 Halla los puntos singulares de:

a) y = 3x   5 – 20x   3                b) y = 
x

x
1–2

2
                c) y = 

( )x
x

2– 2

3
                d) y = x x2–2

a) y = 3x   5 – 20x   3.  Dominio = Á
 f ' (x) = 15x   4 – 60x   2

 f ' (x) = 0  →  15x   2(x   2 – 4) = 0  x
x

x
2

2

0
–=

=

=

 Signo de  f ' (x):

 
–2 0

f ' < 0f ' > 0 f ' < 0 f ' > 0

2

 Hay un máximo en (–2, 64), un mínimo en (2, –  64), y un punto de in�exión en (0, 0).

b) y = 
x

x
1–2

2
.  Dominio = Á – {–1, 1}

 f ' (x) = 
( )

( ) ·
( ) ( )x

x x x x
x

x x x
x

x
1

2 1 2
1

2 2 2
1

2
–

– –
–

– –
–

–
2 2

2 2

2 2

3 3

2 2= =

 f ' (x) = 0  →  –2x = 0  →  x = 0

 Signo de  f ' (x):

  Hay un máximo en (0, 0).

 
–1 0

f ' > 0f ' > 0 f ' < 0 f ' < 0

1
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c) y = 
( )x

x
2– 2

3
.  Dominio = Á – {2}

 f ' (x) = 
( )

( ) · ( )
( )
( )

( ) ( )x
x x x x

x
x x x

x
x x x

x
x x

2
3 2 2 2

2
3 2 2

2
3 6 2

2
6

–
– – –

–
– –

–
– –

–
–

4

2 2 3

3

2 3

3

3 2 3

3

3 2
= = =

 f ' (x) = 0  →  x   2(x – 6) = 0  
x
x

0
6

=
=

 Signo de  f ' (x):

 
0 2

f ' > 0f ' > 0 f ' < 0 f ' > 0

6

 Hay un punto de in�exión en (0, 0) y un mínimo en ,6
2
27d n .

d) y = x x2–2 .  Dominio = (–  ∞, 0] ø [2, +  ∞)

 f ' (x) = 
x x
x

x x
x

2 2
2 2

2
1

–
–

–
–

2 2
=

 f ' (x) = 0  →  x – 1 = 0  →  x = 1 ∉ Dominio.

 No hay puntos singulares.
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2  El valor absoluto en la representación de funciones
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1 Representa:

a) y = 
| |x

x x
1

32

+
+  b) y = |  x – 5  |  x

c) y = x – |   x – 3  | + |   x + 1    | d) y = | |x 1–2

a) El único valor absoluto que interviene es  |   x   |.  La abscisa en donde cambia de signo  x  es 0. Por tanto:

 x < 0,  |  x   | = –x  →  y = 
x

x x
1
3

–
2

+
+  x ≥ 0,  |   x   | = x  →  y = 

x
x x

1
32

+
+

 

1 X

Y

1

 x2 + 3xy = ——— –x + 1

 

1 X

Y

1

 x2 + 3xy = ——— x + 1

 Representamos, pues, esta función:

 y = 
| |

≥
x

x x x
x x x

x
x x x

1
3 1

3 0

1
3 0

–
si

si

<2

2

2+
+ = +

+

+
+

*
1 X

Y

1

 x2 + 3xy = ——— |x| + 1

b) El único valor absoluto que interviene es  |   x – 5  |.  La abscisa donde cambia de signo  x – 5  es 5. Por 
tanto, analizamos cómo queda la función a la izquierda y a la derecha de 5:

 x < 5  →  |   x – 5  | = –x + 5  →  y = (–x + 5)x = –x   2 + 5x
 x ≥ 5  →  |   x – 5  | = x – 5  →  y = (x – 5)x = x   2 – 5x

 y = |   x – 5   |x = 
≥

x x
x x

x
x

5
5

5
5

–
–

si
si

<2

2
+*

1 X

Y

1

y =
 x

2  –
 5

x

y = –x 2 + 5x
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c) Intervienen dos valores absolutos,  |   x + 1   |  y  |   x – 3   |,  que cambian de signo en las abscisas  x = –1  y  
x = 3,  respectivamente.

 Por tanto:

 x < –1,  |   x + 1   | = –x – 1  y  |   x – 3   | = –x + 3  →  y = x + x – 3 – x – 1 = x – 4

 –1 ≤ x < 3,  |   x + 1   | = x + 1  y  |   x – 3  | = –x + 3  →  y = x + x – 3 + x + 1 = 3x – 2

 x ≥ 3,  |   x + 1   | = x + 1  y  |   x – 3  | = x – 3  →  y = x – x + 3 + x + 1 = x + 4

 Representamos, pues, esta función:

 y = x – |   x – 3   | + |   x + 1   | = ≤
≥

x
x

x

x
x

x

4
3 2

4

1
1 3

3

–
–

si –
si –
si

<
<

+
*

 

1

y =
 x 

– 4

y =
 x 

+ 4

y =
 3

x 
– 

2

X

Y

1

d) Las abscisas en donde cambia de signo  x   2 – 1  son –1 y 1. Analizamos cómo queda de�nido el valor 
absoluto:

 x < –1  →  |   x   2 – 1   | = x   2 – 1  →  y = x 1–2

 –1 ≤ x < 1  →  |   x   2 – 1   | = 1 – x   2  →  y = x1 – 2

 x ≥ –1  →  |   x   2 – 1  | = x   2 – 1  →  y = x 1–2

 y = | |x

x

x

x

x

x

x

1

1

1

1

1

1 1

1

–

–

–

–

si –

si – ≤

si ≥ –

<

<2

2

2

2

= *
 y la grá�ca es:

2 4–4 –2

4

2

Y

X
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3  Representación de funciones polinómicas
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1 Representa estas funciones:

a) y = x   4 – 8x   2 + 7 b) y = 3x   4 + 4x   3 – 36x   2  c) y = x  4 – 4x   3 – 2x   2 + 12x

d) y = 3x   4 – 4x   3 – 16 e) y = x   3 – 3x f ) y = (1/4)x   4 – 2x   2

a) y = x   4 – 8x   2 + 7
•	 SiNetrÓas�
 f (–x) = x   4 – 8x   2 + 7 = f (x).  Es par: simétrica respecto al eje  Y.
•	3aNas	infinitas�

 
∞

l mí
8x –

 f (x) = +  ∞;  
∞

l mí
8x +

 f (x) = +  ∞

•	 Puntos	singulares�
 f ' (x) = 4x   3 – 16x

 f ' (x) = 0  →  4x (x   2 – 4) = 0  x
x

x
2

2

0
–=

=

=

 Puntos singulares: (0, 7); (–2, –9); (2, –9)
•	$ortes	con	los	eKes�
 — Con el eje  Y  →  x = 0  →  y = 7  →  Punto: (0, 7)
 — Con el eje  X  →  y = 0  →  x   4 – 8x   2 + 7 = 0

  x   2 = ± ± ±
2

8 64 28
2

8 36
2

8 6– = =    
±
±

8
8

x x
x x

7 7
1 1

2

2
= =
= =

 Puntos: ( , ); ( , ); ( , ) ( , );7 0 1 0 1 0 7 0– –
•	 Puntos	de	inìeYión�
 f '' (x) = 12x   2 – 16

 f '' (x) = 0  →  12x   2 – 16 = 0  →  x   2 = 
3
4   →  x = ± 

3
4

3
32±=

 Puntos ,
3

2 3
9
17– –e o  y ,

3
2 3

9
17–e o

•	(ráfica�

 

2

7

–9
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b) y = 3x   4 + 4x   3 – 36x   2

•	 SiNetrÓas�

 f (–x) = 3x   4 – 4x   3 – 36x   2.  No es par ni impar: no es simétrica respecto al eje  Y,  ni respecto al 
origen de coordenadas.

•	3aNas	infinitas�

 
∞

l mí
8x –

 f (x) = +  ∞;  
∞

l mí
8x +

 f (x) = +  ∞

•	 Puntos	singulares�

 f ' (x) = 12x   3 + 12x   2 – 72x

 f ' (x) = 0  →  12x   (x   2 + x – 6) = 0  ± ±  
x

x

0

2
1 1 24

2
1 5– –

=

= + =
 

 
x
x

2
3–

=
=

 Puntos: (0, 0); (2, –   64); (–3, –189)

•	$ortes	con	los	eKes�

 — Con el eje  Y  →  x = 0  →  y = 0  →  Punto: (0, 0)

 — Con el eje  X  →  y = 0  →  x   2(3x   2 + 4x – 36) = 0

   ± ±
8

x

x x

6
4 16 432

6
4 448

0 0
– –

2

= + =

= =
 

 
≈ ,
≈ ,

x
x

4 19
2 86
–

 Puntos: (0, 0); (2,86; 0); (–   4,19; 0)

•	 Puntos	de	inìeYión�

 f '' (x) = 36x   2 + 24x – 72

 f '' (x) = 0  →  12(3x   2 + 2x – 6) = 0

 x = ± ±
6

2 4 72
6

2 76– –+ =   
≈ ,
≈ ,

x
x

1 12
1 79–

 Puntos: (1,12; –34,82) y (–1,79; –107,22)

•	(ráfica�

 

3

50

–200

c) y = x   4 – 4x   3 – 2x   2 + 12x

•	 SiNetrÓas�

 f (–x) = x  4 + 4x   3 – 2x   2 – 12x.  No es par ni impar: no es simétrica respecto al eje  Y,  ni respecto al 
origen de coordenadas.

•	3aNas	infinitas�

 
∞

l mí
8x –

 f (x) = +  ∞;  
∞

l mí
8x +

 f (x) = +  ∞
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•	 Puntos	singulares�

 f ' (x) = 4x   3 – 12x   2 – 4x + 12

 f ' (x) = 0  →  4(x   3 – 3x   2 – x + 3) = 0  →  4(x – 1)(x + 1)(x – 3) = 0  x
x

x
1

3

1
–=

=

=

 Puntos: (1, 7); (–1, –9); (3, –9)

•	$ortes	con	los	eKes�

 — Con el eje  Y  →  x = 0  →  y = 0  →  Punto: (0, 0)

 — Con el eje  X  →  y = 0  →  x   (x   3 – 4x   2 – 2x – 6) = 0

   
( ) ( )8

x
x x x x x x

0
4 2 12 0 2 2 012– – – –3 2 2

=
+ = =+

  ≈ ,
≈ ,

x
x

x
3 65

1 65

2

–

=

 Puntos: (0, 0); (2, 0); (3,65; 0); (–1,65; 0)

•	 Puntos	de	inìeYión�

 f '' (x) = 12x   2 – 24x – 4

 f '' (x) = 0  →  4(3x   2 – 6x – 1) = 0

 x = ± ±
6

6 36 12
6

6 48+ =   
≈ ,
≈ ,

x
x

2 15
0 15–

 Puntos: (2,15; –1,83) y (–0,15; –1,74)

•	(ráfica�

 

4

7

–9

d) y = 3x   4 – 4x   3 – 16

•	 SiNetrÓas�

 f (–x) = 3x   4 + 4x   3 – 16.  No es par ni impar: no es simétrica respecto al eje  Y,  ni respecto al origen 
de coordenadas.

•	3aNas	infninitas�

 
∞

l mí
8x –

 f (x) = +  ∞;  
∞

l mí
8x +

 f (x) = +  ∞

•	 Puntos	singulares�

 f ' (x) = 12x   3 – 12x   2

 f ' (x) = 0  →  12x   2(x – 1) = 0  
x
x

1
0

=
=

 Puntos: (0, –16); (1, –17)
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•	$ortes	con	los	eKes�

 — Con el eje  Y  →  x = 0  →  y = –16  →  Punto: (0, –16)

 — Con el eje  X  →  y = 0  →  3x   4 – 4x   3 – 16 = 0  
x x x

x
3 2 4 8 0

2
3 2+ + + =

=

 3x   3 + 2x   2 + 4x + 8 = 0  →  tiene una sola raíz, que está entre –2 y –1; pues, si  g (x) = 3x   3 + 2x   2 + 4x + 8,  
g (–2) = –16 < 0  y  g (–1) = 3 > 0.

 Puntos: (2, 0) y  (k, 0),  con  k  entre –2 y –1.

•	 Puntos	de	inìeYión�

 f '' (x) = 36x   2 – 24x

 f '' (x) = 0  →  12x(3x – 2) = 0  
x

x

0

3
2

=

=

 Puntos: (0, –16) y ,
3
2

27
448–d n

•	(ráfica�

 

2

–20

e) y = x   3 – 3x

•	 SiNetrÓas�

 f (–x) = –x   3 + 3x = –   f (x).  Es impar: simétrica respecto al origen de coordenadas.

•	3aNas	infinitas�

 
∞

l mí
8x –

 f (x) = +  ∞;  
∞

l mí
8x +

 f (x) = +  ∞

•	 Puntos	singulares�

 f ' (x) = 3x   2 – 3

 f ' (x) = 0  →  3(x   2 – 1) = 0  
x
x

1
1–

=
=

 Puntos: (–1, 2); (1, –2)

•	$ortes	con	los	eKes�

 — Con el eje  Y  →  x = 0  →  y = 0  →  Punto: (0, 0)

 — Con el eje  X  →  y = 0  →  x   3 – 3x = 0  →  x (x   2 – 3) = 0  x
x

x
3

3

0
–=

=

=

  Puntos: (0, 0); ( , ); ( , )3 0 3 0–

•	 Puntos	de	inìeYión�

 f '' (x) = 6x

 f '' (x) = 0  →  6x = 0  →  x = 0  →  Punto (0, 0)
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•	(ráfica�

 

1

–2

f ) y = x x
4
1 2–4 2

•	 SiNetrÓas�

 f (–x) = x x
4
1 2–4 2  = f (x).  Es par: simétrica respecto al eje  Y.

•	3aNas	infinitas�
 

∞
l mí
8x –

 f (x) = +  ∞;  
∞

l mí
8x +

 f (x) = +  ∞

•	 Puntos	singulares�
 f ' (x) = x   3 – 4x

 f ' (x) = 0  →  x (x   2 – 4) = 0  x
x

x
2

2

0
–=

=

=

 Puntos: (0, 0); (–2, –   4); (2, –   4)
•	$ortes	con	los	eKes�
 — Con el eje  Y  →  x = 0  →  y = 0  →  Punto: (0, 0)

 — Con el eje  X  →  y = 0  →  x x
4
1 2 0–2 2 =d n   

x
x

0
82

=
=

 
 
x
x

2 2
2 2
–=

=
  Puntos: (0, 0); ( , ); ( , )2 2 0 2 2 0–
•	 Puntos	de	inìeYión�
 f '' (x) = 3x   2 – 4

 f '' (x) = 0  →  3x   2 – 4 = 0  
x

x

3
4

3
4

3
2 3

3
2 3

– –=

=

=

=

 Puntos: , ; ,
3

2 3
9
20

3
2 3

9
20– – –e eo o

•	(ráfica�

 

2

–4
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4  Representación de funciones racionales

Página 311

1 Representa:

a) y = 
x

x
1 – 2

3
                   b) y = 

x
x

4
9

–
–

2

2
                   c) y = 

x
x x2 8– –2

                   d) y = 
x

x x
1
2

2

3

+
+

a) y = 
x

x x
x

x
1 1–

–
–2

3

2= + .  Dominio = Á – {–1, 1}

•	 SiNetrÓas�

 f (–x) = 
x

x
1 –
–

2

3
 = –f (x).  Es impar: simétrica respecto al origen de coordenadas.

•	"sÓntotas	Werticales�

 
( )

( )

l m f x

l m f x

∞

– ∞

í

í
8

8

x

x

1

1

–

–

–
= +

=
+

4   Asíntota vertical en  x = –1.

 
( )

( )

l m f x

l m f x

∞

– ∞

í

í
8

8

x

x

1

1

–
= +

=
+

4   Asíntota vertical en  x = 1.

•	"sÓntota	oClicua�

 
x

x x
x

x
1 1–

–
–2

3
2= +   →  y = –x  es asíntota oblicua.

 Posición de la curva respecto a la asíntota:
 f (x) – (–x) > 0  si  x → –   ∞  (curva por encima)
 f (x) – (–x) < 0  si  x → +  ∞  (curva por debajo)

•	 Puntos	singulares�

 f ' (x) = 
( )

( ) · ( )
( ) ( )x

x x x x
x

x x x
x

x x
1

3 1 2
1

3 3 2
1

3
–

– – –
–

–
–

–
2 2

2 2 3

2 2

2 4 4

2 2

4 2
= + = +

 f ' (x) = 0  →  x   2(–x   2 + 3) = 0  x
x

x
3

3

0
–=

=

=

 Puntos: (0, 0); , ; ,3
2

3 3 3
2

3 3– –e eo o

•	$ortes	con	los	eKes�

 Corta a los ejes en (0, 0).

•	(ráfica�

 

1–1
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b) y = 
x
x

4
9

–
–

2

2
.  Dominio = Á – {–2, 2}

•	 SiNetrÓas�

 f (–x) = 
x
x

4
9

–
–

2

2
 = f (x).  Es par: simétrica respecto al eje  Y.

•	"sÓntotas	Werticales�

 
( )

( )

l m f x

l m f x

∞

∞

–í

í
8

8

x

x

2

2

–

–

–
=

= +
+

4   Asíntota vertical en  x = –2.

 
( )

( )

l m f x

l m f x

∞

– ∞

í

í
8

8

x

x

2

2

–
= +

=
+

4   Asíntota vertical en  x = 2.

•	"sÓntota	Iori[ontal�

 
x
x

x4
9 1

4
5

–
– –

–2

2

2=   →  y = 1  es asíntota horizontal.

 Posición de la curva respecto a la asíntota:

 f (x) – 1 < 0  si  x → –   ∞  (curva por debajo)

 f (x) – 1 < 0  si  x → +  ∞  (curva por debajo)

•	 Puntos	singulares�

 f ' (x) = 
( )

( ) ( )
( )

( )
( )x

x x x x
x

x x x
x

x
4

2 4 2 9
4

2 4 9
4

10
–

– – –
–

– –
–2 2

2 2

2 2

2 2

2 2= + =

 f ' (x) = 0  →  10x = 0  →  x = 0  →  Punto: ,0
4
9d n

•	$ortes	con	los	eKes�

 — Con el eje  Y  →  x = 0  →  y = 
4
9   →  Punto: ,0

4
9d n

 — Con el eje  X  →  y = 0  →  x   2 – 9 = 0  
x
x

3
3
–=

=

  Puntos: (–3, 0) y (3, 0)

•	(ráfica�

 

2

1

–2

c) y = 
x

x x x
x

2 8 2 8– – – –
2

= .  Dominio = Á – {0}

•	 SiNetrÓas�

 f (–x) = 
x

x x2 8
–

–2 + .  No es par ni impar: no es simétrica respecto al eje  Y,  ni respecto al origen.
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•	"sÓntotas	Werticales�

 
( )

( )

l m f x

l m f x

∞

– ∞

í

í
8

8

x

x

0

0

–
= +

=
+

4   Asíntota vertical en  x = 0.

•	"sÓntota	oClicua�

 
x

x x x
x

2 8 2 8– – – –
2

=   →  y = x – 2  es asíntota oblicua.

 Posición de la curva respecto a la asíntota:

 f (x) – (x – 2) > 0  si  x → –   ∞  (curva por encima)

 f (x) – (x – 2) < 0  si  x → +  ∞  (curva por debajo)

•	 Puntos	singulares�

 f ' (x) = 
x

1 8
2+  > 0  para todo  x  del dominio.

 La función es creciente en todo su dominio. No tiene puntos singulares.

•	$ortes	con	los	eKes�

 — Con el eje  X  →  y = 0  →  x   2 – 2x – 8 = 0  
x
x

2
4
–=

=
  Puntos: (–2, 0) y (4, 0)

 — No corta al eje Y,  pues no está de�nida en  x = 0.

•	(ráfica�

 

4–2

d) y = 
x

x x
1
2

2

3

+
+ .  Dominio = Á

•	 SiNetrÓas�

 f (–x) = 
x
x x

1
2– –

2

3

+
 = –f (x).  Es impar: simétrica respecto al origen de coordenadas.

•	/o	tiene	asÓntotas	Werticales�

•	"sÓntota	oClicua�

 
x

x x x
x

x
1
2

12

3

2+
+ = +

+
  →  y = x  es asíntota oblicua.

 Posición de la curva respecto a la asíntota:

 f (x) – x < 0  si  x → –   ∞  (curva por debajo)

 f (x) – x > 0  si  x → +  ∞  (curva por encima)
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•	 Puntos	singulares�

 f ' (x) = 
( )

( ) ( ) ( ) ·
( ) ( )x

x x x x x
x

x x x x x
x

x x
1

3 2 1 2 2
1

3 3 2 2 2 4
1

2– – –
2 2

2 2 3

2 2

4 2 2 4 2

2 2

4 2

+
+ + + =

+
+ + + =

+
+ +

 f ' (x) = 0  →  x   4 + x   2 + 2 = 0  →  x   2 = ±
2

1 1 8– –   →  No tiene solución.

 No hay puntos singulares.

•	$ortes	con	los	eKes�

 — Con el eje  Y  →  x = 0  →  y = 0  →  Punto: (0, 0)

 — Con el eje  X  →  y = 0  →  x   3 + 2x = 0  →  x   (x   2 + 2) = 0  →  x = 0  →  Punto: (0, 0)

•	 Puntos	de	inìeYión�

 f '' (x) = 
( )

( ) ( ) ( ) · ( ) ·
x

x x x x x x x
1

4 2 1 2 2 1 2–
2 4

3 2 2 4 2 2

+
+ + + + + =

  = 
( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )
x

x x x x x x
x
x x

x
x x

1
4 2 1 4 2

1
2 6

1
2 3– – –

2 3

3 2 4 2

2 3

3

2 3

2

+
+ + + + =

+
=

+

 f '' (x) = 0  x
x

x
3

3

0
–=

=

=

 Puntos: (0, 0); , ; ,3
4

5 3 3
4

5 3– –e eo o

•	(ráfica�

 

1

1
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5  Representación de otros tipos de funciones

Página 314

1 Representa:

a) y = x x22 +    b) y = x 9–2

c) y = ln (x   2 + 4)   d) y = ln (x   2 – 1)

e) y = ln
x

x    f ) y = 
x
ex

2

g) y = 
x

e
–

x–
   h) y = x   3 e  x

i) y = 
2
1 cos 2x + cos x   j) y = 

ln x
1

a) y = x x22 +

•	%oNinio�		x   2 + 2x = 0  →  x (x + 2) = 0  
x
x

0
2–

=
=

 Dominio = (–   ∞, –2] ø [0, +  ∞)
•	 SiNetrÓas�
 f (–x) = x x2–2 .  No es par ni impar: no es simétrica respecto al eje  Y  ni respecto al origen de 

coordenadas.
•	/o	tiene	asÓntotas	Werticales�
•	"sÓntotas	oClicuas�
 

∞
l mí
8x –

 f (x) = + ∞

 
∞

l mí
8x –

 
( )
x

f x
 = 

∞
l mí
8x –

 
x

x x22 +  = 
∞

l mí
8x +

 
x

x x2 1
–
– –

2
=

 
∞

l mí
8x –

 [ f (x) + x   ] = 
∞

l mí
8x –

 [ ]x x x22 + +  = 
∞

l mí
8x +

 [ ]x x x2– –2  =

  = 
∞

l mí
8x +

 ( ) ( )
x x

x x
x

x x x x
2

2 2
–

– – –
2

2 2

+
+  = 

∞
l mí
8x +

 
x x

x x x
x2

2
–

– –
2

2 2

+
 =

  = 
∞

l mí
8x +

 
x x

x
x2

2
1 1

2
2
2 1

–
– – – –

2
=

+
= =

+

 y = –x – 1  es asíntota oblicua cuando  x → –   ∞.

 
∞

l mí
8x +

 f (x) = + ∞

 
∞

l mí
8x +

 
( )
x

f x
 = 

∞
l mí
8x +

 
x

x x2 1
2 + =

 
∞

l mí
8x +

 [ f (x) – x   ] = 
∞

l mí
8x +

 [ ]x x x2 –2 +  = 
∞

l mí
8x +

 ( ) ( )
x x

x x
x

x x x x
2

2 2–
2

2 2

+
+

+
+ +  =

  = 
∞

l mí
8x +

 
x x

x x x
x2

2 –
2

2 2

+
+

+
 = 

∞
l mí
8x +

 
x x

x
x2

2
1 1

2
2
2 1

2 +
=

+
= =

+

 y = x + 1  es asíntota oblicua cuando  x → +  ∞.
•	 Puntos	singulares�

 f ' (x) = 
x x
x

x x
x

2 2
2 2

2
1

2 2+
+ =

+
+

 f ' (x) = 0  →  x + 1 = 0  →  x = –1
 Como no pertence al dominio de  f (x),  no hay puntos singulares.
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•	$ortes	con	los	eKes�

 — Con el eje  X  →  y = 0  →  x x22 +   →  x   2 + 2x = 0  
x
x

0
2–

=
=

  Puntos: (0, 0) y (–2, 0)
 — Con el eje  Y  →  x = 0  →  y = 0  →  Punto: (0, 0)
•	(ráfica�

 

–2

2

b) y = x 9–2

•	%oNinio�		x   2 – 9 = 0  
x
x

3
3–

=
=

 Dominio = (–   ∞, –3] ø [3, +  ∞)
•	 SiNetrÓas�

 f (–x) = x 9–2 .  Es par: simétrica respecto al eje  Y.

•	/o	tiene	asÓntotas	Werticales�
•	"sÓntotas	oClicuas�
 

∞
l mí
8x –

 f (x) = + ∞

 
∞

l mí
8x –

 
( )
x

f x
 = 

∞
l mí
8x –

 
x

x 9–2
 = 

∞
l mí
8x +

 
x

x 19
–

– –
2

=

 
∞

l mí
8x –

 [ f (x) + x   ] = 
∞

l mí
8x –

 [ ]x x9–2 +  = 
∞

l mí
8x +

 [ ]x x9– –2  =

  = 
∞

l mí
8x +

 ( ) ( )
x x

x x x x
9

9 9
–

– – –
2

2 2

+
+  = 

∞
l mí
8x +

 
x x

x x
9

9
–

– –
2

2 2

+
 =

  = 
∞

l mí
8x +

 
x x

0
9
9

–
–

2 +
=

 y = –x  es asíntota oblicua cuando  x → –   ∞.

 
∞

l mí
8x +

 f (x) = + ∞

 
∞

l mí
8x +

 
( )
x

f x
 = 

∞
l mí
8x +

 
x

x 19–2
=

 
∞

l mí
8x +

 [ f (x) – x   ] = 
∞

l mí
8x +

 [ ]x x9 ––2  = 
∞

l mí
8x +

 ( ) ( )
x x

x x x x
9

9 9–
–

– –
2

2 2

+
+  =

  = 
∞

l mí
8x +

 
x x

x x
9

9 –
–

–
2

2 2

+
 = 

∞
l mí
8x +

 
x x

0
9
9

–
–

2 +
=

 y = x  es asíntota oblicua cuando  x → +  ∞.
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•	 Puntos	singulares�

 f ' (x) = 
x

x
x

x
2 9

2
9– –2 2

=

 f ' (x) = 0  →  x = 0

 Como no pertence al dominio de  f (x),  no hay puntos singulares.
•	$ortes	con	los	eKes�

 — Con el eje  X  →  y = 0  →  x 9–2   →  x   2 – 9 = 0  
x
x

3
3–

=
=

  Puntos: (–3, 0) y (3, 0)
 — No corta al eje  Y,  pues no existe  f (0).
•	(ráfica�

 

–3 3

2

c) y = ln (x   2 + 4)
•	%oNinio�		
 Como  x   2 + 4 > 0  para todo  x,  Dominio = Á.
•	 SiNetrÓas�

 f (–x) = ln (x   2 + 4) = f (x).  Es par: simétrica respecto al eje  Y.

•	/o	tiene	asÓntotas	Werticales�

•	3aNas	infinitas�
 

∞
l mí
8x –

 f (x) = 
∞

l mí
8x +

 f (x) = + ∞

 
∞

l mí
8x +

 
( )
x

f x
 = 

∞
l mí
8x +

 ( )ln
x

x 4 H2 + =
∞

l mí
8x +

 x
x

1
4

2

0
2 + =

 Por tanto, no tiene asíntotas de ningún tipo.
 Tiene ramas parabólicas.
•	 Puntos	singulares�

 f ' (x) = 
x

x
4

2
2 +

 f ' (x) = 0  →  2x = 0  →  x = 0  →  Punto: (0, ln 4)
•	 Puntos	de	inìeYión�

 f '' (x) = 
( )

( ) ·
( ) ( )x

x x x
x

x x
x

x
4

2 4 2 2
4

2 8 4
4

8 2– – –
2 2

2

2 2

2 2

2 2

2

+
+ =

+
+ =

+

 f '' (x) = 0  →  8 – 2x   2 = 0  
x
x

2
2
–=

=

 Puntos: (–2, ln 8)  y  (2, ln 8)
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•	(ráfica�

 

1

1

d) y = ln (x   2 – 1)
•	%oNinio�		x   2 – 1 > 0  →  Dominio = (–   ∞, –1) ø (1, +  ∞)
•	 SiNetrÓas�		f (–x) = ln (x   2 – 1) = f (x).  Es par: simétrica respecto al eje  Y.

•	"sÓntotas	Werticales�

 l mí
8x 1– –

 f (x) = – ∞;  l mí
8x 1+

 f (x) = – ∞  →  x = –1  y  x = 1  son asíntotas verticales.

•	
∞

l mí
8x –

 f (x) = 
∞

l mí
8x +

 f (x) = + ∞

 
∞

l mí
8x +

 
( )
x

f x
 = 

∞
l mí
8x +

 ( )ln
x

x 1–2 H=
∞

l mí
8x +

 x
x

1

2

01–2
=

 Tiene ramas parabólicas.
•	 Puntos	singulares�

 f ' (x) = 
x

x2
1–2

 f ' (x) = 0  →  2x = 0  →  x = 0

 No tiene puntos singulares, pues la función no está de�nida en  x = 0.
•	 Puntos	de	inìeYión�

 f '' (x) = 
( )

( ) ·
( ) ( )x

x x x
x

x x
x

x
1

2 1 2 2
1

2 2 4
1

2 2
–

– –
–

– –
–

– –
2 2

2

2 2

2 2

2 2

2
= =

 No tiene puntos de in�exión.

•	 Puntos	de	corte	con	los	eKes�

 — Con el eje  X  →  y = 0  →  ln (x   2 – 1) = 0  →  x   2 – 1 = 1

  x   2 = 2  
x
x

2
2

–=
=

4  Puntos: ( , )2 0–  y ( , )2 0

 — No corta al eje  Y,  pues no existe  f (0).

•	(ráfica�

 

1
–1
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e) y = ln
x
x

•	%oNinio�		Su	doNinio	de	definición	es	el	interWalo	(�
	�	Ǖ
�
•	3aNas	infinitas�

 l mí
8x 0+

 ln
x

x  = –   ∞  →  Tiene una asíntota vertical en  x = 0.

 
∞

l mí
8x +

 ln
x

x  = 0  →  La recta  y = 0  es una asíntota horizontal cuando  x → + ∞.

•	 Puntos	singulares�

 f ' (x) = 
· ·lnx x 1–

ln
x

x
x

x
1

1 –
2 2=

 f ' (x) = 0  →  1 – ln x = 0  →  x = e  →  f (e) = 
e
1 .  Tiene un punto singular:  ,e

e
1d n

•	(ráfica�

 

2

2

f ) y = 
x
ex

2

•	%oNinio�		Á – {0}
•	/o	es	siNÏtrica�
•	"sÓntotas	Werticales�

 
( )

( )

l m f x

l m f x

∞

∞

í

í
8

8

x

x

0

0

–
=

= +

+

+

4   Asíntota vertical en  x = 0

•	
∞

l mí
8x –

 f (x) = 0.  Además,  f (x) > 0  para todo  x  del dominio.

 y = 0  es una asíntota horizontal cuando  x → –   ∞.

 
∞

l mí
8x +

 f (x) = +  ∞;  
∞

l mí
8x +

( )
x

f x
 = +  ∞.  Rama parabólica.

•	 Puntos	singulares�

 f ' (x) = · · · ( ) ( )
x

e x e x
x

x e x
x

e x2 2 2– – –x x x x

4

2

4 3= =

 f ' (x) = 0  →  x = 2  →  Punto , e2
4
2e o

•	(ráfica�

 
1

1



BACHILLERATOUnidad 10. Representación de funciones

25

Matemáticas II

g) y = 
x

e
–

x–

•	%oNinio�		Á – {0}
•	/o	es	siNÏtrica�
•	"sÓntotas	Werticales�

 
( )

( )

l m f x

l m f x

∞

∞–

í

í
8

8

x

x

0

0

–
= +

=
+

4   Asíntota vertical en  x = 0

•	
∞

l mí
8x –

 f (x) = +  ∞

 
∞

l mí
8x –

( )
x

f x
 = –   ∞.  Rama parabólica.

 
∞

l mí
8x +

 f (x) = 0.  f (x) < 0  para todo  x  positivo.

 y = 0  es una asíntota horizontal cuando  x → +  ∞.

•	 Puntos	singulares�

 f ' (x) = 
( )

· ( ) · ( ) ( )
x

e x e
x

e x1 1
–

– – – –x x x

2 2

– – –
= +

 f ' (x) = 0  →  x = –1  →  Punto:  (–1, –e)

•	(ráfica�

 

11

h) y = x   3 e   x

•	 Su	doNinio	de	definición	es		Á.
•	3aNas	infinitas�
 

∞
l mí
8x +

x   3 · e   x = +  ∞

 
∞

l mí
8x +

 ·
x

x ex3
 = 

∞
l mí
8x +

x   2 · e   x = +  ∞

 La función tiene una rapa parabólica de crecimiento cada vez más rápido cuando  x → +  ∞.

 
∞

l mí
8x –

x   3 · e   x = 0  →  La recta  y = 0  es una asíntota horizontal cuando  x → –   ∞.

•	 Puntos	singulares�
 f ' (x) = (3x   2 + x   3) e   x

 f ' (x) = 0  →  (3x   2 + x   3) e   x = 0  →  x = –3,  x = 0
 f '' (x) = (x   3 + 6x   2 + 6x) e   x
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 f '' (–3) = (–27 + 54 – 18)e   –3 = 9e   –3  →  x = –3  es un mínimo relativo.
 f (–3) = –27e   –3 ≈ –1,34
 f '' (0) = 0  →  x = 0  es un punto de in�exión ya que la derivada segunda cambia de signo al pasar 

por él.
 f (0) = 0
 Los otros dos puntos de in�exión son:  x1 = –3 + 3   y  x2 = –3 – 3 .
  f (x1) = –0,57
  f (x2) = –0,93
•	(ráfica�

 

2

2

i) y = cos cosx x
2
1 2 +

•	&l	perÓodo	de		cos x  es 2π  y el de  cos 2x  es  π.  Por tanto, la función es periódica de período  2π.  
La estudiamos solo en este intervalo.

•	&s	deriWaCle	en	todo		Á  (es suma de funciones derivables).

•	 Puntos	singulares�
 f ' (x) = –sen 2x – sen x = –2sen x · cos x – sen x = –sen x (2cos x + 1)

 f ' (x) = 0  →  –sen x(2cos x + 1) = 0  
cos

sen x

x

0

2
1–

=

=

  sen x = 0  
: ,

,8

π 8 πx

x

2
1

0 0 2
3

Punto –

Punto:

=

= b
b

l
l

  cos x = –   
2
1   

,

,π 8 π

π 8 π

x

x

3
2

3 3 4
3

3
2

4
3

4 4

Punto:

Punto: –

–=

=

c
c

m
m

•	 Puntos	de	corte	con	los	eKes�

 — Con el eje  Y  →  x = 0  →  y = 
2
3   →  Punto: ,0

2
3d n

 — Con el eje  X  →  y = 0  →  cos 2x + 2cos x = 0

  cos cosx sen x x2 0–2 2 + =

   ( )cos cos cosx x x1 2 0– –2 2 + =

   cos cos cosx x x1 2 0–2 2+ + =

   cos cosx x2 2 1 0–2 + =

   ±cos x
4

2 4 8–= +   
, ( )

,
cos
cos

x
x

1 366
0 366
– no vale=

=

   cos x = 0,366  
,
,

x
x

1 2
5 09

=
=

4  Puntos: (1,2; 0); (5,09; 0)
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•	 Puntos	de	inìeYión�
 f '' (x) = –2cos 2x – cos x
 f '' (x) = 0  → cos cosx x2 2 0– – =
   ( )cos cosx sen x x2 0– – –2 2 =
   cos cosx sen x x2 2 0– –2 2+ =
   ( )cos cos cosx x x2 2 1 0– – –2 2+ =
   cos cos cosx x x2 2 2 0– – –2 2+ =
   cos cosx x4 2 0– –2 + =

   cos x = ±
8

1 1 32
–

+   
, , , ,

, , , ,

8

8

cos

cos

x x x

x x x

0 843 2 57 3 71

0 593 0 94 5 35

– 1 2

3 4

= = =

= = =

 Puntos: (2,57; –0,63); (3,71; –0,63); (0,94; 0,44); (5,35; 0,45)
•	(ráfica�

 

π 2π

π—2
3π—2

1

–1

2

j) y = 
ln x
1

•	 Su	doNinio	de	definición	es	(�
	�		Ǖ
	o	\�^		para	que	se	pueda	eWaluar	el	logaritNo	Z	no	se	produ[ca	
una división entre 0.

•	3aNas	infinitas�

 
∞

l mí
8x +

 
ln x
1  = 0  →  La recta  y = 0  es una asíntota horizontal cuando  x → + ∞.

 l mí
8x 0+

 
ln x
1  = 0,  ya que  ln x → –   ∞  cuando  x → 0+.

 l mí
8x 1–

 
ln x
1  = –   ∞,  l mí

8x 1+
 
ln x
1  = +  ∞  →  La recta  x = 1  es una asíntota vertical.

•	 Puntos	singulares�

 f ' (x) = 
( )

/
ln lnx

x
x x

1 1– –2 2=   →  No tiene puntos singulares ya que la derivada no se anula nunca.

 La función decrece en los intervalos (0, 1) y (1, +  ∞) ya que  x · ln   2 x  siempre es positivo en ambos.

 f '' (x) = 
· ln

ln
x x

x 2
2 3

+   →  f '' (x) = 0  si  ln x + 2 = 0  →  x = e   –2

 La función tiene un punto de in�exión en  ,e
2
1–2–d n .

•	(ráfica�

 

2

2

–2
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Ejercicios y problemas resueltos

Página 315

1. Del estudio a la grá�ca (asíntotas horizontales y verticales)

Hazlo tú. Representa  y = f (x): 

Dom f = Á – {–2};  f  es derivable en todo su dominio.

∞
l mí
8x –

 f (x) = 1   +                
∞

l mí
8x +

 f (x) = –1+                l mí
8x 2– –

 f (x) = +   ∞                l mí
8x 2– +

 f (x) = –   ∞

f (0) = 0;  f (7) = 0                f ' (x) = 0  ⇔  x = 4;  f (4) = 2;  f '' (4) < 0

I) Por ser derivable en su dominio, es continua en él y no tiene puntos angulosos.

II) En  x = –2  la función tiene una asíntota vertical y las tendencias nos dicen cómo se acerca a ella.

 La recta  y = 1  es la asíntota horizontal cuando  x → –   ∞  y 
se acerca a ella por encima.

 Análogamente, la recta  y = –1  es la asíntota horizontal 
cuando  x → +  ∞  y también se acerca por encima.

III) Corta al eje horizontal en los puntos (0, 0) y (7, 0).

 El único extremo relativo está en el punto (4, 2) y, además, 
es un máximo.

2 4 6 8–4–6–8 –2

4

6

2

–2

–4

–6

Y

X

2. Del estudio a la grá�ca (simetrías y asíntotas oblicuas y verticales)

Hazlo tú. Representa  y = f (x):

Dom f = Á – {–2, 2};  función impar.

∞
l mí
8x +

 f (x) = –  ∞                
∞

l mí
8x +

( )
x

f x
 = –1                

∞
l mí
8x +

[ f (x) – (–1) · x] = –1+

l mí
8x 2–

 f (x) = +   ∞                l mí
8x 2+

 f (x) = +∞

f (3) = 0;  f ' (x) = 0  ⇔  x = 0;  f (0) = 0

I) Por ser derivable en su dominio, es continua en él y no tiene puntos angulosos.

II) Por ser impar, es simétrica respecto del origen de coordenadas.

 La recta  x = 2  es una asíntota vertical y, por simetría, también lo es la recta  x = –2.

 Las tendencias en esta última asíntota se obtienen por simetría de las primeras.

 Por otra parte, la recta  y = –x – 1  es la asíntota oblicua 
cuando  x →	�	Ǖ�		%e	nueWo
	por	siNetrÓa
	la	recta		y = –x + 1   
es la asíntota oblicua cuando  x → –   ∞.

III) Corta al eje horizontal en los puntos (3, 0), (0, 0) y (–3, 0), 
siendo este último por simetría.

 Finalmente, el punto (0, 0) es el único punto de tangente 
horizontal y, por las características de la curva, es un punto 
de in�exión.

2 4 6 8–4–6–8 –2

4

6

2

–2

–4

–6

Y

X



BACHILLERATOUnidad 10. Representación de funciones

29

Matemáticas II
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3. Representación de una función racional con asíntotas oblicuas

Hazlo tú. Representa la siguiente función:  y = 
( ) ( )x x

x
2 1– –2

3

•	&l	doNinio	de	definición	es		Á – {1, 2}.
•	3aNas	infinitas�

 
∞

l mí
8x + ( ) ( )x x

x
2 1– –2

3
 = 1  →   La recta  y = 1  es una asíntota horizontal cuando  x → + ∞.  Lo mismo 

ocurre cuando  x → –   ∞.

 l mí
8x 1– ( ) ( )x x

x
2 1– –2

3
 = –   ∞;  l mí

8x 1+ ( ) ( )x x
x

2 1– –2

3
 = +  ∞

 l mí
8x 2 ( ) ( )x x

x
2 1– –2

3
 = + ∞   ya que, al estar  x – 2  elevado al cuadrado, el signo del cociente no cambia 

al pasar de un lado al otro de 2 en sus proximidades.
 Las rectas  x = 1  y  x = 2  son asíntotas verticales.
•	 Puntos	singulares�

 f ' (x) = 
'

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) [ ( ) ( ) ( ) ]

x x
x

x x
x x x x x x x

2 1 2 1
3 2 1 2 2 1 2

– – – –
– – – – – –

2

3

4 2

2 2 3 2
= +f p  =

  = 
( ) ( )

( ) ( ) [ ( ) ( )]
( ) ( )x x

x x x x x x
x x

x x
2 1

3 2 1 2 1 2
2 1
5 6

– –
– – – – –

– –
–

3 2

2 3

3 2

3 2+ = +

 f ' (x) = 0  →  –5x   3 + 6x   2 = 0  →  x = 0,  x = 
5
6

 
0 1 6—

5
2

f ' < 0 f ' < 0 f ' < 0 f ' > 0 f ' < 0

 f (0) = 0

 f 
5
6

5
6 2

5
6 1

5
6

2
27

– –
2

3

= =d
d

d

d
n

n

n

n

 

2 4 6 8 10 12 14 16 18–4–6–8 –2

4

8

10

12

14

16

18

6

2

–2

–4

–6

–8
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4. Representación de una función racional con ramas parabólicas

Hazlo tú. Estudia el dominio, las asíntotas, los intervalos de crecimiento y de decrecimiento, los 
máximos y los mínimos para representar esta función:

y = 
( )x

x
1– 2

3

•	&l	doNinio	de	definición	es		Á – {1}.
•	3aNas	infinitas�

 l mí
8x 1

 
( )x

x
1– 2

3
 = +  ∞

 ya que, al estar  x – 1  elevado al cuadrado, el signo del cociente siempre es positivo en las proximidades 
de 1. Luego, la recta  x = 1  es la asíntota vertical de la función:

 y = 
( ) ( )x

x x
x
x

1
2

1
3 2

– –
–

2

3

2= + +   →  La recta  y = x + 2  es la asíntota oblicua de la función.

•	 Puntos	singulares�

 f ' (x) = 
( )

( ) · ( )
( )
( )

( )x
x x x x

x
x x x

x
x x

1
3 1 2 1

1
3 1 2

1
3

–
– – –

–
– –

–
–

4

2 2 3

3

2 3

3

3 2
= =

 f ' (x) = 0  →  x   3 – 3x   2 = 0  →  x = 0,  x = 3

0 1 3
f ' > 0 f ' > 0 f ' < 0 f ' > 0

 f (0) = 0

 f (3) = 
4
27

2 4 6 8–4–6–8 –2

4

8

6

2

–2

–4

–6

–8

Página 317

5. Función con valor absoluto

Hazlo tú. Representa la siguiente función:

y = |  x  | – |x – 3  | + |  x + 1  |

|   x   | = ≥
x
x

x
x

0
0

– si
si

<)

–|   x – 3   | = 
[ ( )]
( ) ≥

x
x

x
x

3
3

3
3

– – –
– –

si
si

<*  = ≥
x
x

x
x

3
3

3
3

–
–

si
si

<
+

)

|   x + 1   | = 
( )

≥
x

x
x
x

1
1

1
1

– si –
si –

<+
+

)  = ≥
x

x
x
x

1
1

1
1

– – si –
si –

<
+

)
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Teniendo en cuenta los puntos donde cambia de signo cada sumando, sumamos las expresiones y se ob-
tiene:

y = |   x   | – |   x – 3   | + |   x + 1   | = 
≤

≤
≥

≤
≤
≥

x x x
x x x

x x x
x x x

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x
x

x

3 1
3 1

3 1
3 1

1
1 0

0 3
3

1
1 0

0 3
3

4
2

3 2
4

– – – –
– –

–
–

si –
si –
si
si

si –
si –
si
si

– –
–
–

<
<

<

<
<

<

+
+ + +

+ + +
+ + +

=

+

* *

2 4 6 8–4–6–8 –2

4

8

6

2

–2

–4

6. Función logarítmica

Hazlo tú. Representa la siguiente función sabiendo que tiene un único máximo en  x = 0:

y = 
( ) ,ln

x
x x

x

1

1

0

0

≠
2

2 +

=
*

•	&l	doNinio	de	definición	es		Á.  La función tiene simetría par ya que  f (–x) = f (x).  Por tanto, basta 
estudiarla para valores positivos de  x.

•	3aNas	infinitas�

 
∞

l mí
8x +

 ( )ln
x
x 1 02

2 + =

 La recta  y = 0  es la asíntota horizontal cuando  x → +  ∞.  La función está siempre por encima de la 
asíntota ya que toma valores positivos.

 l mí
8x 0+

 ( )ln
x
x 1

2

2 +  = 
0
0   →  l mí

8x 0+
 

x
x

x

2
1

2

1
2 + =

 Puesto que  f (0) = 1,  la función es continua en  Á.

 La grá�ca de la función es:

2 4–4 –2

4

2
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7. Estudio y grá�ca de otras funciones

Hazlo tú. Representa las siguientes funciones:

a) y = 
ln x

x
2  b) y = 

e
x2 1

x–
+

a
	•	%oNinio	de	definición�		Á – {–1, 0, 1}
•	5iene	siNetrÓa	iNpar	Za	que		f (–x) = –f (x).  Por tanto, la estudiamos solo para valores positivos de  x.
•	3aNas	infinitas�

 l mí
8x 0

 
ln x

x
2  = 0  →  En  x = 0  tiene una discontinuidad evitable.

 l mí
8x 1–

 
ln x

x
2  = –   ∞,  l mí

8x 1+
 

ln x
x

2  = +  ∞  →   La recta  x = 1  es una asíntota vertical. Por simetría, la 
recta  x = –1 también lo es.

 
∞

l mí
8x + ln x

x
2  = 

∞
∞

+
+   →  

∞
l mí
8x +

 
/x x2
1

2  = +  ∞

 
∞

l mí
8x +

 ln
x
x

x
2

 = 
∞

l mí
8x +

 
ln x

1
2  = 0  →  Tiene una rama parabólica.

•	 Puntos	singulares�

 f ' (x) = '
( )ln ln

ln
x

x
x

x 2–
2 2 2

2
=d n   →  ln x   2 = 2  →  x = ± ±e e2 =

 f (e  ) = e
2

,  f (–e ) = e
2

–

 1 e–e 0
f ' > 0 f ' < 0 f ' < 0 f ' < 0 f ' > 0

 

2 4–4 –2

–2

4

2

–4

C
	•	 Su	doNinio	de	definición	es		Á.  No tiene asíntotas verticales.
•	3aNas	infinitas�

 
∞

l mí
8x +

 
e
x2 1

x–
+  = +  ∞,  ya que  e   –x → 0  cuando  x → +  ∞.

 
∞

l mí
8x +

 
x

e
x2 1

x–
+

 = 
∞

l mí
8x +

 
xe
x2 1

x–
+  = +  ∞  →  Tiene una rama parabólica.

 
∞

l mí
8x – e

x2 1
x–
+  = 0  →  La recta  y = 0  es una asíntota horizontal cuando  x → –   ∞.

 La función corta al eje horizontal en  x = –   
2
1 .

 Si   x < –   
2
1 ,  la función toma valores negativos y está por debajo de la asíntota.
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•	 Puntos	singulares�

 f ' (x) = 
( )
( ) ( )

e
e x e

e
x2 2 1 3 2– –

x

x x

x2–

– –

–
+ = +

 f ' (x) = 0  →  x = –   
2
3

 
 3– —
 2

f ' < 0 f ' > 0

 f 
2
3–d n  ≈ –0,45

 

2 4–4 –2
–2

4

2
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8. Funciones trigonométricas

Hazlo tú. Representa las siguientes funciones:

a) y = 2sen x + cos 2x b) y = 
πcos x

1

a
	•	 Su	doNinio	de	definición	es		Á.  Es periódica de período 2π.
•	/o	tiene	asÓntotas�
•	$ortes	con	los	eKes�
 x = 0,  y = 1  →  (0, 1)
 y = 0  →  8 8 8cos cossen x x sen x x sen x sen x sen x sen x2 2 0 2 0 2 1 0– – –2 2 2 2+ = + = + =

 →  sen x = 
,

≈ π , π ≈ , π
8 x arc sen k k

x k k
2

1 3 2
1 3 2 0 37 2

0 37 2 3 51 2

–
– π ≈ – π= + +

+ + +

e o*   

•	 Puntos	singulares�
 y' = 2cos x – 2sen 2x
 y' = 0  →  ( )8 8 8cos cos cos cosx sen x x sen x x x sen x2 0 2 0 1 2 0– – –= = =

 →  
,

,
8

cos x

sen x

x k x k

x k x k

0

2
1

2
2

2
3 2

6
2

6
5 2

π π π π

π π π π

=

=

= + = +

= + = +
* * ,  k ∈ 

,  k ∈ 

 y'' = –2sen x – 4cos 2x

 x = π
6

  →  y'' = π π π8cossen x2
6

4
3

3 0
6

– – – <= =   es un máximo relativo.

 x = π
2

  →  y'' = π π π8cossen x2
2

4 2 0
2

– – >= =   es un mínimo relativo.

 x = π
6
5   →  y'' = π π π8cossen x2

6
5 4

3
5 3 0

6
5– – – <= =   es un máximo relativo.

 x = π
2
3   →  y'' = π π π8cossen x2

2
3 4 3 6 0

2
3– – >= =   es un mínimo relativo.

 ,  k ∈ 

,  k ∈ 
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 x = π , π π π ,8cosy sen
6

2
6 3 2

3
6 2

3= + = d n

 x = π , π π π ,8cosy sen
2

2
2

1
2

1= + = c m

 x = π , π π π ,8cosy sen
6
5 2

6
5

3
5

2
3

6
5

2
3= + = d n

 x = π , π π π ,8cosy sen
2
3 2

2
3 3 3

2
3 3– –= + = d n  

2 4–4 –2
–2

4

2

–4

C
	•	$oNo	el	coseno	se	anula	en		 ( )πk
2

2 1+   con  k ∈ ,  el dominio de de�nición es  Á – k
2

2 1+( 2 .

 Es una función par ya que el coseno lo es. Es periódica de período 2.

•	"sÓntotas	Werticales�		x = k
2

2 1+ ,  con  k ∈ .

 Estudiamos los casos  x = 
2
1   y  x = 

2
3   y los demás casos se deducen de la periodicidad de la función.

 l mí
( / )8x 1 2 +

 
πcos x

1  = –   ∞,  l mí
( / )8x 1 2 –

 
πcos x

1  = +  ∞

 l mí
( / )8x 23 +

 
πcos x

1  = +  ∞,  l mí
( / )8x 23 –

 
πcos x

1  = –   ∞

•	 Puntos	singulares�

 y' = ·
cos x

sen x
π

π π
2 ,  y' = 0  →  sen πx = 0  →  x = k,  k ∈ 

 y'' = · · · · ·
cos

cos cos cos
cos

cos
x

x x sen x x sen x
x

x sen x2 2
π

π π · π π π · π · π
π

π π π π
4

2 2 2

3

2 2 2 2+ = +

 x = 0  →  y'' = · · 8
cos

cos sen x
0

0 2 0 0 0π π π >3

2 2 2 2 2+ = =   es un mínimo relativo.

 x = 1  →  y'' = · · 8
cos

cos sen x2 0 1
π

π π π π –π <3

2 2 2 2 2+ = =   es un máximo relativo.

 x = 0,  y = 1  →  (0, 1)

 x = 1,  y = –1  →  (1, –1)

 Los demás casos se obtienen por periodicidad.

2 41 3–4 –2–3 –1
–1

2

3

4

5

1

–2

–3

–4

–5
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1. Descripción de una grá�ca
Describir la siguiente grá�ca dando los elementos necesarios para que un compañero la pueda repre-
sentar a partir de la descripción.

•	&l	doNinio	de	definición	es		Á – {1}.  Es derivable en su dominio puesto que no presenta puntos angu-
losos.

•	 -a	recta		y = 4  es la asíntota horizontal cuando  x → –   ∞  ya que 
∞

l mí
8x –

 f (x) = 4.  Se acerca por debajo 
de la asíntota.

 La recta  x = 1  es la asíntota vertical de la función. La posición respecto de la asíntota es:
  l mí

8x 1–
 f (x) = +  ∞

  l mí
8x 1+

 = –   ∞

 La recta  y = x – 2  es la asíntota oblicua de la función cuando  x → +  ∞.  La curva corta a la asíntota 

oblicua en los puntos de abscisas  x = 2  y  x = 
2
7 �		%espuÏs	se	acerca	por	deCaKo	de	la	asÓntota.

•	 -os	puntos	(o�
	o�
	Z	(�
	o�
	son	NÓniNos	relatiWos	de	la	función�
 Solo tiene un máximo relativo, que se encuentra en el punto (3, 2).
•	 'inalNente
	la	función	corta	a	los	eKes	coordenados	en	los	puntos�	(o�
	�

	(�
	�

	(�
	�

	(�
	�
	Z	(�
	�
�

2. Representación de una función logarítmica con valor absoluto
Representar la siguiente función:

y = 
| |ln
x

x

•	&l	doNinio	de	definición	es		Á – {0}.

 La función tiene simetría impar, ya que  f (–x) = 
| |ln
x
x

–
–

 = –f (x).  Basta estudiarla para valores positivos 
de  x.

•	 l mí
8x 0+

 
| |ln
x
x

 = –   ∞  →  La recta  x = 0  es una asíntota vertical.

 
∞

l mí
8x +

 
| |ln
x
x

 = 0  →  La recta  y = 0  es la asíntota horizontal de la función cuando  x → ±  ∞.

•	 f ' (x) = 
'| |

( )
ln

ln

lnx
x x

x

x
x

x

x

1

1

0

0si

–

– –

si >

<
=e o *   →  y' = 0  →  x = ±e

 e–e 0
f ' < 0 f ' > 0 f ' > 0 f ' < 0
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 x = e,  y = 
e
1   →  ,e

e
1d n   es un máximo relativo y,

 por simetría,  ,e
e
1– –d n   es un mínimo relativo. 2 4–4 –2

–2

4

2

–4

3. Curva con asíntotas

Representar la siguiente función:  f (x) = 
| |x

x 14 +

•	&l	doNinio	de	definición	es		Á – {0}.

 La función tiene simetría par ya que  f (–x) = 
| |

( )
x

x 1
–

– 4 +  = f (x).  Basta estudiarla para valores positivos 
de  x.

•	 l mí
8x 0+

 
| |x

x 14 +  = +  ∞  →  La recta  x = 0  es la asíntota vertical de la función.

 
∞

l mí
8x + | |x

x 14 +  = 
∞

l mí
8x +

 
x

x 1
2

4 +  = +  ∞

 
∞

l mí
8x +

 
| |
x
x

x 14 +

 = 
∞

l mí
8x +

 
x

x 1
2

4 +  = 
∞

l mí
8x +

 
x

x 1
4

4 +  = 1

 
∞

l mí
8x +

 
| |x

x x1 –
4 +f p  = 

∞
l mí
8x +

 
x

x x1 –4 2+  = 
∞

l mí
8x +

 
( )x x
x x

x1
1 –

4

4 4

2+
+

+
 = 0

 La recta  y = x  es la asíntota oblicua cuando  x → + ∞.

•	 f ' (x) = 
'

· x –
( )x

x x
x
x x

x x

x x

x x
x1 2 1

4 1

1

2 1

1
2 1– –4

2

4

3 4

2 4

4 4

2 4

4+ = +
+

=
+

+ =
+

f p

 f ' (x) = 0  →  x   4 = 
2
1   →  x = 

2
14  ≈ 0,84

 (Hemos calculado la derivada suponiendo que  x  toma valores positivos).

 
0

–

f ' > 0 f ' < 0 f ' < 0 f ' > 0

4 1—2
4 1—2

 x = 
2
14 ,  y = 

1+

2
1

2
1

4
 ≈ 1,46  →  ; ,

2
1 1 464d n   es un mínimo relativo de la función.

 
2 4–4 –2

–2

4

2

4. Casi la misma función

Representar la siguiente función:  f (x) = 
x

x 14 +

El estudio de esta función es idéntico al anterior, con la salvedad de que la función es impar, ya que   

f (–x) = ( )
x

x 1
–

– 4 +  = –f (x).
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Para practicar

 Descripción de una grá�ca

1 Representa una función continua y derivable en  Á  tal que:

∞
l mí
8x +

 f (x) = +∞             
∞

l mí
8x –

 f (x) = –   ∞             f (2) = 1,  f ' (x) ≥ 0  para cualquier  x,  f ' (2) = 0

2

1

2 De una función  y = f (x)  tenemos la siguiente información:

D = Á – {1, 4}

l mí
8x 1–

 f (x) = +∞ l mí
8x 1+

 f (x) = –   ∞ l mí
8x 4–

 f (x) = –   ∞ l mí
8x 4+

 f (x) = +∞

∞
l mí
8x ±

 f (x) = 0 si  x → +∞,  f (x) > 0 si  x → –   ∞,  f (x) < 0

f ' (2) = 0,  f (2) = –1;  f ' (–1) = 0,  f (–1) = –1

Represéntala.

1 4–1

–1

3 Dibuja la grá�ca de una función continua y derivable en  Á  de la que se conocen los siguientes 
datos:

∞
l mí
8x –

 f (x) = –   ∞ 
∞

l mí
8x +

 f (x) = +∞

f ' (x) = 0  si  x = –2,  x = 0,  x = 3,  x = 4 f (–2) = 2;  f (0) = 0;  f (3) = 5;  f (4) = 4

3

5
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4 Describe las siguientes funciones indicando su dominio, sus simetrías (si las tienen), sus asíntotas 
y ramas in�nitas, sus puntos singulares y los intervalos de crecimiento y decrecimiento. Hazlo 
dando valores de la función, de su derivada y de ciertos límites.

a)  b)

 

–1

–2 2

1

2

y =
 x

1

2

  

–1

–2 2

1

2

y =
 x

1

2

c)  d)

  

–1

–2 2

1

2

y =
 x

1

2

  

–1

–2 2

1

2

y =
 x

1

2

a
	•	"sÓntota	Iori[ontal�		y = 2.

  Asíntota vertical:  x = 0.

 
∞

l mí
8x –

 f (x) = 2;  
∞

l mí
8x +

 f (x) = 2

 (si  x → –   ∞,  f (2) < 2;  si  x → +  ∞,  f (x) < 2)

 l mí
8x 0–

 f (x) = –   ∞;  l mí
8x 0+

 f (x) = –   ∞

•	 f (x)  no tiene puntos singulares.

•	%ecrece	en	(o			Ǖ
	�
	Z	crece	en	(�
	�		Ǖ


C
	•	"sÓntota	Iori[ontal�		y = –2.

  Asíntota vertical:  x = –2.

 
∞

l mí
8x –

 f (x) = –2;  
∞

l mí
8x +

 f (x) = –2

 (si  x → –   ∞,  f (2) > –2;  si  x → +  ∞,  f (x) > –2)

 l mí
8x 2– –

 f (x) = +   ∞;  l mí
8x 2– +

 f (x) = –   ∞

•	 Puntos	singulares�
 f ' (0) = 0;  f (0) = –1.  Máximo en (0, –1).

•	$reciente	en	(o			Ǖ
	o�
	ø (–2, 0) y decreciente en (0, + ∞).

c
	•	"sÓntota	Iori[ontal�	si		x → +   ∞,  y = 0.

 
∞

l mí
8x –

 f (x) = +  ∞;  
∞

l mí
8x +

 f (x) = 0

 (si  x → +  ∞,  f (x) > 0)

•	 Punto	singulares�

 f ' (0) = 0;  f (0) = 0.  Mínimo en (0, 0).

 f ' (2) = 0;  f (2) = 1.  Máximo en (2, 1).

•	%ecreciente	en	(o			Ǖ
	�
	ø (2, +  ∞) y creciente en (0, 2).
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d
	•	"sÓntota	Wertical�		x = 2.
 l mí

8x 2–
 f (x) = +   ∞;  l mí

8x 2+
 f (x) = –   ∞

•	"sÓntota	oClicua�		y = x
 (si  x → –   ∞,  f (x) > x  ;  si  x → +  ∞,  f (x) < x)
•	 f (x)  no tiene puntos singulares.
•	$reciente	en	(o			Ǖ
	�
	ø (2, +  ∞).

 Características de las funciones

5 Indica el dominio de cada una de las siguientes funciones:

a) y = x x3 4– 2 + +  b) y = 
x3 21

1
–

 c) y = ln (4 – x )

d) y = 
( )cosarc x 2

1
–

 e) y = 
tg x

1  f ) y = 
tg x 1

1
–2

a) Para que se pueda de�nir la función, el radicando debe ser no negativo.
 –x   2 + 3x + 4 ≥ 0  →  El dominio de de�nición es el intervalo [–1, 4].
b) Para que se pueda de�nir la función, el radicando debe ser positivo.
 3x – 21 ≥ 0  →  El dominio de de�nición es el intervalo (7, +  ∞).
c) Para que se pueda de�nir la función, el argumento del logaritmo debe ser positivo y, además,  x ≥ 0  

para que exista la raíz.
 4 – x  > 0  →  x  < 4  →  x  debe estar en el intervalo [0, 16).
d) Por una parte,  –1 ≤ x – 2 ≤ 1  →  1 ≤ x ≤ 3.
 Teniendo en cuenta que  arc cos 1 = 0,  el dominio de de�nición es el intervalo [1, 3).

e) La tangente no está de�nida cuando  x = k
2
π π+ ,  con  k ∈ .

 Además, la función no está de�ida cuando  tg x = 0,  es decir, cuando  x = k   π  con  k ∈  .

 Por tanto, el dominio de de�nición es  Á – k
2
π( 2 .

f ) Para que la función esté bien de�ida, debe ser  tg   2 x – 1 > 0.
 Por otra parte, la función es periódica de período  π.

	 %entro	del	interWalo		 π , π
2 2

–c m ,  tg   2 x – 1 > 0  cuando  x ∈ π , π
4 4

–; Eø π , π
4 2

c m .

 Usando la periodicidad, el dominio de de�nición es la unión de todos los intervalos de la forma

 ,k k
2 4

– π π – π π+ +c mø ,k k
4 2
π π π π+ +c m   con  k ∈ .

6 Estudia la simetría de las siguientes funciones:

a) y = x   2 + 1 b) y = 
x

x
3–2

 c) y = tg πx

d) y = e   |   x   | e) y = 
| |

x x
x

2–2  f ) y = 2cos x
2

a) f (–x) = (–x)2 + 1 = f (x)  →  Función par. b) f (–x) = 
( )x

x
3– –

–
2

 = –f (x)  →  Función impar.

c) f (–x) = [π( )]tg x–  = –f (x)  →  Función impar. d) f (–x) = = e   |   –x   | = f (x)  →  Función par.

e) f (–x) = 
( ) ( )

| | | |
x x

x
x x

x
2 2– – –

–
2 2=

+
  →  No es simétrica. f ) f (–x) = cos x2

2
–  = f (x)  →  Función par.
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7 Determina el periodo de cada una de estas funciones:

a) y = sen 3x b) y = sen 2πx c) y = tg πx

d) y = sen x + cos 2x e) y = cos π x
2

b l · sen x f ) y = sen (x   2 + 1)

a) f ( ) ( )x sen x sen x sen x f x
3
2 3

3
2 3 2 3π π π+ = + = + = =d dn n> H   →  Su período es π

3
2 .

b) ( ) [ π( )] ( π π) π ( )f x sen x sen x sen x f x1 2 1 2 2 2+ = + = + = =   →  Su período es 1.

c) ( ) [π( )] π π) π ( )(f x tg x tg x tg x f x1 1+ = + = + = =   →  Su período es 1.

d) ( π) ( π) [ ( π)] ( π) ( )cos cos cosf x sen x x sen x x sen x x f x2 2 2 2 2 4 2+ = + + + = + + = + =   →  Su período es  2π.

e) f (x) = πcos x sen x
2

 cos πx
2

  es periódica de período  
/2

2 4
π

π = .

 sen x  es periódica de período  2π.
 Por tanto, la función dada no puede ser periódica.
f ) Para que sea periódica de período  T,  debe cumplirse que:
 f (x + T  ) = sen ((x + T   )2 + 1) = sen (x   2 + 2Tx + T   2 + 1) = f (x) = sen (x   2 + 1 + 2k π)  pero esto no es posible 

ya que no se puede hallar el hipotético período independientemente de  x.

8 Halla las asíntotas verticales de estas funciones e indica la posición relativa de cada curva respecto 
a ellas:

a) y = 
x
x

1
1

–2

2 +  b) y = 
x
x

9
2 2

–
–

2
 c) y = 

ln x
1

d) y = ( )
x x
x x

2
1

–
–

2  e) y = 
sen x1
1

– 2  f ) y = 
cos x

2

1

a) Tiene dos posibles asíntotas verticales ya que su denominador se anula cuando  x = 1  y  x = –1:

 l mí
8x 1– – x

x
1
1

–2
2 +  = +  ∞,  l mí

8x 1– + x
x

1
1

–2
2 +  = –   ∞

 l mí
8x 1– x

x
1
1

–2
2 +  = –   ∞,  l mí

8x 1+ x
x

1
1

–2
2 +  = +  ∞

b) Tiene dos posibles asíntotas verticales ya que su denominador se anula cuando  x = 3  y  x = –3.  La 
posición de la función respecto de las asíntotas debe tener en cuenta el dominio de de�nición, que es 
(–   ∞, 3) ø (3, +  ∞).

 l mí
8x 3– –

 
x
x

9
2 2

–
–

2
 = –   ∞,  l mí

8x 3+
 

x
x

9
2 2

–
–

2
 = + ∞

c) El dominio de de�nición es (0, +  ∞) – {1}.

 l mí
8x 0+ ln x

1  = 0  →  En  x = 0  no hay asíntota vertical.

 l mí
8x 1– ln x

1  = –   ∞,  l mí
8x 1+ ln x

1  = +  ∞  →  La recta  x = 1  es la asíntota vertical de la función.

d) y = ( )
x x
x x

2
1

–
–

2  = 
( )
( )

x x
x x

x
x

2
1

2
1

–
–

–
–=   salvo en el punto  x = 0.  

 Por tanto, en  x = 0  tiene una discontinuidad evitable. En  x = 2  tiene una asíntota vertical y la po-
sición es:

 l mí
8x 2– x

x
2
1

–
–  = –   ∞,  l mí

8x 2+ x
x

2
1

–
–  = +  ∞
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e) El denominador se anula cuando  sen   2 x = 1,  es decir, cuando  x = π
2

 + k π,  con  k ∈ .

 l mí
(π/ ) π8x k2 + sen x1

1
– 2  = +  ∞  ya que  1 – sen   2 x > 0   salvo en los valores de  x  donde están las asíntotas 

verticales.
f ) El denominador se anula cuando  cos x

2
 = 0,  es decir, cuando  x = π + 2k π,  con  k ∈ .

 Como la función es periódica de período  4π,  estudiamos las asíntotas verticales  x = π,  x = 3π  y las 
demás se obtienen usando la periodicidad.

 l mí
π8x – /cos x 2

1  = +  ∞,  l mí
8x π+ /cos x 2

1  = –   ∞

 l mí
8x 3π– /cos x 2

1  = –   ∞,  l mí
8x 3π+ /cos x 2

1  = +  ∞

 Funciones polinómicas

9 Estudia y representa las siguientes funciones:

a) y = x   3 + 3x   2 b) y = x   3 – 3x   2 + 5 c) y = x
4 2

9–
4

x   2 + 10 d) y = x x
64

5 –4 5

e) y = x   5 – 5x   3 f ) y = (x – 1)3 – 3x g) y = x   4 – 4x   2 h) y = 1 – (x – 1)3

a) y = x   3 + 3x   2

•	3aNas	infinitas�
 

∞
l mí
8x +

 f (x) = +  ∞;  
∞

l mí
8x –

 f (x) = –   ∞

•	 Puntos	singulares�
 f ' (x) = 3x   2 + 6x  ;  3x   2 + 6x = 0  →  x(3x + 6) = 0

  
, ( ) ( , ) .

, ( ) ( , ) .
8

8
x f
x f

0 0 0 0 0
2 2 8 3 4 4 2 4

es un mínimo
– – – · – es un máximo

= =
= = + =

 

•	3epresentación�

 

4

–2

b) y = x   3 – 3x   2 + 5
•	3aNas	infinitas�
 

∞
l mí
8x +

 f (x) = +  ∞;  
∞

l mí
8x –

 f (x) = –   ∞

•	 Puntos	singulares�
 f ' (x) = 3x   2 – 6x  ;  3x   2 – 6x = 0  →  x(3x – 6) = 0

  
, ( ) ( , )
, ( ) ( , )

.
.

8
8

x f
x f

0 0 0
2 2 2

5 5
1 1

es un
es un

máximo
mínimo

= =
= =

 

•	3epresentación�

 

1

5

2
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c) y = x x
4 2

9 10–
4 2 +

•	3aNas	infinitas�

 
∞

l mí
8x +

 f (x) = +  ∞;  
∞

l mí
8x –

 f (x) = +   ∞

•	 Puntos	singulares�

 f ' (x) = · ; ( )8x x x x x x x x
4

4
2
9 2 9 9 0 9 0– – – –

3 3 3 2= = =

  
, ( ) ( , ) .
, ( ) / ( , / ) .

, ( ) / ( , / ) .

8
8

8

x f
x f
x f

0 0 10 0 10
3 3 41 4 3 41 4

3 3 41 4 3 41 4

áximo en
– mínimo en –

– – – mínimo en – –

m= =
= =
= =

 

•	3epresentación�

 

10

3–3

d) y = x x
64

5 –4 5

•	3aNas	infinitas�

 
∞

l mí
8x +

 f (x) = –   ∞;  
∞

l mí
8x –

 f (x) = +   ∞

•	 Puntos	singulares�

 f ' (x) = ( ); ( ) 8x x x x
64
1 20 5

64
1 20 5 0– –3 4 3 4 =  x   3(20 – 5x) = 0

  
, ( ) .
, ( ) .

8
8

x f
x f

0 0 0
4 4 4

mínimo en (0, 0)
máximo en (4, 4)

= =
= =

 

•	3epresentación�

 

4

4

e) y = x   5 – 5x   3

•	3aNas	infinitas�

 
∞

l mí
8x +

 f (x) = +  ∞;  
∞

l mí
8x –

 f (x) = –   ∞

•	 Puntos	singulares�

 f ' (x) = ; ( )8x x x x x x5 15 5 15 0 5 3 0– – –4 2 4 2 2 2= =

  
( )

( )
( )

8
8
8

x
x
x f

f
f

0
3 9 3 15 3 6 3

3 3 5 3 9 3 15 3 6 3

0 0
3 3 5 3

3
– –

– – –
–

– 5 3

5 3
=
= = =
= = = + =

=
=

+
 

 Tiene un máximo en ( , )3 6 3– , un mínimo en ( , )3 6 3–  y un punto de in�exión en (0, 0).
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•	3epresentación�

 

10

–1

f ) y = (x – 1)3 – 3x

•	3aNas	infinitas�

 
∞

l mí
8x +

 f (x) = +  ∞;  
∞

l mí
8x –

 f (x) = –   ∞

•	 Puntos	singulares�

 f ' (x) = 3(x – 1)2 – 3;  3(x – 1)2 – 3 = 0  →

 (x – 1)2 = 1  
, ( ) ( , ) .
, ( ) ( , ) .

8
8

x f
x f

0 0 0
2 2 2

1 1
5 5

es un máximo
es un mínimo

– –
– –

= =
= =

 

•	3epresentación�

 –5

2

g) y = x   4 – 4x   2

•	 Por	ser	una	función	polinóNica
	su	doNinio	es		Á. 

•	&s	siNÏtrica	respecto	del	eKe	Wertical�

•	/o	tiene	asÓntotas�	&n	el	infinito
	tiene	raNas	paraCólicas	de	creciNiento	cada	We[	Nás	rápido�

 f ' (x) = 4x   3 – 8x  ,  f ' (x) = 0  →  4x   3 – 8x = 0  →  x = – 2 ,  x = 0,  x = 2

 –√
—
2 √

—
20

f ' < 0 f ' > 0 f ' < 0 f ' > 0

 x = – , ( ) ( )y2 2 4 2 4– – – –4 2= =

 x = 0,  y = 0

 x = , y2 4–=

 Los puntos de corte con el eje horizontal son las soluciones de:

 x   4 – 4x   2 = 0  →  x = –2,  x = 0,  x = 2

•	3epresentación�

 

2 4–4 –2
–2

4

2

–4
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h) y = 1 – (x – 1)3

•	 Por	ser	una	función	polinóNica
	su	doNinio	es		Á.
•	/o	tiene	asÓntotas�	&n	el	infinito	tiene	raNas	paraCólicas	de	creciNiento	cada	We[	Nás	rápido�
 f ' (x) = –3(x – 1)2,  f ' (x) = 0  →  x = 1
•	&s	decreciente	en	(o			Ǖ
	�
	Z	en	(�
	�		Ǖ
	Za	que	la	priNera	deriWada	es	negatiWa	salWo	en		x = 1.
 x = 1  →  y = 1
•	$orta	a	los	eKes	en	los	puntos	(�
	�
	Z	(�
	�
�
•	3epresentación�

 
2 4–4 –2

–2

4

2

10 Estudia las ramas in�nitas, intervalos de crecimiento y de decrecimiento, máximos, mínimos y 
puntos de in�exión de las siguientes funciones. Represéntalas grá�camente:

a) y = 3 + (2 – x)3 b) y = 2 – (x – 3)4 c) y = (x + 1)6 – 5

d) y = 3 – (1 – x)3 e) y = x (x – 1) (x + 3) f ) y = (x – 2)2 (x + 1) x   3

a) y = 3 + (2 – x)3

•	3aNas	infinitas		  
( )

( )

l m f x

l m f x

– ∞

∞

í

í
8

8

x

x

∞

– ∞

=

= +
+

•	 Puntos	singulares�	

 f ' (x) = –3(2 – x)2;  –3(2 – x)2 = 0  →  x = 2;  f (2) = 3

 Signo de  f '    :  
2

f ' < 0 f ' < 0

 f  es decreciente en  Á.

 No tiene máximos ni mínimos.

•	 Puntos	de	inìeYión�

 f '' (x) = 6(2 – x);  6(2 – x) = 0  →  x = 2;  f (2) = 3

 Signo de  f ''  :  
2

f '' > 0 f '' < 0

 El punto (2, 3) es un punto de in�exión con tangente horizontal  ( f '' (2) = 0  y  f ' (2) = 0).

•	(ráfica�

 

3

2
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b) y = 2 – (x – 3)4

•	3aNas	infinitas		  
( )

( )

l m f x

l m f x

– ∞

∞–

í

í
8

8

x

x

∞

– ∞

=

=
+

•	 Puntos	singulares�	

 f ' (x) = –   4(x – 3)3;  –  4(x – 3)3 = 0  →  x = 3;  f (3) = 2

 Signo de  f '    :  
3

f ' > 0 f ' < 0

 f  es creciente en (–   ∞, 3) y decreciente en (3, +  ∞).

 Tiene un máximo en (3, 2).

•	 Puntos	de	inìeYión�

 f '' (x) = –12(x – 3)2;  –12(x – 3)2 = 0  →  x = 3;  f (3) = 2

 Signo de  f ''  :  
3

f '' < 0 f '' < 0

 No tiene puntos de in�exión.

•	(ráfica�

 

2

3

c) y = (x + 1)6 – 5

•	3aNas	infinitas		  
( )

( )

l m f x

l m f x

∞

∞

í

í
8

8

x

x

∞

– ∞

=

= +

+
+

•	 Puntos	singulares�	

 f ' (x) = 6(x + 1)5;  6(x + 1)5 = 0  →  x = –1;  f (–1) = –5

 Signo de  f '    :  –1

f ' < 0 f ' > 0

 f  es decreciente en (–   ∞, –1).  Es creciente en (–1, +  ∞).

 Mínimo en (–1, –5).

•	 Puntos	de	inìeYión�

 f '' (x) = 30(x + 1)4;  30(x +1)4 = 0  →  x = –1;  f (–1) = –5

 Signo de  f ''  :  
–1

f '' > 0 f '' > 0

 No tiene puntos de in�exión.
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•	(ráfica�

 –5

–1

d) y = 3 – (1 – x)3

•	3aNas	infinitas		  
( )

( )

l m f x

l m f x

∞

∞–

í

í
8

8

x

x

∞

– ∞

=

=

+
+

•	 Puntos	singulares�	

 f ' (x) = 3(1 – x)2;  3(1 – x)2 = 0  →  x = 1;  f (1) = 3

 Signo de  f '    :  
1

f ' > 0 f ' > 0

 f  es creciente en  Á.

 No tiene máximos ni mínimos.

•	 Puntos	de	inìeYión�

 f '' (x) = –  6(1 – x);  –  6(1 – x) = 0  →  x = 1;  f (1) = 3

 Signo de  f ''  :  
1

f '' < 0 f '' > 0

 (1, 3) es un punto de in�exión con tangente horizontal, puesto que  f ' (1) = 0.

•	(ráfica�

 

3

1

e) y = x (x – 1)(x + 3)

•	3aNas	infinitas		  
( )

( )

l m f x

l m f x

∞

∞–

í

í
8

8

x

x

∞

– ∞

=

=

+
+

 Tiene dos ramas parabólicas de crecimiento cada vez más rápido.

•	 Puntos	singulares�
 f ' (x) = (x – 1)(x + 3) + x(x + 3) + x(x – 1) = 3x   2 + 4x – 3

 f ' (x) = 0  →  3x  2 + 4x – 3 = 0  →  x = , x
3

2
3

2 1313– – –= +

•	&s	creciente	en	 ∞,
3

2 13– – –e o  y en , ∞
3

2 13– + +e o .

 Es decreciente en ,
3

2 13
3

2 13– – – +e o .
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 x = ≈ , , , ( , ; , )8y
3

2 13 1 87 6 06 1 87 6 06– – – –=  es un máximo relativo.

 x = ≈ , , , 8y
3

2 13 0 54 0 88– –+ =   (0,54; –0,88) es un mínimo relativo.

•	 Puntos	de	inìeYión�

 f '' (x) = 6x + 4;  f '' (x) = 0  →  6x + 4 = 0  →  x = –   
3
2

 x = –   , ; ,; 8y
3
2 2 6

3
2 2 6≈ –d n  es el punto de in�exión.

•	$orta	a	los	eKes	coordenados	en	los	puntos		x = 0,  x = 1  y  x = –3.

•	(ráfica�

 

2 4 6–4–6 –2

4

6

2

–2

–4

–6

f ) y = (x – 2)2 (x + 1) x   3

•	3aNas	infinitas		  
( )

( )

l m f x

l m f x

∞

∞

í

í
8

8

x

x

∞

– ∞

=

= +

+
+

   Tiene dos ramas parabólicas de crecimiento cada vez 
más rápido.

•	 Puntos	singulares�

 f ' (x) = ((x – 2)2(x + 1)x   3)' = 2(x – 2)(x + 1)x   3 + (x – 2)2x   3 + (x + 1)(x – 2)2 3x   2 =

  = 6x   5 – 15x   4 + 12x   2

 f ' (x) = 0  →  6x   5 – 15x   4 + 12x   2 = 0  →  x = , , ,x x x
4

1 17 0
4

1 17 2– = = + =

 

0 2
f ' < 0 f ' > 0 f ' > 0 f ' > 0 f ' > 0

1 – √
—
17—

4
1 + √

—
17—

4

 x = ≈ , , , ( , ; , )8y
4

1 17 0 78 0 81 0 78 0 81– – – – –=  es un mínimo relativo.

 x = ≈ , , , ( , ; , )8y
4

1 17 1 28 2 48 1 28 2 48+ =  es un máximo relativo.

 x = 2,  y = 0  →  (2, 0) es un mínimo relativo.

•	 Puntos	de	inìeYión�

 f '' (x) = 30x   4 – 60x   3 + 24x   ;  f '' (x) = 0  →  x = 0;  x = 1,73;  x = 0,83;  x = –0,56

 Los puntos de in�exión son (0, 0); (1,73; 1,03); (0,83; 1,43) y (–0,56; –0,51).

•	$orta	a	los	eKes	coordenados	en	los	puntos		x = 2,  x = –1  y  x = 0

•	(ráfica�

 
2–2

4

2
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Página 322

 Funciones racionales

11 En las siguientes funciones, estudia su dominio, asíntotas y posición de la curva respecto de 
estas, y represéntalas a partir de los resultados obtenidos:

a) y = 
x
1
2  b) y = 

x 1
1
–2  c) y = 

x
x

1–2

d) y = 
x

x 1–2
 e) y = 

x
x

12 +
 f ) y = x + 

x
1
2

g) y = 
x

x
1 – 2

3
 h) y = 

( )x
x

1 – 2

3
 i) y = 

x
x

1
4

4

2

+

a
	•	 &l	doNinio	de	definición	es		Á – {0}.  Tiene simetría par.
	 •	"sÓntotas	Werticales�

 l mí
8x 0

 
x
1
2  = +  ∞   porque la función es positiva en todo su dominio. La recta  x = 0  es la asíntota 

vertical de la función.
•	"sÓntotas	Iori[ontales�

 
∞

l mí
8x +

 
x
1
2  = 0  →   La recta  y = 0  es la asíntota horizontal cuando  x → +  ∞  y, también, por 

simetría, cuando  x → –   ∞.
 La función está por encima de la asíntota por 

ser siempre positiva.
•	(ráfica�

 
2 4–4 –2

4

2

C
	•	 &l	doNinio	de	definición	es		Á – {–1, 1}.
	 •	"sÓntotas�

 
∞

l mí
8x –

 f (x) = 0;  
∞

l mí
8x +

 f (x) = 0

 y = 0  es asíntota horizontal.

 (si  x → –   ∞,  f (x) > 0;  si  x → +  ∞,  f (x) > 0)

 
( )

( )

l m f x

l m f x

∞

∞–

í

í
8

8

x

x

1

1

–

–

–
= +

=
+

4   x = –1  es asíntota vertical.

 
( )

( )

l m f x

l m f x

∞

∞

–í

í
8

8

x

x

1

1

–
=

= +
+

4   x = 1  es asíntota vertical.

•	(ráfica�

 

1–1
1
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c
	•	 &l	doNinio	de	definición	es		Á – {–1, 1}.

	 •	"sÓntotas�

 
∞

l mí
8x –

 f (x) = 0;  
∞

l mí
8x +

 f (x) = 0

 (si  x → –   ∞,  f (x) < 0;  si  x → +  ∞,  f (x) > 0)

 y = 0  es asíntota horizontal.

 
( )

( )

l m f x

l m f x

∞

∞

–í

í
8

8

x

x

1

1

–

–

–
=

= +
+

4   x = –1  es asíntota vertical.

 
( )

( )

l m f x

l m f x

∞

∞

–í

í
8

8

x

x

1

1

–
=

= +
+

4   x = 1  es asíntota vertical.

•	(ráfica�

 

1
–1

d
	•	 &l	doNinio	de	definición	es		Á – {0}.

	 •	"sÓntotas�

 
( )

( )

l m f x

l m f x

∞

∞–

í

í
8

8

x

x

0

0

–
=

=

+

+

4   x = 0  es asíntota vertical.

 y = x  es asíntota oblicua.

 (si  x → –   ∞,  f (x) > x;  si  x → +  ∞,  f (x) < x)

•	(ráfica�

 

2

2

e
	•	 &l	doNinio	de	definición	es		Á.

	 •	"sÓntotas�

  No tiene asíntotas verticales.

 
∞

l mí
8x –

 f (x) = 0;  
∞

l mí
8x +

 f (x) = 0

 (si  x → –   ∞,  f (x) < 0;  si  x → +  ∞,  f (x) > 0)
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•	(ráfica�

 
1–1

f	
	•	 &l	doNinio	de	definición	es		Á – {0}.
	 •	"sÓntotas	Werticales�

 l mí
8x 0

 x
x
1
2+e o  = +  ∞  porque la fracción es positiva en todo su dominio.

 La recta  x = 0  es la asíntota vertical de la función.

 No tiene asíntotas horizontales.

•	"sÓntotas	oClicuas�

 f (x) = x
x
1
2+   →  La recta  y = x  es la asíntota oblicua.

 Como  f (x) – x
x
1
2=  > 0  salvo en  x = 0,  la función 

queda por encima de la asíntota oblicua.

 

2 4–4 –2

–2

4

2

–4

g
	•	 &l	doNinio	de	definición	es		Á – {–1, 1}.  La función tiene simetría impar.
	 •	"sÓntotas	Werticales�

 
∞

l m
x

x

l m
x

x

1

1

–
∞

–
–

í

í

8

8

x

x

2

3

2

3

1

1

–
= +

=
+

4   x = 1  es asíntota vertical.  Análogamente, por simetría, lo es la recta  x = –1.

 No tiene asíntotas horizontales.
•	"sÓntotas	oClicuas�

 f (x) = 
x

x
1 – 2

3
 = x – 

x
x

1–2   →  La recta  y = –x  es la asíntota oblicua.

 Si  x → +  ∞,  f (x) – (–x) = 
x

x
1

–
–2  < 0  →  La función queda por debajo de la asíntota.

 Si  x → –  ∞,  f (x) – (–x) = 
x

x
1

–
–2  > 0  →  La función queda por encima de la asíntota.

 

2 4–4 –2

–2

4

2

–4
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I
	•	 &l	doNinio	de	definición	es		Á – {1}.

	 •	"sÓntotas	Werticales�

 l mí
8x 1

 
( )x

x
1 – 2

3
 = +  ∞  ya que el denominador es no negativo.

 La recta  x = 1  es una asíntota vertical de la función.

 No tiene asíntotas horizontales.

•	"sÓntotas	oClicuas�

 f (x) = 
( )x

x
1 – 2

3
 = x + 2 + 

( )x
x

1
3 2

–
–

2   →  La recta  y = x + 2  es la asíntota oblicua.

 Si  x → +  ∞,  f (x) – (x + 2) = 
( )x

x
1

3 2
–
–

2  > 0  →  La función queda por encima de la asíntota.

 Si  x → –  ∞,  f (x) – (x + 2) = 
( )x

x
1

3 2
–
–

2  < 0  →  La función queda por debajo de la asíntota.

•	(ráfica�

 

2 4 6 8–4–6–8 –2

4

8

6

2

–2

–4

–6

–8

i
	 •	 &l	doNinio	de	definición	es		Á.  Es una función par.

	 •	/o	tiene	asÓntotas	Werticales�

 
∞

l mí
8x +

 
x

x
1
4

4

2

+
 = 0

 La recta  x = 0  es la asíntota horizontal de la función cuando  x → ±   ∞.

 La función queda por encima de la asíntota por ser positiva salvo en  x = 0.

•	(ráfica�

 

2 4–4 –2

–2

4

2
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12 Representa estas funciones estudiando previamente su dominio, asíntotas, ramas in�nitas y ex-
tremos relativos.

a) y = 
( ) ( )x x1 3

1
– –

          b) y = 
( )( )

( )
x x x

x
3 4

1
–

–
+

          c) y = 
( )x x

x
2

8 2
–

–           d) y = 
( )( )

( )
x x
x x

2 1
2 1

–
–2

+

a
	•	 &l	doNinio	de	definición	es		Á – {1, 3}.

	 •	"sÓntotas	Werticales�

 
( ) ( )

( ) ( ) ∞

l m x x

l m x x

1 3
1

1 3
1

– – ∞

– – –

í

í

8

8

x

x

1

1

–
= +

=
+

4   x = 1  es asíntota vertical.

 
( ) ( )

( ) ( )

l m x x

l m x x

1 3
1

1 3
1

– – ∞

– – ∞

–í

í

8

8

x

x

3

3

–
=

= +
+

4   x = 3  es asíntota vertical.

•	"sÓntotas	Iori[ontales�

 
∞

l mí
8x +

 
( ) ( )x x1 3

1
– –

 = 0  →  La recta  y = 0  es la asíntota horizontal cuando  x → ±   ∞.

 La función queda por encima de la asíntota cuando  x → +  ∞  y cuando  x → –  ∞.

•	&YtreNos	relatiWos�

 f ' (x) = 
[( ) ( )]x x

x
1 3
2 4

– –
–

2
+ ,  f  ' (x) = 0  →  x = 2

 x = 2,  y = –1

 21 3
f ' > 0 f ' > 0 f ' < 0 f ' < 0

•	(ráfica�

 

2 4–4 –2

–2

4

2

–4

C
	•	 &l	doNinio	de	definición	es		Á – {–   4, 0, 3}.

	 •	"sÓntotas	Werticales�

 
( ) ( )

( ) ( ) ∞

l m x x x
x

l m x x x
x

3 4
1

3 4
1

–
– ∞

–
– –

í

í

8

8

x

x

4

4

–

–

– + = +

+ =
+

4   x = –   4  es asíntota vertical.
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( ) ( )

( ) ( ) ∞

l m x x x

l m x x x
x

x
3 4

3 4
1

1
– – ∞

–
–

–í

í

8

8

x

x

0

0

– + =

+ = +
+

4   x = 0  es asíntota vertical.

 
( ) ( )

( ) ( ) ∞

l m x x x
x

l m x x x
x

3 4
1

3 4
1

–
– – ∞

–
–

í

í

8

8

x

x

3

3

– + =

+ = +
+

4   x = 3  es asíntota vertical.

•	"sÓntotas	Iori[ontales�

 
∞

l mí
8x +

 
( ) ( )x x x

x
3 4

1
–

–
+

 = 0  →  La recta  y = 0  es la asíntota horizontal cuando  x → ±   ∞.

 La función queda por encima de la asíntota cuando  x → +  ∞  y cuando  x → –  ∞.
•	&YtreNos	relatiWos�

 f ' (x) = 
( ) ( )

( )
x x x

x x x
3 4

2 6
–

– –
2 2 2

3 2

+
+ + ,  f ' (x) = 0  →  –x   3 + x   2 + x – 6 = 0  →  x = –1,69;  y = –0,15

 –1,69–4 0 3
f ' > 0 f ' > 0 f ' < 0 f ' < 0 f ' < 0

•	$orta	a	los	eKes	en	(�
	�
�

•	(ráfica�

 

2 4–4 –2

–2

4

2

–4

c
	•	 &l	doNinio	de	definición	es		Á – {0, 2}.
	 •	"sÓntotas	Werticales�

 
( )

( )
∞

l m
x x

x

l m
x x

x

2
8 2

2
8 2

–
– ∞

–
– –

í

í

8

8

x

x

0

0

–
= +

=
+

4   x = 0  es asíntota vertical.

 
( )

∞

( )
∞

l m
x x

x

l m
x x

x

2
8 2

2
8 2

–
– –

–
–

í

í

8

8

x

x

2

2

–
=

= +
+

4   x = 2  es asíntota vertical.

•	"sÓntotas	Iori[ontales�

 
∞

l mí
8x +

 
( )x x

x
2

8 2
–

–  = 0  →  La recta  y = 0  es la asíntota horizontal cuando  x → ±   ∞.

 La función queda por debajo de la asíntota cuando  x → +  ∞  y por encima cuando  x → –  ∞.
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•	&YtreNos	relatiWos�

 f ' (x) = 
( )

( )
x x
x x

2
2 8 8

–
–

2 2

2 + ,  f ' (x) = 0  →  x   2 – 8x + 8 = 0  →  x = 4 – 2 2 ,  x = 4 + 2 2

 x = 4 – 2 2  ≈ 1,17,  y = –5,83

 x = 4 + 2 2  ≈ 6,83,  y = –0,17

 20

f ' > 0 f ' > 0 f ' < 0 f ' < 0 f ' > 0

4 – 2√
—
2 4 + 2√

—
2

•	$orta	a	los	eKes	en	(�
	�
�
•	(ráfica�

 

2 4 6 8–4–6–8 –2

4

8

6

2

–2

–4

–6

–8

d
	•	 &l	doNinio	de	definición	es		Á – {–1, 2}.

	 •	"sÓntotas	Werticales�

 
( ) ( )

( )

( ) ( )
( ) ∞

l m
x x
x x

l m
x x
x x

2 1
2 1

2 1
2 1

–
– ∞

–
–

–í

í

8

8

x

x

2

2

1

1

–

–

– +
=

+
= +

+

4   x = –1  es asíntota vertical.

 
( ) ( )

( ) ∞

( )( )
( ) ∞

l m
x x
x x

l m
x x
x x

2 1
2 1

2 1
2 1

–
– –

–
–

í

í

8

8

x

x

2

2

2

2

– +
=

+
= +

+

4   x = 2  es asíntota vertical.

•	/o	tiene	asÓntotas	Iori[ontales�

•	"sÓntotas	oClicuas�

 f (x) = 
( ) ( )

( )
x x
x x

2 1
2 1

–
–2

+
 = 2x + 1 + 

( ) ( )x x
x

1 2
5 2

–+
+   →  La recta  y = 2x + 1  es la asíntota oblicua.

 Si  x → +  ∞,  f (x) – (2x + 1) = 
( ) ( )x x

x
1 2
5 2

–+
+  > 0  →  La función queda por encima de la asíntota.

 Si  x → –  ∞,  f (x) – (2x + 1) = 
( ) ( )x x

x
1 2
5 2

–+
+  < 0  →  La función queda por debajo de la asíntota.

•	&YtreNos	relatiWos�

 f ' (x) = 
( ) ( )

( )
x x

x x x x
2 1

2 4 11 4
–
– –

2 2

3 2

+
+

 f ' (x) = 0  →  x (2x   3 – 4x   2 – 11x + 4) = 0  →  
, ; , ; ,8

x
x x x x x x

0
2 4 11 4 0 0 33 3 43 1 76– – –3 2

=
+ = = = =

*
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•	$orta	a	los	eKes	en	(�
	�
	Z	en	 ,2
1 0d n .

•	(ráfica�

 

2 4 6 8–4–6–8 –2

4

8

10

6

2

–2

–4

–6

–8

–10

13 Representa las siguientes funciones racionales:

a) y = 
x x
x x

1
1–

2

2

+ +
+  b) y = 

x
x x

1
2 2
–

–2 +  c) y = 
x

x x
1

3 2–
2

2

+
+

d) y = 
x

x x x
2

4 4– –
3

3 2 +  e) y = 
x x

x x7 6
–

–
4 2

3 2 +  f ) y = 
x x x

x x x
2

3 9 22
– –

– –
3 2

3 2 +

Recuerda que si se simpli�ca una fracción dividiendo numerador y denominador por  (x – a),  
hay una discontinuidad evitable en  x = a.

a
	•	 &l	doNinio	de	definición	es		Á.

	 •	/o	tiene	asÓntotas	Werticales�

•	"sÓntotas	Iori[ontales�

 
∞

l mí
8x +

 
x x
x x

1
1–

2

2

+ +
+  = 1  →  La recta  y = 1  es la asíntota horizontal de la función.

 f (x) – 1 = 
x x
x x

x x
x

1
1 1

1
2– – –

2

2

2+ +
+ =

+ +

 Si  x → +  ∞,  f (x) – 1 = 
x x

x
1

2–
2 + +

 < 0  →  La función queda por debajo de la asíntota.

 Si  x → –  ∞,  f (x) – 1 = 
x x

x
1

2–
2 + +

 > 0  →  La función queda por encima de la asíntota.

•	&YtreNos	relatiWos�

 f ' (x) = 
( )

( )
x x

x
1

2 1–
2 2

2

+ +
,  f ' (x) = 0  →  x = –1,  x = 1  

–1

f ' > 0 f ' < 0 f ' > 0

1

 x = –1,  y = 3;  x = 1,  y = 
3
1

•	(ráfica�

 
2 4–4 –2

2
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C
	•	 &l	doNinio	de	definición	es		Á – {1}.
	 •	"sÓntotas	Werticales�

 
∞

l m
x

x x

l m
x

x x

1
2 2

1
2 2

–
– – ∞

–
–

í

í

8

8

x

x

1

2

1

2

–
+ =

+ = +
+

4   x = –1  es asíntota vertical.

•	/o	tiene	asÓntotas	Iori[ontales�
•	"sÓntotas	oClicuas�

 f (x) = 
x

x x
1

2 2
–

–2 +  = x – 1 + 
x 1

1
–

  →  La recta  y = x – 1  es la asíntota oblicua de la función.

 Si  x → +  ∞,  f (x) – (x – 1) = 
x 1

1
–

 > 0  →  La función queda por encima de la asíntota.

 Si  x → –  ∞,  f (x) – (x – 1) = 
x 1

1
–

 < 0  →  La función queda por debajo de la asíntota.

•	&YtreNos	relatiWos�

 f ' (x) = 
x

x x
1

2 2
–

–2 +  = 
( )
( )
x

x x
1

2
–
–

2 ,  f ' (x) = 0  →  x = 0,  x = 2

 0

f ' > 0 f ' < 0 f ' < 0

1

f ' < 0

2

 x = 0,  y = –1;  x = 2,  y = 2

•	(ráfica�

 

2 4–4 –2

–2

4

2

–4

c
	•	 &l	doNinio	de	definición	es		Á.
	 •	/o	tiene	asÓntotas	Werticales�

•	"sÓntotas	Iori[ontales�

 
∞

l mí
8x +

 
x

x x
1

3 2–
2

2

+
+  = 3  →  La recta  y = 3  es la asíntota horizontal de la función.

 f (x) – 3 = 
x

x x
x
x

1
3 2 3

1
5– – –

2

2

2+
+ =

+

 Si  x → +  ∞,  f (x) – 3 = 
x
x

1
5–

2 +
 > 0  →  La función queda por encima de la asíntota.

 Si  x → –  ∞,  f (x) – 3 = 
x
x

1
5–

2 +
 < 0  →  La función queda por debajo de la asíntota.
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•	&YtreNos	relatiWos�

 f ' (x) = 
( )x

x x
1

10 1–
2 2

2

+
+ + ,  f ' (x) = 0  →  –x   2 + 10x + 1 = 0  →  x = 5 – 26 ,  x = 5 + 26

 

f ' < 0 f ' > 0 f ' < 0

5 – √
—
26 5 + √

—
26

 x = 5 – 26  ≈ –0,1,  y = –2,05

 x = 5 + 26  ≈ 10,1,  y = 3,05

•	(ráfica�	

2 4 6 8–4–6–8 –2

4

2

–2

d
	•	 &l	doNinio	de	definición	es		Á – {0}.
	 •	"sÓntotas	Werticales�

 
∞

l m
x

x x x

l m
x

x x x

2
4

2
4

– – – ∞

– –

í

í

8

8

x

x

3

3 2

3

3 2

0

0

–
+ =

+ = +
+

4   x = 0  es asíntota vertical.

•	"sÓntotas	Iori[ontales�

 
∞

l mí
8x +

 
x

x x x
2

4– –
3

3 2 +  = 
2
1   →  La recta  y = 

2
1   es la asíntota horizontal de la función.

 f (x) – 
2
1  = 

x
x x x

2
4– –

3

3 2 +  – 
2
1  = 

x
x x

2
4– –

3

2 +

 Si  x → +  ∞,  f (x) – 
2
1  = 

x
x x

2
4– –

3

2 +  < 0  →  La función queda por debajo de la asíntota.

 Si  x → –  ∞,  f (x) – 
2
1  = 

x
x x

2
4– –

3

2 +  > 0  →  La función queda por encima de la asíntota.

•	&YtreNos	relatiWos�

 f ' (x) = 
x

x x
2
2 12–

4

2 + ,  f ' (x) = 0  →  x   2 + 2x – 12 = 0  →  x = –1 – 13 ,  x = –1 + 13

 –1 – √
—
13 –1 + √

—
13

f ' > 0 f ' < 0 f ' < 0

0

f ' < 0

 x = –1 – 13  ≈ –   4,6,  y = 
· ,

( , ) , ,
2 4 6

4 6 4 6 4 6 4
–

– –
3

3 2 + +  = 0,56452

 x = –1 + 13  ≈ 2,6,  y = 0,35

•	(ráfica�

 

2 4–4 –2

–2

4

2

–4
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e
	•	 &l	doNinio	de	definición	es		Á – {–1, 0, 1}.

	 •	 f (x) = 
( ) ( )

( ) ( )
( )x x

x x
x x x

x x x
x x

x x7 6
1 1

1 6 6
1

6 6
–

–
–

– – – – –
4 2

3 2

2

2

2

2+ =
+

=
+

   salvo en  x = 1,  donde presenta una 
discontinuidad evitable.

  l mí
8x 1

 
x x

x x7 6
–

–
4 2

3 2 +  = l mí
8x 1

 
( )x x

x x
1

6 6
2
11– – –2

2

+
=

	 •	"sÓntotas	Werticales�

 
( )

( )
∞

l m
x x

x x

l m
x x

x x

1
6 6

1
6 6

– – – ∞

– –

í

í

8

8

x

x

2

2

2

2

1

1

–

–

– +
=

+
= +

+

4   x = –1  es asíntota vertical.

 
( )

( )

l m
x x

x x

l m
x x

x x

1
6 6

1
6 6

– – – ∞

– – ∞–

í

í

8

8

x

x

0 2

2

0 2

2

– +
=

+
=

+

4   x = 0  es asíntota vertical.

•	"sÓntotas	Iori[ontales�

 
∞

l mí
8x +

 
( )x x

x x
1

6 6– –
2

2

+
 = 0  →  La recta  y = 0  es la asíntota horizontal de la función.

 Si  x → +  ∞,  f (x) > 0  →  La función queda por encima de la asíntota.
 Si  x → –  ∞,  f (x) < 0  →  La función queda por debajo de la asíntota.

•	&YtreNos	relatiWos�

 f ' (x) = 
( )x x

x x x
1

12 24 12–
3 2

3 2

+
+ + + ,  f ' (x) = 0  →  –x   3 + 12x   2 + 24x + 12 = 0  →  x = 13,8

 x = 13,8;  y = 0,036

•	(ráfica�

 

2 4 6–4–6 –2

40

60

20

–20

–40

–60

f	
	•	 &l	doNinio	de	definición	es		Á – {–1, 0, 2}.

	 •	 f (x) = 
( ) ( )

( ) ( )
( )x x x

x x x
x x x

x x x
x x

x x
2

3 9 22
1 2

2 11
1
11

– –
– –

–
– – – – –

3 2

3 2 2 2+ =
+

=
+

   salvo en  x = 2,  donde presenta 
una discontinuidad evitable.

  l mí
8x 2

 
x x x

x x x
2

3 9 22
– –

– –
3 2

3 2 +  = l mí
8x 2

 
( )x x

x x
1
11

2
3– – –

2

+
=

	 •	"sÓntotas	Werticales�

 
( )

( )
∞

l m
x x

x

l m
x x

x x

x
1

1
11

11– – – ∞

– –

í

í

8

8

x

x

1

2

1

2

–

–

– +
=

+
= +

+

4   x = –1  es asíntota vertical.
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( )

∞

( )
∞

l m
x x

x x

l m
x x

x x

1
11

1
11

– –

– – –

í

í

8

8

x

x

0

2

0

2

– +
=

+
=

+

+

4   x = 0  es asíntota vertical.

•	"sÓntotas	Iori[ontales�

 
∞

l mí
8x +

 
( )x x

x x
1
11– –2

+
 = 1  →  La recta  y = 1  es la asíntota horizontal de la función.

 f (x) – 1 = 
( )x x

x x
1
11– –2

+
 – 1 = 

( )x x
x

1
2 11– –

+

 Si  x → +  ∞,  f (x) – 1 = 
( )x x
x

1
2 11– –

+
 < 0  →  La función queda por debajo de la asíntota.

 Si  x → –  ∞,  f (x) – 1 = 
( )x x
x

1
2 11– –

+
 > 0  →  La función queda por encima de la asíntota.

•	&YtreNos	relatiWos�

 f ' (x) = 
( )x x

x x
1

2 22 11
2 2

2

+
+ + ,  f ' (x) = 0  →  2x   2 + 22x + 11 = 0

 x = 
2

11 3 11– –  ≈ –10,5;  y = 1,1

 x = 
2

11 3 11– +  ≈ –0,53;  y = 40,9

 

–1 0 2

f ' > 0 f ' < 0 f ' < 0 f ' > 0 f ' > 0 y' > 0

2
11 3 11– –

2
11 3 11– +

•	(ráfica�

 

2 4 6 8–4–6–8 –2

40

80

100

60

20

–20

–40

–60

–80

–100
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 Otros tipos de funciones

14 Estudia y representa las siguientes funciones:

a) y = x4 – 23  b) y = x x–2  c) y = x x4 5–2 +  d) y = 
x
x

1–2

2

a) y = x4 – 23

•	%oNinio�		Á
•	"sÓntotas�
 No tiene asíntotas verticales.

 
( ) ;

( )

( ) ;
( )

l m f x l m
x

f x

l m f x l m
x

f x

0

0

∞

– ∞

–í í

í í

8 8

8 8

x x

x x

– ∞ – ∞

∞ ∞

= =

= =
+ +

4   Ramas parabólicas.

•	 Puntos	singulares�

 f ' (x) = 
( )x

x
3 4

2
–

–
2 23

  →  f (x)  no es derivable en  x = –2,  ni en  x = 2.

 f ' (x) = 0  →  –2x = 0  →  x = 0
 Signo de  f ' (x):

 
–2 0

f ' > 0f ' > 0 f ' < 0 f ' < 0

2

 f (x)  es creciente en (–   ∞, 0). Es decreciente en (0, +  ∞).  Tiene un máximo en ( , )0 43 .
•	$orta	al	eKe		X  en (–2, 0) y en (2, 0).
•	(ráfica�

 

2

1

b) y = x x–2

•	%oNinio�	(o			Ǖ
	�>	ø [1, +  ∞)
•	"sÓntotas�
 No tiene asíntotas verticales.
 

∞
l mí
8x –

 f (x) = +  ∞

 
∞

l mí
8x –

 
( )
x

f x
 = 

∞
l mí
8x +

 
x

x x
–

2 +  = –1

 
∞

l mí
8x –

 [ f (x) + x   ] = 
∞

l mí
8x +

 [ ]x x x–2 +  = 
∞

l mí
8x +

 
(

[
)

] [ ]
x x

x x
x

x x x x–
2

2 2

+
+

+
+ +  =

  = 
∞

l mí
8x +

 
x x

x x x
x

–
2

2 2

+
+

+
 = 

∞
l mí
8x +

 
x x

x
x 2

1
2 +

=
+

 y = –x + 
2
1   es asíntota oblicua cuando  x → –   ∞  ( )f x x

2
1–< +d n .
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∞

l mí
8x +

 f (x) = +  ∞

 
∞

l mí
8x +

 
( )
x

f x
 = 

∞
l mí
8x +

 
x

x x–2
 = 1

 
∞

l mí
8x +

 [ f (x) – x   ] = 
∞

l mí
8x +

 [ ]x x x––2  = 
∞

l mí
8x +

 
( )

[ ] [ ]
x x x

x x x x x x–
–

– –
2

2 2

+
+  =

  = 
∞

l mí
8x +

 
x x x

x x x–
–

–
2

2 2

+
 = 

∞
l mí
8x +

 
x x x

x
2
1

–
– –

2 +
=

 y = x – 
2
1   es asíntota oblicua cuando  x → +   ∞  ( )f x x

2
1–<d n .

•	 Puntos	singulares�

 f ' (x) = 
x x
x

2
2 1

–
–

2

 f ' (x) = 0  →  2x – 1 = 0  →  x = 
2
1

 No tiene puntos singulares  (en  x = 
2
1   no está de�nida  f (x)).

 Signo de  f ' (x):

 
0 1

No existef ' < 0 f ' > 0

 f (x)  es decreciente en (–   ∞, 0]. Es creciente en [1, +  ∞).
•	 Pasa	por	(�
	�
	Z	(�
	�
�
•	(ráfica�

 

1

1

c) y = x x4 5–2 +

•	%oNinio�		x   2 – 4x + 5 = 0  →  x = ±
2

4 16 20–   →  no tiene solución.

 f (x) > 0  para todo  x.
 Dominio = Á.
•	"sÓntotas�
 No tiene asíntotas verticales.
 

∞
l mí
8x –

 f (x) = +  ∞

 
∞

l mí
8x –

 
( )
x

f x
 = 

∞
l mí
8x +

 
x

x x4 5
–

2 + +  = –1

 
∞

l mí
8x –

 [ f (x) + x   ] = 
∞

l mí
8x +

 [ ]x x x4 5 –2 + +  = 
∞

l mí
8x +

 
( )

( ) ( )
x x x

x x x x x x
4 5

4 5 4 5–
2

2 2

+ +
+ + + +

+
+  =

  = 
∞

l mí
8x +

 
x x x

x x x
4 5

4 5 –
2

2 2

+ +
+ +

+
 = 

∞
l mí
8x +

 
x x x

x
4 5

4 5
2
4 22 + +

+ = =
+

 y = –x + 2  es asíntota oblicua cuando  x → –   ∞  (  f (x) > –x + 2).
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∞

l mí
8x +

 f (x) = +  ∞

 
∞

l mí
8x +

 
( )
x

f x
 = 

∞
l mí
8x +

 
x

x x4 5–2 +  = 1

 
∞

l mí
8x +

 [ f (x) – x   ] = 
∞

l mí
8x +

 [ ]x x x4 5– –2 +  =

  = 
∞

l mí
8x +

 
( )

( ) ( )
x x x

x x x x x x
4 5

4 5 4 5
–

– – –
2

2 2

+ +
+ + +  =

  = 
∞

l mí
8x +

 
x x x

x x x
4 5

4 5
–

– –
2

2 2

+ +
+  =

  = 
∞

l mí
8x +

 
x x x

x
4 5
4

2
4 25

–
– – –

2 + +
+ = =

 y = x – 2  es asíntota oblicua cuando  x → +   ∞  (  f (x) > x – 2).

•	 Puntos	singulares�

 f ' (x) = 
x x

x
x x

x
2 4 5

2 4
4 5
2

–
–

–
–

2 2+
=

+

 f ' (x) = 0  →  x – 2 = 0  →  x = 2

 Signo de  f ' (x):

 
2

f ' > 0f ' < 0

 f (x)  es decreciente en (–   ∞, 2).
 Es creciente en (2, +  ∞).
 Tiene un mínimo en (2, 1).

•	(ráfica�

 

1

2

1 2

d) y = 
x
x

1–2

2

•	%oNinio�	(o			Ǖ
	o�
	ø (1, +  ∞)
•	 SiNetrÓas�		f (–x) = f (x)  →  f (x)  es par: simétrica respecto al eje  Y.
•	"sÓntotas�
 l mí

8x 1– –
 f (x) = +  ∞  →  x = –1  es asíntota vertical.

 l mí
8x 1+

 f (x) = +  ∞  →  x = 1  es asíntota vertical.

 
∞

l mí
8x –

 f (x) = +  ∞

 
∞

l mí
8x –

 
( )
x

f x
 = 

∞
l mí
8x –

 
x

x
1–2

 = 
∞

l mí
8x +

 
x

x
1–

–
2

 = –1
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∞

l mí
8x –

 [ f (x) + x   ] = 
∞

l mí
8x +

 
x
x x

1–
–

2

2> H  = 
∞

l mí
8x +

 
x

x x x
1

1
–

– –
2

2 2
 =

  = 
∞

l mí
8x +

 
( ) (

(
)

) ( )
x x x x

x x x xx x
1 1

1 1
– –

– – –
2 2 2

2 2 22

+
+  = 

∞
l mí
8x +

 
( ) (

( )
)x x x x

x x x
1 1

1
– –

– –
2 2 2

4 2 2

+
 =

  = 
∞

l mí
8x +

 
( )x x

x
x x1 1– –2 2

2

2+
 = 

∞
l mí
8x +

 
x x

x
x x1

0
– –2 2

2

3
=

+

 y = –x  es asíntota oblicua cuando  x → –   ∞  (  f (x) > –x).

 
∞

l mí
8x +

 f (x) = +  ∞

 
∞

l mí
8x +

 
( )
x

f x
 = 

∞
l mí
8x +

 
x

x
1–2

 = 1

 Como  f (x)  es par, la recta  y = x  es asíntota oblicua cuando  x → +   ∞  (  f (x) > x).

•	 Puntos	singulares�

 f ' (x) = 
·x x2 –

( ) ( )
( )

( ) ( )x

x
x

x
x x x

x
x x x

x
x x

x

1

1
1

1
2 1

1
2 2

1
22

2

–

–
–

–
– –

–
– –

–
–

2

2
2

2 3

2 3

2 3

3 3

2 3

3
2

= = =

 f ' (x) = 0  →  x (x   2 – 2) = 0  
( )

x
x

x
2

2

0
–

no vale
=
=

=

 Signo de  f ' (x):

 
–1

f ' > 0f ' < 0 No existe No existe

0

f ' < 0

1

f ' > 0

–√
—
2 √

—
2

 f (x)  es decreciente en (–   ∞, – 2 ) ø (1, 2 ).

 Es creciente en( , )2 1– –  ø ( , ∞)2 + .

 Tiene un mínimo en( , )2 2–  y otro en ( , )2 2 .

•	(ráfica�

 

2

2

15 Estudia y representa las siguientes funciones:

a) y = 
e
x
x  b) y = ln

x
x  c) y = x ln x d) y = (x – 1) e   x

e) y = e   –x  2 f ) y = x   2 e   –x g) y = 
ln x
x3

 h) y = ln (x  2 – 1)

a) y = 
e
x
x

•	%oNinio�		Á  (ya que  e   x ≠ 0  para todo  x   ).
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•	"sÓntotas�
 No tiene asíntotas verticales.

 
∞

l mí
8x –

 f (x) = –   ∞;  
∞

l mí
8x –

 
( )
x

f x
 = +  ∞  →  Rama parabólica.

 
∞

l mí
8x +

 f (x) = 
∞

l mí
8x +

 
e
x ( )1
x =  

∞
l mí
8x +

 
e
1
x  = 0

 y = 0  es asíntota horizontal cuando  x → +  ∞  ( f (x) > 0).

 (1) Indeterminación ∞
∞

. Aplicamos la regla de L'Hôpital (H).

•	 Puntos	singulares�

 f ' (x) = ( )
e

e xe
e

e x
e

x1 1– – –
x

x x

x

x

x2 2= =

 f ' (x) = 0  →  1 – x = 0  →  x = 1

 Signo de  f ' (x):

 
1

f ' < 0f ' > 0

 f (x)  es creciente en (–   ∞, 1).
 Es decreciente en (1, +  ∞)

 Tiene un máximo en  ,
e

1 1d n .

•	$orta	a	los	eKes	en	el	punto	(�
	�
�

•	(ráfica�

 

1

2

b) y = ln
x

x

•	%oNinio�	(�
	�		Ǖ


•	"sÓntotas�

 l mí
8x 0+

 f (x) = –  ∞  →  x = 0  es asíntota vertical.

 
∞

l mí
8x +

 ln
x

x ( )H
=  

∞
l mí
8x +

 /x
1

1  = 0

 y = 0  es asíntota horizontal cuando  x → + ∞  ( f (x) > 0).

•	 Puntos	singulares�

 f ' (x) = ( / ) · ln ln
x

x x x
x

x1 1– –
2 2=

 f ' (x) = 0  →  ln x = 1  →  x = e
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 Signo de  f ' (x):

 
e0

f ' < 0f ' > 0

 f (x)  es creciente en (0, e).
 Es decreciente en  (e, +  ∞)

 Tiene un máximo en  ,
e

e 1d n .

•	$orta	al	eKe		X  en (1, 0).

•	(ráfica�

 

1

2

c) y = x ln x

•	%oNinio�		(�
	�		Ǖ

•	"sÓntotas�

 l mí
8x 0+

 x ln x = l mí
8x 0+

 
/

ln
x
x

1
( )H
=  l mí

8x 0+
 

/
/
x
x

1
1

– 2  = l mí
8x 0+

 –x = 0

 No tiene asíntotas verticales.

 
∞

l mí
8x +

 f (x) = +  ∞;  
∞

l mí
8x +

 
( )
x

f x
 = +  ∞  →  Rama parabólica.

•	 Puntos	singulares�

 f ' (x) = ln x + x · 
x
1  = ln x + 1

 f ' (x) = 0  →  ln x = –1  →  x = e –1 = 
e
1

 Signo de  f ' (x):

 
1—e

f ' > 0f ' < 0

0

 f (x)  es de creciente en  ,
e

0 1d n .  Es creciente en  , ∞
e
1 +d n .  Tiene un mínimo en  ,

e e
1 1–d n .

•	$orta	al	eKe		X  en (1, 0).
•	(ráfica�

 

1

1
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d) y = (x – 1)e    x

•	%oNinio�		Á
•	"sÓntotas�

 No tiene asíntotas verticales.

 
∞

l mí
8x –

 f (x) = 
∞

l mí
8x +

 (–x – 1)e    –x = 
∞

l mí
8x +

 
e

x 1– – ( )H

x =  
∞

l mí
8x +

 
e
1–
x  = 0

 y = 0  es asíntota horizontal cuando  x → –   ∞  ( f (x) < 0).

 
∞

l mí
8x +

 f (x) = +  ∞;  
∞

l mí
8x +

 
( )
x

f x
 = +  ∞  →  Rama parabólica.

•	 Puntos	singulares�

 f ' (x) = e    x + (x – 1)e    x = e    x(1 + x – 1) = xe    x

 f ' (x) = 0  →  x = 0

 Signo de  f ' (x):

 

f ' > 0f ' < 0

0

 f (x)  es decreciente en (–   ∞, 0). Es creciente en (0, +  ∞).

 Tiene un mínimo en (0, –1).

•	$orta	al	eKe		X  en (1, 0).

•	(ráfica�

 

–1

1

e) y = e    –x   2

•	%oNinio�		Á
•	"sÓntotas�

 No tiene asíntotas verticales.

 
∞

l mí
8x –

 f (x) = 
∞

l mí
8x +

 f (x) = 0

 y = 0  es asíntota horizontal  ( f (x) > 0  para todo  x).

•	 Puntos	singulares�

 f ' (x) = xe2– x– 2

 f ' (x) = 0  →  –2x = 0  →  x = 0

 Signo de  f ' (x):

 

f ' < 0f ' > 0

0

 f (x)  es decreciente en (–   ∞, 0). Es creciente en (0, +  ∞).

 Tiene un mínimo en (0, 1).
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•	(ráfica�

 

1

1

f ) y = x   2 e   –x

•	%oNinio�		Á
•	"sÓntotas�

 No tiene asíntotas verticales.

 
∞

l mí
8x –

 f (x) = + ∞;  
∞

l mí
8x –

 
( )
x

f x
 = –   ∞  →  Rama parabólica.

 
∞

l mí
8x +

 f (x) = +  ∞;  
∞

l mí
8x +

 
e
x ( )H

x

2
=  

∞
l mí
8x +

 
e
x2 ( )H

x =  
∞

l mí
8x +

 
e
2
x  = 0

 y = 0  es asíntota horizontal cuando  x → +  ∞  ( f (x) > 0).

•	 Puntos	singulares�

 y = 
e
x

x

2

 f ' (x) = ( )
e

x e x e
e

e x x
e

x x2 2 2– – –
x

x x

x

x

x

2 2

2

2
= =

 f ' (x) = 0  →  2x  – x   2 = 0  →  x(2 – x) = 0  
x
x

0
2

=
=

 Signo de  f ' (x):

 
0 2

f ' < 0 f ' > 0 f ' < 0

 f (x)  es decreciente en (–   ∞, 0) ø (2, +  ∞).

 Es creciente en (0, 2).

 Tiene un mínimo en (0, 0) y un máximo en ,
e

2 4
2e o

•	(ráfica�

 

1

2

g) y = 
ln x
x3

•	%oNinio�

 ln x = 0  →  x = 1.  Además, ha de ser  x > 0.

 Dominio = (0, 1) ø (1, +  ∞)
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•	"sÓntotas�
 l mí

8x 0+
 f (x) = 0

 
( )

( )

l m f x

l m f x

– ∞

∞

í

í
8

8

x

x

1

1

–
=

= +
+

4   x = –1  es asíntota vertical.

 
∞

l mí
8x +

 f (x) = + ∞;  
∞

l mí
8x +

 
( )
x

f x
 = +   ∞  →  Rama parabólica.

•	 Puntos	singulares�

 f ' (x) = 
( )

· ( / )
( )
·

( )
( )

ln
ln

ln
ln

ln
ln

x
x x x x

x
x x x

x
x x3 1 3 3 1– · – –

2

2 3

2

2 2

2

2
= =

 f ' (x) = 0  →  x   2 (3ln x – 1) = 0  
( )

/ 8ln
x

x x e
0

1 3
no vale

/1 3
=

= =

 Signo de  f ' (x):

 
1 e1/3

f ' < 0 f ' < 0 f ' > 0

0

 f (x)  es decreciente en (0, 1) ø (1, e   1/3).
 Es creciente en (e   1/3, +  ∞).
 Tiene un mínimo en  (e   1/3, 3e).

•	(ráfica�

 

2
4
6
8

10
12

21 1,5
0,5

h) y = ln (x   2 – 1)

•	%oNinio�		(o			Ǖ
	o�
	ø (1, +  ∞)
•	"sÓntotas�

 ( ) ∞l m f x –í
8x 1– –

=   →  x = –1  es asíntota vertical.

 ( ) ∞l m f xí
8x 1

= +
+

  →  x = 1  es asíntota vertical.

 
( ) ;

( )

( ) ∞;
( )

l m f x l m
x

f x

l m f x l m
x

f x

0

0

∞í í

í í

8 8

8 8

x x

x x

– ∞ – ∞

∞ ∞

= + =

= + =
+ +

4   →  Ramas parabólicas.

•	 Puntos	singulares�

 f ' (x) = 
x

x
1

2
–2

 f ' (x) = 0  →  2x = 0  →  x = 0

 No hay puntos singulares  (x = 0  no pertenece al dominio).
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•	 Puntos	de	corte	con	el	eKe		X:

 ln (x   2 – 1) = 0  →  x   2 – 1 = 1  →   x   2 = 2  
x
x

2
2

–=
=

 Puntos: ( , )2 0–  y ( , )2 0

•	(ráfica�

 

2

4

6

2 4 6

16 Estudia y representa las siguientes funciones:

a) y = sen x + cos x b) y = 2sen x – cos 2x

c) y = cos 2x – cos 4x d) y = 3sen πx + 2

e) y = sen πx – 2 f ) y = tg πx + cos 2πx

a
	•	 &l	doNinio	de	definición	es		Á.  Es una función periódica de período  2π.

•	 Punto	de	corte	con	el	eKe		Y:  x = 0,  y = 1.

 Puntos de corte con el eje  X:

 sen x + cos x = 0  →  sen x = –cos x  →  tg x = –1  (ya que  cos x ≠0)  →  x = π
4

–  + πk  con  k ∈ .

•	.áYiNos	Z	NÓniNos�

 y' = cos x sen x– ,  y' = 0  →  cos x – sen x = 0  →  sen x = cos x  →

  →  tg x = 1  (ya que  cos x ≠ 0)  →  x = 
k

k

4
2

4
5 2

π π

π π

+

+
*   

 y'' = –sen x – cos x

 x = π
4

  →  y'' = ,8cossen x k y
4 4

2 0
4

2 2– π – π – π π<= = + =

 ,k
4

2 2π π+c m   son máximos relativos.

 x = π
4
5   →  y'' = ,8cossen x k y

4
5

4
5 2 0

4
5 2 2– π – π π π –>= = + =

 ,k
4

2 2π π –+c m   son mínimos relativos.

 

2 4 6–4–6 –2

4

2

–2

–4

,  con  k ∈ 

,  con  k ∈ 
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C
	•	 &l	doNinio	de	definición	es		Á.  Es una función periódica de período  2π.

•	 Puntos	de	corte	con	el	eKe		Y:  x = 0,  y = –1.

 Puntos de corte con el eje  X:

 8 8 8cos cossen x x sen x x sen x sen x sen x sen x2 2 0 2 0 2 1 0– – –2 2 2 2= + = + + =

  →  8 8sen x sen x sen x2 2 1 0
2

1 3– –2 + = = +

  , , ,8 x k x k0 37 2 2 77 2≈ π ≈ π+ +

•	.áYiNos	Z	NÓniNos�

 y' = cos x sen x2 2 2+

 y' = 0  →  · ( )8
8

8
cos cos cos

cos
x sen x x x sen x

x x k

sen x x k
2 4 0 2 1 0

0
2

2

2
1

6
7 2

π π

– π π
+ = + =

= = +

= = +
*

 y'' = cos x sen x4 2 2–

 x = π
2

  →  y'' = · π π π , π · π8cos cossen x y sen4 2
2

2
2

6 0
2

2
2

2
2

3– – –<= = = =c cm m

 ,k
2

2 3π π+c m   son máximos relativos.

 x = π
2
3   →  y'' = · π π π , π · π8cos cossen x y sen4 2

2
3 2

2
3 2 0

2
3 2

2
3 2

2
3 1– – – –<= = = =d dn n

 ,k
2
3 2 1π π –+d n   son máximos relativos.

 x = π
6
7   →  y'' = · π π π , π · π8cos cossen x y sen4 2

6
7 2

6
7 3 0

6
7 2

6
7 2

6
7

2
3– – –>= = = =d dn n

 ,k
6
7 2

2
3π π –+d n   son mínimos relativos.

 x = π
6

11   →   y'' = · π π π , π · π8cos cossen x y sen4 2
6

11 2
6

11 3 0
6

11 2
6

11 2
6

11
2
3– – –>= = = =d dn n

 ,k
6

2
2
37π π –+d n   son mínimos relativos.

 

2 4–4 –2

4

2

–2

–4

c
	•	 &l	doNinio	de	definición	es		Á.  Es una función periódica de período  π.

•	 Punto	de	corte	con	el	eKe		Y   :  x = 0,  y = 0.

 Puntos de corte con el eje  X   :

 8 8 8cos cos cos cos cos cos cosx x x x sen x x x x2 4 0 2 2 2 0 2 2 1 2 0– – – –2 2 2 2= + = + =

  ,8
8

8

cos

cos

x x k

x x k x k

1 0 2

2
1

3
2 2

3
4 2

π

– π π π π

= = +

= = + = +*    

•	&YtreNos	relatiWos�

 y' = ( )sen x sen x2 2 2 4– + ,  y' = 0  · ( )8 8cos cossen x sen x x sen x x2 4 2 2 0 2 1 4 2 0– –+ = + =

 y'' = ( )cos cosx x4 4 4 2–

,  con  k ∈ 

,  con  k ∈ 

,  con  k ∈ 

,  con  k ∈ 
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 x = 0  →  y'' = ( ) ,8cos cos x y4 4 0 0 12 0 0 0– >= = = ;  (0 + 2k π, 0)  son mínimos relativos.

 x = π
2

  →  y'' = ( π π) , π π8cos cos cos cosx y4 4 2 20 0 0 2 2– – –>= = = =

 ,k
2

2 2π π –+c m   son mínimos relativos.

 x = 0,65  →  y'' = ( ( , ) ( , )) , 8cos cos4 4 4 0 65 2 0 65 14 78 0· – · – <=

  , ( · , ) ( · , ) ,8 cos cosx y0 2 0 65 4 0 65 1 12–= = =

 (0,65 + 2k π; 1,12)  son máximos relativos.

 x = 2,48  →  y'' = ( ( · , ) ( · , )) , 8cos cos4 4 4 2 48 2 2 48 15 058 0– – <=

  , ( · , ) ( · , ) ,8 cos cosx y0 2 2 48 4 2 48 1 12–= = =

 (2,48 + 2k π; 1,12)  son máximos relativos.

 

2 4–4 –2
–2

4

2

–4

d) El dominio de de�nición es  Á.  Es una función periódica de período 2. Se obtiene desplazando 
2 unidades hacia arriba la función  y = sen x,  dilatándola verticalmente 3 veces y contrayendo su 
período.

 

2 4–4 –2
–2

4

2

–4

e) El dominio de de�nición es  Á.  Es una función periódica de período 2. Se obtiene desplazando 2 
unidades hacia abajo la función  y = sen x  y contrayendo su periodo.

 

2 4–4 –2
–2

4

2

–4

f	
	•	 &l	doNinio	de	definición	es		Á – k
2
1 +( 2   con  k ∈ .  Es una función periódica de período 1.

 Por tanto, basta estudiarla en el intervalo ,
2
1

2
1–d n  y extender los resultados usando la periodi-

cidad.

•	$orta	al	eKe		Y  en el punto (0, 1).

•	"sÓntotas	Werticales�

 
( )

( )

cos

cos

l m tg x x

l m tg x x

2

2

π π – ∞

π π ∞

í

í

( / )

( / )

8

8

x

x

1 2

1 2

–

–

+ =

+ = +

+ 4   Las rectas  y = k
2
1 + ,  con  k ∈ ,  son asíntotas verticales.
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•	&YtreNos	relatiWos�

 y' = ·
cos x

sen x2 2
π

π – π π2  = 0  →  π · π 8
cos

cos
x

sen x x1 4 0
π

–2 =

 π · π8 8 8cossen x x t t t t1 4 0 1 4 1 0 1
4
1– – – –

( )cost x
3 2 3 2 3

π
= = =

=

 ( )8 t t1
16
1– 2 6 =  ,8 8t t t t

16
1

2
2

2
2– –6 8 = = =

 
(π/ )

·8 8 8cos
cos

cosx x x sen
2
2

4 4
1

4
1 4

4 4
0π π π – π π

2= = = =

 
( π/ )

·8 8 8cos
cos

cosx x x sen
2
2

4
3

4
3

3 4
1 4

4
3

4
3π – π π – π π

2= = = = 4  (no vale)

 
1—4

f ' > 0f ' < 0

 x = , π π ,8cosf tg
4
1

4
1

4 2
1

4
1 1= + =d dn n   es un mínimo relativo.

	 	%eCido	al	coNportaNiento	de	la	función	en	las	asÓntotas	Werticales
	deCe	tener	un	NáYiNo	para	
algún valor de  x < 

4
1 .

 Por otro lado,  f ' (0) = π > 0.  Así, entre  x = 0  y  x = 
4
1   estaría el máximo, que solo se puede 

calcular por aproximación.

 

2 4–4 –2

–2

4

2

–4

Y

X

 Funciones con valor absoluto y funciones a trozos

17 Representa esta función:

f (x) = 
x x

x x
x
x

2 2
2 2

0
0

– –
–

si
si ≥

<2

2
+

+
*

Indica sus intervalos de crecimiento y de decrecimiento y sus extremos relativos. ¿Tiene algún 
punto de in�exión?

f (x) = ≥
x x

x x
x
x

2 2
2 2

0
0

– –
–

si
si

<2

2
+

+
)

•	 Si		x < 0,  es una parábola abierta hacia abajo:

 Vértice:  f ' (x) = –2x – 2;  –2x – 2 = 0  →  x = –1,  f (–1) = 3

 Cortes con el eje:  –x   2 – 2x + 2 = 0  →  x = 
2

2 4 8
–

± +   
≈ , ( , )
≈ ,

x
x

0 73 0 73 0
2 73

no vale por ser
–

>
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•	 Si		x ≥ 0,  es una parábola abierta hacia arriba:

 Vértice:  f ' (x) = 2x – 2;  2x – 2 = 0  →  x = 1,  f (1) = 1

 Cortes con el eje  X:  x   2 – 2x + 2 = 0  →  x = ±
2

2 4 8–   →  No tiene solución. No corta al eje  X.

 Corte con el eje  Y:  0 – 2 · 0 + 2 = 2  →  (0, 2)

•	$reciNiento	Z	decreciNiento�

 f ' (x) = 
x

x
x
x

2 2
2 2

0
0

– –
–

si
si

<
>

)

 f ' (0–) = –2 = f ' (0+)  →  Es derivable en  x = 0.

•	 Signo	de		f ' (x):

 
–1 0

f ' < 0f ' > 0 f ' < 0 f ' > 0

1

 Crece en (–  ∞, –1) ø (1, +  ∞)

	 %ecrece	en	(o�
	�
�

 Tiene un máximo en (–1, 3) y un mínimo en (1, 1).

•	 Puntos	de	inìeYión�

 f '' (x) = 
x
x

2
2

0
0

– si
si

<
>

)

 f '' (0–) ≠ f '' (0+).  No existe  f '' (0).

 Signo de  f '' (x):

 
0

f '' < 0 f '' > 0

 La función es convexa en (–  ∞, 0) y cóncava en (0, +  ∞).

 En (0, 2) tiene un punto de in�exión.

•	3epresentación�

 

2

1–1

18 Representa la siguiente función:

f (x) = 
( )
x x
x

x
x

3 1
1

0
0

–
–

si
si ≥

<3

2
+*

Estudia sus intervalos de crecimiento y de decrecimiento, sus extremos relativos y su curvatura.

f (x) = 
( ) ≥
x x
x

x
x

3 1
1

0
0

–
–

si
si

<3

2
+*

•	$ontinuidad�

 Si  x ≠ 0,  f  es continua por estar de�nida por polinomios.
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 Si  x = 0:

 

( ) ( )

( )

l m

l m

f

x x

x

0 0 1 1

3 1 1

1 1

–

–

–

í

í

8

8

x

x

0

0
2

3

2

–

= =

+ =

=
+ 4   Como  l mí

8x 0
 f (x) = 1 = f (0),  f  es continua en  x = 0.

•	$reciNiento	Z	decreciNiento�

 f ' (x) = 
( )

( )
( )

'
'

x
x

x
x

f
f

3 3
2 1

0
0

0 3
0 2

–
–

si
si

–
–

<
>

2 – =
=+* 4 4

 Como  f ' (0–) ≠ f '  (0+),  f  no es derivable en  x = 0.

•	 Puntos	singulares�

   
( )
, ( )

x x
x f

1 0
1 1 3

no vale porque tiene que ser
– –

<=
= =

 f ' (x) = 0  
( )

x

x

3 3 0

2 1 0

–

–

2 =

=
   

, ( )8 x f1 1 0= =

 Signo de  f '   :

 
0–1 1

f ' > 0 f ' < 0 f ' < 0 f ' > 0

 Crece en (–   ∞, –1) ø (1, +  ∞).

	 %ecrece	en	(o�
	�
�

 Máximo en (–1, 3).

 Mínimo en (1, 0).

•	$urWatura�

 f '' (x) = 
( )
( )

''
''

x x
x

f
f

6
2

0
0

0 0
0 2

si
si

<
>

– =
=+3 4

 f '' (0–) ≠ f ''  (0+).  Por tanto, no existe  f '' (0).

 Signo de  f '':

 
0

f '' < 0 f '' > 0

 Hay un  punto de in�exión en (0, 1).

 

X

Y
3

1–1
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19 Considera la función:

f (x) = 
[ , )
[ , ]

é π
é

sen x
x x

x
x2

2 0
0 3–

si –
si2*

Determina los puntos de corte con los ejes y sus extremos relativos. Dibuja su grá�ca.

f (x) = 
[ , )
[ , ]

π
é
ésen x

x x
x
x2

2 0
0 3–

si –
si2)

•	$ortes	con	los	eKes�

 x = 0,  f (0) = 0

 y = 0  
sen x

x x

0

2 0–2

=

=
 

•	&YtreNos	relatiWos�

 f ' (x) = 
[ π, )
( , ]é

écos x
x

x
x2 2

2 0
0 3–

si –
si*

 f ' (0–) = cos 0 = 1

 f ' (0+) = 2 · 0 – 2 = –2

 f ' (0–) ≠ f ' (0+)  →  No existe  f ' (0).

   
,

,

x f

x f

2 2 1

2
3

2
3 1

– π – π –

– π – π

= =

= =

b

b

l

l
 f ' (x) = 0  

cos

x

x

2 2 0

0

– =

=

   

, ( )8 x f1 1 1 2 1– –= = =

 Comprobamos si son máximos o mínimos en  f '' (x):

 f '' (x) = 
[ , )
( , ]

é
é

x x
x

sen
2

2 0
0 3

si – π
si

–*

 f '' π
2

–c m  = 1 > 0

 f '' π
2
3–d n  = –1 < 0

 f '' (1) = 2 > 0

 Máximo en  π ,
2
3 1–d n .

 Mínimos en  π ,
2

1– –c m   y (1, –1).

•	3epresentación�

 

1

2–2π –π
–1

 
π ( π, )
π ( π, )
8
8

x
x

0
2 2 0

– –
– –

=
=

 
( , )
( , )8

8x
x

2 2 0
0 0 0

=
=
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20 Considera la función:

f (x) = x
x

x

x
1

1

1

0

0–

si

si ≥

<2 +
+

*
En el intervalo (–   ∞, 0], estudia si tiene puntos de corte con los ejes, si la función crece o decrece, 
los puntos de in�exión y si tiene asíntotas. Dibuja la grá�ca en todo  Á.

f (x) = 
≥

x
x

x

x
1

1

1

0

0–

si

si

<2 +
+

*

•	 Si		x ∈ (–   ∞, 0),  y = 
x 1

1
2 +

 Si  x = 0,  y = –x + 1 = 1

 Cortes con los ejes:

 x = 0,  y = 1  →  (0, 1)

 y = 0  →  
x 1

1
2 +

 = 0  →  No tiene solución. No corta al eje  Y.

•	$reciNiento	Z	decreciNiento�

 y' = 
( )

;
( )x

x
x

x
1

2
1

2– –
2 2 2 2+ +

 = 0  →  –2x = 0  →  x = 0,  f (0) = 1

 Signo de  f ' (x):

 

f ' > 0

0

 La función es creciente.

•	 Puntos	de	inìeYión�

 f '' (x) = 
( )

;
( )x

x
x
x

1
6 2

1
6 2– –

2 3

2

2 3

2

+ +
 = 0  →  x   2 = 

3
1   

( )x

x

3
3

3
3

no vale

–

=

=

 Signo de  f '' (x):

 
–√

—
3—

3

f '' (x) < 0f '' (x) > 0

0

 Punto de in�exión:  ,
3
3

4
3–e o  ≈ (–0,58; 0,75)

•	3epresentación�

 

1

1
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21 Dibuja la grá�ca de las siguientes funciones e indica en qué puntos no son derivables:

a) y = x + |   x + 2   | b) y = 2x – |   x – 3   |

c) y = |   x   | + |   x – 3   | d) y = x |   x – 1 |

a) y = x + |   x + 2   |

 Como  |   x + 2   | = 0  ⇔  x = –2,  estudiamos  f  a la izquierda y a la derecha de –2 para de�nirla por 
intervalos.

 
–2

–x – 2 x + 2

x x
 Sumamos: ≥x

x
x

2
2 2

2
2

– si –
si –

<
+

)

 

X

Y

–2
1

 No es derivable en  x = –2.

b) 2x – |   x – 3   |

 Estudiamos la función para valores menores y mayores que 3.

 
3

–x + 3 x – 3

2x 2x
 Restamos: 

( )
( )

x x x
x x x

2 3 3 3
2 3 3

– – –
– –

+ =
= +

*  f (x) = 
x
x

x
x
3 3

3
3
3

si
si ≥

– <
+

)

 

X

Y

6

4

2

3

 No es derivable en  x = 3.

c) y = |   x   | + |   x – 3   |

 Como  |   x   | = 0  en  x = 0  y  |   x – 3   | = 0  en  x = 3,  estudiamos  f  a la izquierda y a la derecha de 
esos puntos.

 3

–x x x

–x + 3 –x + 3 x – 3
0   Sumamos: ( )

( )

( )
x x
x x x

x x x
3 3
3 2 3

3 2 3
–

– –

– – –
+ + =
+ =

+ + = +

*   f (x) = ≤ ≤
x

x

x
x

x

2 3
3
2 3

0
0 3

3

–

–

si
si
si

<

>

+
*

 
X

Y

5

3

2 4

 No es derivable en  x = 0  ni en  x = 3.
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d) y = x |   x – 1   |

 Estudiamos  f  a la derecha y a la izquierda de  x = 1.

 
1

–x + 1 x – 1

x x
 Multiplicamos: 

( )
( )

x x x x
x x x x

1
1

– –
– –

2

2

=
+ = +*

 f (x) = x
x

x x
x x

1
1

si
si ≥

–
–

<2

2
+*

•	 y = –x   2 + x  es una parábola abierta hacia abajo:

 Vértice:  –2x + 1 = 0  →  x = , f
2
1

2
1

4
1=d n

 Cortes con  OX   :

 –x   2 + x = 0  →  x (–x + 1) = 0  →  x = 0,  x = 1

•	 y = x   2 – x  es una parábola abierta hacia arriba:

 Vértice:  2x – 1 = 0  →  x = 
2
1   (no vale, ya que debe ser  x ≥ 1)

 Cortes con  OX   :

 x   2 – x = 0  →  x (x – 1) = 0   
( )x

x
0
1

no vale=
=

 

X

Y
1

1

y = –x2 + x y = x2 – x
y = x|x – 1|

X

Y

1 X

Y

1

1

1

 No es derivable en  x = 1.

22 Representa grá�camente cada una de las siguientes funciones:

a) y = 
| |x 2

1
–

 b) y = 
| |

x
x

1
2
2 +

a) y = 
| |x 2

1
–

	 %efiniNos	la	función	por	interWalos�

 f (x) = 
≥

x
x

x
x

2
1 0

2
1 0

– –
si

–
si

<*
 Si  x < 0,  y = 

x x2
1

2
1

– –
–=
+

:

•	%oNinio�		Á – {–2}

•	"sÓntota	Wertical�

 l mí
8x 2–

 f (x)  
, ( ) ∞
, ( ) ∞

8
8

x f x
x f x

2
2

Si –
Si – –

<
>

+

 x = –2  es una asíntota vertical.
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•	"sÓntota	Iori[ontal�

 
∞

l mí
8x –

 
x 2

1 0–
+

=

 y = 0  es asíntota horizontal hacia –   ∞  ( f (x) > 0).

 

X
–2

Y

Si  x ≥ 0,  y = 
x 2

1
–

:

•	%oNinio�		Á – {2}

•	"sÓntota	Wertical�

 l mí
8x 2

 f (x)  
, ( )
, ( )

8
8

x f x
x f x

2
2

Si ∞
Si ∞

–<
> +

 x = –2  es una asíntota vertical.

•	"sÓntota	Iori[ontal�

 
∞

l mí
8x +

 
x 2

1 0
–

=

 y = 0  es asíntota horizontal hacia +   ∞  ( f (x) > 0).

 

X

Y

2

La grá�ca de  y = 
| |x 2

1
–

  es:

 

X2–2

Y

b) y = 
| |

x
x

1
2
2 +

	 %efiniNos	la	función	por	interWalos�

 f (x) = 
x

x

x
x

x
x

0

0

1
2

1
2

si

si ≥

– <2

2

+

+

*
 Si  x < 0,  y = 

x
x
1

2–
2 +

:

•	%oNinio�		Á
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•	/o	tiene	asÓntotas	Werticales�

•	"sÓntotas	Iori[ontales�

 
∞

l mí
8x – x

x
1

2–
2 +

 = 0

 y = 0  es asíntota horizontal hacia –   ∞  (     y > 0).

•	 Puntos	singulares�

 f ' (x) = 
( )

( ) ·
( ) ( )x

x x x
x

x x
x
x

1
2 1 2 2

1
2 2 4

1
2 2– – – –

2 2

2

2 2

2 2

2 2

2

+
+ + =

+
+ =

+

 f ' (x) = 0  →  
( )x

x
1

2 2 0–
2 2

2

+
=   

( , )
, ( )

x
x f

1 1 0
1 1 1

no vale
– –

>=
= =

 Signo de  f ' :

 

f ' < 0f ' > 0

–1 0

 Máximo en (–1, 1).

 

X

Y

1

–1

Si  x ≥ 0,  y = 
x

x
1

2
2 +

:

•	%oNinio�		Á
•	/o	tiene	asÓntotas	Werticales�
•	"sÓntotas	Iori[ontales�

 
∞

l mí
8x + x

x
1

2
2 +

 = 0

 y = 0  es asíntota horizontal hacia +  ∞  (    y > 0).

•	 Puntos	singulares�

 f ' (x) = 
( )

( ) ·
( )x

x x x
x

x
1

2 1 2 2
1

2 2– –
2 2

2

2 2

2

+
+ =

+
+

 f ' (x) = 0  →  –2x   2 + 2 = 0  
( , )

, ( )
x
x f

1 1 0
1 1 1
– no vale – <=

= =

 Signo de  f ' :

 

f ' < 0f ' > 0

10

 Máximo en (1, 1).

 

X

Y

1

1
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 La grá�ca de  y = 
| |

x
x

1
2
2 +

  es:

 

X

Y

1

1–1

23 Considera la función  f (x) = x   2 |   x – 3  |:

a) Halla los puntos donde  f  no es derivable.

b) Calcula sus máximos y mínimos.

c) Represéntala grá�camente.

a) f (x) = ( )
( ) ≥ ≥

x x
x x

x
x

x
x

x x
x x

3
3

3
3

3
3

3
3

–
–

si
si

si
si

–
–

< <2

2

3 2

3 2
+ = +* *4

 Si  x ≠ 3,  tenemos que  f (x)  es derivable. Su derivada es:

 f ' (x) = x x
x x

x
x

3 6
3 6

3
3

–
–

si
si

<
>

2

2
+*

 Por tanto:

 
( )
( ) ) ( , )) .

( ) ≠ ( )
(

'
'

''f
f x

f f
f x

3 9
3 9 3 3 0

3 3–
no es derivable en (Punto

– –=
= =+

+4

b) f ' (x) = 0  →  ( )

8

x x x

x x

x x x

3 6 0 3

3 2 0

3 6 0 3

– si

–

– si ninguno

<

>

2

2

+ =

+ =

=

*   
( , )
( , )

8
8

x
x

0 0 0
2 2 4

=
=

 Como  f (x) ≥ 0  para todo  x,  tenemos que:

 f (x)  tiene un mínimo en (0, 0) y otro en (3, 0), y tiene un máximo en (2, 4).

c) 
∞

l mí
8x –

 f (x) = +  ∞;  
∞

l mí
8x +

 f (x)  = +  ∞

 Uniendo todo lo anterior, llegamos a la grá�ca:

 

1

2

3

4

1 2 3
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24 Representa la siguiente función:

f (x) = 
| |

| |
x

x
1

3
+
+

|   x + 3   | = ≥
x

x
x
x

3
3

3
3

– – si –
si –

<
+

)

|   x   | = ≥
x

x
x
x

0
0

– si
si

<)

f (x) = 
| |

| |
≤

≥

x
x

x

x

x

x
x

x
x

x
x

1
3

3

3 0

0

1
3

1
3

1
3

si –

si –

si

–
– –

–

<

<
+
+

= +

+
+

*
•	&l	doNinio	de	definición	es		Á.

•	$orte	con	el	eKe		Y  :  x = 0,  y = 3

 Cortes con el eje  X  :

 y = 0  →  
| |

| |
x

x
1

3
+
+

 = 0  →  |   x + 3   | = 0   →  x = –3

•	/o	tiene	asÓntotas	Werticales�

 
| |

| |

| |
| |

l m
x

x
l m

x
x

l m
x

x
l m

x
x

1
3

1
3

1
3

1
3

1

1–
–
–

í í

í í

8 8

8 8

x x

x x

∞ ∞

∞ ∞–

+
+

=
+
+ =

+
+

= =
+

+ + 4
 La recta  y = 1  es la asíntota horizontal cuando  x → ±   ∞.

•	 f ' (x) = 

( )

( )

( )

x

x

x

x

x

x

1
4

1
4

1
2

3

3 0

0

–
–

–
–

si –

si –

si

<

< <

>

2

2

2+

*
 f (x)  es creciente en el intervalo (–3, 0).
 f (x)  es decreciente en los intervalos (–   ∞, –3) y (0, +  ∞).

 

2 4 6–4–6 –2

4

2

–2

–4

Y

X

25 Representa la función:  f (x) = –|   x   3 – x   2 + 2  |

Para representarla, dibujamos la grá�ca de la función  y = x   3 – x   2 + 2.  La grá�ca de  f (x)  coincidirá 
con la de  y  en la zona donde esta esté por debajo del eje  X  y con su simétrica respecto del eje  X  si 
la de  y  está por encima del mismo.
Analicemos la función polinómica  y = x   3 – x   2 + 2:
•	$orte	con	el	eKe		Y  :  x = 0,  y = 2
 Cortes con el eje  X  :  x   3 – x   2 + 2 = 0  →  x = –1
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 y' = 3x   2 – 2x,  y' = 0  →  3x   2 – 2x = 0  →  x = 0,  x = 
3
2

 y'' = 6x – 2

 x = 0  →  y'' = –2 < 0  (0, 2) es un máximo relativo.

 x = 
3
2   →  y'' = 2 > 0  →  y = ≈ , ; ; ,

3
2

3
2 2

27
50 1 85

3
2 1 85–

3 2
+ =d d dn n n  es un mínimo relativo.

 Ahora tomamos el módulo de esta función y cambiamos el signo.

 

2–2

–2

–4

Y
X

Página 323

Para resolver

26 Estudia el dominio de de�nición, las asíntotas y 
los extremos de cada una de estas funciones y, con 
esa información, relaciónalas con sus respectivas 
grá�cas:

a) y = 
sen x

1

b) y = x e   x

c) y = sen x
2

d) y = x3

e) y = x 12 +

f ) y = sen  2 x

–2

2

π

2

2π 3π
–2

π
2–– π

2

4

2π––
–2

2 4
–2

2

–2–4

2

4

–2 2 4–4
π—
2

3π—
2

1

π

1

3 4

5 6

2

a) y = 
sen x

1

	 •	%oNinio�		sen x = 0  →  x = 0 + πk  ;  k ∈ 
  Dominio = Á – {πk},  k ∈ 
	 •	"sÓntotas�
  x = πk,  k ∈   son asíntotas verticales.
  No hay más asíntotas.
	 •	 &YtreNos�
  f ' (x) = cos

sen x
x–

2

  f ' (x) = 0  →  cos x = 0  
π/ π
π/ π

x k
x k

2 2
3 2 2

= +
= +

  (k ∈ )
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  Signo de  f ' (x)  en  (0, 2π):

  
3π
2

π
2

π

f ' > 0f ' < 0 f ' > 0 f ' < 0

0 2π

  f (x)  es periódica de período  2π.

  f (x)  es decreciente en  , π0
2

c m  ø π , π
2
3 2d n .

  Es creciente en  π , π
2

c m  ø π, π
2
3

d n .

  Tiene un mínimo en  π ,
2

1c m .

  Tiene un máximo en  π ,
2
3 1–d n

	 •	(ráfica		→  2 .

b) y = xe    x

	 •	%oNinio�		Á
	 •	"sÓntotas�

  No tiene asíntotas verticales.

  
∞

l mí
8x –

 f (x) = 
∞

l mí
8x +

 –xe    –x = 
∞

l mí
8x +

 
e
x–
x  = 

∞
l mí
8x +

 
e
1–
x  = 0

  y = 0  es asíntota horizontal cuando  x → –   ∞  ( f (x) < 0).

  
∞

l mí
8x +

 f (x) = +   ∞;  
∞

l mí
8x +

 
( )
x

f x
 = +   ∞  →  Rama parabólica.

	 •	 &YtreNos�
  f ' (x) = e    x + xe    x = e    x(1 + x)
  f ' (x) = 0  →  1 + x = 0  →  x = –1

  Signo de  f ' (x):

  
–1

f ' > 0f ' < 0

  f (x)  es decreciene en (–   ∞, –1).
  Es creciente en (–1, +  ∞).

  Tiene un mínimo en ,
e

1 1– –d n .

	 •	(ráfica		→  6 .

c) y = sen x
2

	 •	%oNinio�		Á
	 •	"sÓntotas�	/o	tiene�

	 •	 &YtreNos�

  f ' (x) = cos x
2
1

2

  f ' (x) = 0  →  cos x
2

 = 0  →  π πx k
2 2

= +   →  x = π + 2πk

  f (x)  es periódica de período  4π.
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  Signo de  f ' (x):

  
π

f ' < 0f ' > 0

0 3π

f ' > 0

4π

  f (x)  es creciente en  (0, π) ø (3π, 4π).

  Es decreciente en  (π, 3π).

  Tiene un máximo en  (π, 1).

  Tiene un mínimo en  (3π, –1).

	 •	(ráfica		→  5 .

d) y = x3

	 •	%oNinio�		Á
	 •	"sÓntotas�	/o	tiene�

 
( ) ;

( )

( ) ;
( )

l m f x l m
x

f x

l m f x l m
x

f x

0

0

∞

∞

–í í

í í

8 8

8 8

x x

x x

– ∞ – ∞

∞ ∞

= =

= + =
+ +

4   →  Ramas parabólicas.

	 •	 &YtreNos�

  f ' (x) = 
x3

1
23

  →  f (x)  no es derivable en  x = 0.

  f ' (x) > 0  para todo  x ≠ 0.
  f (x)  es creciente.

	 •	(ráfica		→  1 .

e) y = x 12 +

	 •	%oNinio�		Á
	 •	 SiNetrÓa�

  f (–x) = f (x)  →  f (x)  es par: simétrica respecto al eje  Y.

	 •	"sÓntotas�
  No tiene asíntotas verticales.

  
∞

l mí
8x +

 f (x) = +  ∞

  
∞

l mí
8x +

 
( )
x

f x
 = 

∞
l mí
8x +

 
x

x 12 +  = 1

  
∞

l mí
8x +

 [ f (x) – x] = 
∞

l mí
8x +

 [ ]x x1 –2 +  = 
∞

l mí
8x +

 ( ) ( )
x

x
x

x x x
1

1 1–
2

2 2

+
+

+
+ +  =

  = 
∞

l mí
8x +

 
x

x x
x1

1 –
2

2 2

+
+

+
 = 

∞
l mí
8x +

 
x x1

1
2 + +

 = 0

  y = x  es asíntota oblicua cuando  x → +  ∞  ( f (x) > x).

  Por simetría,  y = –x  es asíntota oblicua cuando  x → –   ∞  ( f (x) > –x).

	 •	 &YtreNos�

  f ' (x) = 
x

x
x

x
2 1

2
12 2+

=
+

  f ' (x) = 0  →  x = 0
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  Signo de  f ' (x):

  
0

f ' > 0f ' < 0

  f (x)  es decreciente en (–   ∞, 0).

  Es creciente en (0, +  ∞).

  Tiene un mínimo en (0, 1).

	 •	(ráfica		→  3 .

f ) y = sen   2 x

	 •	%oNinio�		Á
	 •	"sÓntotas�	/o	tiene�

	 •	 &YtreNos�

  f ' (x) = cossen x x sen x2 2=

  f ' (x) = 0  →  sen 2x = 0  →  2x = 0 + πk  →  x = π
2

k,  k ∈ 

  f (x)  es periódica de período  π.

  Signo de  f ' (x)  en  (0, π):

  
π
2

π0

f ' < 0f ' > 0

  f (x)  es creciente en  , π0
2

c m .

  Es decreciente en  π , π
2

c m .

  Tiene un máximo en  π ,
2

1c m .

  Tiene un mínimo en (0, 0) y otro en  (π, 0).

	 •	(ráfica		→  4 .

27 Recuerda que el seno hiperbólico y el coseno hiperbólico se de�nían así:

senh x = e e
2
–x x–

               cosh x = e e
2

x x–+

Estudia los máximos, los mínimos y los puntos de in�exión de estas funciones y represéntalas 
grá�camente.

senh x = e e
2
–x x–

•	 f ' (x) = e e
2

x x–+

 f ' (x) = 0  →  e    x + e    –x = 0  →  No tiene solución, luego no hay máximos ni mínimos.

 f ' (x) > 0  Para todo  x,   f (x)  es creciente.

•	 f '' (x) = e e
2
–x x–

 f '' (x) = 0  →  e   x – e    –x = 0  →  e    x – 
e
1
x  = 0  →  e   2x – 1 = 0  →

  →  e   2x = 1  →  2x = 0  →  x = 0  →  y = 0
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 Signo de  f '' (x):

 
0

f '' > 0f '' < 0

 Hay un punto de in�exión en (0, 0).

•	(ráfica�

 

2

2

cosh x = e e
2

x x–+

•	 f ' (x) = e e
2
–x x–

 f ' (x) = 0  →  e    x – e    –x = 0  →  x = 0  →  y = 1

 Signo de  f ' (x):

 
1

f ' > 0f ' < 0

 Hay un mínimo en (0, 1).

•	 f '' (x) = e e
2

x x–+

 f '' (x) = 0  →  no tiene solución, luego no hay puntos de in�exión.

•	(ráfica�

 

2

2

28 Determina las asíntotas de las siguientes funciones:

a) y = 
x

x
3
1 –  b) y = 

x
x x 12+ +

a
	%oNinio�	(o			Ǖ
	ø (0, 1]

	 •	"sÓntota	Wertical�

  l mí
8x 0

 x
x

3
1 –

 = ±  ∞  
∞
∞

8
8

x y
x y

0
0

Si –
Si

<
> +

	 •	"sÓntota	Iori[ontal�

  
∞

l mí
8x –

 x
x

3
1 –

 = 0

  y = 0  es asíntota horizontal hacia –   ∞  (   y < 0). 
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C
	%oNinio�		Á – {0}

	 •	"sÓntota	Wertical�

  l mí
8x 0

 
x

x x 12+ +  = ±  ∞  
∞
∞

8
8

x y
x y

0
0

Si –
Si

<
> +

	 •	"sÓntota	Iori[ontal�

  
∞

l mí
8x + x

x x 12+ +   = 2

  y = 2  es asíntota horizontal hacia +  ∞  (   y > 2).

  
∞

l mí
8x – x

x x 12+ +  = 
∞

l mí
8x + x

x x 1
–

– 2+ +  = 1 – 1 = 0

  y = 0  es asíntota horizontal hacia –   ∞  (   y < 0). 

2

29 Realiza un estudio y representa cada una de las siguientes funciones:

a) y = ln
x
x

1
1–

2

2

+
e o b) y = 

e
e

1
1–

x

x

+
 c) y = ln

x
x

1+
b l d) y = 

x x
e

2 3–

| |x

2

1–

+

a
	•	%oNinio	de	definición�

 
x
x

1
1–

2

2

+
 > 0  →  x   2 – 1 > 0  →  (–   ∞, –1) ø (1, +  ∞)

 La función tiene simetría par. Podemos limitarnos a estudiarla en el intervalo (1, +  ∞).

•	"sÓntotas	Werticales�

 l mí
8x 1+

 ln 
x
x

1
1–

2

2

+
f p  = –   ∞  →  Las rectas  x = 1,  x = –1  son las asíntotas verticales de la función.

 Asíntotas horizontales:

 
∞

l mí
8x +

 ln 
x
x

1
1–

2

2

+
f p  = 0  →  La recta  y = 0  es la asíntota horizontal cuando  x → ±   ∞.

•	 f ' (x) = 
( ) ( )x x

x
1 1
4

–2 2 +
  →  f (x)  es creciente en el intervalo (1, +  ∞).

 

2 4–4 –2
–2

2

–4

Y

X

C
	•	 &l	doNinio	de	definición	es		Á.
•	$orte	con	el	eKe		Y  :  x = 0,  y = 0
 Cortes con el eje  X  :

 y = 0  →  
e
e

1
1–

x

x

+
 = 0  →  x = 0

•	/o	tiene	asÓntotas	Werticales�
 Asíntotas horizontales:

 
∞

l mí
8x + e

e
1
1–

x

x

+
 = 

∞
l mí
8x +

 1 –
/
/
e
e

1 1
1

x

x

+
 = 1

 
∞

l mí
8x – e

e
1
1–

x

x

+
 = –1

 Las rectas  y = 1  y  y = –1  son las asíntotas horizontales cuando  x → +  ∞  y  x → –   ∞,  respecti-
vamente.
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•	 y' = 
( )e

e
1

2
x

x

2+
  →  y  es creciente en todo  Á.

 
2 4–4 –2

–2

2 Y

X

c
	•	%oNinio	de	definición�

 
x

x
1+

 > 0  →  (–   ∞, –1) ø (0, +  ∞)

•	"sÓntotas	Werticales�

 l mí
8x 1– –

 ln 
x

x
1+

c m  = +  ∞

 l mí
8x 0+

 ln 
x

x
1+

c m  = –   ∞

 Las rectas  x = –1  y  x = 0  son las asíntotas verticales de la función.

 Asíntotas horizontales:

 
∞

l mí
8x +

 ln 
x

x
1+

c m  = 0

 
∞

l mí
8x –

 ln 
x

x
1+

c m  = 0

 La recta  y = 0  es la asíntota horizontal de la función.

•	 y' = 
( )x x 1

1
+

 Si  x > 0  →  y' > 0  →  y  es creciente en el intervalo (0, +  ∞).

 Si  x < –1  →  y' > 0  →  y  es creciente en el intervalo (–   ∞, –1)

 

2 4–4 –2
–2

4

2

–4

Y

X

d
	•	 &l	doNinio	de	definición	es		Á – {–3, 1}

 Teniendo en cuenta la de�nición de valor absoluto,  y = 
≠

x x
e

x x
e

x x

x

2 3

2 3

1 3

1

–

–

si y –

si

<

<

x

x

2

1

2

1

–

–
+

+

+

*
•	$orte	con	el	eKe		Y  :  x = 0,  y = e

3
–

•	"sÓntotas	Werticales�

 
∞

l m
x x

e

l m
x x

e

2 3

2 3

–
∞

–
–

í

í

8

8

x

x

x

x

2

1

2

1

3

3

–

–

–

–

– +
= +

+
=

+

+

+

4   x = –3  es asíntota vertical.

 
l m

x x
e

l m
x x

e

2 3

2 3

–
∞

–
∞

–í

í

8

8

x

x

x

x

2

1

2

1

1

1

–

–

– +
=

+
= +

+

+

+

4   x = 1  es asíntota vertical.

 No tiene asíntotas horizontales ni oblicuas.
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•	 y ' = ( )
( )

( )
( )

x x
e x x

x x
e x

x x

x

2 3
4 1

2 3
5

1 3

1

–
– –

–
–

si y ≠ –

si

<

<

x

x

2 2

1 2

2 2

1 2

–

–
+

+

+

*

 y' = 0  →  
( )

( ) ,

( )
( )

8 8

8 8

x x
e x x x x x x

x x
e x x x

2 3
4 1 0 4 1 0 2 5 2 5

2 3
5 0 5 0 5

–
– – – – – – –

–
– –

x

x

2 2

1 2
2

2 2

1 2
2

–

–

+
+ = + = = = +

+
= = =

*

 
–3

y' > 0y' < 0 y' > 0 y' < 0 y' < 0

1

y' > 0

–2 – √
—
5 –2 + √

—
5 √

—
5

 Hallamos las ordenadas de los extremos relativos y se obtiene la grá�ca:

 

10 20 30–20–30 –10

20

30

10

–10

–20

–30

Y

X

30 La recta  y = 2x + 6  es una asíntota oblicua de la función:

f (x) = 
x k
x2 1

–
2 +

Halla el valor de  k  y representa la función así obtenida.

•	)allaNos		k   :
 Si  y = 2x + 6  es asíntota oblicua, tenemos que:

 
∞

l mí
8x +

 
( )
x

f x
2= ;  

∞
l mí
8x +

 [ f (x) – 2x] = 6

 Por tanto:

 
∞

l mí
8x +

 f (x) = +  ∞;  
∞

l mí
8x +

 
( )
x

f x
 = 

∞
l mí
8x +

 
x kx

x2 1
–2

2 +  = 2

 
∞

l mí
8x +

 [ f (x) – 2x] = 
∞

l mí
8x +

 
x k
x x2 1 2

–
–

2 += G  = 
∞

l mí
8x +

 
x k

x x kx2 1 2 2
–

–2 2+ +  =

  = 
∞

l mí
8x +

 8
x k
kx k k2 1 2 6 3

–
+ = = =
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 También podríamos efectuar la división:

2x   2 +   1 x – k
–2x   2 +   2kx 2x + 2k

  2kx + 1
–2kx + 2k   2

1 + 2k   2

 La asíntota oblicua es  y = 2x + 2k

 2x + 2k = 2x + 6  →  2k = 6  →  k = 3

 Por tanto,  f (x) = 
x
x

3
2 1

–
2 +

•	%oNinio�		Á – {3}

•	"sÓntotas�

 
( )

( )

l m f x

l m f x

∞

∞

–í

í
8

8

x

x

3

3

–
=

= +
+

4   x = 3  es asíntota vertical.

 y = 2x + 6  es asíntota oblicua.

 Si  x → –   ∞,  f (x) < 2x + 6;  si  x →  +  ∞,  f (x) > 2x + 6.

•	 Puntos	singulares�

 f ' (x) = 
( )

( ) ( )
( ) ( )x

x x x
x

x x x
x

x x
3

4 3 2 1
3

4 12 2 1
3

2 12 1
–

– –
–

– – –
–

– –
2

2

2

2 2

2

2+ = =

 f ' (x) = 0  →  2x   2 – 12x – 1 = 0  →  x = ±
4

12 144 8+   
,

,
x
x

6 08
0 08–

=
=

 Signo de  f ' (x):

 
–0,08 3

f ' < 0f ' > 0 f ' < 0 f ' > 0

6,08

 f (x)  es creciente en (–   ∞; –0,08) ø (6,08; +  ∞).

 Es decreciente en (–0,08; 3) ø (3; 6,08).

 Tiene un máximo en (–0,08; –0,33).

 Tiene un mínimo en (6,08; 24,32).

•	(ráfica�

 

22

–1
–2
–3

23
24
25
26

6
3

9 1215
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31 Sea la función  f (x) = x   2 · e  –ax  con  a ≠ 0.

a) Calcula el valor de  a  para que esta función tenga un extremo relativo en el punto de abscisa  
x = 2.

b) Clasi�ca los extremos relativos cuando  a = 2.

a) f (x) = x   2 · e   –ax

 f ' (x) = 2x · e   –ax – ax   2 · e   –ax = x · e   –ax(2 – ax)

 Para que tenga tal extremo relativo, debe ser:

 f ' (2) = 0  →  2e   –2a · (2 – 2a) = 0  →  2 – 2a = 0  →  a = 1

b) f (x) = x   2 · e   –2x

 f ' (x) = 2x · e   –2x · (1 – x),  f ' (x) = 0  →  x = 0,  x = 1

 f '' (x) = 2e   –2x · (2x   2 – 4x + 1)

 f '' (0) = 2 > 0  →  x = 0  es un mínimo relativo.

 f '' (1) = –2e   –2 < 0  →  x = 1  es un máximo relativo.

32 Dada la función:

f (x) = ax + b + 
x
8

calcula  a  y  b  para que la grá�ca de  f  pase por el punto (–2, –   6) y tenga, en ese punto, tangente 
horizontal. Para esos valores de  a  y  b,  representa la función.

f (x) = ax + b + 
x
8 ;  f ' (x) = a – 

x
8
2

( , ), ( )
( )'

8
8 8

f a b
f a

2 6 2 6 2 4 6
2 0 2 0

Pasa por – – – – – – –
Tangente horizontal – –

= + =
= =

4   
a b

a
a
b

2 2
2

2
2

– –+ =
=

=
=

4 4

Para estos valores, queda:  f (x) = 2x + 2 + 
x
8

•	%oNinio�		Á – {0}

•	"sÓntotas�

 
( )

( )

l m f x

l m f x

∞

∞

–í

í
8

8

x

x

0

0

–
=

= +
+

4   x = 0  es asíntota vertical.

 f (x) = 2x + 2 + 
x
8   →  y = 2x + 2  es asíntota oblicua.

 (Si  x → –  ∞,  f (x) < 2x + 2;  si  x → +  ∞,  f (x) > 2x + 2)

•	 Puntos	singulares�

 f ' (x) = 
x x

x2 8 2 8– –
2 2

2
=

 f ' (x) = 0  →  2x   2 – 8 = 0  →  x   2 = 4  
x
x

2
2
–=

=

 Signo de  f ' (x):

 
–2 0

f ' < 0f ' > 0 f ' < 0 f ' > 0

2

 f (x)  es creciente en (–   ∞, –2) ø (2, +  ∞). Es decreciente en (–2, 0) ø (0, 2).

 Tiene un máximo en (–2, –   6). Tiene un mínimo en (2, 10).
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•	(ráfica�

 

2
2 4

4

33 Halla los valores de  a,  b  y  c  para los cuales la función:

f (x) = 
x

ax bx c
4–2

2 + +

tiene como asíntota horizontal la recta  y = –1  y un mínimo en el punto (0, 1).

f (x) = 
x

ax bx c
4–2

2 + +

Si  y = –1  es asíntota horizontal  →  
∞

l mí
8x + x

ax bx c
4–2

2 + +  = a  →  a = –1

Si tiene un mínimo en (0, 1), debe ser  f ' (0) = 0.

f ' (x) = 
( )

( ) ( ) ( )
x

ax b x ax bx x x
4

2 4 2
–

– –
2 2

2 2+ + +   →  f ' (0) = ( )b b
16
4 0

4
0– – –= =   →  b = 0

Además,  f (0) = 1  →  · ·a b c
4

0 0 1
–

+ + =   →  c = –   4

Por tanto,  f (x) = 
x
x

4
4

–
– –

2

2

34 Dada la siguiente función:

f (x) = 
x

ax 1
3

4 +

a) Determina el valor de  a  para el que la función posee un mínimo relativo en  x = 1.  Para ese 
valor de  a,  obtén los otros extremos relativos.

b) Obtén las asíntotas de la grá�ca de  y = f (x)  para  a = 1.

c) Esboza la grá�ca de la función para  a = 1.

a) f (x) = ·
x

a x ax
x

1 1
3

4

3
+ = +

 f ' (x) = a
x
3–
4

 Como  x = 1  es un extremo relativo,  f ' (1) = 0  →  a – 3 = 0  →  a = 3

 f ' (x) = 
x

3 3–
4

 f ' (x) = 0  →  3 – 
x
3
4

 = 0  →  x = –1,  x = 1

 f '' (x) = 
x
12

5

 Si  x = –1  →  f '' (–1) < 0  →  x = –1  es un máximo relativo.

 Si  x = 1  →  f '' (1) > 0  →  x = 1  es un máximo relativo.
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b) f (x) = x
x
1
3+

 Veamos que la recta  x = 0  es la asíntota vertical:

 
∞

l m x
x

l m x
x

1

1

∞í

í

8

8

x

x

0 3

0 3

–
+ = +

+ = +
+

e

e

o

o
4

 Como  f (x) = x
x
1
3+ ,  es evidente que la recta  y = x  es la asíntota oblicua de la función.

 Posición:

 Si  x → + ∞,  entonces  f (x) – x = 
x
1
3  > 0  →  La función queda por encima de la asíntota.

 Si  x → –   ∞,  entonces  f (x) – x = 
x
1
3  < 0  →  La función queda por debajo de la asíntota.

c) Para completar el estudio, podemos calcular los extrteremos relativos:

 f ' (x) = 
x

1 3–
4

,  f ' (x) = 0  →  1 – ,8
x

x x3 0 3 3–
4

4 4= = =

 x = 3–4 ,  y = ≈ ,3
3
1 1 76– – –4

4 3

 x = , ≈ ,y3 3
3
1 1 764 4

4 3= +

 

2 4–4 –2
–2

4

2

–4

Y

X

35 Una partícula se mueve a lo largo de la grá�ca de la curva de ecuación  y = 
x

x
1

2
– 2   para  x > 1.

En el punto  P ,2
3
4–c m  la deja y se desplaza a lo largo de la recta tangente a dicha curva.

a) Halla la ecuación de la tangente.

b) Si se desplaza de derecha a izquierda, halla el punto en el que la partícula encuentra a la asín-
tota vertical más próxima al punto  P.

c) Si el desplazamiento es de izquierda a derecha, halla el punto en el que la partícula encuentra 
el eje  X.

a) Pendiente de la recta tangente en  x = 2:

 f ' (x) = 
( )

( ) ( )
( ) ( )x

x x x
x

x x
x

x
1

2 1 2 2
1

2 2 4
1
2 2

–
– – –

–
–

–2 2

2

2 2

2 2

2 2

2
= + = +  

 m = f ' (2) = 
9
10

 La ecuación de la recta tangente en  P  es:

 y = ( ) 8x y x
3
4

9
10 2

9
10

9
32– ––+ =
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b) La asíntota vertical más próxima a  P  es  x = 1.  Tenemos que hallar el punto de intersección de   
x = 1  con la recta tangente anterior:

 
y x

x

y

x
9
10

9
32

1
9
22

1

– –=

=

=

=
4 4   El punto es  Q ,1

9
22–d n .

c) Tenemos que hallar el punto en el que la recta anterior corta al eje  OX  :

 
8y x

y

x x

y
9
10

9
32

0
9
10

9
32

10
32

5
16

0

–=

=

= = =

=
4 4   El punto es  R ,

5
16 0d n .

 Esta grá�ca muestra la curva  y = 
x

x
1

2
– 2 ,

 la recta tangente  y = x
9
10

9
32–   y los

 puntos  Q ,1
9
22–d n   y  R ,

5
16 0d n .

X

Y

1

1
R

Q

–1  2xy = —
 1 – x2

 10 32y = —x – —
 9 9

36 La concentración (en %) de nitrógeno de un compuesto viene dada, en función del tiempo  t ∈ 
[0, +∞)  medido en segundos, por la función:

N (t  ) = 
e1 2

60
t–+

a) Comprueba que la concentración de nitrógeno crece con el tiempo. ¿Para qué  t  la concentra-
ción de nitrógeno es mínima y cuál es esta concentración?

b) ¿A qué valor tiende la concentración de nitrógeno cuando el tiempo tiende a in�nito?

a) N (t   ) = 
e1 2

60
t–+

 N' (t   ) = 
( )e

e
2 1
120

t

t

2–

–

+
  es siempre positivo para cualquier valor de  t.  Por tanto,  N (t   )  es creciente.

 La concentración de nitrógeno es mínima para  t = 0  y su valor es  N (0) = 20.

b) 
∞

l mí
8t +

 
e1 2

60
t–+

 = 60  es el valor al que tiende la concentración cuando el tiempo tiende a in�nito.

Página 324

Cuestiones teóricas

37 ¿Qué podemos decir del grado de una función polinómica con dos máximos y dos míni-
mos relativos? En esa función, ¿puede estar uno de los mínimos más alto que los máximos?

•	 Si	 tiene	dos	NáYiNos	Z	dos	NÓNiNos	relatiWos
	Z	es	polinóNica
	
su derivada tiene, al menos, cuatro raíces; es decir,  f ' (x)  será, al 
menos, de grado 4. Por tanto,  f (x) será, al menos, de grado 5.

•	 SÓ
	podrÓa	IaCer	un	NÓniNo	Nás	alto	que	un	NáYiNo�	Por	eKeNplo�

 El mínimo de  x1  está más alto que el máximo de  x0.

x0 x1
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38 Una función  f (x)  tiene las siguientes características:

Dom f = Á – {0}  y es continua y derivable en todo su dominio.

∞
l mí
8x –

 f (x) = –   ∞ 
∞

l mí
8x +

 = +∞

l mí
8x 0–

 f (x) = +∞ l mí
8x 0+

 f (x) = –   ∞

Indica cuáles de las siguientes a�rmaciones son seguras, cuáles son probables y cuáles son im-
posibles:

a) f (x)  es par. b) f (x)  es impar.

c) No tiene máximos ni mínimos. d) Tiene un máximo y un mínimo.

e) Corta al eje  X  en dos puntos. f ) Corta el eje  X  al menos en dos puntos.

g) Tiene, al menos, una asíntota vertical. h) Tiene solo una asíntota vertical.

i) Tiene una asíntota oblicua. j) Es cóncava en  x < 0  y convexa en  x > 0.

a) Imposible, porque, por ejemplo, en las proximidades de  x = 0  no es simétrica respecto del eje 
vertical.

b) Probable, porque una función impar puede cumplir estas condiciones.

c) Probable, aunque esta a�rmación no está relacionada con los datos del problema.

d) Probable, aunque esta a�rmación no está relacionada con los datos del problema.

e) Probable, por su continuidad y su comportamiento a ambos lados del eje vertical.

f ) Seguro. Por ser continua debe cortar al semieje negativo de las  X  al subir desde –   ∞ (cuando   
x → –   ∞) hasta +  ∞ (cuando  x → 0–).  Análogamente ocurre con el semieje positivo de las  X.

g) Seguro. La recta  x = 0  es una asíntota vertical de la función.

h) Seguro, ya que su dominio es  Á – {0} y es continua en él. Además, tiene una asíntota vertical, 
como hemos visto en el apartado anterior.

i) Probable. Puede ser también ramas parabólicas.

j) Probable.

39 ¿Cuántos puntos de in�exión puede tener, como máximo, una función polinómica de cuarto 
grado?

Si  f (x)  es un polinomio de cuarto grado,  f ' (x)  será un polinomio de tercer grado y  f '' (x)  será un 
polinomio de segundo grado.

Así,  f '' (x)  tendrá, a lo sumo, dos raíces.

Por tanto,  f (x)  tendrá, como máximo, dos puntos de in�exión.

40 Comprueba que la función  y = 
| |

x
x

1+
  tiene dos asíntotas horizontales.

f (x) = 
≥

x
x x

x
x x

1
0

1
0

– si

si

<
+

+

*
Por tanto:

∞
l mí
8x –

 f (x) = 
∞

l mí
8x – x

x
1

–
+

 = –1  →  y = –1  es asíntota horizontal cuando  x → –   ∞.

∞
l mí
8x +

f (x) = 
∞

l mí
8x + x

x
1+

 = 1  →  y = 1  es asíntota horizontal cuando  x → +  ∞.
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41 Sobre la grá�ca de  y = |  x   2 – 4  |  indica los intervalos de concavidad y de convexidad. ¿Cuáles son 
sus puntos de in�exión?

y = |   x   2 – 4   | = ≤ ≤
x
x

x

x
x

x

4
4

4

2
2 2

2

–
–

–

si –
si –
si

<

>

2

2

2
+*

X

Y

2–2

La grá�ca es cóncava en (–   ∞, –2) ø (2, +  ∞) y es convexa en (–2, 2). Los puntos (–2, 0) y (2, 0) son 
puntos de in�exión (son también mínimos relativos). Podemos comprobarlo con  f '  y  f ''  :

f ' (x) = 
x
x

x

x
x

x

2
2

2

2
2 2

2
–

si –
si –
si

<
< <

>
*   →  f '' (x) = 

x
x

x

2
2

2

2
2 2

2
–

si –
si –
si

<
< <

>
*

No existe  f '' (–2)  ni  f '' (2).

( )
( )

'
'

f
f

2 4
2 4

– –
–

– =
=+    No existe  f ' (–2).

( )
( )

'
'

f
f

2 4
2 4

–– =
=+    No existe  f ' (2).

Signo de  f ' (x):  f ' (x) = 0  →  x = 0

–2 0

f ' > 0f ' < 0 f ' < 0 f ' > 0

2

Mínimos en (–2, 0) y en (2, 0).

Máximo en (0, 4).

Signo de  f '' (x):

–2 2

f ' ' > 0 f ' ' < 0 f ' ' > 0

Puntos de in�exión en (–2, 0) y (2, 0).

42 y = 
x
x

1
1

–2
+   no está de�nida en  x = 1  ni en  x = –1;  sin embargo, tiene solo una asíntota vertical. 

Justifícalo.

f (x) = 
( ) ( )x

x
x x

x
1
1

1 1
1

– –2
+ =

+
+

( )

( )

l m f x

l m f x

∞

∞

–í

í
8

8

x

x

1

1

–
=

= +
+

4   x = 1  es asíntota vertical.

l mí
8x 1–

 f (x) = l mí
8x 1–

 
x 1

1
2
1

–
–=

En  x = –1  hay una discontinuidad evitable, no hay una asíntota.
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43 ¿Cuántas asíntotas verticales puede tener una función? ¿Y horizontales?

•	"sÓntotas	 Werticales	 puede	 tener	 infinitas�	 ($oNo	 eKeNplo
	 podeNos	 considerar	 la	 función	 	  

y = 
sen x

1 ,  cuya grá�ca está representada en el ejercicio 26, en la grá�ca 2).

•	"sÓntotas	 Iori[ontales	 puede	 tener
	 coNo	NáYiNo
	 dos�	 una	 cuando	 	 x → –   ∞  y otra cuando   
x → +   ∞.

44 Da un ejemplo de una función que tenga un mínimo en  x = 1  y que no sea derivable en ese 
punto. Represéntala.

y = |   x – 1   | = ≥
x

x
x
x

1
1

1
1

–
–

si
si

<+)

( )
( ) ≠

f
f x x

1 0
0 1para>

= 4   →  Hay un mínimo en  x = 1,  en (1, 0).

f (x)  no es derivable en  x = 1,  pues  f ' (1–) = –1 ≠ f ' (1+) = 1.

La grá�ca es:

1

1

45 Da un ejemplo de una función derivable en  x = 1  con  f ' (1) = 0   que no tenga máximo ni mí-
nimo en ese punto.

Por ejemplo,  y = (x – 1)3.

f ' (x) = 3(x – 1)2  →  f ' (1) = 0

f ' (x) > 0  para  x ≠ 1  →  f (x)  es creciente.

En  x = 1  hay un punto de in�exión.

2

2 4 6–6 –4 –2

4

–4

–2

46 Si es posible, dibuja una función continua en el intervalo [0, 4] que tenga, al menos, un máximo 
relativo en (2, 3) y un mínimo relativo en (3, 4). Si la función fuera polinómica, ¿cuál debería 
ser, como mínimo su grado?

f (x)  debe tener, al menos, dos máximos y dos mínimos en [0, 4], si es derivable.

Si  f (x)  fuera un polinomio, tendría, como mínimo, grado 5 (pues  f ' (x)  se anularía, al menos, en 
cuatro puntos).

1 2 3 4

1

2

3

4
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47 ¿Tiene  f (x) = x + e   –x  alguna asíntota? Si es así, hállala.

f (x) = x + e    –x

•	%oNinio�		Á.

•	/o	tiene	asÓntotas	Werticales�

•	
∞

l mí
8x +

(x + e    –x) = +  ∞;  
∞

l mí
8x –

 (x + e    –x) = +  ∞

 No tiene asíntotas horizontales.

•	"sÓntotas	oClicuas�

 m = 
∞

l mí
8x +

 
x

x e x–+d n  = 
∞

l mí
8x +

 
·x e

1 1
x+e o  = 1

 n = 
∞

l mí
8x +

 (x + e    –x – x) = 
∞

l mí
8x +

 e    –x = 0

 y = x  es asíntota oblicua hacia +  ∞.

 No hay asíntota oblicua hacia –   ∞ porque:

 m = 
∞

l mí
8x – x

x e x–+d n  = 1 + ∞ = +  ∞

48 ¿Son iguales las grá�cas de  f (x) = e   x  y  g (x) = e   |  x  |?  Justi�ca tu respuesta.

No. Veamos sus grá�cas:

y = e|x|y = ex

Por ejemplo, si  x = –3  →  e    –3 ≈ 0,048;  e   |  –3   | ≈ 20,08

49 Indica cuál de estas grá�cas corresponde a  y = ln |  x  |  y cuál a  y = |  ln x  |.  ¿Cuál es la ecuación de 
cada una de las otras dos?

a)  b)

   

c)  d)

   

•	y = ln |   x   |  es la c).

•	y = |   ln x   |  es la a).

b) y = |   ln |   x   ||

d) y = 
| |x
1
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50 ¿Qué tipo de simétría tienen las siguientes funciones?

a) y = sen  2 x                  b) y = |  x  | – 2                  c) y = tg x                  d) y = x   3 – x

a) y = sen   2 x

 f (–x) = sen   2 (–x) = [ ( )] ( )sen x sen x sen x– –
( )2 1 2 2= =

 (1) Porque  sen (–x) = –sen x

 Como  f (–x) = f (x),  la grá�ca de  f  es simétrica respecto al eje  Y.

b) y = |   x   | – 2

 f (x) = |   x   | – 2  →  f (–x) = |   –x   | – 2 = |   x   | – 2

 Como  f (–x) = f (x),  la grá�ca de  f  es simétrica respecto al eje  Y.

c) y = tg x

 f (x) = tg x;  f (–x) = tg (–x) = –tg x = –f (x)

 Como  f (–x) = –f (x),  la grá�ca de  f  es simétrica respecto al origen de coordenadas.

d) y = x   3 – x

 f (x) = x   3 – x  →  f (–x) = (–x)3 – (–x) = –x   3 + x = –f (x)

 Como  f (–x) = –f (x),  la grá�ca de  f  es simétrica respecto al origen de coordenadas.

51 Dada la función  f (x):

f(x)

Indica qué grá�ca corresponde a estas otras:

f (–x)     f (|  x  |)      –|   f (x)  |     | f (x)  |

a)  b)

   

c)  d)

   

a) –| f (x)   |

b) f (–x)

c) | f (x)|

d) f (|   x   |)
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52 Relaciona cada grá�ca con su función.

2

4

2–22

–2

2

2

–2

–2

f (x) = x sen (πx)       g (x) = x   2 sen (πx)       h (x) = x   2 cos (πx)

•	 f (x)  y  h (x)  son funciones pares y  g (x)  es impar.

 Por tanto, la grá�ca de  g (x)  ha de ser la b).

•	 f (2) = 0  →  La grá�ca de  f (x)  es la c).

 Luego la grá�ca de  h (x)  es la a).

•	&s	decir�	a
	h (x);  b) g (x);  c) f (x).

Para profundizar

53 En el Ejercicio resuelto 1 del apartado 10.5, vimos un sencillo procedimiento para calcular las 

asíntotas de la función  y = x x2–2   mediante los pasos siguientes:

( ) | |x x x x2 1 1 1– – – ≈ –2 2=

Averigua, de forma similar, las asíntotas de estas funciones:

a) y = x x22 +  b) y = x x6 12–2 +

c) y = x x42 +  d) y = x x4 3–2 +

Indica la posición de cada curva respecto de las asíntotas.

a) ( ) ≈ ( ) | |x x x x x x x2 2 1 1 1 1 1 1– –2 2 2 2+ = + + = + + = +

 La función  y = |   x + 1   |  está formada por las dos asíntotas oblicuas de la función  y = x x22 + .

b) ( ) ≈ ( ) | |x x x x x x x6 12 6 9 2 3 2 3 3– – – – –2 2 2 2+ = + + = + =

 La función  y = |   x – 3   |  está formada por las dos asíntotas oblicuas de la función  y = x x6 12–2 + .

c) y = ( ) ≈ ( ) | |x x x x x x x4 4 4 4 2 4 2 2– –2 2 2 2+ = + + = + + = +

 La función es “un poco menor” que el valor absoluto porque se resta dentro del radiando. Por tanto, 
queda por debajo de las asíntotas oblicuas:

 y = x + 2  cuando  x → +  ∞.

 y = –x – 2  cuando  x → –   ∞.

d) y = ≈x x x x x x x4 3 4
16
1

16
47 2

4
1

16
47 2

4
1 2

4
1– – – – –2 2

2 2
+ = + + = + =d dn n

 La función es “un poco mayor” que el valor absoluto porque se suma dentro del radicando. Por 
tanto, queda por encima de las asíntotas oblicuas:

 y = x2
4
1–   cuando  x → +  ∞.

 y = x2
4
1– +   cuando  x → –   ∞.
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54 Aunque la palabra asíntota la hemos aplicado a rectas que se aproximan a una grá�ca, tiene un 
signi�cado más amplio: se dice que dos curvas son asintóticas cuando, al alejarse del origen, la 
distancia entre ellas tiende a cero.

Por ejemplo, la parábola  y = x   2 + 1  es asintótica a la función  y = 
x

x
1–2

4
  (revisa su grá�ca en 

la página 310). 

Es fácil comprobarlo efectuando el cociente:

 
x

x x
x1

1
1

1
– –2

4
2

2= + +

La diferencia entre las dos ecuaciones,  
x 1

1
–2 ,

tiende a 0 cuando  x → ±   ∞.  Además, toma valores 
positivos, por lo que la grá�ca de  y = f (x)  queda 
por encima de la parábola.

Este resultado permite representar la función de 
forma más precisa apoyándonos en la representa-
ción de la parábola:

parábola asintótica

rectas asintóticas

a) Halla la parábola asintótica a  y = 
x

x x x2 8–3 2 + + .  Determina la posición de la curva respecto 
de ella.

b) Representa la función utilizando esos datos, así como la asíntota vertical y el punto singular 
(único, en  x = 2).

a) y = 
x

x x x x x
x

2 8 2 1 8– –
3 2 2+ + = + +

 La parábola es  y = x   2 – 2x + 1.

	 •		$uando		x → –   ∞,  la diferencia entre la función y la parábola,  
x
8 ,  es negativa; luego la curva 

está por debajo de la parábola.

	 •			$uando		x → +  ∞,  la diferencia,  
x
8 ,  es positiva; luego la curva está por encima de la parábola.

b) Asíntota vertical:

 
( )

( )

l m f x

l m f x

∞

∞

–í

í
8

8

x

x

0

0

–
=

= +
+

4   x = 0  es asíntota vertical.

•	 Punto	singular�

 f ' (x) = x
x x

x x2 2 8 2 2 8– – – –
2 2

3 2
=

 f ' (x) = 0  →  2x   3 – 2x   2 – 8 = 0  →  2(x – 2)(x   2 + x + 2) = 0  →  x = 2

 Hay un mínimo en (2, 5).

•	(ráfica�

 

y = x2 – 2x + 1
y = f (x)

4

8

12

16

2 4
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55 Estudia la posición relativa entre estas curvas y sus parábolas asintóticas. Representa la informa-
ción obtenida:

a) y = 
x

x
12

4

+
 b) y = 

x
x 1–3

 c) y = 
x

x
4–2

4

a) y = 
x

x
12

4

+
  →		%iWidiNos�

 

–x   4 x   2 + 1
–x   4 – x   2 x   2 – 1
        –x   2

          x   2 + 1
                 1

 

 Posición:

 

 Así,  y = 
x

x x
x1

1
1

1–2

4 2
2+

= +
+

 Parábola asintótica:  y = x   2 – 1

b) y = 
x

x x
x

1 1– –
3 2=

 Parábola asintótica:  y = x   2

 Posición:

 

c) y = 
x

x
4–2

4
  →		%iWidiNos�

–x   4 x   2 – 4
–x   4 + 4x   2 x   2 + 4
          4x   2

        –4x   2 + 16
                   16

 Así:  y = 
x

x x
x4

4
4

16
–2

4 2
2= + +

+
 Parábola asintótica:  y = x   2 + 4

 Posición:
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Autoevaluación

Página 325

1 Dibuja la grá�ca de una función  f  de la que sabemos:

∞
l mí
8x +

 f (x) = +∞,  
∞

l mí
8x –

 f (x) = –3,  l mí
8x 3–

 f (x) = –   ∞

f ' (–5) = 0;  f ' (0) = 0;  f (–5) = 0;  f (0) = 2

Tiene tangente horizontal en los puntos (–5, 0) y (0, 2). En el primero tiene un máximo, y en el segun-
do, un punto de in�exión.

–3

2

X

Y

–3–5

2 Describe la grá�ca de la siguiente función:

•	&l	doNinio	de	definición	es		Á – {–2, 2}.
 Es una función impar, continua y derivable en su dominio.
•	5iene	dos	asÓntotas	Werticales�	las	rectas		x = –2  y  x = 2.

2–2

 l mí
8x 2– –

 f (x) = +  ∞;  l mí
8x 2– +

 f (x) = –   ∞

 l mí
8x 2–

 f (x) = +  ∞;  l mí
8x 2+

 f (x) = –   ∞

 La recta  y = 0  es la asíntota horizontal de la función cuando  x → ±  ∞.
•	&s	creciente	en	los	interWalos	(o			Ǖ
	�

	(o�
	�
	Z	(�
	�		Ǖ
�

3 ¿Tiene  f (x) = x   3 + 2x + 4  máximos y/o mínimos? ¿Y algún punto de in�exión? Estudia su curva-
tura y represéntala.

f (x) = x   3 + 2x + 4

•	 f ' (x) = 3x   2 + 2

 f ' (x) = 0  →  3x   2 = –2  →  no tiene solución.

 f ' (x) > 0  para todo  x  →  f (x)  es creciente.

 No tiene máximos ni mínimos.

•	 f '' (x) = 6x	 •	(ráfica�

 f '' (x) = 0  →  6x = 0  →  x = 6

 Signo de  f '' (x):

 
0

f '' > 0f '' < 0

 Hay un punto de in�exión en (0, 4).

•	"deNás
	
∞

l mí
8x –

f (x) = –   ∞;  
∞

l mí
8x +

f (x) = +  ∞ 

–2

4
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4 Estudia las asíntotas y los puntos singulares de la función  f (x) = ( )
x

x
1
2 2

+
+   y represéntala grá�ca-

mente.

f (x) = ( )
x

x
1
2 2

+
+

•	%oNinio�		Á – {–1}.

•	"sÓntota	Wertical�		x = 1

 Posición   
( )

( )

l m f x

l m f x

∞

∞

–í

í
8

8

x

x

1

1

–

–

–
=

= +
+

•	/o	tiene	asÓntota	Iori[ontal�

 
∞

l mí
±8x

( )
x

x
1
2 2

+
+  = ±   ∞

•	"sÓntota	oClicua�

 ( )
x

x x
x1

2 3
1

12

+
+ = + +

+

 La asíntota oblicua es  y = x + 3.

 Posición de la curva con respecto a la asíntota:

 f (x) – (x + 3) = 
∞ ( )

∞ ( )

8 8

8 8x

x f x x
x

x f x x
x

1
1

3
1

1 0

3
1

1 0

Si porque

Si porque–

> >

< <+

+ +
+

+
+

d

d

n

n
*

•	 Puntos	singulares�

 f ' (x) = 
( )

( ) ( ) ( )
( )x

x x x
x
x x

1
2 2 1 2

1
2–

2

2

2

2

+
+ + + =

+
+

 f ' (x) = 0  →  x   2 + 2x = 0  
, ( )

, ( )
x f
x f

0 0 4
2 2 0– –

= =
= =

 Signo de  f ' :

 
–1–2 0

f ' > 0 f ' < 0 f ' < 0 f ' > 0

 Tiene un máximo en (–2, 0) y un mínimo en (0, 4).

•	(ráfica�

 

1
X

Y

1
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5 Representa la función  f (x) = ( )
e

x 1
x

2+ .

f (x) = ( )
e

x 1
x

2+

•	%oNinio	�	Á.

•	/o	tiene	asÓntotas	Werticales
	porque		e    x ≠ 0  para todo  x.

•	
∞

l mí
8x +

( )
e

x 1
x

2+  = 0  →  y = 0  es asíntota horizontal hacia +   ∞  →  f (x) > 0

 
∞

l mí
8x –

( )
e

x 1
x

2+  = +   ∞  →  No tiene asíntota horizontal hacia –   ∞.

•	 Puntos	singulares�

 f ' (x) = 
( )

( ) ( ) ( )
e

x e x e
e

x x
e

x2 1 1 2 2 1 1– – –
x

x x

x x2

2 2 2+ + = + + = +

 f ' (x) = 0  →  –x   2 + 1 = 0  
, ( )

, ( )

x f e
x f

1 1 4

1 1 0– –

= =

= =
 Signo de  f ' :

 
–1 1

f ' < 0 f ' > 0 f ' < 0

 Mínimo: (–1, 0).  Máximo: ,
e

1 4d n
•	(ráfica�

 

1

2

X

Y

1–1–2 2

6 Calcula los puntos de corte con los ejes y los puntos singulares de la función  y = ln (–x   2 + 1).  De-
termina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento y esboza la grá�ca.

•	Dominio = (–1, 1)  →  y  es una función par.

•	 f (x) = 0  →  f (x) = –x   2 + 1 = 1  →  x = 0

 El único punto de corte con los ejes es (0, 0).

•	 f ' (x) = 
x

x
1

2
–2  = 0  →  x = 0

 f '' (x) = –    
( )

( )
x

x
1

2 1
–2 2

2 +  < 0  para todo  x.

 Por tanto, (0, 0) es un máximo.

•	 f  tiene dos asíntotas verticales en  x = –1  y  x = 1.

–1 1

1

–1

–2

Y

X
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7 Dibuja una función continua en  Á  que tenga un mínimo relativo 
en (1, 6) y un máximo relativo en (6, 2). Si es un polinomio, ¿cuál 
será, como mínimo, su grado?

La función tendrá, como mínimo, cuatro puntos singulares, y para 
ello, su grado debe ser, al menos, 5.

X
1

2

6

6

Y

8 Halla los máximos y los mínimos de  f (x) = x x 3+ .  Indica si tiene asíntotas y represéntala grá�-
camente.

f (x) = x x 3+ �		%oNinio	�	(o�
	�			Ǖ


•	)allaNos	los	puntos	singulares�

 f ' (x) = · ( )x x
x x

x x
x

x3
2 3

1
2 3

2 3
2 3
3 6+ +

+
=

+
+ + =

+
+

 f ' (x) = 0  →  3x + 6 = 0  →  x = –2,  f (–2) = –2

 Signo de  f ' :  
–2

f ' < 0 f ' > 0

 La función tiene un mínimo en (–2, –2).

•	 -a	función	no	tiene	asÓntotas�

 
∞

l mí
8x +

 f (x) = +   ∞;  
∞

l mí
8x +

 
( )
x

f x
 = +   ∞

•	(ráfica�

 

X

Y

–2
–2

2

1
–3

9 Dibuja la grá�ca de  f (x) = |  x + 3  | + |  x – 1  |.

f (x) = |   x + 3   | + |   x – 1   |

•	 Si		x < –3:  –x – 3 – x + 1 = –2x – 2

•	 Si		o�	Ǚ	x < 1:  x + 3 – x + 1 = 41

–x – 3 x + 3

–x + 1 x – 1
–3

	 •	 Si		x ≥ 1:  x + 3 + x – 1 = 2x + 2

f (x) = ≤
≥

x

x

x
x

x

2 2
4
2 2

3
3 1

1

– – si –
si –
si

<
<

+
*

X

Y

–1–3
1

3

1 3
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10 Estudia estas funciones y represéntalas grá�camente:

a) y = sen 2x + 2cos x

b) y = 2sen πx + cos 2πx

a) y = sen 2x + 2cos x

•	 Su	doNinio	de	definición	es		Á.  Es periódica de período  2π.

•	/o	tiene	asÓntotas�

•	$ortes	con	los	eKes�

 x = 0,  y = 2  →  (0, 2)

 y = 0  →  sen 2x + 2cos x = 0  →  2sen x · cos x + 2cos x = 0  →  2cos x (sen x + 1) = 0  →

  →  
,

8
cos x
sen x

x k x k

x k

0
1 0

2
2

2
3 2

2
3 2

π π π π

π π

=
+ =

= + = +

= +
* *

•	 Puntos	singulares�

 y' = 2cos 2x – 2sen x

 y' = 0  →  2cos 2x – 2sen x = 0  →  2(cos   2 x – sen   2 x) – 2sen x = 0  →

  →  2(1 – 2sen   2 x) – 2sen x = 0  →  x = π π , π π , π πk x k x k
2

2
6

2
6
5 2– + = + = +

 y'' = –2cos x – 4sen 2x

 x = π
2

–   →  y'' = π πcos sen2
2

4 0– – – =c m

 En  x = π
2

–   hay un punto de in�exión (estudiando el signo de  y''  a ambos lados del valor  x = –   π
2

).

 x = π
6

  →  y'' = π πcos sen2
6

4
3

3 3 0– – – <=c m   →  En  x = π
6

  hay un máximo relativo.

 x = π
6
5   →  y'' = π πcos sen2

6
5 4

3
5 3 3– – =d n > 0  →  En  x = π

6
5   hay un mínimo relativo.

 x = –   π
2

,  y = sen (–π) + 2cos π π ,8
2

0
2

0– –=c cm m

 x = π , π π π ;8cosy sen
6 3

2
6 2

3 3
6 2

3 3= + =c dc m nm

 x = π , π π π ;8cosy sen
6
5

3
5 2

6
5

2
3 3

6
5

2
3 3– –= + =d d dn n n

•	(ráfica�

 

2 4–4 –2

–2

2

X

,  con  k ∈ 

,  con  k ∈ 
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b) y = 2sen πx + cos 2πx
•	 Su	doNinio	de	definición	es		Á.  Es periódica de período  2.
•	/o	tiene	asÓntotas�
•	$ortes	con	los	eKes�
 x = 0,  y = 1  →  (0, 1)
 y = 0  →  π π π π π8 8cos cossen x x sen x x sen x2 2 0 2 0–2 2+ = + =

  π π π8 sen x sen x sen x2 1
2

1 3– – –2+ =   →  
≈ , ,

≈ ,x arc sen

x k k

k k
2

1 3

1 0 12 2 1 12 2

2 0 12 2– –=

+ + = +

+ +e o*
•	 Puntos	singulares�
 y' = π π π πcos x sen x2 2 2–
 y' = 0  →  · ( )8 8 8cos cos cos cosx sen x x sen x x x sen x2 0 2 0 1 2 0π – π π – π π π – π= = =

  →  
π

π

,

,

cos x

sen x

x k x k

x k x k

0

2
1

2
1 2

2
3 2

6
1 2

6
5 2

=

=

= + = +

= + = +
* *

 y'' = π π π πcossen x x2 4 2– –2 2

 x = 
6
1   →  y'' = π π π π πcossen2

6
4

3
3 0– – – <2 2 2=   →  En  x = 

6
1  hay un máximo relativo.

 x = 
2
1   →  y'' = π π π π πcossen2

2
4 2 0– – >2 2 2=   →  En  x = 

2
1   hay un mínimo relativo.

 x = 
6
5   →  y'' = π π π π πcossen2

6
5 4

3
5 3 0– – – <2 2 2=   →  En  x = 

6
5   hay un máximo relativo.

 x = 
2
3   →  y'' = π π π π πcossen2

2
3 4 3 6 0– – >2 2 2=   →  En  x = 

2
3   hay un mínimo relativo.

 x = 
6
1   →  y = π π ,8cossen2

6 3 2
3

6
1

2
3+ = d n

 x = 
2
1   →  y = π ,8cossen2 1 1 1

2 2
π + = d n

 x = 
6
5   →  y = ,8cossen2

6
5

3
5

2
3

6 2
35π π+ = d n

 x = 
2
3   →  y = π ,8cossen2 3 3 3 3

2 2
3π – –+ = d n

•	(ráfica�

 

2 4–4 –2

–2

2

Y

X

,  con  k ∈ 

,  con  k ∈ 




