FUNCIONES Y FORMULAS
TRIGONOMETRICAS

PARA CENTRARTE EN EL TEMA, PIENSA Y RESUELVE

1. En el tema anterior aprendimos a asignar las razones trigonométricas
a dngulos obtusos. Para hacer lo mismo con angulos de 180° o mas,

se procede de forma parecida:

CIRCUNFERENCIA
DE RADIO 1

# Situamos el éngulo sobre la circunferencia de radio 1.

% Comparamos sus razones frigonométricas con las de ofro éangulo "si-
milar" situado en el primer cuadrante.

Por ejemplo, en la figura adjunta:
sen 210° es igual que sen 30°, pero con signo menos: sen 210°=-0,5
3

cos 210° es igual que cos 30°, pero con signo menos: cos 210°=- 2
& Procediendo de forma andloga, es decir, relacionéndolos con éngulos del primer cuadrante, halla
el seno y el coseno de los siguientes angulos:

a) 225° b) 240° c) 270° d) 300° e) 315° f) 330°

2. Podemos hallar la tangente de un angulo dividiendo su seno por su coseno, pero también se puede
hacer relacionéndola con un éngulo del primer cuadrante:

tg 210° = 1g 30°, pues las rectas que definen a estos angu-
los cortan a la recta t en el mismo punto.

tg 300° = - g 60°, pues las rectas que defingn a estos éngu-
los cortan @ t en puntos simétricos respec-

tode U.
o_ia_ (sen?]o" =_i/2_=_l_=£]
B == w0s210°  —~3/2 V3 3
: oo 7 |sen300° _-Y3/2 =_Vf§)
; g 300° = 3 ( i

# Halla lo tangente de cada uno de los siguientes angulos:
a) 225° b) 240° c) 270° d) 315° e) 330°
relacionandolos con un angulo del primer cuadrante y, también, mediante el cociente de su seno

por su coseno.
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3. Con los resultados obtenidos en los ejercicios anteriores, completa la siguiente tabla:
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PANORAMA DEL TEMA

u En el tema anterior aprendimos a calcular razones
trigonométricas de éngulos comprendidos entre 0° y
180°. Ahora lo haremos, en primer lugar, con éngu-
los comprendidos entre 180° y 360°; después, con
éngulos cualesquiera.

750°

350

s Si a cada angulo le asignamos su seno, obtenemos
una funcién. sen o

Anélogamente con el coseno y la tangente. TN

Sin embargo, para que estas funciones sean cémo- | ' \

das de manejar, debemos expresar el éngulo en una o T =
nueva unidad: se llama radién y relaciona la medida '
del angulo con la longitud del arco que sustenta.

L

& Conociendo las razones trigonométricas de o y B,
aprenderemos a hallar las razones de o+ B, o -p, 20, /2, efc.

Estas férmulas seran dtiles, no sélo para hallar las razones trigonométricas de nuevos éngulos (lo
cual se realiza de forma inmediata con la calculadora) sino, sobre todo, para transformar y sim-
plificar expresiones trigonométricas.

m 3Cudnto ha de valer el angulo x para que se verifique la igualdad  sen 2x = =3 cos x2 Esto es

una ecuacién, evidentemente. Aprenderemos a resolver ecuaciones de este fipo.




.1 RAZONES TRIGONOMETRICAS DE ANGULOS CUALESQUIERA ENTRE 0° Y 360° E Tangente de un angulo entre 0° y 360°

Situamos el dngulo sobre la circunferencia gonioméirica. Trazamos
la recta + fangente a la circunferencia en U. El segundo lado del
p— - éngulo, o su prolongacién, corta a la recta_t en el punto T. La

: tangente del éngulo es igual al segmento UT, con el signo corres-
pondiente. En todos los casos se cumple la relacion

E Circunferencia goniométrica

Trazamos una circunferencia de radio 1 (es decir, trazamos una cir-
cunferencia de radio cualquiera y tomamos como unidad de longi-
tud su radio). Tomamos un sistema de coordenadas con el origen en
el centro de la circunferencia.

X o= send

Situamos los angulos sobre ella del siguente modo: cos O

® Sy vértice, en el centro.

Los éngulos de 90° y 270° no tienen tangente.

REPRESENTACION

# Uno de los lados coincidiendo con el semieje pesitivo de las X. DL ANGULO DE 240
SOBRE LA CIRCUNFERENCIA
GONIOMETRICA

# El otro lado se sitoa donde corresponda, abriéndose el angulo
en el sentido contrario al movimiento de las agujas del reloj.

Tal circunferencia, sobre la cual se sitian los dngulos como queda descrito, se llama circunferencia goniomé-

. : S e S : . ] > Ejemplo
trica. Con ella resulta muy sencillo definir y visualizar las razones trigonométricas de angulos cualesquiera. 1emp ) .
Hemos situado sobre la circunferencia
goniométrica los dngulos de 127° y
, 219°.
E Seno y coseno de un éngulo entre 0°y 360° L ey 5uesfobque la CierUNFerenCiO est tfraza-
. . A} 0
Si situamos un angulo agudo, o, sobre la circunferencia B i 50 sor l{e R(:IPZ m|||Fnéwe.|trccro, 'romond9
gonioméirica, cos . y sen o son las coordenadas del cz‘ = l:”'lc’ , €s C‘t‘_’a orar, dproxi
punfo A en el que el segundo lado del angulo corta a la 8 - madamente, las razones frigonometricas.
circunferencia. sen b NN sen127°=0,8 sen 219°=-0,62
180° Lo %
Anélogamente ocurre con un c':ngulo obtuso, B. [Se" o 3 cos127°= -0,6  cos219°=-0,78
- \ 5 ° o
.. n o8 - _ -
Por extension, definimos: C ! \ pens tg 127 1,33 1g219°=08
cos & %

cos ¢, sen ¢} son las coordenadas del punto en el que N

el segundo lado de un angulo cualquiera, ¢, corta a la 270°

circunferencia gonioméirica. La direccion de las flechas indica el signo:

Se cumple, en todos los casos, que sen? ¢ + cos? o =1. o { derecha — + - { arriba — +

izquierda — - abajo = -

1 Razonando sobre el triéngulo sombreado de arriba, y teniendo en cuenta que su hipotenusa
es OA = 1, justifica que los segmentos OA’ y A'A corresponden, efectivamente, a las razones L
trigonométricas cos o, sen o. 1 Teniendo en cuenta la semejanza de los triégn- 2 Construye una circunferencia de 10 cm de ra-
: - | di iy , -1 gulos OAA y OUT, yque OU=1, de- dio sobre papel milimetrado. (Las hojas de es-
2 Aplicando el teorema de Pitagoras en el correspondiente triéngulo recténgulo, justifica que muestra que seno./cos o= g 0. fe papel suelen fener 19 cm de ancllwo. Corla

sen?p + cos?B = 1. (Ten en cuenta que (~a)? = a?) de arriba una tira de 1 cm y pégala en el late-

ral; asi podrés dibujar la circunferencia com-
pleta.) Sefiala dngulos diversos: 27°, 71°,
1137, 162°, 180°, 211°, 270°, 280°, 341°,
con transportador. Lee sobre la cuadricula el
seno y el coseno de cada uno, cuidando dar
correctamente el signo.

3 Diel valorde seno y coso paradngulos de 0°,90°, 180°, 270° y 360°.

4 En este circulo se da el signo de  sen o segun el cuadrante en el que se halle
situado el angulo 0. Comprueba que es correcto y haz algo similar para cos 6.
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2 ANGULOS DE MEDIDAS CUALESQUIERA

Los valores comprendidos entre 0° y 360° nos permiten medir cualquier angulo. Sin embargo, pode-
mos darle senfido al angulo de  400° = 360° + 40°  al situarlo sobre la circunferencia gonioméirica, el
segundo lado dard una vuelta completa (360°) més un angulo de 40°:

400° = 360° + 40° = 40°

- - —_— :
% En generc1|, o=0+360°n, donde n esun |
' nomero entero cualquiera (positivo o negativo). 3

Angulos negativos

El angulo de 300° puede expresarse asi: 300° = 300° - 360° = -60°.
Por eso, con frecuencia, los éangulos que quedan situados bajo el eje X, es
decir, los comprendidos entre 180° y 3607, se designan con una medida
negativa.

& Ejemplo

Expresar con valores comprendidos entre =180° y 180° los éngulos siguientes:
a) 775° b)1400°

a) 775 360 b) 1400 360
55 2 320 3

775°=360° - 2 + 55° = 55° 1400° = 360° - 3 + 320° = 320° = 320° - 360° = -40°

Calculadora

la calculadora da directamente el valor de sen, cos, tg de cualquier angulo comprendido entre
~1440° y 1440° (es decir, —4-360° y 4-360°). Los demas no los interpreta como angulos y da men-
saje de error [algunas calculadoras tienen una gama de valores distinta].
Por ejemplo: 280 = > (£5.384807075]

1370 @ — EZRHIRIARNT]

1591 @ - BEEETREETTE)

Si le preguniamos a la calculadora cudl es el dngulo cuya razon trigonométrica es un cierto nimero,
responde del siguiente modo:

G e

| sshe } [ 1800 y 180° | -05®@ - 39, 0,8 M - E3HEEI0)
1‘ coseno | ! 0° y 360° | -0,5 () (rzg), 0,8 WGy (358698
\ tangente “t -180° y 1806J, A=  EA88630), 1@ S @G5

B
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4.3 RELACIONES ENTRE LAS RAZONES TRIGONOMETRICAS DE ALGUNOS ANGULOS

Las siguientes relaciones son muy utiles. No es necesario que las aprendas de memoria, sélo que las vi-

sualices. Si consigues verlas con claridad (lo cual es muy fcil) podrés repetirlas cuando las necesites.

# Angulos opuestos: x y =x

sen (-x)= —sen x

cos (—x)= cos x

fg (~x) =—tg x

# Angulos que difieren en 180°: x y x + 180°
sen(x +180°) = —sen x

cos(x + 180°) = —cos x

fg(x + 180°) = tg x

@ Angulos complementarios: x y 90° - x
sen (90° - x)= cos x

cos (90° - x) = sen x

osx _ |

g (90° - x) =

Ci
sen x fg x

Angulos que difieren en 90°: x y x + 90°
sen (90° + x) = cos x

cos (90° + x) = —sen x

19(90° 4+ x) = 05X _ =1
9l A —senx  fgx

® Angules suplementarios: x y 180°=x
sen (180° - x) = sen x

cos (180° = x) = —cos x

tg (180° - x) = g x




4.4 UNA NUEVA UNIDAD PARA MEDIR ANGULOS: i RADIAN

La unidad de medida de éngulos que has utilizado hasta ahor d grado, proviene de la antigua Babilo-
nia. Los babilonios supusieron, en un principio, que el afio teia 360 dias y tomaron como unidad de
medida angular “el recorrido diario del Sol alrededor de la e Esta forma de medir ha perdurado
hasta nuestros dias y su influencia se ha dejado notar, también en la medicion del tiempo.

Ahora vamos a aprender una nueva unidad de éngulos.

# Idea intvitiva de la nueva unidad

Haz lo siguiente (o imagina que lo haces):

» Pon el vaso sobre la circunfe-
rencia, enrolla la cuerda a su
alrededor y sefila en el pa-
pel los dos puntos de la cuer-
da que marcaste.

Dibuja una circunferencia con
un vaso.

Traza los radios correspon-
dientes o esos dos puntos.
Obtendras un angulo de
unos 57°.

Localiza el centro y sobre
una cuerda fina sefala, me-
diante dos puntos, la longi-

tud del radio.

i

Ese angulo de unos 57° se llama radién y, en adelante, va a ser ofuidod de medida de angulos.

Se llama radién a un éngubid que el | S !lobfirzu“fereném ﬁljero-
arco que abarca fiene la misolongitud | € 90 eb"e gran el'; brla
que el radio con el que se hofrozado. dio también sera el CoDis:
por lo que el éngulo co-
Es decir, o es un radian porgela longi- rrespondiente a un arco
tud del arco AB es igual a lodel radio: que mida como el radio
longitud de AB = 0k seria el mismo.
B Una regla practica para recordar el valor aproximido de un radian 5 5\
Si el hilo de longitud 1 radio, en vez de apoyarlo en la circufirencia {1 radién) /\/ AN
lo tensamos a lo largo de una cuerda, abarcaré 60°, es deciidgo més que anfes. | AN

=R
Quizé esto te sirva para recordar que 1 radién mide algo meos de 60°.

1 Aungue el método para resolver las siguientes propuestasssistematiza en la pagina siguiente,
puedes resolverlas ahora, antes de que se explique:

a) 3Cuantos radianes corresponden a los 360° de una citunferencia
b) sCudntos grados mide 1 radiéin? »
¢) 3Cuéntos grados mide un éngulo de 5 radianes 2
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¥ Paso de radianes a grados, y viceversa

La longitud de la circunferencia es 2. Por tanto, el nomero de radianes de un dngulo completo es 2r.
Sabemos que el ntmero de grados de un éngulo completo es 360. Por tanto:
360° = 2r radianes

Esta igualdad nos permite pasar de grados a radianes y de radianes a grados.

2n :
PASO DE GRADOS A RADIANES: o grados = 520" ® radianes
. dianes = 380
PASO DE RADIANES A GRADOS: n rodianes = == - n grados
5 360 180
D == =57°17' 45"
El valor de un radidn es 2n 31416 45

Utilidad de los radianes

Para los problemas de trigonometria, astronomia, navegacién, resolucién de trigngulos en general, se
usan las medidas de los angulos en grados. Asi lo seguiremos haciendo; la ventaja de los radianes se ve-
ra en la representacion y el estudio de las funciones trigonométricas

y=senx Yy =cosx y=1gx
Este serd el objefivo del préximo apartado.
Calcvladora

Para hallar las razones trigonométricas de un éngulo dado en radianes hay que empezar poniendo la
calculadora en el modo correspondiente (MODE RaD)

Por ejemplo: sen (1 radian):  (RaD) 1@ — (EBHTHTGSB] — sen (] rap) = 0,84
tg (/4 radianes): (rap) (@ B 43 ) - 1> g (% RAD) =1

1 Pasa a radianes los siguientes dngulos:
a) 30° b)72° c) 90° d)127° e) 200° f) 300°

Expresa el resultado en funcién de ., y luego ponlo en forma decimal. Por ejemplo:

°230."_ rod=T .
30°=30 T80 rad . rad = 0,52 rad

2 Pasa a grados los siguientes éngulos:

a) 2 rad b)0,83rad ¢ —%— rad d) % rad  ¢) 3,5 rad f) 6rad

3 Completa la siguiente tabla:

=,

|GRaDOs | O | 30 60 | 90 135 | 150 210|225 270 330|360
|

i ki 4 5 |7

ERADIANES 1 =T T ? T 375 Xn

Pasala a tu cuaderno y afiade  sen, cos, y tg de cada uno de estos dngulos. Te serd Gtil para el
préximo apartado.

Issa



4.5 FUNCIONES CIRCULARES

Vamos a construir unas funciones que asocien a cada éngulo, expresado en radianes, su seno, su cose-

noy su tangente:

y =senx y = cosx y=1gx

Se las llama funciones trigonométricas o funciones circulares.

saff

i Funciones circulares definidas en tode R

Hay muchas ocasiones en las que las funciones senx, cosx, tgx, tienen sentido para valores de x
fuera del intervalo [0, 2n].

Puesto que dos éngulos o y o relacionados asi: e EER60% e Zinal
o' =0.+360°n (o y o engradosy n enfero)
o'=0+2n-n [of y o enradianesy n entero)

se sitban en la misma posicion, tienen las mismas razones trigonométri-
cas. Eso quiere decir que las funciones  sen x, cos x, fgx repiten
periddicamente sus valores en cada intervalo de longitud 27.

sen x

N RN | 3

Cos X

T | n 3n

fg x
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& FORMULAS TRIGONOMETRICAS

¥ Razones trigonométricas de la suma de dos angulos

Pretendemos obfener las razones frigonométricas del angulo o + B en funcien de las razones trigono-
méiricas de o y de B . Para ello nos valdremos de la siguiente figura, en la que hemos representado

o, By oa+B:
# En el trigngulo rojo OAB, cuya hipotenusa OB mide 1,
esclaroque cosp=0OA y senp=AB.

8 En el frigngulo  OPB  observamos que

sen(a+B)=—_—_~=ﬁ ]

v 3 1/ # Ademas, podemos expresar PB como QA + AC:

/ &/ QA es la dltura del triangulo OQA:

/S QA = OA sen 0. = cos B sen o

AC es la proyeccion de AB sobre la vertical:
AC = AB cos 0. = sen B cos .

Por tanto:  PB = sen 0. cos P + cos o sen B (2)

[y
(BN a+B

/7%
Ne & [
(o]

P Q

lguclcndo las expresiones My(2), obtenemos:

sen (o +B) = sen 0. cos B+ cos o sen B (*)

A partir de esta formula vamos a obtener facilmente las demés:

cos (o + ) = sen [90° + (o + [5)] = sen [(90° + o) + Bl = (aplicamos )
= sen (90° + o) cos  + cos (90° + ¢) sen f =
= cos 0. cos P + (-sen o) sen B =

= cos . cos B — sen o sen f

[Dividimos numerador y de-

sen (o + B) sen 0, cos B + cos 0. sen B
= nominador por cos ¢ cos B]

tg o+ Bl = cos(o+PB)  cosacosP-senasenf

sen o.cos B L cose sen B

cos 0. cos P cos 0. cos fgotig B
cosocosPp _seno.senf T 1-igatgP

cos 0. cos B cos 0. cos B

RAZONES TRIGONOMETRICAS  sen (. + B) = sen ot cos P + cos a. sen B (L1 |
DEL ANGULO SUMA 1
Hemos obtenido, pues,

i
las siauientes formul cos(cx+B):cos(xcosB—senotsenB (1. 2) g
as siguientes formulas: ;

3 fg(x+rg[5 . i
tg lo+ B = T-tgo igB “i’_’i
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i@ Razones trigonométricas de la diferencia de dos angulos

Si en la primera de las férmulas anteriores ponemos =B en lugar de B, obtenemos
sen (o — B) = sen[o + (-B)] = senc. cos (-B) + cosa sen (-B) =

= sena. cosP + coso. (~senB) = senc cosB — cos o senf

Anélogamente, procederiamos con cos(o.—B) y fglc.~ B), obteniendo:

, RAZONES
" TRIGONOMETRICAS
]

sen(o.—P) =sen o cos —coscsenP (. 1)

DEL ANGULO DIFERENCIA  cos (0. = B) = cos o cos B+ sen o sen B (Il. 2)

_R= fg(x—fgﬁ
tg (o= B) g ol (. 3)

# Razones trigonométricas del angulo doble

. RAZONES sen 20.= 2 sen 0. cos 0. (. 1)

Si en los formulas (1) hacemos & tricONOMETRICAS

o.=p, obtendremos las razones A
i DEL ANGULO DOBLE cos 201 = cos? 0. - sen?
trigonoméfricas de  20. en fun- 1 M .2
cionde o: |
5 1-tg?0
|

E
i (I, 3) 2

uEERCICI08

1 Demuestra la formula 11 2 a partir de la 1. 2.

2 Demuestra la férmula 1. 3 a partir de la 1. 3.
3 Demuestra la formula 1. 3 apartirde 1.1 y 1. 2.

4 Si sen 12°= sz y sen37°=0,6, halla cos12°, 1g12°, cos37° y 1g37°. Caleula,
despugs, a partir de ellos, las razones frigonométricas de 49° y de 25°, ufilizando las formulas

(1) y (m).

5 Demuestra la siguiente igualdad:

cosla+b)+cosfa-b 1
sen (a+ b) + sen (a-b) - fga
6 Demuestra las tres formulas (L. 1), (1. 2) y (. 3) haciendo a=B enlasformulas (1).

7 Halla las razones trigonométricas de 60° a partir de las de 30°.
8 Halla las razones trigonométricas de 90° a partir de las de 45°.

9 Demuestra que:

2senc—sen2c _ 1-cosa
2seno+sen20¢ 1 +coso

~



& Razones trigonométricas del angule mitad

. e s o 7
Vamos a obtener las razones frigonométricas de —- en funcion de cos .

. o o
Teniendo en cuenta que o.=2 - —(;— y aplicando (lll. 2), cos o= cos (2 . %] = cos? o sen? B

o o
cos 0. = cos? — — sen” —-
2
1 = cos? %— + senz% lesta es una igualdad fundamental).

Sumando y restando ambas igualdades se obtiene, respectivamente:

o
1+ cos =2 cos? o " o
De estas igualdades se despeja, respectivamente, cos—-y  sen ==

A partir de ellas se obtiene  fg —(;— y
1 - cos 0.= 2 sen?—-~

2

RAZONES [
TRIGONOMETRICAS C°5 e (Iv. 1)
DEL ANGULO MITAD
o _ 1 + cosa
s = \J (V. 2)

t\)lQ

g_ - 1 -cosa
2 T+ coso (V. 3)
. v . l , ‘ o
En cada caso, el signo seré + o = segin el cuadrante en que se encuentre el Angulo =5~ -

4 Halla las razones frigonoméfricas de 45°

1 Slgmendo |cs mchcomones que se dan,
partir de  cos 90° = 0.

demuestra detalladamente las formulas V. 1,
V.2 y Iv.3.

5 Demuestra que

2 Sabiendo que cos 78°=0, 2, halla sen78°

78°. Averigua las razones trigonométri-

cas de 39° aplicando las formulas del éngulo

20.

2fgo - sen 7 +sena=fgo

mitad. 6 Demuestra que
3 Halla las razones trigonométricas de 30° a 2seno-sen2 _ g2 O
partir de cos 60°=0,5. 2 sen o+ sen 2 o 2

sel

& Sumas y diferencias de senos y de cosenes

A veces conviene expresar una suma © una diferencia en forma de producto. Vamos a deducir las si-
guientes férmulas:

SUMAS Y DIFERENCIAS A+B A-B
; it sen A + sen B=2 sen ——— 2 cos S B (V. 1)
DE COSENOS
sonhissanBeticos B8 on B (V. 2)
2 2
cosA+cosB=2cosA;B cos A;B (V. 3)
cosA—cosB=-2senA;Bsen A;B (V. 4)
Vamos a deducir las dos primeras formulas:
sen (o + B) = sen . cos B + cos o sen B
sen (0.—B) = sen o cos B - cos 0. sen B
Sumando - sen (o +B) + sen (o —B)=2senc cosP (1)
Restando  — sen (o +B)-sen(o —B)=2coso senP (2)
Uamando o+ B=A } y resolviendo el sistema, se tiene: o = -A—+§, B= =t
o-B=8B 2 2

Sustituyendoen (1) y (2] seobtienen V.1 y V.2.

¥ Para demostrar las formulas (V. 3) y
(V. 4), dalos siguientes pasos:

2 Transforma en producto y calcula:

a) sen 75° - sen 15°
® Expresa en funcionde o y B:

cos(o+B)=......

cos{o=B)=......

b) cos 75° + cos 15°

c) cos 75° — cos 15°

# Suma y resta como hemos hecho arribay

obtendrcs dOS expresiones. 3 EXPFESO en formc de pl’OdUCfO el numerqdor y

% Sustituye en las expresiones anteriores el denominador de esta fraccion y simplifica el

resultado:
o+pB=A o-B=8
W B senda+sen2a
o= —;- B= A;_B cosda+cos2a

o



7 ECUACIONES TRIGONOMETRICAS

Ecuaciones trigonométricas son aquellas en las que aparecen funciones frigonométricas actuando sobre
un angulo incégnita que, como en todas las ecuaciones, hay que despejar.

Salvo que se pida expresamente, el valor de la incégnita puede darse indistintamente en grados o en
radianes.

Las soluciones que se obfengan deben ser comprobadas sobre la ecuacién inicial, pues es frecuente que
aparezcan soluciones extrafias.

Suele ser suficiente dar las soluciones comprendidas entre 0° y 360°.

B Ejemplos
1. Resolver la ecuacién cos (30° + o) = sen ¢
En el primer miembro de la ecuacién hay un coseno de una suma. Lo desarrollamos aplicando (1. 2):
cos 30° cos . — sen30° senc. = sen o
3 1 =
NS oso- — seno.=senc. — N3 coso=3senc
2 2
Dividimos los dos miembros por cos . :
[ n o 7Y N3
V3 =302

/3 =3tgo — tgo=——
s " 9 9

Posibles soluciones: 30°y 210°. Al comprobarlas sobre la ecuacién inicial vemos que las dos son
vélidas.

Por fanto, las soluciones son: o =307 y 0p=210°

2. Resolver la ecuacién sen 20 =tg o

Expresamos  sen 20 (.1) y tgo enfuncidnde senco y cosa:

sen o
2 sen . cos .=
cos 0.

Multiplicamos todo por  cos ¢y pasamos al primer miembro:

do fact v L
25enac057a-sena=0&°ﬁ‘°ﬂm“—> sena (2 cos2a—1)=0

seno=0 —

=0°, op=180° |

= e

: ; N2 o

Posibles soluciones cosor= = = g=45°, 04=315

cosiprie =5 _
2

N2
cos o= - Os=

135°, o= 225°

Al comprobarlas sobre la ecuacién inicial, vemos que las seis soluciones son vélidas.

90

3. Resolver la ecuacién cos 3o + cos o = 0.

Puesto que el segundo miembro es 0, la resolucién se simplificaria mucho si el primer miembro se
pudiera poner en forma de producto. Para ello aplicamos la férmula V. 3.

2COS%COS§Q——E=O — cos20.-cos 0.=0— {COQ(":O

cos 0.=0

Sicosa=0 — | a3 =90°, o = 270°

(*)Si cos2a=0 —M2 5 o520 -sen?a=0 — cos20—(1-cos2a)=0 —

/
- 2cos?a-1=0 — cosz(x=]7 - cosa:i——\‘—z—

cos oL = V_22 - o3=45° a,=315°
5
cosa=—% - og=135° o4=225°

Se comprueba que las seis soluciones son vélidas.
Observa que a partir de (*) podriamos haber actuado de esta ofra forma::

200=90° ————  03=45°
e 20=270° —————  05=135°
{*) cos 2= 0
20 =90° + 360°= 450° —— qy=225°

20=270° 360°=630° — 0,=315°

Si suméramos a los valores de 200 moltiplos de 360°, obtendriamos para o soluciones equivalen-
tes a estas cuatro.

1 Resuelve las ecuaciones:

SRR |
3 Transforma en producto sen 3x— sen x y resuelve

a) 2cos?x+ cos x-1=0 después la ecuacion  sen 3x - sen x=0.

b) 2sen?x-1=0 4 Resuelve las siguientes ecuaciones
trigonométricas:
c)igZx-tgx=0 %
d) 2sen? x + 3cos x =3 a)se”(n_x)=ms[T—X)+COSTﬁ
2 Resuelve: b) sen (% = x) +V2senx=0

o) 4cos 2x+ S cos x=1 5 Escribe, en radianes, la expresion general de

b) tg2x + 2 cosx =0 todos los éngulos que verifican:
) V2 cos (x/2) = cos x = 1 a) fgx = -3 c)sen?x=1

d) 2 senx cos? x -6 sen® x=0 b) senx = cos x d) senx = fgx

el

B
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£.§ EJERCICIOS DEL TEMA

PRACTICA

1 Sabiendo que senx=2/3 yque x esun
angulo del primer cuadrante, calcula:

a)sen2x  b)ig —;— ¢) cos(30° = x)

2 Sitga=-4/3 y 90°<a< 180°, caleula:

a) sen (% rad - (x]
b) cos [180° - %

c) tg (900° + o)

3 Resuelve las ecuaciones:
a) 2sen x=1tg 2x
b) 2 + sen x = 3 cos 2x

4 Demuestra que:
senc -coso._ fgo

cosZa-senlo  1-tglo

5 Sicos 78°=0,2 y sen 37°=06, cal-
cula sen 41°, cos 41° y fg 41°

6 Halla, con ayuda de la calculadora, el angu-

lo o enlos siguientes casos:
a) sen a=-0,75; a < 270°
b) cos a=-0,37; o> 180°
otg a=138; sen a<0

d) cos @=0,23; sen <0

7 Sabemos que cosx=—% y senx<O.

Sin hallar el valor de x, caleula:

a)senx  bjcos(m+x) c)cos 2%

d) fg% e) sen[%—x) f) cos{n— %]

B
921

PIENSA Y RESUELVE

8 Dibuja un éngulo & cuyo senosea el doble
del coseno. 3Qué angulos comprendidos en-
tre 0° y 360° cumplen esa condicion? Escribe
la expresion general de todos los angulos cu-
ya tangente es igual a 2.

9 ;Qué relacion existe entre las razones frigo-
nométricas de los angulos que miden /5
y 4n/5 radianes?

10 Demuestra las siguientes iguu|dodes:
a) cos (o + B) - cos (o~ B) = cosZ o - sen?B

b) sen 2{%ﬁ] - sen? (

a;B)=sena~ senf

c) cos z‘a—;—ﬁ} - cos? (%j) =seno.- senf

11 Calelael valor de:  sen 195° + sen 75°
sin utilizar la parte trigonométrica de la cal-
culadora.

12 Resuelve las ecuaciones:
a) senx + cosx = 1/cosx
b) 1+ cosx= \3 senx
c) 2 senx— cosx =2
d) sen5x + senx = sen 3x
e) 3sen?x— 2sen x cosx - cos2x=0

Ayuda: divide los dos miembros por sen x cos X.

13 Expresa sendo y cosdo en funcién de
sen o y cosd.

14 Demuestra que:
COSX + senx _ COosX~— senx
= =21g2x
CosX—senx  COSX+ senx

15 Simplifica la expresion:

2 tgx cos? % - senx

I e e e e

16 Resuelve la ecuacion:

sen 2x =3 cos x
17 Comprueba que

fg('}'*C’]'fg(%—a]:ngZa

18 Si tglo+B)=4 y tgo=-2, hdla fg2p.

19 Expresa cos 3x en funcion de cosx.

Ayuda: Desarrolla cos 3x = cos (2x+ ) = ...
20 Resuelve las ecuaciones:
a) cos 3x + cos x = cos 2 x
b sen(£+x)+ co: (L- j:
) 7 s(3 2

21 Demuestra que:
sen(a+ b) - sen(a—-b)=sen2a~-sen?b

22 Caleula sen3x en funcién de senx y cosx.
23 Demuestra que:
2192
92

sen X =
T+tg2 X
972

2
2
]

2

1-1tg?
cos x =
1 +1g2

24 X

al
fgx=—
x

]—fg22

24 Si senu=3/5 y n/2<o0<m, caleula,
sinhallar o, el valor de:

a) cos o b) sen 20, o tg %

d) sen

C’-+%) e) cos

“3]

PROFUNDIZA

25 Resuelve la ecuacion:

X—”2— =0

3

sen 2x + sen”?

26 Resuelve los sistemas siguientes dando las so-
luciones correspondientes al primer cuadrante:

x+y=120

a) .
senx— = —
x-=seny= -
senx+seny=+3
b){ y=13

cosx+ cosy =1
sen2><+c052y=i
4

q) :
2y canZy=
cos?x=sen‘y=—

1

cos(><+y)=7

d) :

sen(x—y)=o2—

27 Demuestra que para cualquier dngulo o se

verifica  sen o+ cos 0.= V2 cos [% = 0.).

28 Demuestra que en un triangulo cualquiera

o]

tg _A___
ABC se verifica a-b - 2
a+b 1 A+B
973
a b

Ayuda: Por el teorema de los senos: y

en A sen B

aplicando como propiedad de las proporciones pode-

a-b sen A-sen B
mos poner = 0072 Transforma en

a+b sen A+ sen B

producto la suma y diferencia de senos.

s
O
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| FUNCIONES Y FORMULAS
|| TRIGONOMETRICAS
M

" RAZONES TRIGONOMETRICAS DE ANGULOS CUALESQUIERA

[————————————— -

i ey

o
f/\ | \
S . \

i A8 | by P
| senfo &
1 N

P(CZIS ol(, sen o) son las coordenadas del punto de inferseccion del se-
gundo lado del éngulo o con la circunferencia goniométrica. El valor y
el signo de Cos O, sen cos tg

seno. y tgo. de- ‘ ‘ m

penden del cuc-
Representa los dos éngulos menores que 360° que cumplen la siguiente condicién: sen o = ~

drante en el que
esté P.

N —

Resoluciéon

Dibujamos la circunferencia goniométrica y representamos en el eje de ordenadas el valor ok

ok

// | . Trazamos una recta paralela ol eje de abscisas.
/ &
] !o . Los puntos B y B’ determinan los angulos o y B pedidos.
0 T —
//"/ —vj.—B"\“\ o =AOB termina en el fercer cuadrante.
G e b ~
N 1 W B =AOB’ termina en el cuarto cuadrante.

EJERCICIOS PROPUESTOS

T —— e A o L L 7

1 Dibuja en cada caso los dos angulos comprendidos entre 0° y 360° que cumplen la condicién dada:

_3 _2 2
a)sena—A b)cosa—g c)cosoc=—§ d)fga:% e) tgo=-1
2 Representa el angulo comprendido entre 0° y 360° que cumple las dos condiciones dadas:

a) senoa:—g ;

5 tgo<0

b) cosaa=04; senco<0

o tgo=2; sena>0 d) fga:—%; seno. >0

a ! -
3 Caleula las razones trigonométricas de cada uno de los angulos del ejercicio anterior

4 Dibuja los éngulos comprendidos enfre 0° y 360° fales que cos o =-0,75.
Representa el seno y la tangente de cada uno y halla sus valores.
02f

o

Sin utilizar la calculadora, halla el valor de las siguientes expresiones:

a) % sen 90° + 3 sen 180° - 4 sen 270° - % sen 90°

b) 5 cos 90° - 3 cos 0° + 2 cos 180° - cos 270° + 4 cos 360°
c) 519 180° + 3 cos 90° - 2 ig 0° + sen 270° - 2 sen 360°

@ Observa la circunferencia goniométrica.

Si cos 70° = 0,34, halla otro éngulo menor que 360° que ten- /N

ga el mismo coseno. f P70

« [os dngulos del cuarto cuadrante también tienen el coseno positivo. \ A ]
\ [\ /
.y

7 Si cos=0,34, 3qué angulos tienen el coseno igual @ —0,342

b

&

10
I

[ ]

& Sabiendo que tg138°=-0,9, halla los éngulos cuya fangente sea igual a 0,9.

Halla, con la calculadora, los éngulos ¢ del infervalo [0°, 360°] tales que g o = 3.

En cada uno de los siguientes casos, busca un angulo del primer cuadrante cuyas razones trigono-
métricas coincidan en valor absoluto con las del dngulo dado:

a) 124° b) 214° c)318° d) 100° 20!
e) 190° 50! f) 290° 25' g) =54° h) -130°

.
@ Representa el dngulo dado y ten en cuenta los relaciones del éngulo . con los éngulos 180° - ¢, 180° + ¢,
360° -0, 0.

En o), o=180°-124°= 56°.

Halla el valor exacto de las siguientes expresiones:

a) sen 120° - cos 210° + tg 60° - tg 30°

b) sen 225° + cos 135° = sen 315°

c) cos 300° + tg 240° - tg 210°

d) V3 cos 30° + sen 30° = \2 cos 45° - 23 sen 60°

12 Prueba que:

a) 4a sen 30° + b2 cos 45° + a cos 180° = a + b

b

cos 120° = da

b) 2aV/3 sen 120° + 4b sen 30° +

sen 90° + cos 240° + l23v sen 120°
=]

c)
2 cos0° — %sen 30° - cos 60°

13 Halla las razones trigonométricas de los siguientes angulos:

a) 3720° b) 1 935° d)3150°

@ Ten en cuenta que 3 720° = 360° - 10 + 120°.

c) 2 040°

T
€
(=]



2 EL RADIAN

o A’, . .
S/ N Es’:; éngulo mide un radian porque la longitud del arco AB es igual d
; \ radio r.

360°=2nrad; 180° == rad (poco més de 3rad)

EJERCICIOS PROPUESTOS

1 En una circunferencia de 16 em de radio, un
arco mide 20 cm. Halla el éngulo central en
grados y en radianes.

@ Halla la longitud de la circunferencia y escribe la
proporcién entre las longitudes de los arcos y la me-

dida de los éngulos:
20 x

Hazlo también en radianes.

2 Expresa en grados sexagesimales los siguientes
éngulos dados en radianes:
2n A 4om g T7n on
dF b3 z 4% €3
< Hazlo mentalmente teniendo en cuenta que:
7 radianes = 180°.

3 Expresa en grados sexagesimales los siguientes
angulos dados en radianes:

al 1,5 b) 3,2 o5 d) 2,75

4 Pasa a radianes los siguientes dngulos dados
en grados. Exprésalos en funcién de =:

a) 40° b)108° ¢)135° d) 240°
e) 270°  f)126°  g)67° 30

« Simplifica la expresién que obtengas sin multipli-
40 _2n
5

car por 3,14... a) 80 =

5 Indica, sin pasar o grados, en qué cuadrante
esté cada uno de los siguientes angulos:

a) 2 rad b) 3,5 rad ¢) 5 rad

< Ten en cuenta que:
n 3r

- =1,57; n=314; 5 SA 7,

304

6 Hallg, en radianes, el 4ngulo comprendido en-
tre Oy 2n tal que sus razones trigonométricas

coincidan con las de ”—Tc

4

7 Halla, en radianes, el dngulo o tal que
senc.=0,72 y cos0.<0.

8 Relaciona estas expresiones con el angulo o:
a)sen{n-o0); cos(m-oa); tg(n - o)
b)sen(m+0a); cos(m+a); tg (m + o)
c)sen(2r-o0); cos(2n-a); ftg(2n-oc)

© Expresa A(x) en funcién de sen x y cos x:
a) Alx) = sen (-x) — sen (n - x)

b) A(x) = cos (x) + cos (r + )

¢) Alx) = sen (r + x) + cos (2n - x)

10 Halla el valor de A sin utilizar la calculado-

ra:
a) A=sen = +sen = +senn
) 4 2
b) A=sen%+sen%—seﬂ2n
<) A=CO$K-COSO+COS£-COSﬁ
2 2
11 Completa la siguiente tabla:
x| x| 2z 4n | 3n | 5n
x{rad) | O 3172 5 * I3 | 2n
2senx
sen 2x |
sen = | | \
27 |

3 FORMULAS TRIGONOMETRICAS

sen{o£B)=senccosPrcoscsenB  sen 20 =2 sen 0. cos sen%::\{—-———]_gosa
cos (0.2 B) = cos 0 cos pF senc.sen B cos 200 = cos? .~ sen? a1 cos % =z ];;M
lgo+igB 2tgo o [1-cosa

B e g g 200 = —=— Rt o

tg (o = B) T3igaigh g <0 1-ta ng 1 +cos o

SEIERCICIOS PROPUESTOS

1 Sabiendo que sen x = % yque & <x<T,

2

caleula, sin hallar previamente el valor de x:

a) sen 2x b) tg % c) sen (x + %)
d) cos “x—g.) e) c:os—)zi f rg'x+ i)
2

« Tienes que cakular cos x = - \/’ = (%J ==

[SNIN

Y fg X= —% D4 ap/icar IOS férmu!as.

2 Halla las razones trigonométricas del éngulo de
15° de dos formas, considerando que:

15°245°-30° y 15°=3F

3 Demuestra que:
tg (45° + o) - tg (45° — ) =2 tg 20

« Desarrolla el primer miembro:

tg 45° +1g o tfgd5°-tgo
T-1g45°iga  1+1g45°tgo
T+iga I-fgo

I-tga T+iga
Efectta la resta y comprueba que el resultado coinci-
de con 21g 20.

4 Demuestra que:

sen{o+B) _ fgo+igh

sen (o= B) tgo-tgP
« Aplica los férmulas de senfo. + B) y sen{o = B).
Divide el numerador y el denominador enire
cos o cos By simplifica.

5 Demuestra que:
oS X + sen X
cos x = sen x

® Ten en cuenta que: cos 2x = cos? x — sen? x =
= {cos x + sen xJ{cos x - sen x).

- cos 2x =1 + sen 2x

Sustituye en el primer miembro, simplifica y al ha-
cer [cos x + sen xJ2, obtienes el segundo miembro.

6 Prueba que 2 fg x cos? % - sen x=fg X.

1 +cosx
5

« Sustituye cos? % =
7 Demuestra que:
/ 1 \ { 27_ \
cos|x + —é[—]-cos[x+ —3—L, = Cos X.

e Desarrolla y sustituye las razones de % y 2—37{

8 Demuestra que:

cos 0. cos (0. = B) + sen o sen (0. = B) = cos B

e Aplica las formulas de la diferencia de dngulos,
simplifica y extrae factor comén.

2seno=-sen20. _, 2 O

9 Prueba que: 2 sen 0. + sen 2. 2

. np . 2cos (45° + o) cos (45° - a)
10 Simplifica: e
w Al desarrollar el numerador obtendrés una dife-
rencia de cuadrados.

cos(o—-B) _ 1+igoitgh
cos(o+B)  1-igotgB

12 Simplifica la expresion ]Sen—Qg' y calcula
-cos?

11 Demuestra:

su valor para o= 90°.

ENE



12 Simplifica: cos (360° - @) - sen (90° + B) + sen (180° + o) - cos (90° + B).
* sen (90°+B)=cosB,; cos(90°+ B)=-senB
14 Las siguientes expresiones son iguales a un numero. Simplificalas y compruébalo:

c)sena-senﬁ—%cos(a—B)+%cos(a+B)

seno—senf . o-B
cos 0. + cos 2 <)

2 cos (o + B) cos (0.~ B)
cos 20. + cos 2

% ECUACIONES TRIGONOMETRICAS

H
i
;

Ecuaciones trigonométricas son aquellas en las

v ' . s S que la incégnita es un dngulo que aparece bajo una
| O varias razones trigonométricas.

Las férmulas trigonométricas nos permiten expresar el dngulo con sélo una razon y despejarla.
| Debes comprobar las soluciones en la ecuacién ini

‘ 5. cial, pues es frecuente que aparezcan soluciones
| no validas.

4.1 ECUACIONES QUE SE RESUELVEN CON LAS RELACIONES FUNDAMENTALES

EJERCI

Ik de

@

! Resuelve la ecuacién 3 sen? x + cos? x + cos Xi=i0):

Resolucion
Sustituimos senx por 1 - cos? x (pues sen? x + cos? x = 1)
3(1 = cos? x) + cos? x + cos x = 0

12\1424 _
4

3/2 (Novale, ya que debe ser |cos x| < 1)

2 2 o =
cos* x—=cosx—3=0 — cos x _< x=180° + 360° k ‘
-1 > o con keZ |

‘l=n+2nk

2 Resuelve la ecuacién tgx =2 cos x

Resoluciéon
Hacemos tg x = 1% SENX .=iA[D =i &2
g e e N2 cosx — senx=\2 cos? x

Pasamos todo al primer miembro y hacemos cos? x = 1 - sen? x :
V2 sen? x+senx-2 =0
-2/72 (No vale)

-1xV1+8 _ |
o B X = 45" +360° k=7 + 2 k

/N2 - con keZ '

sen x =

x2=135°+360°k=%+2nk

305'

2 Resuelve la ecuacién sen x + cos x = 0.

Resolucion
Dividimos por cos x (observa que cos x no puede ser igual a 0. Si fuese cos x = 0, enfonces
sen x=0 y no hay ningon éngulo cuyo seno'y coseno sea 0) y obtenemos fg x + 1 =0.

xy =135+ 360" k= 3T on k

xy=315°+ 360 k= ZF + 2n k

fgx=-1 - con keZ

También se puede resolver haciendo sen x = —cos x.

4 Resuelve la ecuacién 2 cos x — 1 + sen x = 0.

Resolucion
Despejamos sen x y elevamos al cuadrado para poder aplicar sen? x =1 - cos? x.
senx=1-2cosx — sen?x=1-4cos x+4 cos? x

cosx=0
]—c052x=1—Acosx+4coszx—>5c052x—4cosx=0—>cosx(5cosx—4)=0< o "
cosx= 7

Al comprobar estos valores de x en la

Si cosx=0 — x,=90° x,=270°
ecuaciéon dada, 270° y 36° 52' 11" no la

Si cosx= g > x;=36°52' 11", x,=323°7'48" | verifcan.
; =90° ok
Las soluciones son: §= 323:73,6‘?8,. +360°k ©N kez
~EJERCICIOS PROPUESTOS e K ————— -
Resuelve las siguientes ecuaciones: 6 2 cos? x+senx=1
1 2cos? x-sen?x+1=0 7 312 x-3 tgx=0
2 sen?x-senx=0 8 4sen? xcos? x+2cos? x-2=0

« Al hacer sen? x =1 - cos? x, resulta una ecua-

« Saca factor comin e iguala a 0 cada factor. Sk A
3 2 — cién bicuadrada: 2 cos® x = 3 cos? x + 1 = 0.
) Ziosvae Bk sosue O Haz cos? x =z y comprueba si son vélidas las seis

4 sen? x-cos? x=1 soluciones que obtienes.

5 cos? x-sen? x=0 QO 1-2sen?x+cosx=0

= Divide por cos? x y obtendrés una ecuacién con fg x.
sPor qué cos? x = 02

10 4 sen? x+ sen x cos x— 3 cos? x=0

11 cosx=V3 (1-senx] = Eleva ol cuadrado y comprueba las soluciones.

T

12 senx+1tgx=23cosxsenx = Haz tgx=senx/cosx. Quitadenominadores, pasa al primer

miembro y saca factor comdn.



4.2 ECUACIONES QUE SE RESUELVEN CON MAS FORMULAS TRIGONOMETRICAS

EJERCICIO RESUELTO

5 Resuelve la ecuacion sen 2x + (3 cosx=0

Resolucién

Desarrollamos sen 2x: 2 senx cos x + \3 cosx=0

Sacamos factor comin:  cos x (2 sen x + ‘\-‘?) =0

Igualando a O cada factor:
(

cosx=0 — <

[ x; =90° + 360° k —+x1=%+2n/<

| 0=270°+ 360 k = x= 38 L on

_ =
2senx+3 =0 - senx=—% - J|

x3=240°+360°k=%+2nk

con kez

;\xA=300°+360°k=%+2nk

6 Resuelve la ecuacion cos 2x —sen 2x + 2 sen’ x = 0

Resolucién

Desarrollando: cos? x - sen?x~ 2 sen x cos x+ 2 sen? x = 0

1 —sen?x—sen?x-2senxcos x+ 2 sen2 x=0 25 2 senx cos x =1

Sustituimos cos x = V1 - sen’ x y nos queda 2senx V1 -sen?x =1

Elevamos al cuadrado: 4 sen? x(1-sen?x)=1 — 4 sen* x—4sen?x+1=0

[ x =45+ 360° k

2x=%—> senx:iﬁ]-

V2

sen

(*) También podemos resolver asi:

2x = 90° =45° g
sen2x=1< X - x + 360° k

| X, =135° (no vale)
Xy=225°+360°k keZ
| x4 =315° [no vale)

2x=90°+ 360° — x,=225°+ 360° k

EJERCICIOS PROPUESTOS

Resuelve las siguientes ecuaciones:

13 sen(% +x)— V2 senx=0
« Desarrolla y pon el valor de sen % y cos %;
obtendrés la ecuacién 2 cosx -2 senx=0.

Divide por N2y resvelve la ecuacién.

308

14 sen(%—x)+cos(%—x}=%

15 sen2x+2cos?x=0
= Desarrolla sen 2x y saca factor comon.

16 cos2x-3senx+1=0

@ Desarrolla cos 2x y sustituye cos?x =1 - sen? x.

17 cosQ—)25—+cosx—%=O
_ 1 +cos x

X
2 2

2

« Ten en cuenta que cos

18 fgz—;—+]=cosx

19 2sen2%+c052x=0

20 sen(n—x]:cos(3—n—x’+cosn

2

21 cos2x+3senx=2

22 tg2x tgx=1

« Expresa fg 2x en funcién de fg x.
23 cosxcos2x+2cos? x=0

24 2 sen x = tg 2x

sen 2x

« Haz tg 2x = ook

B E GIESG!'I'OIA!G,

25 Expresa sen 3x en funcién de sen x y cos x y resuelve la ecuacién sen 3x =2 sen x =0,

& sen 3x = sen {2x + x) = sen 2x cos X + cos 2x sen X =
= 2 sen x cos x cos X + [cos? x — sen? x] sen x = 3 sen x cos? x — sen® x

Para resolver la ecuacién, sustituye sen 3x por la expresién anterior y saca factor comin.

26 sen 3x - sen x cos 2x =0

27 cos3x-2cos(n-x=0

@ Expresa cos 3x en funcién de sen x y cosx
haciendo cos 3x = cos (2 + x).

28 cos3x+ serz2x—cosx=0

29 fg—)z(——senx=0

30 /3 sen % +cosx =1=0

31 sen 2xcosx =6 sen® x
32 fg[%—x‘)+fgx=]

33 sen4x-cos2x=0

@& Haz sen 4x = sen 2 (2x) = 2 sen 2x cos 2x.
Sustituye y saca factor comin cos 2x.

5 OTRAS FORMULAS TRIGONOMETRICAS: TRANSFORMACION DE SUMAS ©

DIFERENCIAS EN PRODUCTOS

X+y Xy
senx+seny= 2 sen 2 Ccos

X+y X-y
€OS X + cos y = 2 cos 5 Cos

2 2
senx—seny:Zcos%xseni(%Z cosx-cosy=—25enX—;—Zsenig—L
EJERCICIO RESUELTO
Resuelve la ecuacién sen 5x + sen x =0
Resolucién
Transformamos la suma en producto: 2 sen SXEX s X=X 0 5 2 sen Sxicos 2xm 0

2

Este producto es igual a O si lo es algdn factor. Hacemos sen 3x=0 y cos 2x=0

[Bx=0°  x=0°+360°k
sen3x=0 | 3x=180° x,=60°+360° k
[ 3x=360°  x;=120°+360° k

3x=540° x,=180°+ 360° k
3x=720° xs=240°+360°k keZ
3x=900°  x,=300° + 360° k

Busca las cuatro soluciones que se obtienen al hacer cos 2x=0 en el infervalo [0°, 720°].
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5.3

_EJERCICIOS PROPUESTOS

AT e e A SR T T LG

Resuelve las siguientes ecuaciones:

1 sen 3x - sen x = cos 2x 6 sen 3x + sen x Y
P e RO\
€os 3x — cos x

5 sen 5x + sen 3x o

cosnbicosdx 7 Prueba que cos 160° + cos 80° + cos 40° = 0

« No utilices la calculadora. Transforma en pro-
ducto cos 160° + cos 80°.

& sen 3x — cos 3x = sen X — €os X

.
£ cos 4x + cos 2x— cos 3x=0

sen 5x + sen 3x
cos 5x + cos 3x

5 sen 4x+ cos 3x—sen 2x=0 2 Simplifica:

* SISTEMAS DE ECUACIONES TRIGONOMETRICAS

senx +seny =3/2

Resuelve el sistema pivi s } dando las soluciones del intervalo [0°, 360°].
Resolucion

5 5 3 *
Por sustitucién, senx:T—seny (*) - (%-seny) seny:L - ZSenzy—3seny+ 1=0

2
I —— y=90°

seny= 3+xV9-8
B 4

: y=30°
< y=150°
Sustituyendo en (*) obtenemos las soluciones (90°, 30°), (90°, 150°), (30°, 90°) y (150°, 90°).

EJERCICIOS PR STOS

Resuelve los siguientes sistemas:

1 sen2x+coszy=1} & g}
N2
- = —
cos? x—sen?y=1 senlx y) 2
@ Haz cos?y =1 -sen’y y cos?x=1-sen?x. cos(x—y)—ﬁw
T2

2 senx+cosy=1 * Delo primerg ecuacién se deduce que x +y = 45°

o x+y=135°
x+y=90°

De la segunda, x -y =45° o x~y=2315"
& Despeja x o y en la segunda ecuacion y susti-

X Combinando estas posibilidades, obtendras cuatro
tuye en la primera.

sistemas de ecuaciones lineales.
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Calcula k y o de modo que
3 cos x + 4 sen x = k cos (x - )

& Desarrolla cos (x — 0] = cos x cos 0. + sen x sen 0.
Por tanto:

3 cos x + 4 sen x = k cos o cos x + k sen ot sen x
De esta igualdad se deduce:

N

y resolviendo este sistema,
f obtendrés k y o.

3=kcos o
4=kseno

CUESTIONES TEORICAS

N

(%)

Demuestra que si o, B y v son los tres Gngu-
los de un triéngulo, se verifica :

a) sen (o + B) - seny=0

b) cos (o + B) + cosy=0
c)fglo+p)+tgy=0

« Ten en cuenia que 0.+ B =180°~7y y las relo-

ciones que existen entre las razones trigonométricas
de los éngulos suplementarios.

' Demuestra que si o+ + 7= 180°, se verifi-

ca: tgo+igBHtgy=tga-fgh-1gv.
« Desarrolla tg (o + ) y ten en cuenta que:

o+p=180°-v

| Demuestra que si o, B y v son los angulos de

un trigngulo, se verifica:
cos (o= B) = cos y= 2 cos o cos B

@ Desarrolla cos (0. - B) y ten en cuenta que:

v=180°- (o +B).

Estudia si existe algin triéngulo isosceles fal
que el coseno del éngulo distinto sea igual a
la suma de los cosenos de los angulos igudles.

Resuelve las siguientes inecuaciones trigono-
métricas:

a)0O<senx<1 b)cosxz%

c)O<tgx<1 d]lsenx|<]7

5 Caleula x en esta figura:

[3)]

fe )

Calevla k y o de modo que:
k sen (x + 0) = 2 cos x + 3 sen x

Resuelve el sistemar:

senx+seny=1
cosx=cosy=1

« Transforma en producto cada ecuacién y divide
después la primera entre la segunda.

Al duplicarse un éngulo, zse duplica su seno?
Estudia si se verifica sen 2x = 2 sen x para
cualquier x.

. Dada la circunferencia de centro Oy radio

r, determina un punto exterior P de modo
que, trazando desde P las tangentes PA 'y
PB a la circunferencia, el perimetro del cuadri-
latero APBO sea igual a 5r.

S ~4
,-/ r 54
AN
o 15
T
{ \\_//%

B e
@ Haz AOP =x°. Ten en cuenta que los triéngulos
AOP y BOP son recténgulos e iguales y expresa
los lados AP y BP en funcién de r y x. Obfen-
drés una ecuacién frigonométrica.

Sobre una circunferencia de didmetro AB, de-
termina un punto C fal que

/rcfo:%,

siendo D la proyeccion del punto C sobre ld
tangente trazada en B.

S
& Uniendo C con B formamos dos triangulos rec-
tangulos ACB y BCD.
i > ey
Haz BAC = x°. Justifica que CBD = x°.

Expresa AC y CD en funcion de x y r y resuelve
la ecuacién trigonométrica que obtienes.

5
b

]



