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ALGEBRA LINEAL

1. Dado el sistema:
4x+4Ny+2z =2\ O

AX+y-Az= )\E
AAx + 4Ay + Az = 9F
se pide:
a) Discutir el sistema segun los valores del parametro A

El determinante de la matriz A de los coeficientes es:
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SiA=0, A=16 A=1/5 el sistema es incompatible.
SIAZ0, A% om:% ,
rg(A) =rg(A|B) =3 y el sistema es compatible determinado.
b) Resolver el sistema para A = —1

SiA=-—1:

Ax—-dy+2z=-20 04 -4 2[-20 e, [B -4 2]-2f
—x+y+z=—1ELamatriz(A|B)esm—1 11 [-0sm-D 0 6)-60-
-4x-4y-z=9f T4 -4 -1 98 D -8 1|75
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%)06—6DE 6z=-61_ 7= 6:6=1
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X:y:z:-‘]

2. Obtener para todo namero real n el valor de:
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3. Determine si existe una matriz X tal que AX = B.
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H 3 O 2 E
A=2 0 1rC B=r1 1rC

B 1 3k B st
AX=B_ATAX=ATB - IX=A"B - X=A"B
3 0100 rar, {1 3 0] 1 0 O 3 0] 1 0 O
@ 0 1/0 1 ombBH-m -6 1|-2 1 om'h_om -6 1|-2 1 oo0éF
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4. Discutir razonadamente, en funcion del parametro k, el siguiente sistema:
Ox+ky+z=k+2
Hkx tyt+z=k
Hx+y+kz=-20k +1)

Ox+ky+z=k+2 Okx +y +z =k H( 1 1 k KB, —F;
Hix +y +2z =k O Hx+ky+z=k+2 OO k 1| k+2 0O
X+y+kz=-20k +1 X+y+kz=-20k +1 EJI 1 k| -2 k+1D
0 0
KIB, -F, 1 1 k E H( 1 1 k E
Ofdh - k*>-1 k-1 k? +2k-k  O-0 k*-1 k-1 k?+k  O-
B k-1 K2-1| -2k +1)®-kg 0 k-1 k*-1|-2k> -2k -k
1 1 kK [
L k-1 k-1 | k*+k [0 Frtf
B k-1 K2-1| -2k?-3kQ
& 1 Kk 0
Ot ~ o k2 -1 k-1 k? +k O0—
B0 (k2 -tk +1)—(k—1) | (~2k2 —3K) ok +1) - (k2 +K)5
1 1 Kk 0
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Okx ty +z= k Okx ty tz= k
O _ 2 g _ 2
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) Sik=1:

Ox+y+z=1

5 0=2

H 0=-12

Si k = 1 el Sistema es Incompatible
) Sik=-2:

O0-2x +y +z=-2
H 3y-3z=2

H 0=0

Si k = -2 el Sistema es Compatible Indeterminado

lll) Sik=-1, al diagonalizar la matriz de coeficientes no podiamos multiplicar por k+1, por ello:

)
i "2 1
D-x+y+z:-1|]ﬁ‘ﬁ_>x:§
_22:0 HZ:O

1
-2y :‘1_>y:—E

MOoOoOd

Si k = -1 el Sistema es Compatible Determinado.

Si k#1y k#-2 el Sistema es Compatible Determinado.

5. Encuentra el conjunto de soluciones del sistema:

Ox+y —-3z=0
E2x+6y+ 2z =0
Hx+13y +21z =2

e interpreta geométricamente el resultado.

Ox+y —3z=0 [ 1 -3[00, H 1 -3|0 rs @ 1 -3|0F ¢ &
E2x+6y+ 2z=00 @2 6 2 |0BA-O 3 1 |o@BHA_Om® 2 4 |o1@
Hx+13y+21z=2 5 13 21| 2 4 13 21| 2 o 12 24 | 25

r o, @ 1 -3]00 @ 1 -3 |00 Cx+y—3z=0

=y ] . .
ORI -0 1 2 |o@bEfla.m 1 2 |00J0 O y+2z=0 O Sistema Incompatible
0 6 12 | 13 9 o o |13

1 0 0 =1
Si el sistema es incompatible, hay cuatro posibilidades, considerando las 3 ecuaciones del sistema
como las ecuaciones generales o implicitas de 3 planos:

(ma



I) Dos de los planos son coincidentes y ademas son paralelos al tercer plano.

II) Los tres planos son paralelos.

[II) Dos de los planos son paralelos y el tercero los corta en sendas rectas paralelas.
IV) Los tres planos se cortan dos a dos en tres rectas paralelas.

0 x+y -3z=0 0Om=x+ y- 3z=0

%2x+6y+ 2z=00 %nz x+ 3y+ z=0

Hx+13y+21z=2 Hm, =x+13y+21z=2

Posicién relativa de los planos TF y TG .

1.1, - 0
1 # 3 £ FE # 0~ los planos se cortan en una recta

Posicién relativa de los planos TG y T% :
1,3 .1
=

0
- - ¢ - —
1F 135073 los planos se cortan en una recta

Posicién relativa de los planos TF y TG .

1,13, 21 2
1 # Kl # 3 % 0" los planos se cortan en una recta

El sistema es incompatible y representa a tres planos que se cortan dos a dos en tres rectas
paralelas.

6. Considera la matriz:
0 3 4
A=01 -4 -5

H1 3 af

Demostrar que A® +1=0, siendo | la matriz identidad y 0 la matriz nula. Calcula
razonadamente A10.



] 0 3 4é o 3 4pgpQg ooQ
A3 +1 =A2 [A +| = -4 -5 -4 -5 1 O[F
H—1 3 4HH1 3 aHH o 1H

ElO 3 4E|E|O 3 4E|E|O 3 4E|
O+

=M -4 -5 -4 =501 -4 -5

NI
o a0
-~ 0O
D]%Dj

H1 3 4HH1 3 aHH1 3 4af

1 0 1gHEe 3 4pgQg oOoOgE! 0 O O O] 0 o0

=01 4 40m1 -4 —5#©@ 1 OCF0 —-1 O#*® 1 OCF©® O OCF
H1 -3 3HH1 3 4HH o 1 HHo o -1HF o 1HFH o oH
A=A A AS A =(-1) 1) i~ 1) CA =1 T{—1) (A =(—1) (A =

B—1 0 OHEO 3 4H HO -3 —45

=0 -1 O 1 -4 -5F+1 4 5 F=-A

Ho o -1HH1 3 4H H1 -3 -af

Ox+ y+ z=7

. L . . .
7. Resuelve el sistema J—Xx+2y+ z =5 sélo en el caso en que el sistema tenga soluciones.
EI 2x— y+taz=2

En este caso interpreta geométricamente el significado de cada ecuacion y del sistema.

Ox+ y+z=7 [ 1 1|70 re, @ 1 1 7 91 1|70
H-x+2y+ z=5031 2 1 smﬁﬁ 3 2 | 12mBfB_. 3 2120
Hox— y+az=2 B -1 a|2H o -3 a-2 | -125 0 0 al|o0B

Ox+ y+ z=7 . . . .

O 0Si a =0 — Sistema Compatible Indeterminado
00 3y+2z=12 0O _. . . .

H az =0 0Si a #0 — Sistema Compatible Determinado

. az0
Ox+ y+ z=7000 A0 x+4+0=7 - x+4=7 . x=7-4=3
3y+2z=120 8. 3y+2M0=12 - 3y+0=12 - 3y= 12ﬁy_%_
az=00f%.z=0

OO oM

Si a no es nulo, entonces la solucién del sistemaes (x.v.z)=(3.4.0)v su interpretacion

geométrica seria que cada ecuacién representa la ecuacion de un plano y la interseccién de los tres
planos seria el punto (3,4 ,0).
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Ox+ y+ z—7DhB OO0 ~x+4-SA+A=7 - x+4+-A=7 - x=3——[A

O 3 3 3

S 3y+22=12[|ﬁ_ﬂ1—.3y+2)\:12—>3y:12—2)\—>y:12;2)\:4—§[2\

0

g 0z=0 -z=A

0

Sx=3—%[2\

H 2 1 2 y-4 7z
r=Hy=4-200r=(3,4,0)+rd-+,-2,1H=(3,4,0)+Af1,2,-3) 0 r=x-3=Y "% = Z

S | SN 53 2 ) 2 -3

O

B

Si a es nulo, entonces la solucién del sistema es (x .y . z)=(3—-AN . 4-2A.3A)ysu

mterpretamon geomeétrica seria que cada ecuacion representa la ecuacidn de un plano vy la

3-A .,4-2A.3\).

. Sea A una matriz que verifica A? + A =0, siendo 0 la matriz nula.

a) Demostrar que la matriz A es regular y obtener una expresion sencilla de su inversa A 1
en funcion de la matriz A y de la matriz identidad I.

A2+A=0_AR+A=0-A"'"ARA+ATTA=0 S IA+I=0 - A+I=0 - 1=-A
SATO=AT-A) - AT =

2x+y—1
-y=2

2X+y =1 1|1 1 -1 1 1 -1 10 1
Exy 0 o, 0 i 0 08
0x-y=2 H -1]/0 1 1110 311 -2

b) Halla la inversa de la matriz de los coeficientes del sistema |:|
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9. Encontrar una matriz X que verifique AX + B = C, siendo:

HOOE HOOE EOOE
A=1 2 O0C B=® 1 0L C=2 5 2[

B 2 4F B o 1F B 1 3f

AX+B=C=AX+I=C - AX=C-1- ATAX=A"(C-I| - IX=AT"C-A"0-
~ X=ATC-A"

7 00[100f ks H 00[1 0 0f Moot 0 0f ,
0 20|01 0mBH_-m20|-11o0mbBfBE_-m2o0|-1 1 om@aord-
92 4|00 15 D2 4|-10 17 D0 4]0 -11¢
i o4 H0O0| 1 0 Of g1 0 of
oabed-m 1 0|-1 1 o00-A"=31 1 0O
Do 1|0 -1 7 30 -1 iF
41 0 Of 0 0g {1t 0 O0f
X=ATC-A"=31 1 o0 5 20-0-1 1 OC=
g0 -1 1B 1 3H Ho -1 if
g3 0 O [{t 0 O H2 o0 Of
Gy loEryorm 2o
o2 -1 4000 -7 20 02 —% 0O

10. Considera el sistema de ecuaciones

Ox+ y+2z=3

Ex+2y+3z=5

Hx+3y+mz=7
Determina:



a) El valor de m para que el sistema tenga soluciones. Para ese valor de m calcula todas las
soluciones del sistema.

Ox+ y+2z=3 [ 1 2|30 ne O 1 2 |30 o1 2 |30
Hx+2y+3z=5 00 2 3 |s5mBF -0 1 1 |20BBR_.0 1 1 |20
Hx+3y+mz=7 H 3 m |73 B 2 m-2|4 0 0 m-4|o0fd

Ox+ y+2z=3 . . .
Om =4 - Sistema Compatible Indeterminado
y— z=20QQ

O
O
E ( m-a ) =0 m #4 — Sistema Compatible Determinado

Sim=4:

y=2-A
X + y+2z =3 0™ -x+(2—A)+2A=3 L. x=2—-A+2A=3 . x =1-A
y+ z=20FM -y +A=2 .y =2-A
0=0

Ooooond

La solucién del sistema seria (x,y.z)=(1-A,2-A.A).

. Sim#4:

y=2

y+2z=30F9 - x+2+0=3 5 x=3-2=1

[
x
+

H y+ z=20Ffoy+0=2_-y=2
E mz:0_>z:2:0
0 m

La solucion del sistema seria (x.v.z)=(1.2 .,0).

b) Los valores de m para los que el sistema carece de solucion.

No hay ningun valor de m para el que el sistema carece de solucion.

11. a) Una matriz cuadrada A verifica que A? + 3A = |, siendo | la matriz unidad. Encuentra
razonadamente el valor de la incégnita x en la ecuacién A" = A + xI.

A2+3A =1 AA+30)=1 - ATIAQA+30)=A""0- IJA+30)=A"0-
AT =A+3OON T L x=3

Ox+y=4
b) Obtén la inversa de la matriz de los coeficientes del sistema HX _ 3’, oY resuelve el

sistema utilizando esa matriz inversa.
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12. Dado el sistema de ecuaciones:
O x-— =3
0 y
02x —3y =2k
H3x -5y =k

a) Discutirlo segun los valores del parametro k.

0x— y=3 B -1 0|30 k2, B -10 3 H g -10 3 H
sz—syzzkmmz -3 0 |2kMBENI_-m -1 0o|2k-6mfBBE_® -1 0| 2k-6 I

H3x-5y=k B -5 0| k 3 o -2 0| k-95 0 0 0| -3k+35
O x— y=3 , . ,
O OSistema Compatible Determinado — k =1
Q0o Ty =2k-6 Dssmmahmom atible - k #1
i i -
H o=-8k+3 U P

b) Resolverlo cuando sea posible.

k=1:

Ox— y=3 Ox— y=3 Ox- y=30PM -x-4=3 - x=3+4=7
H -y=21-6 0l -y=2-6 0F -y=-4_y=4

H o0=-800+3 H 0=-3+3 H 0=0

X=7 ;y=4

13. Estudiar, segun los valores del parametro A, el sistema de ecuaciones lineales:



O Ax+y=1
H AX+z=1
H)\x+2y+z=1

Resolverlo en los casos en que sea compatible e indeterminado.

COAX +y =1 OAX +2y +z=1 [Oz+2y+Ax=1 [0Oz+2y+Ax=1
E)\x +z=10 E])\x +z =10 Ez +Ax =10 E y+Ax =10
H)\x+2y+z:1 E])\x+y =1 H y +Ax =1 Hz +Ax =1
HI 2 A 1H HI 2 A 1H BI 2 A 15 Fs
O 1 A|1@bh-om 1 A|j1mBFtR-0 1 A [ 10D0@ -
Ll Ll Ll
B o |13 © -2 o|oH B o0 2a | 2H
Oz+2y +Ax =1

O OA =0 - Sistema Incompatible
O y+M&x=100Q : : ,
B Ax =1 OA #0 - Sistema Compatible Determinado

H
0
&

o -~ N
> > >

En ningun caso el Sistema sera Compatible Indeterminado, pero vamos a resolverlo si A Z0 :

1
x=— ; y=0
-10 D’DDyDﬁz+2EO+)\D:T:1—>Z+0+1:1az:1—1:0

[
N
+
N
<
+
>
x

I

2(x2 —1) x+1 (x+1)32
x -1 x+1 x+1
(x=1? x-1 x2-1

14. Resolver la ecuacion: =0

2(x2—1) x+1 (x+1)?

x=1  x+1  x+1 |=20x% 1o +1) dx2 1)+ (x +12 Dx =17 +(x +1)2 dx 1) -

(x-1% x-1 x%-1

~(x+1)° thx =17 —20x2 —1) dhx+ 1) hx = 1) ~ [x2 1) dhx+ 1) chx 1) = 2. +1)° chx 1) +

+2[(]x+1)2 [ﬂx—1)2 —(x+1)3 [ﬂx—1)2 —3[(]x2 —1)[(1x+1 x—1):(x+1)3 [(]x—1)2 +2[(1x+1)2 [ﬂx—1)2 -

)
~300x2 -1 dx? —1) = (x+1° dx - 1)2 + 20fx+ 17 dx ~1)2 -3 thx + 17 fx =12 = (x +1)° thx 1> +

B(XH)Z =0 - x, = -1
—(x+1)2 E(]x—1)2 :(x+1)2 [Gx—1)2|2ﬁ(x+1)-1]:0 - D(x—1)2 =0 - x, =1
H(x+1-1]=0 = x; =0

15.Si A= ( C,,C, ,C3) es una matriz cuadrada de orden 3 con columnas C,, C.y C; y se sabe

que det( A) =4, se pide:



a) Calcular det(A3) y det(3A).

det(A®)=| A%|=| A|> =4° =64

det( 3A) =|3A | =3° (JA | =27 4 =108

b) Calcular det(B) y det(B"'), siendo
B=(2C,,C,-C,,5C,)
la matriz cuyas columnas son 2C; ,C, —-C, ,5C, .

det(B)=|B|=2B A |=1012 =40

det(B)=|B" |=— =$ =0'025

16. Estudiar, segun los valores del parametro A, el sistema de ecuaciones lineales:

OX+ y+Az=A
Hx+)\y— z=A
H y+Az=A

No es necesario resolver el sistema para ningtin valor de A.

Ox- y+Az=h 0 -1 A | A -1 A A
Hx+Ay= z=A0 0 A -1|AMBH_D rA+1 -1-r | 000 BH%IR -
H y+xz=2 B 1 A |Af D1 A AR
-1 A Ao - A rof
OB H%TF 0 A +1 ~A -1 0 O-0 A+1 A -1 0 OO0
Do afa+t)er+t | ada+9E B o (A+1)da+1) [ adr+1)E
T Az=A 0SiA = -1 . Sistema Compatible Indeterminad
0 Hvet)y- (re1)z=o . Ds,!x;a_t—1ﬁs.fstemacompat!lole1;1 teerr'nm: ’
H (}\+1)2&:)\[ﬂ}\+1) k=l - olstema Compatible bDeterminaao

Podemos estudiar el sistema de ecuaciones lineales, calculando el rango de la matriz ampliada:



Ox— y+Az=A O -1 N |Af 1 -1 A
Ox+Aay- z=A0 O A -1 AOO[A[=[1 A —1|=N+0+A-0+1+A =N +2A+1=0 -

H y+az=a B 1 A |ag 0 1 A
Noo2y2°-4000 _-2:J4-4 _-2:J0 _-2:0_-2__  EBiA=-1 ~ g A[B|=
N 201 2 2 2 2 irxz-1-rg|A|B|=3

Si A= -1 . el Sistema es Compatible Indeterminado, pero si A # -1, el Sistema es Compatible

Determinado.

17. Resolver el sistema formado por las tres ecuaciones:

X+y—-z=3 ; 2x —y =1 ; —-X+2y+z=2

y justificar si tiene o no las misma soluciones que el sistema:

X+y+z=3 . 2x -y =1,
0 x+ y- z=3 1 1 -1]30 r-or 1 -1 3
- s Qs g :
02x- vy =1 0 02 -1 0 1DDﬂ3ﬂE m -3 2 |-500
H-x+2y+ z=2 1 2 1 |2§ B 3 o050
D :E;z: -—
Ox+ y- z= 3000 DDO—»X+§—0= 3—.x=3—§=ﬁ=i
0 3 3 3 3
O y= EE
0pQg -3y+2z=-5003- -3 3+2z:—5—>—5+222—5—»222—5+5:0—>z:0
g
5
O = 5_,y=>
SRR S-y 3
O
0 M 1) 140 2\ 2z 2 -3\
2 oxryrz=a0 0RO My gag AL, 22. 28 g 0026 2220
0 2 21 )\2 2 2
EZx-y =100 o 2x-A =12 2x=1+) = x=
. . . . _ _{4 5 ,F
El primer sistema es Compatible Determinado cuyas soluciones son ( x,y,Z ) ~H3’'3 0 E y el
. . . . _H1+)\ 5-3)\E
segundo sistema es Compatible Indeterminado de soluciones ( X,y,z ) o2 A, =

5 . , .
Para el caso en que A = 3 el segundo sistema tendria de soluciones:

0,5 3,58
)= 3.33.3.8.4
g 2 2 2 6 3
%y = g [ EI 2° sistema tiene infinitas soluciones, incluida la del 1°.
a
)
T s 0
i 2 2 2

. . . Ox-ay =2
18. Dado el sistema de ecuaciones lineales: [ _
gax-y=a+1

Se pide:



a) Discutir el sistema segun los valores del parametro a y resolverlo cuando la soluciéon sea

unica.

Ex-ayzz D@ a2 ED 1 -a =—1+a2=0 - a?=1-a=1=%1
ax-y =a+1 -1 | a+1 a -1
e Sia=-1:

Ex-ay:Z D@ -—a| 2 EDB'EE—»@ —a2 2 H_}EW) ;a ‘ 2 ED
Oax-y=a+1 -1|a+1 -1+a° | a+1-2a a“-1|-a+1
EX —2ay =2 0¥ o EX ty=2 O Sistema Incompatible

Ala? 1]y =-a+1 H0=2
e Sia=1:

-ay=2 B} -y=2
HX zay i EX y 0 Sistema Compatible Indeterminado
Ala?-1]y=-a+1 0=0
e Sia#-1,1:
0 - L 1 1 a a _a+2
Hx—ay=2Dﬁ{ﬂ]‘ﬂx—aD—=2ﬁx—aEH——H=2Hx+—=2Hx=2——=—
i a-1 0 a+1p a+1 at1 a+1
D 32_1 =_a+1DErf_|]I|1—> :_a+1:— a_1 - - 1
ﬁ( )[V SRPOR la+t1)0a-1] a+1

|

SSi a =—1 - Sistema Incompatible
0Si a=1 - Sistema Compatible Indeterminado

[ —
0Si a #—1 ya #1 - Sistema Compatible Determinado con solucién( X,y ) = Ha *+2 , L
O Oa+1 a+1Q

b) Determinar para qué valor o valores de a el sistema tiene una solucién en la que y = 2.

« Sia#-1,1:
=15 =2fa+1)=2a42 - 2a=-1-2=-3 _a=-2=-1'5
a+1 2
« Sia=1:
Ox-ay=2 o Ox-y=200MF . x-2=2. x=2+2=4

E(a2—1)Ey=—a+1D ) Eo:o

El sistema tiene una soluciénenlaquey=2 si a=-15 6 a=1.
19. Indica el valor de a para que el sistema:

x+y+z=0 2x+y+3z=0 ; x+az=0



tenga soluciones distintas de (0, 0, 0 ), y en este caso halla todas las soluciones del sistema,
interpretando el resultado obtenido como interseccion de planos.

O x+y+2z=0 11 1
%2x+y+3z=0 0|2 1 3|=a+3+0-1-0-2a=—a+2=0-a=20Sia=2 -rgA=2 - S.C.l.
Hx  +az=0 10 a

O x+y+2z=0 EF 11 OH F, -2, EF 1 1 OH H y=A
Hox+y+3z=00 @2 1 3 ommﬂsﬂmﬁ[o —1 1| 000 gx+y+z=00F - x+2A =0 - x = —2A
Hx +22=0 D1 0 2 oD B -11)08 H -y+z= Oﬂﬁlﬁay A

La solucién obtenida se interpreta como que los tres planos tienen en comun larectar :

Ox = —2A (

r=Hy=A Or=(0,0,0)+Ad-2,1,1)0r 0,0,0) EEO(O,O,O)
Hz =a Tor=(-2.1.1) P (-2,1,1)

20. Calcula el producto de matrices

IR

8 -Upgh2 2 3¢

H1—1 1 HH7 6 6FH

y utiliza el producto anterior para obtener la solucién del sistema:

O5x+4y+2z=2
Hox+2y+32=3
H7x+6y+62=5

H—g:% -6 4115 05 4 20 g1 0 0f )

oy 8 -530 mMm223g =00 100 OATA=I
g 0 { d g d

o-1 -1 18,07665, 000 10,

g° 4 20 HH BH _1 _1 _1 _1
02 2 30 Oyg =380 ODAX=B-ATIAX=ATBSIX=ATDB - X=ATDB0O
E7 6 6%)(3 %%ﬂ %%ﬂ
-3 -6 4 -4 Ox = -4

sy A A0 E B o

yo =03 10 EEBD 070 00y=5

L0 O_q4 _ 1 0 Un H I

Dz[bﬂ U 1 1 1 [8x3 [ﬁﬂm DODM DZZO

21. Determina el valor de m para el cual el sistema



Ox+2y+ z=3
Hx+3y+22=5
Hx+my+3z=7

tiene infinitas soluciones, y obtén esas soluciones.
Calcula razonadamente que no hay valores de m para los que el sistema no tenga solucién.

Ox+2y+ z=3 [Ox+ z+2y=3 H 1 2 SE 3 BI 1 2 SE
O _ g _ ]
Ox+3y+2z=50 Ox+2z+3y=500 2 3 |s5mAfhi_-m 1 1 2 Bt -
Hx+my+3z:7 Hx+32+my:7 Eﬁ 3 m 75 %) 2 m-2 45
1 2 SH Ox+ z+2y =3

- O _

ot 1 1 200 0 z+ y=2
%) 0 m—-4 OS H (m—4)@:0_>elsistemaescompatibleindeterminadosim:4

OX =—1+A
Hy =2-a

Ez=)\

H y=2-A

Ax+2y+z=300T) - x+22-A)+A=3 - x+4-2A+A =3 - x = -1+
H y+z=20M y=2-A

Sim#4:

O y=0

Ox+ z+2y =30FA -x+2+2M0 =3 - x=1 [Ox =1

E z+ y=20M-z=2 | Ey =0 [ El sistema es compatible determinado
E y =0 E|z=2

O

No hay valores de m para los que el sistema no tenga solucién ya que es compatible siempre.

22. En el supuesto de que exista, calcular una matriz X tal que AX = B, en los casos siguientes:

BZO1E H1 1E

a) A=p01 3 0 y B=02 1C

Hs 1 3F Ho 3F

AX=B_ATIAX=ATB - IX=A"B - X=A"B



HZO‘I 100H 2F,-F, EQO 1 OOH HZO 1 1 0 OH 4F,-F,
M 3 0|0 ommﬁﬁ’ﬁﬁqm 6 -1[-1 2 ODDﬁEﬂB 6 -1 -1 2 ooo ROk
i
51300 17 02 1|-50 2 Ep04—14—26D
s, [B O 018 2 -6f p 5 5 HOO|F & -3f 03 4
otfgb-m 24 0|-18 6 600BO0UBOA-m 1 0|-3 1 1g.A"=p% 4
0 0 0
D0 4[-14 -2 67 N 1 e
R
X=A"B=0-2 1 10 m21g =0-1 10
D_z _1 QD DO 3D D_g lD
T2 "2 20y U e 072 20y
H1 1E HZO1E
b) A=02 1C y B=0O1 3 0
Ho 3F Hs 1 3F

AX=B-A"TAX=ATB-IX=ATB - X=A"B

Pero 7 A ' _porque A no es cuadrada, asi que es imposible hallar X, ya que tampoco existe.

23. Dada la siguiente matriz de orden n:

g1 o1 11
0o-1 9 1 1 1C
_0O C
A, =51 -1 9 1k
O: : : : C
Ho1 -1 -1 1 9F

Se pide:

a) Calcular el determinante de la matriz A,.

11

det(Az): 19

=9+1=10

b) Calcular el determinante de la matriz As.

17 1
-1 9
1 -1

det( A;) = =81-1+1+9+1+9 =100

O A a

c) Calcular el determinante de la matriz As.



e 111 e 11 1 1
-1 9 1 1 1 1.9 1 1 1
det(Ag)=|-1 -1 9 1 1/ =]-1 -1 9 1 1 |=t0p 2 1 1D
5 1 -1 9 1
1 -1 -1 9 1 1 -1 -1 9 1
-1 -1 -1 9
-1 -1 -1 2109 O 0 0 0 10
Lo 11 1
FatFi -1.9 1
= =100100(—1 9 1|=100[100 =10000
119 1
-1 -1 9
0O 0 0 10

24. Resolver:
O02x+ 3y+2z=2z

HZX— y+4z =x
H4x+12y—52=y

02x+ 3y+2z=z [O2x+ 3y+ z=0 HZ 3 1 OH 2F,-F, EQ 3 1 OH

EZX- y+4z=xDEx— y+4z=00 ™M -1 4 ODDBEE_. -5 7 |oooffs o
Hax+12y-5z=y  Hax+1ty-52=0 & 11 -5 |0 P 5 -7]of

3 1 OH g2x+3y+z ODEED[EI] 2x+3D7—+)\ 0 - 2x +22)\ Oaxz—ﬂ

ofB_.m -5 7000 O

D o0 o|og H -sy+7z=00f Ly="A
B 5
13A 7A
El Sistema es Compatible Indeterminado con solucion: X = 5 ;Y= 5 ;
Z=A

25. Resolver la ecuacion matricial AXB = C, siendo

S IR A I B

AXB = CDD%@ T _XMB=C - XBMB"' =CMB~" - XOI=CB"' - X=CMB"

121OD@i—»12105_%—>103_ZDB_1:3_2
1 3|0 1 0o 1]-1 1 0o 1]-1 1 -1 1

X:CEB‘1:E1 2@ %3 —2% :%1 o%
00R, o-1 105, Hoof,

26. Resolver la ecuacion matricial PX+3l = Q, donde | es la matriz identidad de orden2y Py Q
son las matrices:

P=H-21 g% °=H-12 2%




PX+30=Q - PX=Q-30-P'®PX=P"'1Q-30) -~ IX=P"'Q-30) - X=P'1Q-30)
_F1

- - 1g, 10 10
10100 pog [-10|1 00 5% [10 O i
2 210 1 0 22 1 0115 1
) -1 0000-2 3 3 000 0O-10Q0nN0-5 3 5 -3
X:P1[1Q—3D):E1 1%@E1 ZE—H HD:E 1%% H:E_g 5 E
200 030g gt zp01 -1 7 3

27. Discutir la existencia de soluciones del siguiente sistema segun los valores del parametro a.
Resolver, si es posible, para a = 10.

TN

O02x+ y—z=1
H X—-2y+z=3
HSx—5y+22=a

gox+ y-z=1 [ 1 110 s B 1 -1 1 [ 21 -1 1[0
Hx-2y+z=300 -2 1|3m&FfH_.o -5 3| 5 ooBPB.o -5 3| 5 0O

Hox-5y+2z=a & -5 2 |af 0 -15 9 |2a-58 0 0 0|2a-207

02x+ y—z=1 ) ) .
0 OSia #10 - Sistema Incompatible

OO -5y+3z=5 0. . . .
0OSia =10 - Sistema Compatible Indeterminado

H 0=a-10
0 S e
H2x + y_Z:1D|)£|EDDD—»2X+Q_1_)\:1—>2X_a_1:1—>2X:a+2—»X:A+1
- ° Caes °
0 -5y+3z=50F - -5y+3\ =5 -by=5-3) o y= 2" _4
B -5 5
gxzé+1
o ° _
H _3a Dx =pe+t
Ey=?—1 (e Ey=3u—1
gz=A HZ:SH
=i
BZ a+1 1 E
28. Dada lamatriz A=02a 0 1 L se pide:
H2 o a+1f

a) Determinar el rango de A segun los valores del parametro a.

2 a+1 1 F,-alf, 2 at+1 1 2 a+1 1 E
A=02a 0 1 OEM- 00 af-a-1) 1-apoffB - po af-a-1) -a+1 [
H2 o a+1f Ho -a-1  a H Ho 0 a’+a-1F



0 _-1+45
, ) B G As 15 N I PN S PN RS L
a“+a-1=0- a= = = 0 0
20 2 2 0, o 1-45
B2 2
0 _ 1o
SSia=-1,a= 1;‘/§,a: 12\/5-.rg(A):2
0
§Sia¢-1,a¢_1;‘/g,a¢_1_2‘/§qrg(A):3

b) Decir cuando la matriz A es invertible. Calcular la inversa paraa = 1.

La matriz A es invertible cuando su determinante es no nulo, es decir cuando rg (A ) = 3.

1 HAﬂ A Ay H 1 HAﬂ Ay A H
A1:m[ﬁadJ[A)]t:| |D]A21 Ay Ay D =WD]A12 Ay Ag 0=
EAFA Az Ag % EAH Ay Ax [

1 H['1]1+1[a11 (-1)2+1[t121 (-1)3+1[U31H 1 Han Uy Oy H
=m '1)1+2[U12 [-1)2+2[d22 ('1)3+2m32D=mD}0‘12 Up 050
-1)1+3[tx13 (-1]2+3[t123 (-1]3+3[t133ﬁ Eum Oy Uz [J

) 1 qo -2 09 1 o -4 2
A = f+4 2 40=—0+2 2 O0[F
2210y o -4 *PHo 4 -4f
s 0 1|0 u 0 N
2 0 2
150 -4 20 [0 % Z0 P 1 -3[
=2 2 00=02 2 00=00 -1 00
Ho 4 -4 Ho £ =5 B -1 1§

29. Resolver el siguiente sistema:

Ox-2y+ z -3v=-4
H x+2y+ z+3v=4
SZX-4y+Zz -6v =-8
Ha2x +2z =0



0 x-2y+z-3v=-4 H1 -2 1 -3 -4H Fo-Fy H1 -2 1 -3 -4H

F,-2F,
+2y+z+3v=4_ 01 2 1 3|4 0 4 0 68
@X yrzmov DH HDB'E@AH %DB'@A
Bx  +2z =0 H2 0 2 0|0f HO 4 0 6|8
11 -2 1 -3|-40 g1 -2 1 -3]-4p o
0 4 0 6[80.2 00 2 0 3|4 2
DB'E%E ED@HE ED Hx-2y+z-3v =400 - ¥
0 00010 000 0[0f g
I T 10 2y +av=40m.y=2-2
HO 0 0 004 Ho 0 0 ojoq g ¢ SYEety

y:2—7

2
*uuﬁuqx-ztgz-%gw—m:—m X-4+3\ 41 -3\ =4 x= |

Sistema Compatible Indeterminado:

x:—u;y:Z-%;zzu;v:)\

30. El cajero automatico de una determinada entidad bancaria sélo admite billetes de 50, de 20 y
de 10 euros. Los viernes depositan en el cajero 225 billetes por un importe de 7000 euros.
Averiguar el numero de billetes de cada valor depositado, sabiendo que la suma del nimero de
billetes de 50 y de 10 euros es el doble que el nimero de billetes de 20 euros.

x =n°debilletesde10€ 0 x+ y+ z= 225 x+ y+ z= 225 E]‘I 1 1

225 E] F,—10[B,
y =n°de billetes de 20 € HOX +20y +50z =7000 EOX +20y +50z =7000 D M0 20 50

7000 [ P00 —

z =n° de billetes de 50 € [ x + z= 2yH x-2y+ z= o E1 -2 1| o H
Room  [1 1| 225 1 122500, ., [ 1 12259
OO0 -0 10 40| 4750 LT .0 10 40 | 4750 COM O -0 1 4|47501
9 -3 o0 |-2259 9 o0 120|12000H 0 o 1/100F
(| z=100

%x +y+ z =225 -x +75+100 =225 . x +175 =225 . x =225 —175 =50
OO0 y+4z=4750FT .y +4 00 =475 — y +400 =475 — y =475 —400 =75

O _

0 z =100

O

Los viernes depositan 50 billetes de 10 € ., 75 billetes de 20 € y 100 billetes de 50 €.

31. Resolver, por el método de Gauss, el siguiente sistema e interprétese geométricamente el
resultado:

Ox-3y—z=-1
H X+5y+3z=3
Sx+ y+z=1
H3x+7y+5z= 5



H1 -3 -1 -15 Fy-Fy H‘l -3 -1 -1H H1 -3 -1 -1H ] 51 -3 -1 -1H

3 F1

1 440 2B 2 1010 2 2 11
01 5 3 3D BEEHDO 8 0 00 0 fp 0O 0

0 OBB @ - g al 0 O
D1111 D04 2 g 00 2 1]1g 00 0 0]0
537555 Ho 16 8|8H Ho 2 1[1H Ho o o|o0H
D :ﬂ;z:)\ —_ —_ —
EX'3y'Z:'1DéE|DD—»X‘:’;DM_)\:_']—>X+ 3+)\:—1_>x:u
08 2 . A2 2
% 2y+z= 10 -2y +A=1- 2y=1- )\Hy—T

El sistema es compatible indeterminado. Su interpretacién geométrica es que los cuatro planos.
representados por las cuatro ecuaciones, se cortan en una recta.

32. Discutir y resolver el siguiente sistema, segun los distintos valores del parametro A .

OAx+ y+ z=1
Ex+}\y+ z=A
H x+ y+Arz=A?



CAX + y+ z =1 B\ 1 1|1 E B, —F, B\ 1 1 1 El
Hx+xay+z=A OO0 A 1| AL .0 X —1  A-1 |2 —1rH8f
Hx+ y+x=x H 1 a|x¥F D A—1 X —1|x 15
2 1 1 1
O .o (A+1) A1) A-1 (A=+1) A —
9 0 (A+1) A —1) oA +1) —( A—1) | (X —1) A +1) —( A+
A 1 1 1 0
~m (A+1)Ia—) A-1 (A+1)IA—1) O
9 0 [()\+1)2—1]E(])\—1) (A+1)da(» —1)=(x—1)] 8
B 1 1 1 =
0 (A+1)IA—1) A-1 (A+1)OA—) O
Lo 0 (2 +2x)tia—1) | (A+1) i —x) B
B 1 1 1 = P
0 (A+1)ia—1) A-1 (A+1)IA—) OO0 FEOND .
9 0 ATOA +2) IA—1) [ ATOA +1)2 A —1) 5
si)\#EIF—Z;F—3 1 1 1 El si)\:ﬁomi3 B\ 1 1 1
OO O EMT -0 A-+1 1 A +1 Moo -0 A +1 1 A +1
D 0 AfA+2)|[Arira+1)? B 9 0 A+2[(A+1)?
1 =L-z—7\2+27‘+1 > >
[(Dx + y+z =100 MM oAk 4+ 4 X F2AFT N F2A+2
(| A+2 A+2 A+2
L2+ 2 2
O %)\+1)I§J+z=A+1DDB1§DH(A+1)@+M=?\+1 H(A+1)@+M
L] ) A+2 A+2
5 (A+2)Z =X +2A+1 O 2z o el
A+2
=|
c OBy e AT Cg Ly g AT A2 A A2
A+2 A+2 A+2 A+2 A+2 A+2
i A = X HPAF2 A2 N H2AH2 A2 N —2A—2 =N A ATIA+1)
- A+2 A+2 A+2 A+2 A+2 A+2
O x =2+

A+2



O y+z=1 EP111H 511005 EI1100
. 0 _ .
Sia=00px +z=00O0O 0 1jommbM-o o 1jommBH-m -1 1joufB'fh -
Hx+y =0 B 1 oo D1 1|18 D1 1|18
O =1
Ox+y :ODEGHX:—1
1 ojog O ) 12
OBB_-m -1 1000 0 -y+z=000%2-y=— O Sistema Compatible Determinado
D o 218 & 1 2
0 o 2z=1.z=—
O 2
O
C-x+y+z=1 [B1 1 11 rwe B 1 1]1H B 1 11 & .
Si A:-1DEx-y+z=-1DD1 1 1-1mbBEh_m o0 2j0mbBMm_m 2 o202 iRA -
Hx+y-z=1 E1 1 -1/15 0 2 ol25 o o0 2|08
O y=!
e BT 11H Sx+y+z:1DEﬁ—>x+1+0:1—>X:O
ORm-m 1 0|10 O y =1 O Sistema Compatible Determinado
U o _
% o 1log B z=0
O
O-2x+y+z= 1
Si A=-2 0 E -y +z =-1 [ Sistema Incompatible
. 0= 1
Ox+y+z=1 OX =1-v-H
Si A=10 % 0 = 0 O Sistema Compatible Indeterminado Ey =v
H 0=0 Hz=n
2
Si )\DIR—{-Z,‘I}DSistema CompatibleDeterminado%x=—)\+1; = L ; zﬂ
O A+2 A+2 A+2

33. Hallar A y p para que sea compatible el sistema:

O2x —Ay +uz =4
E X +z=2
H X+ y+ z=2

L2x —Ay+pz =4 2 A Ou-2=0 - p=2 - SCLOADIR
Ox wz=2OfAl=[1 0 Tl=oheuszeaspez 0 T IR
Bx+y+z:2 1 1 1 OH ~H I
C2c-My+pz=4 [P oA u4f e [P -A w[4f 2 A w[4f o

0 x +z=200 0 1|2t - A 2-pjooobBT_O A 2-pjooom@E -
Hx+y+z=2 B 1 1]28 D 2+ 2-p|08 0 2 o |of



O y=0
- 7 - _4_
F 9 Y u 45 E‘EX—)\y+ pz—4ljﬁﬁ—>2x—4—»x—§—2

OB -0 A 2-pl000 0 Ay+(2-pgz=00-(2-pz=00FfH_z= =0
o 0 _ 2-p
B 1 o jog B v =0
B
EZX-)\y+22=4D[T°ﬁ’Hﬁ_>2x+22=4_>x+z=2DB_ﬁ—>z=2—U Ox=v
Siu=2008 Ay =0 0sClby=0
E y =0 HZ:Z—U

Ox =2
Si pz20A0IR O Sistema Compatible Determinado Ey =0

Hz:O

34. Encontrar las transformaciones de filas o columnas que hay que hacer con el determinante
adjunto para probar la igualdad. Justificar la respuesta.

Puesto que un determinante es igual a la suma de los productos de los elementos de una linea
cualquiera por sus respectivos adjuntos, podemos desarrollar el determinante de la siguiente manera:

a 11 135, a 1 1 1
1 a 1 1]aEFq 1 10 a®-1 a-1 -1
= —O-03- )
11 a 1 aaal0 a-1 a-1 a-1
111 a 0 a-1 a-1 a®-1
a 1 1 1 a 1 1 1
_ 110 (a+1)tfa-1) a-1 a-1 _(a-1)* Jo a+1 1 1]
“a® o a-1 (a+1)da-1) a-1 a2t o 1 a+1 1|
0 a-1 a-1 (a+1)da—-1) 0 1 1 a+1
(a+1)Ey—F, a 1 1 1 a 1 1 1
lanEF (g-1)° |0 a+1 1 1 _ (a-1)* |0 a+1 1 1 |_
- a®fa+1)> [0 O (a+1)?-1 a _as[ﬁa+1)2 0 0 a%+2a a |
0 0 a (@a+1)?-1 0 0 a a’+2a
a 1 1 1 a 1 1 1
_(a-1)°@% |0 a+1 1 1 |e2)EF (a-1)® @2 0 a+1 1 1 _
a*ffa+1)? [0 0 a+2 1 a®fa+1)*a+2) [0 0 a+2 1
0 0 1 a+2 0 0 0 (a+2)* -1
a 1 1 1 a1 1
_ (a1 0 a+1 1 1 |_(a-1)a2+4a+3] .
= - ) ) = - 0 a+1 1 |=
afa+1)’da+2) [0 0 a+ i alfa+1)?da+2) 0 0 a+2
0O O 0 a“+4a+3
- - =-2+1= -1
a’+4a+3=0- a= 44 4412:—24514%&1 0 a?+4a+3=(a+1]]a+3
2 2 |:| 2:_2_1— 3



1 1

._la-1Pdfa*1)ga+3) |3
= > a+1 1
a¢a+ﬂ ma+2) 0 0 a+2

_ (a-1)3[ﬂa+3)
ama+ﬂ¢a+2

)ma+2)ﬂa+1)&:(a+3)¢a-ﬂ3

35. Averigua el valor de A para el que admite infinitas soluciones el sistema

O x+ y+2z=3
H x+2y+az=5
Hox+ y-3z=4

Obtener todas las soluciones e interpretar geométricamente el resultado obtenido,
recordando que cada ecuacion del sistema representa un plano.

Ox+ y+2z=3 [ 1 2|30 rvr [ 1 2 |3 Fo1 2 [3(
O _ -
Ox+2y+xz=500 2 A |s50ftH_mom 1 Ax-2/200BB - 1 A-2(200
Hox+ y-3z=4 =2 1 -3|4 o -1 -7 |-2H 0 0 A-9|0F
O y=2
Ex+y+ 2z=30FfM -x+2+2M=3 . x=3-2=1
00 y+(A-2)z=20f -y+(A-2)l0=2 ~y=2
o (A-9)m=00" _z=0
|
(| y=2-7TH
L +y +2z = 3 O X +2 —7T1+21=3 —x =145 [Cx =1+5n
Si A=9 O0F y+7z=20FH .y +7u=2 -y =2—-7n Os.clHy =2—-7n
= 0=0 He= n
O
Ox =1
Si A#9 O S.C.D. %y =2 [ Los tres planos se cortan en el puntoP( 1,2,0 )
E|z=0
Ox =1+5
. 0 H _0Q(1,2,
Si A=9 O S.C.l.OQy =2 —7u [0 Dos planos son paralelos y cortan al tercero enlarecta r=D»(5 .
v | 5,-
He=  w -
36. Resolver la ecuacion:
x—a—b-c a b
0 x—a—-b-c b =0
0 0 Xx+a-—a
x—a—b-—c a b x—a—b-—c a b b b
0 x—a—b-c b |= 0 x—a—b—-c b :(x—a—b—c)#jx ao ¢ Plo
0 0 X +a—a 0 0 X X

x=0 ; x=a+b+c (solucidndoble




37. Calcular el valor de A, para el que tiene infinitas soluciones el sistema:

O x+y—-z=0
HZx+y+z=0
Hax+y =0

Obtener todas las soluciones correspondientes a ese valor de A e interpretar
geométricamente por qué el sistema tiene infinitas soluciones.

O x+y—z=0 O-z+y+ x=0 5-1 1 105 5-1 1 105 5-1 1 1 OE
O _ O _ u

2x+y+z=0 0 0 z+y+2x=0 001 1 2/omBEHh_go 2 3|jomtfhd_-0o 2 3 |oC
Hx+y =0 H y+a=0 [Ho 1 afof Ho 1 ajof Ho o 2x-3|of
O x=0

O-z+y+ x=00MY - -z+0+0=0 - -z=0-2=0

% 2y+3x:0D@—»2y+3E0:0—>2y+0:0a2y:0—>y:%:0
O )
0 (2r-3)x=00 PP - x=0
B
El sistema tiene infinitas soluciones - 2)\—3:0a2)\:3a)\:%
Si)\:g:
2
g Xy 3 u " "
O-z+y+ x:ODDED{ﬁ]—mz——p+p:0_>—z——:O—>—z:——>z:——
& 2 2 2 2
E 2y+3x:0DI’3_E!—>2y+3u:0—>2y:—3u—>y:—gu
. 0=0
0
Ux = H= 2v
Si)\=%—>n1ﬂn2 mnszrzgy:—%uz—&)ﬂ rE(x,y,z)=(0,0,0)+VE62,-3,-1)
Op=- Hooy
H 2

3 HEI Sistema es Compatible Indeterminado de infinitas soluciones : x =2v ; y=-3v ; z =

iA=— o . .
Si 2 ELOS tres planos ( ecuaciones ) seintersectanenlarecta r = g

=—Z

w <

Si A 2 3 OEI Sistema es Compatible Determinado de solucion trivial : x =0 ; y=0; z=0
2 ELOS tres planos ( ecuaciones ) se intersectan en el punto de origen O ( 0,0,0 )

38. Obtener en funciéon de A las soluciones del sistema

O x+ y+z=3+A
H x -3y =-2
H—x+ 3z= 2

Explicar la relacién entre el conjunto de soluciones obtenidas y la interseccion de los planos
M, :Xx-3y=-2 y M :-Xx+32=2



O x+ y+z= 3+A 51 1 13+)\H F,-F, 81 1 1 3+)\H H1 1 1 3+)\H

H x-3y =-—2 001 -3 0|-2@0FA-0 -4 -1-5-A0FHB_ -4 -1|-5-A 0
H-x+ 3z= 2 51 0 3] 2 § D 1 4|5+r( D 0 15/15+3A(
O y=+2
Ox+y+z= 3+)\DDE?DDE_.X+1+A+1+A—3+A_>x+2+@—3+)\_>x—1+)\-a—1 32
0 5 5 5 5
D% 4y +z = 5+)\DD_1|]§_>4y+1+%—5+)\_>4y 5+)\—1—%—4+%—>y—1+%
U
. 52=5+}\_>z=5+)\=1+A
E 5
. . . L 3A A A
El Sistema es Compatible Determinado A CIIR de solucion: x =1 +? ;y =1 +§ ;z=1 +§
0
a 2+ Ox =
x-3y =2 . DOH3y =2-3y=-2-p-y= 3“ A ‘;u )
M, NT, = [ M - O 04 Or=gy=—+-0#fH .
X +3z2=2 O-u +3z2=2-3z2=2+U > z= s O S’ 3
3 D2:_+E
5" 3 3
O
EX:23U 2 2 E H 2 ZH X 2 2
OF¥ _r=gy=2+v Or=00,2,2Bvd3,11)0r=d g '3'300r=X=y-222-2
0’3 03’3 373 73
2 dv=(3,11]
Uz=2+y
5™ 3

. ., _X 2 2 .
La interseccién de los planos T, y Th eslarectar = 3 =y "3 =z "3 y la solucién del

sistema es un punto de dicha recta como queda demostrado al comprobar:

3\
1+ —
PH+Q,1+A,1+AH]rE§:y—E:Z—EH S —1+A—g:1+l—g_,1+5:1+5:1+5
o b5 5 50 3 3 3 3 5 3 5 3 3 5 3 5 3 5
39. Dadas las matrices
EGOE BS4812E EIOOE
A=10 3 2r B=10 18 12 e I=® 1 O
B o 1F Ho o s6F 6 o 1F

se pide:

a) Justificar que la matriz A tiene inversa y obtener razonadamente la matriz inversa A™.




Al

O O Ww
o w o

3@=9#0 - OA™

-~ N O
O O -~
Il

o W N
- N O

!

Obtendremos la matriz inversa de A por el método de Gauss:

B 6 0|1
0320
D0 10

P
oh'th o

0

0 OH F,-2F, EB 0 -4(1 -2 OH

1 ommBth-m 3 o |0 1 -2000tH-
0 0

0 1F D0 1]00 1t

001 -2 4f , . FOO|f-2 ¢

30(0 1 -2008030-m 1 0{0 ! -2

0 1[0 0 1§ D0 1[0 0 1

b) Calcular, razonadamente, el determinante de la matriz 3A™.

1 -2 4
1 -2
[3A7|=|0 1 -2 1#10 5 =103 =3
3

c) Obtener los valores reales x, y, z que verifiquen la ecuacion xl1+y A +z A?=B.

@605960593612E

A2=0 3 200 3 20 9

8 LC
H o 1HH o 1HF o 1F
M0 0 [B 600 [ 36 120 [18 48 12
X0 1 OCFy[® 3 20wz 9 8r=r0 18 1200
Ho1H HBo1H H o 1HH o &
X 0 O By 6y O[] [9z 36z 12z[] [8 48 12[
O x O[O0 3y 2y#[0 9z 8z[=00 18 120
o xHH o yHH o zHH o e
x+3y+9z2=180 $3v=90
6y + 32 = 48 | XToy=vo x=30
=12 ., V712 o x=3f
X+3y+92:1SHDEqu+:23§jZEDE QZ:ZED x=3 o y=2 ; z=1
=120 =40 -
2y +8z=12 cry=5E x=3H

Xty+z=6




40. Escribir para qué valores de A tiene una Unica solucion el sistema

O x+ y+ z=1
E X+2y+3z=3
H3x+4y+3z=)\

y obtener razonadamente para qué valores de A el sistema tiene infinitas soluciones.

Ox+ y+ z=1 1 11 e B 11 1 1 1 1T H

L —

0O x+2y+3z=30 0 2 3|3mbtHm_mo 1 2 2 mbfa_m 1 2 2 [
_ O O O

Hox+4y +3z=xA 5 4 3|AB 0 1 aA-3|A-3FH 0 0 A-5/A-5

y=0
X+ y+ z=10Ff1 -x+0+1=1 - x+1=1 - x=1-1=0
y+2z=20f y+20=2 . y+2=2 .y=2-2=0
(A-5)z=(A-5)OFCHY Lz =1

O
Ooooood

y =2—2pn
+y + z =101 ] -Xx +2-2u+1=1 - X +2 —1=1 X =1 —2 +p1=—1+pL
y +2z =2 T -y +2u=2 —y =2 —21L
0 =0 —EISistema es Compatible Indeterminado y tiene infinitas solucione

Si A=5 S.C.l

Ooooogo

Si A#5 — S.C.D.:ElSistema es Compatible Determinado y tiene un Unica soluciéon ( x =0;y =0

Dar el significado geométrico del hecho de que el sistema tenga infinitas soluciones, y
recordar que cada una de las ecuaciones del sistema representan a un plano.

D =-1+ u OP(-1,2,0)
Si A =5 - Los tres planos se cortan en larecta rEEy: 2-2u0r=g-" 7
av=(1,-2,1)
Hz=
Or=(x,y,z)=(-1,2,0)+pd1,-2,1) O rz#:%:%ﬂ I'EX+1:_y2+2=Z

Si A #5 - Los tres planos se cortan en el punto ( 0,0,1 )

41. Probar que para un valor real de m el sistema

O x+ y+ z=1
Ex+2y+3z=4
H3x+5y+mz=9

es indeterminado. Para ese valor de m encontrar todas las soluciones del sistema. Interpretar
geomeétricamente el significado del sistema.



Ox+y+z=1 @ 1 110 me @ 1 1 |10 o1 1|1
Hx+2y+3z=400 2 34mbth_-mom 1 2 |[3moftk-.0 1 2 |30
Hex +5y +mz=9 B 5 m|oQ 0 2 m-3|65 o 0o m-7|oH

y=3

Ox+ y+ z=10OM -x+3+0=1 - x+3=1 . x=1-3=-2

O

O
O 0 y+2z=30Ff -y+20 =3 - y+0=3 ., y=3
5 (m-7)z=000TfM -z =0
O
Sim=7:
] y=3—2A
% X+ y+ z=1000 -x+3—2A+A=1 - x+3 —A=1 . x=1-3+A=-2+A
0 y+2z =30 .y +2A =3 .y =3 —2A
| _
0 0=0 —.S.ClI
O

Si m =7 O El Sistema es Compatible Indeterminado cuyas infinitas soluciones son:
Ox =-2+A
s.c.l.Hy=3-2x oaDIR

sz A

Si m #7 [0 El Sistema es Compatible Determinado cuya soluciéon es :
Ox =-2

S.C.D. Ey =3 [ Los tres planos representados por las tres ecuaciones se cortan en el punto (- 2,3,0 )

BZZO

Si m=70 Los tres planos representados por las tres ecuaciones se cortan enlarecta:
Ox=-2+A

rE%y=3—2m rz%f(-z,&o) Or=(x,y,z)=(-2,3,0)+r[1,-2,1) 0
T= av=(1,-2,1)
- _y+2 v =-
DrEX:2=y;2=Z1O_>rEX+2=y;2=Z|:| rE%X-l-Z_ 3 _,rEEBX y _2
Ax+2=z ox =-z=-

42. Dado el sistema
Ox+ y+ z=2
E X+2y+ z=3
H3x+5y+mz=8

obtener para qué valores reales de m tiene una unica solucion y calcularla para cada uno de
esos valores de m.



Ox+y+z=2 [ 1 1]2 A BT 1 |2[ g1 1|2
Ex+2y+ z=30MmDm 2 13- 1 o ([1mBEBtR_m 1 o0 |[10O
Cax+5y +mz=8 (3 5 m|8Q 0 2 m-3|2H o 0 m-3|o5
O y=1
Ex+ y+ z=20F .x+14+0=2 . x+1=2 . x=2—-1=1
O 0O y =1
83 (m-3)z=000t13 -2z =0
O
Sim=3:
O y=1
%x+y+z=2[lﬁ_@—>x+1+)\=2—>x=2—1—)\=1—7\ Ox =1-A
0O y =1 [0 S.istema Compatible Indeterminado Ey =1
. 0=0 He= A
O
Sim=#=3:
Ox =1
Sistema Compatible Determinado %y =1
HZZO
43. Dado el sistema de ecuaciones lineales
O a+3)ox- 4y - 2z=4
0
0 X - 2y-(a+2)z=2
H 2x+(a+3)0y- 22=4
se pide, razonando las respuestas:
a) Justificar que para el valor de a =0 el sistema es incompatible.
Sia=0:
O3x—-4y—-2z=4 [ x—-2y—-2z=2 -2 -2 ZE F, -3, -2 -2 ZB y
O _ O _ - B
0 x-2y-2z=2 - 03x-4y-2z=40 38 -4 -2/4mBtH_-m® 2 4 |-20e0-
Hox+3y-2z=4 Hox+3y-2z=4 2 3 -2|4f B 1 2|0f

i B1 -2 -2|2 EF -2 -2 ZH Bx—Zy—Zz: 2
g0 - 1 2 |-1mbBh-m 1 2 |-100Qg y+2z=-1
g) 1 210 E E) 0O 0|1 E H 0# 1 - Sistemalncompatible

b) Determinar los valores del parametro O para los que el sistema es compatible y

determinado.




X - 2y-(a+2)z=2 {1 -2 -a-2
(a+3])0- 4y - 2z=4 0 m+3 -4 -2
2x+(a-3)0y - 22=4 B2 a-3 -2

ZH F,-[ a+3 )E,
agn 0o o
40

0
2
4-20a+3]
0

I |

F,-( a+3 ), -2 -a-2

D0F#HO0-m -4+20a+3) -2-(a+3|0-a-2]
D a-3+4 ~2-20-a-2)

oo -2 ~a-2 2
LD -4+2a+6 -2-(-a?-20-3a-6]|4-20-60-

D a+t ~2+20 +4 0 £

mo-2 -a-2 |2 oo-2 —a-2
- 20+2 a?-5a+4|-20-200 0 - 0 2a+2 a?-5a+4

D oa+1 2042 | 0 D0 4u+4-a’-50-4

-2 -a-2 2 g Ox- 2y - (a+2)z=2

_ O 20+2 a?-5a+4|-20-200  (2a+2)y+|a?-50+4)z=-20-2

D0 ~oa’-a |2a+28 H ~afa+1)Z=20a+1)

—

I |

2 d
—20—2[|—>
2a+2

Sia+120 (az-1):

2y - (a+2])xZ= 2 S

(20+2)0y+|a? 50 +4 ]z =20 -2 nfm-

~alz= ZDWﬁaZ::E

Q

—

- 2y- (a+2]ES= 2 - 2y+  2+0= 2
0
0
0

8 o o 60 +4
20+2|0y=12+— - y= = =
( ar )Ey +0( y 20+2 o+ or[(]a+1)

qyo 12048 4 120+8 4fQa+1)_120+8-4a-4_ Ba+4
aa+1) o afa+1] ala+1] afa+1] ada+1)

Si a #£-1,0 el Sistema es Compatible Determinado de soluci
O _ 8a+4
ada+ﬂ

S.C.D gy_ana:qj[]a[MR-{-Lo}

DX
0
0
0  oba+4
0
0
o -2

3" 0

c) Resolver el sistema para el valor del parametro O para el cual es compatible
indeterminado.




Si a =—1 el Sistema es Compatible Indeterminado de solucion :

| y=A

Sx-Zy-z=2ElETﬂi‘]—>x—2)\—p=2—>x=2+27\+u OX =2 +2A+L
s.Cl.5 0=0 OosclLHy=a

5 0=0 He = H

O

44. Dado el sistema de ecuaciones lineales

O x+ y+ z=A
Hox +3y + 52 =2
Hax +5y + A2z =1

Dependiente del parametro A, se pide:

a) Determinar para qué valores de A el sistema es compatible determinado, compatible
indeterminado e incompatible.

O x+ y+ z=A EF11)\E

Hox +3y+5z=20 A=[2 3 5|2

Hax +5y +Az =1 B 5 N1
11 1

|A|=|2 3 5 |=3N+15+10-9-25-2"> =A> -9=0 - A2 =9 . A =9 =23
3 5 N

SiA=-3,3:0 rg( A ) =rg( A \ B ) =3 =n°deincdégnitas — Sistema Compatible Determinado

SiA=-3:
11 -3
3 5 2|=5+10-81+75-18-3=90-102=-12%0 ~rg(A|B)=3%rg(A)=2 Sl
5 9 1

113 !
35 2[: 5+ 10+ 81 T5- 18- 3: 96- 96: 0

591 ﬂ

|

2 5 |5+ 6+ 54- 45- 18- 2: 65- 650 1 - g A| B 2:1g A <P SCL
391

23 2|=316+30-27-10-2:39-39:0
351

e L N R e e e}



SiA =-3 O Sistema Incompatible
SiA = 3 [0 Sistema Compatible Indeterminado
SiAOIR-{-3,3} O Sistema Compatible Determinado

b) Obtener el conjunto S de las soluciones del sistema para el caso compatible
indeterminado.

Ox+y+z=3 [@ 1 13 ras [ 1 1/3( A1 130
sz+3y+5z=25[2 3 5)12mbBth_m 1 3|—4mBEB_ 1 3|-40
Cex+5y+9z=1 3 5 9|1 0 2 6|-85 0 o0 o|og

O y=—4-3u
gx+y+ z= 300TMO -x—-4-3u+p=3 - x—4-2Uu=3 - x=3+4+2u=7 +2
OO0 y+3z=—0O% .y+3u=—4 - y=—4-3u

O —
0 0=0
(|

X = 7 +21
S=(x,y,z)/%y=—4—3u Oud

He= n

c) Obtener el vector de S ortogonal ( perpendicular ) al vector (1,1, 2).

sOS/sOv=(1,1,2) o s@ =0 —(7+2u,-4-3u,1)f11,1,2) =0 -7 +2u-4-3u+2pu=0 _
9, -

~Hu+3=0 - pu=-3 s =(1 3)

45. Para cada terna de nimeros reales ( x, y, z ) se consideran las matrices

S AN F x 1H

A= 1 -1g, B= y —-10

B 5 s5H Bz -1

a) Calcular los determinantes de las matrices A y B.

Xy z
|A|=|1 1 -1|=5x-3y+5z-3z-5y +5x =10x -8y +2z
3 5 5
2 x 1
|[B|=[1 y —1|=-2y-2x+2z-2y+2z+x=-Xx-4y +3z
2 z -1

b) Parax=y=2z=1, calcular el determinante de la matriz producto A B.




Hallando la matriz producto y luego calculando su determinante:

Six=y=z=1:
1 1HD
A= 1 —mD
0 _ _
%55% _5111%21 0o 3 -1p _531_
SAB=[1 1 -1007 1 —15 01 1 10 |AB[=|1 1 1=
P 1HD B 5 sH 1 -1 B1 13 -7H 21 13 -7
B=m1—1DD
B 1 -1

=-36+63-13+21-65+21=105-113 =-8

O bien podemos aplicar la propiedad de que el determinante del producto de dos matrices
cuadradas es igual al producto de los determinantes de cada una de las matrices:

Si x= 1:

y=z=
11 1 0
|A|=[1 1 -1/=5-345-3-5+5=10-8+2=4
35 5 0
J|am|=|A|g8|=4d-2)=-8
21 1 0
|B|=1 1 -1 =-2-2+1-2+2+1=-1-4+3=-2E
2 1 -1 ]

c) Obtener, razonadamente, para qué valores de x , y, z, ninguna de las matrices A y B tiene
inversa.

DA" < |A[=08 [010x-8y+2z=0_ O5x-4y+ z=0_ ., O5x-dy=A0EWH .0
_1 O- 00 0Bt -
0B H|B|=Oa 0-x-4y+3z2=0 Ox+4y-3z=0 0x+4y=3\ - x=-4y+3\ - 00

O~ 50 -4y+3\)-4y=-A - -20y+15\ -4y = -A - -24y=-16) - 3y =2\ y=%

0. x=aPip =B R
3 3 3
0.2
S
1 Ox= [
DATODB G, -2\ OADR OEFM#M . DA ONB  Hy=2u |
o 3 Hz =3y
0
0z=A




46. Para cada namero real A , M( A ) es la matriz

3 A
M(A)=r2 1 ZE

B A -1F

Se pide:

a) Obtener el determinante de la matriz M( 7\) , Y justificar que para cualquier numero real
A existe la matriz M( A )" inversade M(A) .

3 A
1 2
A -1

detM( A ) = =4 +BA+2N — N2 —8A+6 =A% —2A +2

> N b

M(A)™" < detM(A)Z0 « A2 —2A+2 %0

2:22-402 _2+J4-8 _2x/-4 :2:”/456—11 :212\/—_1:“\/_—1
2 2 2 B

N -2\ +2=0 > A=
20 2

PAOIR/A =2A+2=00 A2 =2A+2z0 0 det M(A)z00 CM( A )™

b) Calcular la matriz M(0)™.

H 3 of
M(o)=2 1 2¢C
B o -1t
# 3 0|1 0 0 @ 3 o|1 0 of # 0 12|-2 6 0[ Fwzs
@ 1 20 1 0off-m -1 4 (-1 2 oo -1 4 |-1 2 o[
B o -1jo 0 15 B o -1o0 o 15 B o -10 o 17
1
7|E1
F1+12E35400—26125‘1F2Hoo—%g 3 ES I B
o™ .o -1 0|-1 2 4@m™-m® 1 0|1 -2 -4 M(0)" =01 -2 -4
B o -10 o 175 oo 1o o -1f Ho o -

c) SiA=M(8), B=M(4) y C=M{(3), calculese, razonadamente, el determinante de la
matriz producto A B C".

@ 3 8[ @ 3 4r @ 3 3[
A=M(8)=2 1 2C: B=M(4)=@2 1 2C: C=M(3)=2 1 2rC
B 8 —1fF H a4 -1F B 3 -1F



4 3 8
|A|=|2 1 2 |=-4+48+128-64-64+6 =50
8 8 -1
@ 3 40100[ 5 [ 3 4|1 0 0f B 3 4]1 0 0f
B'OD® 1 2|0 1 00BFM-m -1 0|-12 odBB-m -1 0|-1 2 omof¥h-
% 4 -1)0 0 13 D 1 -5/-10 17 D 0 -5/-2 2 1
1
%1
0 4|-260 0 0 0]-18 38 4f]
of#B-m -1 0o |-1 2 ommfftB-oo -1 o |-1 2 omoFO-
P 0 -5/-2 2 1 0 0 -5/-2 2 1f
1,
29':2 9 19 1 9 19 1
e 0 907w % s p w0 50
Ocfd-m 1 0/ 1 -2 000B'=01 -2 00O
Do 12 -2z -1 Oz _2 _a0
5 5 50 Us 5 5]
-2 19 1
10 10 5
8= 1 -2 0= 182 4 19 1. 2_1 . 4_5_1
. . 50 25 25 50 50 25 50 50 50 10
5 5 5
@ 3 3[100f 25+ [ 3 3|1 00
c'om® 1 2(0 1 omtFFBE-m -1 1 |-1 2 omobth -
0 0
B 3 -1/0 0 17 B 3 -13|-3 0 47
@ 3 3|1 0 of M 0 6 |-2 6 O s
ot -1 1 |-1 2 ombEBE-o -1 1 |-1 2 omHEE-
H 0 -10(-6 6 47 0 0 -10/-6 6 47
I,
4
—[F,
0 0 0-28 48 120 9 [ 0 0[-F ¥ {f Fi 2
nffrffs .00 -10 0 |-16 26 4DOMW - 1 0 g -% -zpct=p8 -2
O 0 0 0
o o -10[-6 6 4 S B -
-7 12 3
Gk o _u _2|._185_72 72 117 42 192 _351 326 _25 _1
° % S 125 125 125 125 125 125 125 125 125 5
5 75 7%
A[B_1[C_1‘:|A|[‘]B_1‘[‘]C_1‘:50D1_|]1_:@:1
105 5

I al|w

[S1 SEEINY

rrrTi



47. Calcular el vector X =¥ C que verifique AX + B = C . siendo

H ©° o HE HE
A=@# 2 0C, B=yr , C=m3BC
B 5 st B BE
azisyrex =70 5508 .0
+ + = -
H ° OBEH BH EH x HBPERE g7 - Zs
# 2 omwm:camm 4x+2y [*+I7Y0= 800 u 2y+4x=1DFirﬂ~y=7
% 5 300 RH BH Mx+sy+3zd RH BH & E X =1
x=1;y= =3 -3 15 17
ooodoe - 3z+5%+6D 7—>3z—?+6 7 - 6z-15+12=14 - 6z-3 = 14—>z—E
H'E
X=FHC
0, C
O6 C

48. Con la inversa de la matriz g

resuelve
2 E

O02x+3y=8
Hax +2y =8

Obtén razonadamente la matriz inversa de una matriz A, cuadrada y de orden 3 , sabiendo
que A2+ A =1, donde
0 OE
0 1 OC

# o 1

”)Humﬁé ‘ Humw@g ‘ H@w%
R A

1

4

N |—

~l—

YN



-l

A2+A=l o AfA+I)=I o ATADA+I)=AT O IfA+1)=A" & A+I=A"

Eaﬂ ajp a13H Hl 0 OH 5311+1 ap ds E

AT =A+]= [By 8y, a,p0Ot[M 1 00=0ay axp+t1 ay C
U 0 0 L
31 Az dz[] Eb 0 10 O as; az axtie

49, Dado el sistema de ecuaciones lineales

OAX +2z =0
H Ay—z=A
H x+3y+ z=5

Dependiente del parametro real A, se pide:

a) Determinar para qué valores de A el sistema es: compatible determinado, compatible
indeterminado e incompatible.

DA +2z=0 [\ 0 20 A0 2
H Ay-z=A0D A -1AO0[A|=]0 A -1|=XR-20+3A =M +A=0 - Af{A+1)=0 -
Hx+3y+z=5 [ 3 1|50 13 1

OA=0
T EA+1=0 - A=



Sia=-1,0 (AOIR-{-1,0}): rg(A)=rg(A|B)=n°deincognitas =3 0 S.C.D.
SiA=-1,0: rg(A):2 <n®°deincognitas =3 O S.C.l. o S.I.

Si A=-1:
51 0O 2 OH 0 2 O

O 0
/5 3 1|55 |3 1 5

SiA=0:

0o 2 o] O

50 -1 0[=07

03 1 5 O

0 O

O O

m o 2000 go 2 0 [
(A|B)=m o0 -1jooo Ho -1 o|=0Horg(A|B)=2=rg(A)D sCl

73 1)5g H3 1 5] 8

0 0

0o 2 o] O

do -1 0l=0p

H3 1 5/ H

(A|B)=0 -1 -1|-100|-1 -1 -1|=-6+10=4%00rg(A|B)=3=rg(A)=20 SI

b) Obtener las soluciones en los casos compatible determinado y compatible

indeterminado.

Sirz-1,0 ( AO IR-[ -1,0} ) : Sistema Compatible Determinado

0 z+3y+ x=5 51 3 1SH F,-2F, H1 3 1 5
Hoz  +ax=0002 0 Alom Bt -6 A-2|-1000BFcf Yo

-z+Ay- =A B1 A OAR D A+3 1 |A+5f
3 1 5 0
0 . D -6 -2 -10 0-
0 6+M\-2)\+3\-6(6\+30-10\-307
0 (e
Oz+3y+ x= sotmnim.ze3d 3o 4 o5 o
A+T A+

3 1 |50 B ™
- -6 A-2|-1000 % —6y+()\—2)D(:—10DIX]_ﬁ_>—6y+(A—2)D}%:—1O_>D

g o

0 M +A|-4A _

? 0o (A+1) k== 4000 - x=—2
E +1
ey A2 g g 2dh-2) o a4 SA+5-2hd
A+1 +1 A+1 A+1 A+1

_3A+9 _A+3
I
Qoo g+ 94 o BA+5_ . . BA+5_5A+5-3A-5_ 2\

A+ R AN+1 . A+l A+



Si A =0/ Sistema Compatible Indeterminado ) :
OX+3y+z=5 _ Ox =5-3u
E 22:ODEX+3y =5D[Iﬁ—»x+3u=5—»x=5-3umgy: 4 OpOIR
H -z=0 u z=0 HZZO
SiA#-1,0 ( A DIR-{ -1,0} ) [ Sistema Compatible Determinado ] :
=4 . ycA¥S 2
A+1 A+1 A+1

50. a) Calcular las matrices reales cuadradas de orden 3, X e Y, que satisfacen las ecuaciones

siguientes:
_ 0 1E| H1 -1 OH
B Yo donde B=D 110 y C=g1 1 1O
b - B o 1H Ht 1 1H
i
02X+Y=B_ 02 1|BLC 02 1| B 0 0p¥X+Y=B- 2X=B-Y. X=
0, .v_~0 1 oo B - g 00 [ 2C-B 1
DX'ZY—C D1 -2 CD DO -5 2C'BD 0 -5Y=2C-B. Y= -2 C+-[B
i - 5 5
- 2 2 1 1 _ 1 2 1
o 4055 04 O] s s sh
Y=-—-[C+-B=0% -2 -Zp+0 ! 1lpg=02 -1 -1p
0 % 05 _p 40 Boo 0 0e -z il
T5 "5 50 50 05 "5 5l
g 2O s wlfs s sl
X=-B--X=m 1 i0-0¢ -2+ -d0=0-% & &
2.2 00 1f 5-1 -1 -addi 13g
200 [ 5 100 05 5 50







GEOMETRIA

Se consideran las rectas:

X z-2 x-2 'y _ z+1
r-—=y-1= s — === ——
-1 -2 6 2 2

a) Determinar la ecuaciéon de la recta t que corta ar y s y que contiene al origen de
coordenadas.

En primer lugar vamos a determinar la posicion relativa de ambas rectas:

Como la ecuacion continua de una recta en el espacio dada por un punto P (Xp 'Yp,Zp ) y su

X+Xp _Y*Yp _2%7p ,
= = las rectas r y s se definen como:

vector director v =(v,,v,,v,) es =

Vi Vo Vs
Ox =-A
FE%P_(O;;}_ZZ))D rEEy:—1+)\ conAOR
= =hhs Hz =-2-2x
Ox =-2+6y
0Q(-2,0,1) 0
=r- = =2 OR
s 532(6’2,2)Ds ay =2y cony

Hz=1+2y



Puesto que sus vectores no son proporcionales, las rectas r y s no son paralelas ni
coincidentes. Para saber si se cortan o se cruzan, necesitamos calcular el determinante formado
por los vectores PQ =(—2,1,3), r=(—1.1,2) ys=(6,2,2):

-2 1 3
-1 1 =2
6 2 2

=202 +1(-2)B +3 (1) 2 -3 0B —10-1) 2 —(—2){r2) 2 =

=—4-12-6-18+2—-8=-36 %0 -PQ , r y S no son coplanarios y las rectas se cruzan.

La recta t buscada sera la interseccion de dos planos, uno que contiene a la recta r y al origen de
coordenadas; y el otro que contiene a la recta s y también al origen de coordenadas:

EDO(O’O’O) 0 m=OX =aOP +BOR a,OR O
or =(x.y,z) =(0,-1,-2) +A(-1,1,-2)
X=—f - B=—x
0 7= (xy.2) =(0,00) +a(0-1-2) +B~1,1,-2) 0 B =—a+BO0 .y =—a-x - —a =y +x
H=-20-2B - z=-2a+2x 00 -z =2y +4x O
0 m=4x+2y—-z=0
00 (0,0,0 S
Egsi(x,y,)z):(—2,0,1)+y(6,2,2)D n=0X=580Q+¢0S jeR [O
[k = 25 +6¢ 0 FTE9 - x = -25+3y O P71 . O
O 1t=(x,y,z) =(0,00) +5-2,0,1)+¢(6,2,2) O Ey:Zg
%:6+28Dﬁﬁ—>z:6+y—>6:z—y
O-x=-2z+5y 0 m=x-5y+2z2=0

D4x+2y z=0
D< 5y+2z=0

Si queremos representar la recta de todas las formas posibles resolvemos el sistema anterior:

D4x+2y 270 o o D4x+2y =00 - 405y —2u) +2y-u=0 ~ O

[P< S5y+2z=0 D( 5y+2u=0 » x =5y -2u
- _ _Su _5 oM _45u-44p _
0. 20y —8u+2y-u=0 - 22y-9u=0 - y=—b [ x=5FH—gy=H" 2 _ K
y-ou+ziy-y y-9H y 22 X 52 M 22 22
O _ M
|j(:_
22 (0,0,0)

A o B 9u H) i 22y
t=y=—-0 t=(x, ,z=B—,—, Hot= 1 9 [d0t=22x=—"=>=z
2 722 y.2) = Lo HE E=E§,Z,1§ 9
0z=H

-

b) Determinar la minima distancia entre las rectasry s.

Consideraremos el plano Tlque contiene a la recta r y es paralelo a la recta s, para ello debe
contener al punto P y a los vectores r y s, cuyo vector director seria n =r >=s:



oP(0,-1,-2) X y+1 z+2
1= %F_(—M- )0 m=l-1 1 -2|=

Hs=(6.2,2) 31 1
=xO0+(y+1){-2)B+(z+2)g-1)0-(z+2) OB -y +1)f-1) O -x0-2) =
=x+2x-60y+1)+(y+1)-(z+2) -3z +2)=3x -5y +1) -4z +2) =3x -5y -5-4z-8 =
=3x-5y-4z-13=0

A continuacién consideraremos una recta v perpendicular a Tly que corte a la recta s en el
punto Q, por ello estara definida por vector v =( 3,-5,-4 ) y el mismo punto Q:

V= T O VE%y:—5O conc OR
¥ =(3,-5.-4] Hz =1-40

Ahora consideraremos el punto Q' , proyeccion de Q sobre el plano TT, es decir, interseccién
de larectavy el plano TL:

v =(xy,2) =(-2,0,1) +o({3,-5,-4)

Q'=[

x5y 421320 0 3[-2+30)-50-50)-41-40]-13=0 _

- 6+90+250-4+160-13=0 - 500-23 =0 - 500 = 23—»0—§D

50

0aBoia?d 522 1.4 23H-F100+69 115 50-920_ 5—1 115 -42
0 50" 50° 500 0 50 50’

50 50 O 050 " 50 ° 50

d(r,s)=d(n-s)=d(rco)=d(Q',Q)=\TQ\=IQ—Q'I=‘(—Z=O=” 5 50 54029

‘Ez _0_1151 42 ‘B1oo+31 115 5o+42§ ‘ 69 115 92

50 50 0 50 50 050 ° 50 ' 50

\/stgg B__s \/ 4761 , 13225 8464 \/26450 :\/ 2645 _
05

0O [ 50 2500 | 2500 « 2500 2500 250
/ _ /529 23 23
J50 J25E2 - J25 G/_ 542

N
w

d(r,s)=

5

2. Dados los puntos A(2,2,3)yB(0,-2,1), hallar el punto, o los puntos, de la recta
2 -_
r: X=2_¥ z— que equidistan de A y B.

3 -1
P(x,y,z)[lr
0Q(2,0,4) D =2+3A
r=0 0 r=(x,y,2)=(2,0,4)+AM3,-1,2)0r=Hy = -A
or(3.-1.2) F=a-+2x



P(2+3\,-A,4+2)\)0Or

dist ( AP) =‘ AP ‘ = (3A,-2-A,1+27) | =/(BN)? +(—2 —A)? +(1+22)2 =

=VON +22 +4A+4 +4N +AN+1 =+/14N2 +8A +5

dist (BP) =‘ BP ‘ =[(2+3%,2-A,3 +2\) | =/(2 +3A)2 +(2—A)Z +(3+2A)2 =

=VON +12A+4 + )02 —4A+4 +4N +12A+9 =+/14N2 +20A +17

dist AP = dist (BP) 0 v14A2 +8) +5 =147 + 20X +17 [ 14X2 +8) +5 =14)\? + 20\ +17 [
0 14N —=14)\ +8A =20\ =17 =50 ~12A =120 )\:%:—1

P(—1,1,2)

3. Determine razonadamente si el plano que pasa por los puntos (0,0,1), (1,1,-1) vy
(2, -1, 0) tiene o no puntos en comun con el plano que pasa por los puntos (3,2, -4 ),
('3!'3!7)y(2!2!'3)'

oP(0,0,1) OP(0,0,1)
n=Ha(1,1,-1)0 n=HPQ =(1,1,-2) O n=(x,y,2)=(0,0,1)+arf1,1,-2) +ph2,-1,-1) O
HR(2,-1,0) HPR=(2,-1,-1)
Ox =a+2p3 x y z-1
Dn55y=a-[3 Om={1 1 -2 |=0-m=—x-4y—(z-1)-2z-1)+y-2x=
Hz=1-2a-p 2 -1 -1

=-38x-3y-z+1-2z+2=-3x-3y-3z+3=0 - x+y+z-1=0 - n=(1,1,1)

0s(3,2,-4) 0S(3,2,-4)
n=HT(-3,-3,7)0 n=HST=(-6,-5 ,11) 0 m=(x,y,2) =(3,2,-4 ) +a {-6,-5,11) +pf-1,0,1) O
Hu(2,2,-3) Hsu=(-1,0 .,
Ox=3-6a-0B X-3 y-2 z+4
On=Hy=-2-5¢ Omn=| -6 -5 11 |=0-
Hz=4+110+p 10 1

~ m=-50x-3) -1y -2) +0{z+4) -5z +4) +6 (Jy —-2) -0 {x -3) =
= -5x+15-11y +22 -5z -20+6y —12 = -5x =5y -5z +5=0 — x+y+z-1=0 - n'=(1,1 1)
O=x+y+z-1=0

lanos =Ax+By+Cz+D =0 -
P y E;TEx+y+z—1:0



JA E E 2 planos coincidentes
N "B C D
- , A B _C
Posicion relativa de dos planos DE = o = ° £ o planos paralelos
HA B.,A_ C
— 0 — # — - planos que se cortanunarectar
EAI | Al CI
o . 11 1 -1_
Posicionrelativa de ity 1t — 1717170 =1 - Tty Tt son coincidentes

4. Dadoelplano m=5x-4y+z=0 ylarecta r:x= % =§ contenida en TL, obtener la recta s

contenida en TU que es perpendicular a r y que pasa por el origen de coordenadas.

[0(0,0,0)

TrEhon23)

T[E5x—4y+z=0Hﬁ=(5,_4,1) I’EX:%:

Es s on B Lk
s=p T esHN S _fen=l1 2 3|=2i+15]—4k —10k—j+12i=(14,14,-14) =(1,1,-1)
gs Cr —s IZIrSS 5 1

0(0,0,0)
5=(1,1,-1

5. Obtener la minima distancia entre dos particulas A y B cuyas posiciones vienen dadas por
(xA,yA,zA)=t(1 ,2,0) y (xB,yB,zB)=(2 ,—4,7)+t( -2 ,3,0) siendo t el tiempo en
segundos.

Calcular la minima distancia entre las rectas r E( X,Y, Z) =t( 1 ,2,0) y
s=(x,y,z)=(2,-4,7)+t(-2,3,0).

Justificar la no coincidencia de los dos resultados anteriores.

S )D SEX=Yy=-z

d(t) _‘ATB‘=\[(2,-4,7)+t[(]—2,3,0)]—t[(]1,2,0)\=\(2,-4,7)+t[(]—2,3,0)—t[(]1,2,o)\=

=|(2,-4,7)+t{~2,3,0)+t{-1,-2,0)| =|(2,-4,7) +t[{-3,1,0) | =| (2-3t,-4 +t,7) | =

= (2 -3t)2 +(—4 +1)2 +72 =/ot? —12t +4 +12 —8t +16 +49 =10t —20t +69 =(10t? —20t +69) 2
A -
d'(t)= 210tz - 20t+ 69 2f20t-20)=— 22720 -0 20t-20=0- 20t=20 - t=1
2 23/10t> - 20t + 69

dmin(ﬁ)m( 1) =102 —20 1 +69 =10 20 +69 = /59 = 7'681

2,-4,7)

~(~2.3,0) y PQ=(2,-4,7)

) =@
0 T B



2 -4 7
L 1 2 0
dist(rs):\ PQ,r,SH= -2 3 0f]_ |0+0+21+28-0—0| _ 49 _ 49 _
' x| i i k|| |odwog+sm+adi-og-om [(0.0.7)] Jao
1.2 0
-2 30

Ambos resultados no coinciden porque la distancia minima entre dos puntos que se mueven sobre
dos rectas que se cruzan no tiene por qué coincidir con la distancia minima entre las rectas.

-3 -5
X =y—2=zT y el punto P(-2,3,2),

6. Dados el plano M=x+2y—-z=2 |3 recta r=

perteneciente al plano TL, se pide:
c) Determinar la posicién relativa de Ty r.

TI=X +2y —z =2 . TI=Xx+2y —z—2 =0 —>ﬁ=(1,2,—1)

OA(3,2,5) g3
rzx_szy—zzz_s_,rslj» T DFE(3,2,5)+7\[(]2,114)D rEEy:2+)\
2 4 or=(2,14) b =5+4x

(3+2\)+202+A)=(5+4A)-2=0 - 3+2\+4+2A-5-4\-2=0+0A=0 - rO T

La recta r esta contenida en el plano 1.

d) Calcular la ecuacion de la recta t contenida en TU, que pasa por el punto P y que corta
perpendicularmente ar.

i j kK
t=|1 2 -1|=8i—2j+k —4k —4j+i =9i —6j —3k =(-3,2,1)
2 1 4
x =—-2-3y
ES§£E2,33,221))D t=(-2,3,2)+yll-3,2,1)O t=H =3+2y
S %=2+y
X+2 -3

e) Sea Q el punto de interseccién de r y t. Si s es la recta perpendicular al plano TUy que
contiene a P, y R es un punto cualquiera de s, probar que la recta determinada por Ry Q es
perpendicular ar.

03+2\ = -2-3y

QE2+)\=3+2yD ffT"Iﬁﬁ_.2+)\=3+2[ﬂ4)\+3) 5> 2+A=3+8\+6=8A+9 5 -7TA=7 5 A =-1
H5+4h =24y - y=4r+3
Ox=3+2[-1)=3-2=1

QHy=2+(-1=2-1=1 0 Q{1,1,1)
Hz=5+40-1=5-4=1



oP(-2,3,2) RZ 2o

s=0- ' < Os=(-2,3,2)+3[1,2,-1)0 s=0y= 3+25
Oos=n=(1,2,-1) B =2

ROs - (—2+5,3+26,2-6)

R
_ EQ((1,1,1) 0 RQ=(3-5,-2-25,-1+5]

RQ=
-2+5,3+25,2-3)

RQOr - RQOr - RQmE=0 - (3-5,-2-25,-1+3){2,1,4) =
=2(B -3 +(-2-20)+4{1+3 =6 —25-2-25-4+45=0-05=0 0 RQ Or

7. Dados el punto P(1,-1,2) yel plano t=2x-y+z-11=0 se pide:
a) Determinar el punto Q de interseccion del plano TU con la recta perpendicular a TU que
pasa por P. Hallar el punto R simétrico del punto P respecto del plano TL.

P (1,-1,2) X = 1+2A _1 1
r=p | - r=(1,-1,2)+At02,-11)Or=y=—t-Aa0r=X"=Y"1-, 5
Drsn:( -1,1) G= 242 2 -1

QOr o 201+2\) =(-1-A)+(2+A) =11=0 = 2+4A+1+A+2+A-11=0 - 6A-6=0 - A =1

Ox=1+20=1+2=3
oo _ _

Qoy=—1-1=-2 ] Q(3,_2,3)
Hz=2+1=3

PQ=(2,-1,1) _,dist(ﬁ):‘ﬁ‘:w/f +(—1)2 +12 =24 +1+1 =J6 =245
RQ=(2-2A, -1+A,1-A) — dist(RQ | = @‘=\/(2—2A)2+(—1+7\)2+(1—>\)2 =J6 -

S(2=2A)2 +(-1+A )2 +(1=7)? =6 = 4N =8A+4+A% —2A+1+A% —2A+1-6 =0 —

) =0 OA =0
”szoqxz

L BN —12A=0 - A2 =22 =0 ~ AN -2

Ox=1+2[2=1+4=5
ROy=-1-2=-3 O R(5,-3,4)
Hz=2+2=4

b) Obtener la ecuacién del plano paralelo al plano TU que contiene al punto H que se
encuentra a 5-/6 unidades del punto P en el sentido del vector PQ .

HQ=(2-2A, -1+A,1-A) = dist(%):‘%‘:\/(z—zx)z+(—1+>\)2 +(1-A)2 =46 =96 -
L(2=20) + (14X )P +(1-A)? =96 — 4N2 —BA+4 +A2 —2A +1+N2 -2\ +1-96 =0

JZZ—ani1s) _
BN —12A—00=0 — N —2A—15=0 - x = 2E¥2° 40015 _2+V64 2+8 Cqaa M
20 2 %\

Ox = 1+205 =1+10 =11
Hy=—1-5=-=6 O H(11,-6,7)
Hz=2+5=7

x—1+2[ﬂ 3)=1-6=-5
Hby=-1-(-3)=—1+3=2 O H(-5,2,-1)
Hz=2+(-3)=2-3=-1



Si tenemos dos puntos H, ¢ cual es el verdadero? Pues sera aquél cuya distancia al punto P sea de
5.6

a. SiH(11,-6,7):

dist (AP ) =|HP | =\[(10)? +52 +(—5)% =100 +25 +25 =150 =256 =+/25 (/6 =56
b, SIH(-5,2,-1):

dist (HP ) =|HP | =\/6% +(-3)? +3% =36 +9+9 =54 =96 =0 F6 =36

H(11,-6,7

HOT o 2011-(-6)+7+D=0 - 22+6+7+D=0 - 35+D=0 - D=-35

Tt=2x -y +z—-35=0

8. Dadas las rectas:

—ay=2
r_IZIx \'

Ox-z=1
'Hay+z=1

'Hy+z=3
Se pide:

a) Discutir su posicion relativa segun los valores del parametro a.

0 = -
@x—ay:ZDﬁ[ﬂ]ﬁx—aEﬂ—)\:Zﬁx—(1—)\]:2ax—‘|+)\:2ax:3—)\
r=(Q a
Day+z:1DE'EMay+)\:1ﬁay:‘|—)\ﬁy:ﬂ
: a
- O 1
Ox=3-A pB, <0
) ) _ —i
rEEy:1‘lD\D FEEB,l,OH+)\EH—1,-1,1HD rEé 0 a 0 ppx3.Y 2=z
n._a a o a 0 O a [ DF-H—1 M1 1H - -1
DZ:)\ a _D ’ aa 0
_Ox-z=10F0 - x=1+A
S=0

T Oy+z=30fM y=3-A

OX =1+A

SEEy:?)—)\I] 85(1’3’0)+)\[D1 ’_1’1)|:| SED9(1,3,0)
Hz =2



° Sia?ﬁO—»P_Q':H-Z,B-—,OE
[l a [
28500 1 102 . 1 1
4 -1 q]=2+-Hi0-0-2+B-10=2+3-1-243-1=420- rns
1 1 1 a [J ar] l a[ a a da

Si_a = 0 ambas rectas se cortan en el punto R (2,2, 1 si a tiene otro valor distinto se
cruzan sin cortarse.

b) Sia=1, calcular la distancia minima entre las dos rectasry s.

SO oP(3,1,0)
r=Hy=1-A O r=(3,1,0)+atf-1,-1,1) Or=p- \ " O op2X=3_y-1_
Hz—)\ Dr:('11'111) =1 —1

Hay dos métodos para hallar la distancia minima entre ambas rectas:
1°) ( CON FORMULA ):

QP =(2,-2,0)

i j ok
2 -2 0
| o C|@Pxr| |1 -1 ]| |-20+0-20 -2 -20-0| [-20-20-4&|
dist(r,s)=dist(P,s) = : = [(-1,-1.1)] - \/(_1)2 +(=1)2 +12 - J1+1+1 B
_[(-2,-2,-4)] _J(-2)* +(-2)* +(-4)* _Ja+a+16 _J24 _J3B _J3E/8 —JB =23
V3 V3 V3 NERNG V3

2°)  ( SIN FORMULA ):

nOr0__0OP(3,1,0)
|:|T[=|:|-. >

POng pgn=r={-1,-1,1

P'=mtns - -(1+A)=(3-A) +A+4=0 - -1-A-3+A+A+4=0 - A=0 - P'(1,3,0)=Q

)D nm=-x-y+z+D=0- -3-1+0+D=0-D=4 - n=-x-y+z+4=0

dist (r,s) =dist(P,P") :‘ W‘ = (—2,2,0)| =/ (—2)? +2% +02 =/ 4 +4 +0 =/ 8 =22
La distancia entre la rectar y la recta s es de V7.

9. Los planos m=x+y+z=4 m'=x-z=0, mw'=x+y =3 tienen un Unico punto en comun.
Se pide:
a) Determinarlo.



Ox +y +z =4 1 1 4E| F, —F, B 1 1 4 EI 2 B 11 4E| Cx +y+ z=4
Ex -z=0O@ 0 -1|o@mbBEFMM-©0 -1 -2 | 4@ 1 2 4|:|:|E y +2z =4
Fx+y =3 H 1 o|3H o o -1 -1H o 1158 H z=

y=2

O
I
E y+22=4EIEﬁ_>y+2=4_,y=4_2:2
% z =1

|

P(1,2,1)

b) Hallar las ecuaciones de las rectas en que cada uno de esos planos cortaa x = 0.

Sea m'"'=x=0:
Ox=0
=x+y+z=4 § = I -y=4-
r:T[ﬁT["'—.rEH;”_X YOZ DrEDytZ 400 -y=4 )\D rE%y:4—)\D
pr=x= ox=0 Hz= A
0r=(0,4,0)+r0{0,-1,1)
0 0 0z =0 SN
X—z= z=
r=rnnmn" -r=g Or=pg Dr'EEy:yD r'E(0,0,0)+yE(]O,1,0)
DXZO |:|X:0 HZ:O
0 _3 _3 Ox =0
e At =g Y CO0r=g SO0r=Hy=30r'=(0,3,0)+510,0 ,1)
x=0 DX:O HZ_5

¢) Volumen del tetraedro limitado por esos tres planos y el plano x = 0.

Los cuatro vértices del tetraedro seran las intersecciones de los planos. Puesto que uno de los
planos es x = 0, tres de los vértices del tetraedro estaran incluidos en dicho plano y seran las
intersecciones de las rectas halladas en el apartado anterior:

0 AHy=4 0 A[0,4,0)

O +z=4

r=[] Ox=0
] oe

Ur=p Hz=0



O =
Hr'sgz_g Ox=0
B U*=° opBHy=3 o B(0,3,0)

O Yy =3 B

r=sg HZ—O
H Ox =0
Dr"EDyig Ox =0

0x=% 5 cHy=3 o0 c(0,3,1)

H _EX:O Z-

El cuarto vértice sera la interseccion de los tres planos del apartado a), esdecirP (1,2, 1).

El volumen del tetraedro viene determinado por los vectores entre vértices:

St ro
-1 1 -
-1 2 -1

V = = —

fpoder-ss))

:‘%[(]1+1+0-o-2-1)

s =

10. Dados los puntos A(0,0,1),B(1,0,-1),C(0,1,2)yD(1,2,0), se pide:
a) Demostrar que los cuatro puntos no son coplanarios.

Quedara demostrado si demostramos que los cuatro puntos son los vértices de un tetraedro de
volumen distinto de 0.
-1 -1 2
1
s -1 -2 1
0 -2 -1

v:‘%cbo—cd]ﬁxﬁ)“:
Queda demostrado que los cuatro puntos no son coplanarios porque son los vértices de un
tetraedro de volumen distinto a 0.

1

:‘%[ﬁ-2+0+4-o-2+1)‘:‘EDH L

‘Z—us #0

1
6| 6

b) Hallar la ecuacién del plano TU determinado por los puntos A, By C.

OA(0,0,1)
n=HB(1,0,-1) 0 n=AX =a [AB+BIAC O ni=(x-0,y-0,z-1)=a{1,0,-2)+pH0,1,1) -
Hc(o,1,2)
Ox =a
~m=(x,y,z)=(0,0,1)+a1,0,-2)+pf0,1,1) 0 n=Hy =p 0
Hz =1-2a+p
x y z-1
Om=(1 0 -2|=0-m=0+0+(z-1)-0-y+2x=0 -~ m=2x-y+z-1=0
01 1

c¢) Hallar la distancia del punto D al plano TU.



0120 . { -]
e e
LELE NI ﬁ A ] -
Cxleyed o T dyhed
NE y e y
AR Raa
D-§2§Iz§+z:; Dg -21 ; ;Emﬁ’zmﬁag _51 -11 ;mﬁma
H y+z=2 B 1 1|25 D1 1|28
BZX— y+z:1DyD:%’DZ:lﬂ2x—ﬂ+1:1szi
Bz -1 1 1H a B 6 6 3
Dfffa - 5 -1|900 D'% Sy-z=90T8 .5y— =9 5y="2_ y="11
Do 6|1 @ E 6 6 6
5 62—1_>z—E
p=H*Y 1H oo =H 1 1F
O3 6 60 B 6 6[

dist( D, 1t) =dist(D,D") :W:\/Blg +H

1
BO O6

O
+
i

é:u1+1:£uwmm

O 9 36 36

11. Las bases de un paralelelipido son ABCD y EFGH, dondeA=(2,3,1),B=(4,3,1),
C(2,7,1)yE=(8,0,0). Se pide:

a) Coordenadas de D, F, Gy H.




b) Volumen del paralelelipido.

2 0 0
v:‘det(ﬁ,ﬁ,ﬁ)‘: 0O 4 0|/=[-8+0+0-0-0-0|=8u?
6 -3 -1

c) Altura del paralelelipido.

V=S[lh—>h:X
S

Como las bases son rectangulares:
S =| AB |(IAC | =[(2,0,0) [ 0,4,0) | =V27 +0% +0? J0? +47 +0? =4 (V16 =24 =8u

12. Dados el plano T=3x+2y-z+10 =0 y el punto P( 1,2,3 ) , se pide:
a) Ecuacion de la recta r perpendicular al plano Tlque pasa por el punto P.

s

M .
GRS VA DY R I




b) Hallar el punto Q interseccion de Ty r.

Bx+2y — z=-—10 Bx+2y —z=-10 H 2 -1 -10E|

Q=mnrO0QHex-3y =-40H2x-3y =—40@2 -3 0 | —4C08%RF
El —y—2z=—-28 EI y+2z = 8 %) 1 2 8%

2 -1]-10 B 2 -1]-10 , B 2 -1|-10H
O o -13 2 8 M _m -13 2 8 m@%qm -13 2 8
o1 2| 80 o o 281129 o 1| 48

O y=0
(3x +2y — z=—10 OFM .3x+2M— 4=-10 - 3x=—10+4 =—6 Lx=2 -
0§ —13y+2z= 8OFM¥ . —-13y+24 =8 - —13y+8=8 . 13y =8—-8=0 —y =0
- z= 4
O
=S

Q(-2,0,4)

c) Hallar el punto R interseccién de TU con el eje OY.

O y=0 3

CBx +2y — z=—10 Jf1% -3 [0 +2y — 0 =—10 — 2y =—10 ~y=%:45
R=1tnOY O R Ox = 0

| —

0 z= 0

H

R(0,-5,0)

d) Hallar el area del triangulo PQR.

i
A(PQR):%qjlf)xP_R":% 3 2 —1 :%¢6[h—]+21[ﬁ—2[§—9[]1+7[h‘:%[1](13,-10,19)\:
17

=%G/133 +(=10)? +192 :%El/169 +100 + 361 =%E\/630 =%I3/9 70 :%B@GF =%B%=12'55

13. Encontrar la distancia del origen a la recta determinada por la interseccion de los planos TTY,
y TG, sabiendo que la ecuacion de T es x+2y+z+4=0 y que TG es el plano que pasa por
los puntos (1,1,1),(1,2,3) y (2,0,0).



OA(1,1,1)

OA(1,1,1) O A

DB(123)D Ho = . ; ] K i
e B 1,2, T Ln=ABxAC=(0,1,2)x(1,-1,-1)=|0 1 2[=-+2[J+0-k-0+20

Hc(2,0,0) 1 -1 -1

H

Al1,1,1
O TrQE»( A1) Om=x+2y-z+D=0 - 1+21-1+D=0 - 1+2-1+D=0 - D=-20
on=(1,2,-1)

01 =x+2y-z—-2=0
x4V iz4+4=0 H X==2y+A-2
pe B EXF2YHZzHA=0 0 vz = A0 D FPID . 2y +A 4242y +A =4 - 2 =—6 - A=-3

O =x+2y-2-2=0 By ou 7= 208 Lx+2y-A= 2 & x=-2y+\+2

Ox=—2{Y-3+2=—1-21
rEEZ:L Or=(-1,0,-3)+y{-2,1,0) O rEéFP(:_(ig;so))
1°) ( SIN FORMULA ) :
L |
dst0r:dt0Q ) . i
000 Yz 12400 Ry 00T
H-2[f-1-2}y\+y:0+ 2049202 82 y:-gﬂ Q“gS{
| o100 ]

dist(O,r):dist(O,Q):‘3‘5‘51,2,35‘:\/51—§ +%§+32 = i+2i+9 =

5 O Vo 5
:J1+4+9ms :\/5+225 :\/230 _ 46 _ 2033,
25 25 25 \5

2°) (CON FORMULA ) :

; H K
1o -
_|oPxr| [|-2 1 o] [0+65-k-0-0+31| (356,-1)_

diSt(O,r) ‘I:‘ = ‘(_2,1,0)‘ - /(_2)2 +12 +02 [4 +1+0

_ 32 +62+(—1)* /32462 +(-1)® _Jo+36+1 _46 _ [46 ~3'033u
/5 J5 J5 NG 5

14. Sea r, la recta que pasa por los puntos A(1,0,2) y B(0,1,3). Sear; la recta que pasa
por los puntos c(o0,3,0) y D (1,2,1). Justificar si ry y r. se cruzan o no se cruzan. Hallar la

distanciaentreriyr,.



DA ) 0A(1,0,2) gx=1-A
"= )P =0 2B = 111)Dr15(1’012)+7\ﬁ(]-1,1,1)5r1EDy=>\ 0
- Y o = IR Hz:2+)\
_x=1____ _Ox+y-1=0
Dr1_—_1 =y=z-20 r1_%y—z+2:0
, =3¢l0.3.0) 5 - _gc(0.3,0) Or,=(0,30)+ [(]1—11)Dr=5xi23/— O
2=05(1,21) U5, 2B =(1,-1,1) 2 2 =10:3.0 )+ yEA-11) Do, =0y =3 -y
Hz=v
Or, = :y_3:zD r2§Dx+y—3:0
-1 y+z-3=0
Ox +y =1 HI 1 0 15 51 1 0 1 Ox +y =1
H y-z=2 m 1 -1|-20 1 -1|-20H vy-z=-2_ .
Ox+y =3 Ell 1 0 35351—@—»%) - zéjg O:2DS|stemaIncompat|bIe
H y+z=3 [ 1 1] 3( 1 1|30 B y+z=3

Puesto que ambas rectas no tienen ningun punto en comun por ser el Sistema Incompatible y que
no son paralelas por ser sus vectores distintos y no proporcionales, ambas rectas se cruzan.

El haz de planos de arista r; es: HEX+y—3+uEﬂy+z—3) =0-H Ex+(1+u)B/+u&—3u—3 =0
El plano de dicho haz paralelo a ri debe ser tal que el producto escalar de sus vectores directores es 0:
(=1,1,1) 01,1+, u) =0 = “1+1+u+p=0 —~ 2u=0 - u=0

m=x+(1+0)[y+0Z-3M-3=0 - m=x+y+0-0-3=0 - m=x+y-3=0

_ _ [1O+10+02-3| [1+0+0-3| |[-2| 2 2,2
dist{r,,r, ) =dist( A, 1T) = — = = =2 =22 = /2=1'414
is (r1 r2) |s( T[) i 100 a0 2 2 > u

15. Dados los puntos P (1,1,3),Q(0,1,0), se pide:

a) Hallar todos los puntos R tales que la distancia entre P y R sea igual a la distancia entre
Qy R. Describir dicho conjunto de puntos.

d(P,Q)=|Pa|=[(-1,0,-3)| =/(-1)* +0% +(=3)* =v1+0+9 =10
d(P,R):‘ﬁ‘=\(x-1,y-1,z-3)\=\/(x-1)2 +(y-1)2+(z—3)% =

=\/x2 —2x +1+y? —2y +1+z2 —6z +9 =\/x2 —2x +y? —2y +z? —6z +11

d(Q,R)=‘QﬁR‘z\(X~Y—1,Z)\=\/X2 +(y-1)? +22 =/x2 +y? —2y +1+2% =/x® +y2 —2y +z% +1

d(P,R)=d(Q,R) - X2 —2x+y2 -2y +22 —6z+11=/x2 +y2 -2y +22 +1
S x2=2x+y2 -2y +z2 —6z+11=x2+y? -2y +z2 +1 . 2x -2y —6z+11+2y -1=0 _
- 2x—-6z+10=0 - x+3x—-5=0

El conjunto de puntos R cuya distancia entre P v R es la misma que entre R es el plano.
perpendicular al segmento PQ por su punto medio ( plano mediatriz ) de ecuacién x + 3z -5 = 0.

b) Hallar todos los puntos S contenidos en la recta que pasa por P y Q que verifican
d(P,s)=2d(aQ,s).

r=EP(1’1’3) O r=EP(1’1’3) Or=(1,1,3)+A00-1,0,-3)0 r=§;i1_)\ O
0Q(0,1,0) or=PQ=(-1,0,-3) . - Hz=3-3A

z-3 - 3x+3=-z+3 - 3x-z=00 rE%Sx—z:O

-3 0O y—-1=0

DrEX—_11: 0 S(1-2,1,3-3A)/A0IR



d(P,s)=2d(Q,s] - ‘%‘:2[‘1&‘ S |(-2,0,-30)|=20(1-1,0,3-3A )| -
= [-A)2 +02 +(-30)% =20/(1-A)2 + 0% +(3-3A)?

LN +o+9>\2 =202 -2\ +1+0+9A2 =180 +9 _  10A? = 23/[10A2 - 20A +10 _
_ 10M2 = 4T}10A2 - 20\ +10|  5X2 = 2}10A2 - 20\ +10] = 20A% — 40A +20 —

2_ —_—
S 1502 +40A-20=0 - 3N -8\ +4=0 _.)\=8i\/8 48B4 _8%64-48 _

6
B,=472.0_,
:81\/%:814:412:51 3 3
6 6 3 g _4-2_2
%2'7_5
S,(1-2,1,3-32)=5,(-1,1,3-6)=S,(-1,1,-3)
s, 51-3 1,3- 352-5 s, H— 13-8H=s,H) 1,325,811
3 30 ‘08 o °03 ' C

16. Halla el volumen de un paralelelipedo de bases ABCD y EFGH sabiendoque A=(8,0,0),

B=(0,8,0),C=(0,0,8)yE=(8, 8, 8). Obtén también las coordenadas de los restantes

vértices.
z z
H? G?
C(0,08) D? Lo\ E\"(’DQ0,0,S)
E (8,8,8) - LE (8.8:8) Fo
ABO0) £ B (08.0) ABOO)™ . 8(080)
X Y X Y
-8 8 0 11 0
V=‘det(AB,AC,AE)‘= -8 0 8||=|(-8)B®BM1 0 1| =|-8°Hf0+0+0-0-1-1)|=

0O 8 8 o 1 1

=|-5120{2)| =| 1024 | =1024 u®



Ox=8

rsE»A(E.O’O) 0r=(8,0,0)+710,-88)0r=Hy=-8\0r E%y__zﬁrzgxzfa
or=BC=(0,-8,8) o= 528 8 oy =-z
Ox = -8y X _y ~
EE»C_(S—’»O_O) s=(0,0,8)+yr}-8,80)0 s=Hy=8y O ssé—fgﬁssg 3:
Or=BA =(-8,8,0] =3 Bz-8 0z =
x=8
D=rns0 DQ’ 20~y =-8 D(8,-8,8)
y=—x0OrM-y=-8
=8
Ox=8 x =8
tzgp(s_,:s,s) tE(8,—8,8)+6[(]0,8,8)DtEEy=—8+86DtE% +8 _z-8
at=AE=(0,8,8) Oy 8+85 R
Ox=8-8¢ Xx=8
UED»(s’—S»’S) Du=(8,88)+¢f-8,80)0 u=ty=8+8¢p0 uséy—s_ -
gu=AD=(0,-8,8) 02 -8 G g -
Ox=8

H=truO HOy+8=2-8 . y=z-160FM . y=16-16 =00 H(8,0,16)
Hy-8=-z+80¥719 .2-16-8=-2+8 - z-24=-2z+8 - 22=32 - z=16

0Ox =8-8a

x-8 _y-8
_E(8.8.8) 0 v=(8.88)+aff-8.80)0 v=ly=8+8a0 v= -5 =g
Ov=AB=(-8,8,0) Uy -8 Hz=8
Ox=0 x=0
_EE(O_g.O) 0 w=(0,80)+Bf0,8,8)0 w=ry=8+880 WE% ~8_z
Ow =AE=(0,8,8] BZZSB Hs "8
Ox=0
F= VﬂWDFHy 8= ZDHﬁ_,y 8= 8—>y 8+8=16 F(0,16,8)
Dx -8=-y+80MI-0-8=-y+8 . y=8+8=16
Hz=8
DX 8 8p X_8 y
EH(SMG) O0m=(8,0,16)+p(-8,8,0)0 m= Hy=-80 O m= % "8 8
Oom=AB=(-8,8,0) Az =16 Hz=16
Ox=0 x=0
_EE(OA_??()) 58] n=(0,16,8)+00{0,-8,8)0 n=Hy=16-80 0 nE%y—m:Z‘8
on % Hz=8+80 5 -8 8
Ox=0
.- mmnDG@y 16=-z+80H8 . y-16=-16+8=-8 ~ y=-8+16=8 _ 06(0.16.8

DX 8——y|:|m—>0 8—_y—>y 8
Hz=16



z
H (8,0,16) G (0,8,16)
D(8-88)« NG
rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr e E F (0,16,8)
. .
X Y
17. Dadas las rectas:
x+1_y-2_z si_y—1_5
1 2 3 ’ 2 3 4
halla la ecuacion de la recta t perpendicular comin a ambas
1 2 OP(-1,2,0) D=1+
r= XY "2 _Z g r=g- O r=(-1,2,0)+A01,2,3) 0 r_Dy 2+2\ 0
1 2 3 or=(1,2,3)
Hz =3
Or= D2x+2 y—2 5 2x-y+4=0 D2x y+4=0
D3y -6=2z - 3y—-2z-6=0 D3y -2z-6=0
Ox =2y
- 0,1,0
s=X_y-1_2z EDQ( ) =(0,1,0)+y[2,3,4)0 sEEy:1+3yD
2 3 4 os=(2,3,4)
Hz =4y
O D3x 2y -2 - 3x-2y+2=0 _O38x-2y+2=0
“Hay-4=37 .ay-32-4=0 ° Pay-3z-4=0
2x- y =-4 [P -1 0 |-4Q R -1 0| -4
3y-2z= 6 3 -2| 6 3 2| 6
ACrs LA 3v-22=6,0 e a = Ch Brfr
3x-2y =2 B -2 o0 |-2f 0 -1 0 =
H 4y-3z=4 [ 4 -3| 4aQ O 4 -3 | 4H
P -1 0]|—-4g R -1 0| -4 O2x—y =-4
. 3 -2 6 3 -2 6 3y—2z=6
O ErfrG e L 0. o 535 y=22=6 ns i 0rma
o 0 0| 129 0 -3 —3z= 4
K o0 -3| 4H O o0 o 125 5 0=12



i j oK
Sean lerySDs:%Dr,sH%=k¢FX§)H(2y+1-)\,1+3y-2-2}\,4y-3)\)=k 1 2 3|
2 3 4
_>(1+2y-)\,-1+3y-2)\,4y-3)\)=k[(]8[h+6[]']+3[§—4[§—4[]]—9fi]):k[(]-1,2,-1)=(-k,2k,-k)|j
2y- A+ k=-1 8 -1 1 —15 206, -3, E -1 1 —1E|
Dgsy-z)\-zk: 10M@B -2 -2 | 1MBfMm-mom -1 -7 | 5 bl
Hay-ax+k=0 B -3 1 | 0F 0 -1 -1 285
O B e
-1 1| =1 . 11| EZV A+ k__1DkD_|?*ED
OFffa .0 -1 -7 | 5 IBDI .0 -1 —7 5000 -A—-7k= 50002 _0
o o 6 | -35 % o 2 |-13 B 2k=—1 _k=—1t
2
H
k= 1 7 _ = 7 _10-7 _3 _ 3
DDDEI_>—}\—7EE—§§=5—»—)\+E_5_>—)\—5—§— e L
_1 a3
ooOeHm —oy-F 2B B T H=1 Loy 2 -1 =4 Loy = Loy=—1—1=—2 _ y=—
020 0 20 2 2
a
DX:—1+H—§H:—1—§:—E—§:—§
0 0 20 2 2 2 2
Ry =2+20f3H=2-3=-1 TRE2,-1,-2F
i 0 20 0 2 2
DZ:SEH-§H:-g
] 0 20
Ox=20-1)=-2
sHy=1+30-1)=1-3 =2 0S(-2,-2,-4
Hz=40-1)=-4
R0 5 91 ER%%’_1’_%§
Z 1.-= O
tEDRg 2’ E 2 U t=0 Dtsﬂ—ﬁ,—t—gﬁwﬂ,-tlﬂm
Hs(-2,-2,-4] I 0 2 20 @ 20
e DtERS=B—,-’|,—H
0 2 21
BXZ_?Jrl[E x+> z+
_g, _ 2.2 T2yt Ty
Dt=|:|y:—1—5 O t= 1 = 1 _>t=2X+5:—y—’|:22+9D
B N
H™ 272 2 2
2Xx+5=-y-1 2x+y+6=0 2x+y+6=0
0t=g°" Y= p=goty Lt=pextY
0-y-1=2z+9 0-y-2z-10=0 Oy+2z+10=0

18. Dado el plano: My =x+y+z=1



y+1_ =z

-1
y la recta: reX"12Y71
2 3 -4

se pide:
a) Hallar el punto P determinado por la intersecciéon de r con TY.

I,EX_—1:y_+1:iDrEEBx—3=2y+2DrEE3x—2y=5
2 3 -4 H-4y-4=3z Hay +32= -4
Ox+y+ z=1 [ 1 1] 10 oot
PH dy+3z=-40 4 3|-4mb®_m 4 3 |-400Fcsh_
Hax-2y =5 3 -2 0| 53 D -5 -3| 28

0 y=2
o111 Ox+y+z=10F0 - x+2-4=1_ x=1+2=3
5 O
otfPB_.m 4 3 —4DD PO 4y+3z=-40F8% . 4y-12=-4_y=2
D03

-125 E 32=-12 . 7= "%=_4
3
0O

P(3,2,-4)

b) Hallar el plano TG paralelo a TY y tal que el segmento de la recta r comprendido entre
los planos TY y TG tenga longitud /29 unidades.

“al1,-1.0] Ox =1+2)
rsx—_1:y—+1:—m Or=(1,-1,0)+At2,3,-4) 0 r=Hy =-1+3A
2 3 - 5(23 -4) Tz = -4

P or - [FB =] (x-3,y-2,2+4] | = [x-3 ] +[y =2 [z =25 -

S x-3)2+(y-2)+(z+4)> =29 - x? -6x+9+y2 -4y +4+2% +82+16 =29 _

L X2 -6x+y? -4y +2z2+82+29=29 _ x> -6x+y’ -4y+2z2+82=29-29=00fF -
DR & (1+2)0)2 -6 +2\) +(-1+3\)% -4 - 1+3\) +(-4A)* +8[-4A) =0 -

S AN + AN +1-6-12V + 9N -6 +1+4 - 12\ +160* =32V =0 - 29)\* -58\ =0 -

=0 -P;'(1,-1,0] -

- N[f29A -58 ) = 0*52% 58=0 -~ 200=58 ~ A=—-=2 P’ (5,5,-8

DP '(1,-1,0)0m, - 1-140=D - D=0~ Wy=x+y+z=0

m=x+ty+z=D- .
°P,'(5,5,-8|0m, -~ 5+5-8=D - D=2 T, =x+y+z=2




19. Sea ry la recta que pasa por A(2,4,0) y B(6,2,0) y sea r; la recta que pasa por
C( 0,0,7 ) y D ( 3,2,0 ) . Obtener razonadamente la distancia entreri y r,.

DA(240) _D0OA(2,4,0) Ex:2+4)\
"= DB(GZO) Hr EF_A_B’ (4’_2,0)5V1E(2,4,0)+7\Eﬂ4,-2,0)m nEry=4-2\0
Hz =0
O r1EX;2:%:EDr15%_§x+4:4y_165I'1EE_%X_4y+20:0Dr1sgxi2y_1ozo
2 0 0z=0 0z=0 Az=0
0c(0,0,7) DC(OO?) 5X=3u
r, =0 T ar, =0- Dr25(0,0,7)+p[(]3,2,-7)D r, =0y =2u 0
Ob(3.2,0) As=CD=(3,2,-7) i,
DrZE52X22—7Dr_D2x:3y 0 _02x—-3y =0

= r, =
3 2 -7 2 E—7y=22—14 2 E7y+2z—14=o
El haz de planos de aristar, es:  2x -3y +y7y +2z-14) =0 — 2x+(-3+7y| [y +2y[z-14y =0

El plano de dicho haz paralelo a ri debe ser tal que el producto escalar de sus vectores directores es 0:

(4,-2,0)02,-3+7y,2y)=0 ~ 8+6-14y+0 = O_>—14y——14_»y—%—1
M=2x+(-3+70) Y +201Z-1401=0 - m=2x+(-3+7 | [y+2z-14=0 - m=2x+4y+2z-14=0 -

> TMI=X+2y+z-7=0

) ) [12+2@3+10-7| _ \2+8+O 7] |3]_ 3 _3J6 6
dist{r,,r, | =dist{ A, 1T) = = =—=——=—=1'225u
rior) ( ) V12 +22 +12 J1+4 +1 J6 J6 6 2
z
20. Secon3|deranlasrectasr_x—%=§ySEx—1=y—2=z—1_
a) Determinar su posicion relativa.
00(0,0,0) D =2 02x -y =0
rEx:%:gm r=p- (1 2 3)D r=(0,0,0)+r[1,2,3)0r=Hy=2x0 r=0, ;_ 0
r = —27 =
O ry Hz:3)\ avy
P(1.21) | gx=1+u Ox—y +1=0
s=x—-1=y—-2=z-10 s—Dq E(121)+|.1E(]1,1,1)D s—Dy 2+pd s=Q y+-
(1,1,1) oy-z-1=0
z=1+pn
Como sus vectores directores no son iguales ni proporcionales, ambas rectas no son paralelas.
02x —y =0 BZ -1 0 OB HZ -1 0 OH
3[6; +F,
O -2z= -2 -2
Q=rnsH> rDQ@ Sy -2z ODE? 3 Sepm 2 O O prefs
AQOs gx-y =-1_d -10 —1D g) 25
H y-z=1 H 1 -1]1H -1] 1H
BZ—1 0 OH BZ—1 0 OH 02x -y =0
36, +F, F
3 -2 0 = 3 -2| 0 3y-2z= 0 O
0 e L2 Se 2 B0 QQ ¥=22= 04 poq=rns S
oo -2(-60 0 -1]-35 g ~z=-3 fQOs

W o -1| 3 o -1|3H H -z= 3

Las rectas ry s se cruzan.
b) Calcular la distancia entre ambas rectas.

El haz de planos de arista s es:



H=x-y+1+yly-z-1)=0 - H=x+(-1+y)|y-yZ-y+1=0

El plano de dicho haz paralelo a r debe ser tal que el producto escalar de sus vectores directores es O:

(1,2,3)001,-1+y,-y) =0 - 1-2+2y-3y=0 - —1-y=0 - ~y=1 _ y=—1

mEx+(-1-1)H-(-1)Z-(-1)+1=0 - m=x+(-2)H+z+1+1=0 - m=x-2y+2+2=0

_ _ 1D -20+10+2| [0+0+0+2| [2| 2 2.6 6
dist(r,,r, ) =dist( O, 1) = = =1 =2 =22 =2220816
stln.r, ) =dist{0.m] (2 412 Jizas1i J6 Jo 6 3 v

21. Calcular la distancia entre los planos paralelos

X— y—2z=1

0
Hox-2y—-4z=2

=x— v—27z—-1=0 =x— y—2z—-1=0
gr=xT y-ez ogl=*" y~#2 O m=7t0 d(m, 1) =0
Omn=2x—-2y—-4z—-2=0 OQmn=x-y—-2z-1=0

22. Calcular el 4rea del triangulo de vértices (1,0,-1),(3,2,1)y(3,0,1).
OA(1,0,-1)

Us(3,2,1) o gAB(2,2,2]

Hc(3,0.1) HAC(2,0,2)

1

2

-
—
—

ABC = ¢EXE‘=% ;
2

O N —+

=2qji+]-]—_k"=2qji—_k"=

=201(1,0, -1)| =212 +02 +(—1)*> =2W1+0 +1 =22 =2'828 u?

NN XY
Il

\

N

N

-

-
a o X

23. a) Angulo que forman recta y plano. Definicién y expresion para su calculo.

El angulo formado por una recta r y un plano 1t se define como el formado por la recta r con su
proyeccion t sobre el plano 1 :

| v |
v

b) Calcular el valor de a para que sean paralelos la recta r y el plano 1T de ecuaciones:

—
rre—d—2arc sen

O2x-3y=-1

r:
Hx+y-z=2

m:ax-y+z=5




1+ 2\
3

1+ 2\ 5+58A
-z=2- 2=

sz-3y=-m T 3y =-1-2) L y=
r=[ 142
Ex+y z=200 0 A+

1
P
=(3,2

i
0
v )

0
m=ax-y+z-5=0- m=-
an

o ‘Vﬁ‘ 1(3,2,5)fa,-1,1) | |3a-2+5|
rTr=¢=arcsen — —— —arc sen =arc sen =
‘v‘q]n‘ [(3.2,5) ] a,-1,1)] V32 422 +52 o +12 +1

—=arc sen ‘ 3a+3 ‘ —arc sen M —arc sen M —

V9 +4 +25 o +1+1 V38 Wa? +2 V/38a? +76

Sfat] _, o= 30artl 300+1/=0 - [a+1/=0 — a =1

arcsen ——————= —-SenV=——= — = - = N = -
V3802 +76 V3802 +76

rCTtv//n :

La recta r y el plano 11 no pueden ser perpendiculares puesto que sus respectivos vectores no
. 2 5
pueden ser paralelos ya que sus coordenadas no son proporcionales: p— z 1

24. Obtener el volumen de la piramide determinada por los puntos (1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)y

(2,1,3).
;
4

:‘%[bﬂé[ﬁ@xm)]‘z

- O O

1
1
1

A1

AB(0,1,0) O
) SAC(O”’”%
D(2.1,3) EAD 1,1,3 E

25. Probar que si dos vectores a y b tienen el mismo médulo, |2|=|6| entonces

(5+B) Eﬂa—ﬁ)=0

o<
I
N
+
w

26. Dados el puntoP =(7,5,1),elplanom: x-2y-32=10y larecta r:—x?:1 =



a) Hallar la distancia del punto P al plano .

| Axp +Byp +C(Zp +D| _ \1[7 2%-301- 10\ -16] 814
d(P,m)= ==

VA® +B* +C* R T e T F

=4'276 u

b) Hallar la distancia del punto P a larectar.

rE—_1:X:Z+3_)r_EQ(1O 3)
3 0 =(3,0,1)
R
6 5 4
d(Pr)z‘Qva‘=‘(6,5,4)><(3,0,1)‘: 3 0 1 :‘5D1+12Eﬂ—15|]§—6[ﬂ‘=
N V37 +07 7 Jo+0+ 7o
_[506 015 ®| _|(5,6,-15)| _ 57 +67 +(-15] _25+36+225 _ 286 _
B J10 - J10 - J10 = T —m =
_+/286 310 _ /286 10 _ /2860 _ /4715 =2W2m25'348u
J10 @10 10 10 10 10 5

c) Hallar la distancia de la recta r al plano .

|[Akq +B0q +Clzq +D| |[100-2-3(-3)-10| |0

JA? +B? +C? N e N

0 -QOTm

d(r,n):d(Q,n):

27. a) Definicién y calculo del angulo que forman dos rectas. Condiciéon de perpendicularidad.

El angulo ¢ de dos rectas r y s es el formado por sus respectivos vectores directores v, y v. y

v Iﬂ
se obtiene con la expresion ¢ =arc cos
Vv

]

r

Dos rectas son perpendiculares si sus respectivos vectores directores también lo son, es decir,
cuando el producto escalar de ambos vectores directores es nulo:

ris v, Ovy, v I, =

r

HVIE—‘

_‘V

b) Determinese el angulo que forman larectary el plano T de ecuaciones:

m: 6x+2y—-2z2=16 r:



- - - - P({2,3,1
r= X% 2=y—3=1—zarEX 2_y-3.2 1DrEH—( )
3 3 1 -1 ov, =(3,1,-1)
0Q(0,8,0)
M=E6x+2y-2z-16=0- nm=3x+y-z-8=00 m=g—
oy =(3.1,-1]
¢ =arc sen Trﬁ‘ =arc sen ‘3’1’-1)E(]3 ’1’-1)‘ =arc sen |9 +1+1] =
v/ tn ] 1(3,1,-1) (3 ,1,-1)] V32 412 417 332 +12 +12
=arc sen ‘ 1 ‘ =arc sen 11 =arc sen 11 =arc sen il =arc sen1=90°
V9 +1+1 9 +1+1 V1111 NEETwE] 11
28. Dado el punto P (1,2, -1) y la recta r de ecuaciones paramétricas:
Ox =2—2A
rEEy=—1+3}\ con AOIR
Hz=—1+A
se pide determinar la ecuacion del plano que contiene a ambos.
Ox =2 —2A qal2,-1,-1)
rEEy:—1+3)\DrE(2,—1,—1)+)\[(]—2,3,1)|]rED»_(_’z_ :’;1) . TI=Ax +By +Cz +D =0
Hz =1+ OV =im2.2
EP(1,2, 1) EP(1,2,-1] BW:FTQ’:(1,-3,0)
HEDrEHP(Z-L4)DnED E%P(Z-L4)Dn§gr=DQ(Z-L4) 0
g "gv=[-2,31) B gv=(-2.3.1) 0" Hv=(-2,3.1)
= i ] K
DHEEH:VxW:(1,-3,o)x(-2,3,1): 1 -3 0|=-30+3E&-6&—j=(-3,-1,-3)=(3,1,3)
O -2 3 1
Hp(1,2,-1)

n=3x+y+3z+D =00 .3 +12+3f-1)+D=0 - 3+2-3+D=0 - D=-2

=3x+y+3z-2=0

29. Determinar la ecuacion del plano que pasa por el punto (1,0, 0) y es perpendicular a la
recta que pasa por los puntos (0,1,0)y(0,0,1).



gP(1,0,0
nED»( ) 0 n=-y+z+D=00ffF-0+0+D=0-D=00 TI=—y +z=0
an=(0,-1,1)
30. Las rectas:
Xx-—a z+1 y-b z-4
. =v = X+2=" =
i Y=, y R 2 -1

Son coplanarias ( es decir, estan contenidas en un mismo plano ).

a) Explicar, razonadamente, cudl es la posicion relativa de estas rectas.

- 0P, (a,0,-1 - - OP,[-2,b,4
r1Ex a:X—Z+1Dr1ED—1»( ) ;r25X+2:y b_z 4Drz D2( )
2 1 4 ov, = (2,1,4) 1 2 -1 ov, =(1,2,-1]
vj@t= 2 q]vz‘m:osor — O =arccos ——————
M# |
o = arc cos (2’1’4)E01’2’_1) =arc cos 2D+1[2+4[(] )
1(2,1,4)|d(1,2,-1)] E?:TT:Z?GG?:E?____
=arc cos 2+2-4 =arccos ——— arccos——arccoso 90° - r, Or,
J4+1+16 B/1+4+1 J_'Gf' J126

Dado que son coplanarias y perpendiculares, las rectas se cortan en un punto.

b) Hallar la relaciéon que hay entre los parametros ay b.
Ox =a+2A
ry E(x,y,z):(a,O,-1)+)\[(]2,1,4)D ry E%y:)\
Hz:-1+4)\
Ox =-2+H
r, E(x,y,z)=(—2,b,4)+u[(]1,2,-1)D r, Egy:b+2p
Hz =4 -p

0 \5H _
Da+2A==2+u0 0 mlﬁa+2di—3:—2+u.ﬁa 1042“_ 24yt
0

0 Sl _
P, Or, 1, - Py OA = b+2uDDEﬂ_>?T“-b+2u—»5 pH=4b+8u -~ -9u=4b-5- u= 4z+5
O
O- =4- - =0 - N :5__u
0 1+4 N =4-u - 4A=5-u > A 2
0
—4b+5
_-4b+5 30——-9
*ﬁa:—2+u—10 24 _-8+4u-10+2u _6u-18 _3u-9 won 9 -
4 4 4 2
-4b+5 -4b+5-27 -4b-22
-9 ~4p-22
-_ 3 - 3 =3 2a="07%% 6a--4p-22 . 6a+4b+22=0
2 2 2 3

3a+2b+11=0




c) Hallar los valores de ay b si el plano que las contiene pasa por el puntoP (2,4,6).

OP(2,4,6)
D -
0 i j k
=17 _ - _ _ _ % g g % o > % o
Dn—v1><v2—(2,1,4)><(1,2,-1)— 2 1 4|=-i+4j+4k —k+2j—-8i=—9i+6j+3k =(3,-2,-1)
H 12 -1
=3x -2y —z+D=00FT .32-2@3-6+D=0 .6—-8—-6+D=0 -D =80 I=3x—2y —z+8 =0

P,(a,0,-1)0m o 3a-20-(-1+8=00 3a+9= oasa_—gqa_?g_—:%

3a+2b+11=00FF - 30-3)+2b+11=0 -~ -9+2b+11=0 - 2b+2=0 - 2b=-2 -, b="2=4

31. Calcular el volumen del tetraedro cuyos vértices son:(1,2,-4),(0,1,1),(-1,0,-6)
y(0,0,0).

2{2),20’04)] EOAMQ 4) 1 1 t2-4 6-2-4 12
8 0,1,1] “0B(0.11) Ov= ‘ngAE{OBxOC)Hz <00 1 1 ‘ = “?‘2U3
) 20C(-1.0.6) 10 -6
C(-1,0,-6)8 -
-1 y-3 =z

32. Calcular el angulo que forma la recta——T=? con el plano x+2z=17
rEX__1:y—_3—— E [1.3.0] . M=x+z-17=00 m= %9(908)

2 11 ov=(2,1,1) on=(1,0,1]

|V 3

|

vIﬂ:‘v‘E(:h‘IBosotﬁa:arccos

‘(2’1’1)[(]1’0’1)‘ :arccos\2+1\ :arccosi=30°
V22 +17 +12 @12 +02 +12 Vo2 243

a =arc cos

¢$ =90°—aax =90°—30° =60

33. Determinar las posiciones relativas de los planos 3x+Ay+z=3 2Ax-y+z=5y
4x +3\y +z =\ segUn los valores del parametro real A.

= 3Xx+ Ay+z=3 53 A 135 3 A1

T, =2Ax— y+z=50 @A -1 1500 |A|=[2x -1 1|=-3+4X+6A% +4 -9\ —2)\° =4)* -5\ +1

M, = 4x+3\y+z=A 54 3\ 1|Ag 4 3\ 1



[
PERMAEREY

g™
525 sqq . )2 0EVS 4O 5:V25-16 5:49 53 g 88
204 8 8 8 0 53 2 1
1278 "8 4

SiA=1:

03x+ y+z=3 1 1|3 1 13 1 1|3
O3x+y+z=3 [B q omon B 1B :
O2x- y+z=502 -1 1|smfFrHh_-m -5 1|9mbhB_m -5 1|900

Hax+3y+z=1 & 3 1[15 B 5 -1|-95 B 0 o|oF

0 9
5 — — — — —

. Hax+y+2=300FM - 3x+ 2 2 4p=3 L ax+ W9 g (28 4 4 2H-3_~2u+8
0 5 5 5 5 5
E -5y+z=9DEﬁT—>y=9_;5u=u—_9

SiA=-:

4
J ax+ Ty+z=3
4 012x+ y+4z=12 B12 1 412H 12, - F, H12 1 4112

H1 0 ~ .

DED(— y+z=5_.00 x-2y+2z=100 01 -2 2|1000ffF*B . Do -25 2010800 ffrfs

0 _ 0 0 O

16x+3y+4z= 1 6 3 4|1 0 5 -4|-45

E4x+%ﬂj+z=% H y U U U a

BIZ 1 4 1ZH 012x+y+ 4z= 12
0ffffa . 00 -25 20(10800 % -25y+20z = 1080 Sistema Incompatible
[l O
0 5 -4|-455 f 0#-117
. 1
SiA£1y )\iz.
A 3 35 F,—F,

0 3x+Ay+z=3 [3 A 1[3( B A 33§ A
A -1 2a|5mBMmoo 3n 4 | ambBH -

Hoax— y+z=502A -1 1|56 -

Hax+3ny+z=r B4 3n 1|aE 3 3x 4 |aH -1 2a|55
an O A 3 | 3 SO A3
oBH-o 2x 1 A-3mBch_.mo 1 77N DN T ml i s i R
0 0
0 -1-A 22-3] 2 § 0 2x-3 -1-A| 2 J
o3 A 3 b3 A 3
0BT o 1 2\ A-3 .o 1 2\ A-3 OO0
B 0 —4X +5N-1|-2\* +9A -7 D 0 4N -5\+1|28 ~9A+71

O z+3x+ Ay= 3 14 7
o X +2Ay = A=3 0 202 —OA+7=0 _ A=2*V81-56 _925 ﬁ@“zjzi

4 4 _
(4X2 —5A+1)y =222 —9A +7 HA, =1




ESi)\:Hy)\;tl:H
0 40
0
0
0 M3 2A-7
0 Oz+3x+ Ay= 3004000 **
B z+3x+ Ay= 3 % oA-7 A7
g x+ 20y =A-3 0g  x+ my:A—smﬁﬂaﬁx+2A%%lqzx—3H*
0 0 -
g4t -1)dh-Hy =2 -)dh-7H g T
O O 40 0 20 0,p_1 7 5 _2A-7
g2 -Gy =r-g - v=—5=05
g U 40 A -~
0 2
2 _ 2 _ _ _ 2 _
O\t 2 NP ) 140 _(A-3)0f4A-1) _ 4N -14A _ A+3
A\ -1 AN -1 AN -1 -1 A1
_ 2 _ 2 _ 2 _
oo L ga3 3 AT Ly L A9 g W -AA49 —2WH16A-12
AA-1 " AN-1 A\ -1 A\ -1 A\ -1
Si A=1:
O _8-2u
OX =
S [0x =8 —2v

%y:_ngu O %y:—9+uD S.Cl. O Los tres planos se cortan enlarecta rE(8,-9,5)+U[(]-2,1,5)

SZ:”‘ HZ:5U
B

Si A= % O S.1.0O Los tres planos son paralelos y no tienen ningun punto en comun.

1
SiAz1yA#—:
Y 4
DX_A+3
E 4;\\_1 A A % A
Dy:u 0 S.CD. O Los tresplanos se cortan en el punto PH +3,2 _7,_2 +16) -
O 41 HAA -1 4\ -1 4 -1
0. -2\ +16A -12
Z =
E 4\ -1

34. Hallar el volumen de un paralelepipedo de bases ABCD y EFGH, sabiendo que A(1,0,0),
B(2,3,0),C(4,0,5)yE(7,6,3).Hallar las coordenadas de los restantes vértices del
paralelepipedo.

AB =(2,3,0)—(1,0,0)=(1,3,0)
AC =(4,0,5)—(1,0,0)=(3,0,5)

AE =(7.,6,3)—(1,0,0)=(6,6,3)

v=‘ﬁiﬁxﬁ)‘:‘det(ﬁ,ﬁ,ﬁ)‘: =|0+90 +0-0-30-27| =|90-57 | =33u®

o W =
o O W
w o O




A (1,0,0)

04-xp =1
DC=AB=(xp,Yp.2o)- [4,0,5)=(4-%y,0-yp,5-25) = (1,3,0) = G-y, =3 0 D(3,-3,5
H5-ZD=0

OXg-7=1
EF=AB=(7,6,3)(xc.yr,2:) =[x -7,y -6,2.-3)= (1,3,0) = Hy.-6=30 F(8,9,3)
Hz, -3=0

OXg-7=3
EG=AC=(7,6,3)-(xg.Ve,2s)=(Xs-7,Ys-6,25-3] = (3,0,5) - Hys-6=0 0 G(10,6 ,8]
HZG-3:5

O0xy-3=6
DH=AE =( x,,yy,24)-(3,-3,5) =[x, -3,y +3,2,-5/= (6,6,3) ~ Hy, +3=6 0 H[9,3,8)
HZH-5:3

35. Obtener la distancia desde el punto (0,0, 7) al plano que pasa por los puntos (0,0,0),
(0,2,4)y(4,0,2).

P(0,0,7)
00 (0,0,0)
0o (0,0,0) O . -
n=Ha (0,2,4) 0 n=H: _—_— ] . s Lz
=4 < “Hn=v,xv,=(0,2,4)x(4,0,2)=|0 2 4|=40+16j-8&k =(4,16,-8) =
HR (4,0,2) ﬁ 40 2

=(1,4,-2)0 n=x+4y -2z =D OPIP°H T - m=x +4y -2z =0

|Akp +Bp +ClZp +D| [10+4D-2[7+0]| | -14] 14 1421 2421
d(P,T[): = = = = = =3'055
JA? +B2 +C2 12 +42 422 Ji+16+4 21 21 3




36. Consideremos un paralelepipedo de bases ABCD y EFGH, siendo A=(1,1,1),B=(2,1,1),
C=(2,4,1)yE(1,2,7). Hallar el area de una de las bases, el volumen del paralelepipedo y la

distancia entre las bases.

02-xp =1
DC=AB =(xy,Yp,2o)- (2,4,1)=(2-%y,4-yp,1-25) = (1,0,0) ~ 4-y, =00 D(1,4 ,1)
H']-ZD:O
0 Xxg-1=1
EF=AB=(1,2,7)-(x,yr.2e) =(xe -1,ye-2,2--7) = (1,0,0] = Hy.-2=00 F(2,2,7)
HZF-7:0
0 xg-1=1
—»_—»_ _ _ D _
EG=AC=(1,2,7)-(xg.Ye 2s) =(Xc-1,¥6-2,25-7)= (1,3,0) = Oys-2=30 G(2,5,7)
HZG-7:0
Oxy—-1=0
—»_—»_ _ _ I:l _
DH=AE =( x,,yy,z4) (1,4, =(xy -1,yy 4,2, -1 =(0,1,6) -~ Oy, -4=10 H(1,5,7)
Hz, -1=6

G (2,5,7)

F (2,2,7) H(1,5,7)

D (1.4.1)

A(1,1,1)



i ] oK
Ab=‘ﬁ3xﬁ‘=\(1,o,o)x(o,3,o)\= 10 0 =‘3[ﬁ‘:\(0,0,3)\=\/37=3 u?
030
01 6
v=‘EEﬁTBxTD)‘=\(0,1,6)E[](1,o,o)><(0,3,0)]\: 10 0f|=18 u®
03 0
OE (1,2,7)
R Lk 1 =32 +D =0 0 Al T
"= Hn=EFxEH=(1,0,0)x(0,3,0)=[1 0 0|=3k=(0,0,3)~ " **"" " -
H 0 30

OB MA T . D=—21 0 m=32-21=0 - M=2z-7=0

d(b,b'):d(b,n):d(A,n):|AD(A +By, +C(z, +D| _|00+00+10-7| _|-6] _
VA? +B? +C? V02 +02 +12 V1

37. Calcula la distancia desde el punto (0, 0, 10 ) al plano que pasa por los puntos (0,0,1),
(4,2,7)y(4,0,3).

P(0,0,10)
0Q(0,0,1)
0Q(0,0,1) O .
n=HR(4,2,7)0 n=H: _=5_== ) S
=Ry 4,2, ~On=QRxQS=(4,2,6)x(4,0,2)=|4 2 6|=40+24(j-8k-8[j=
Ha(4,0,3) 40 2

=40+16 -8k =(4,16,-8)=(1,4,-2)

Ti=x+4y —2z+D =0 ORI °YET . 21+D =0 D=2 i=x+4y -2z +2 =0

a(p n)_\ABP+BwP+C§P+D\_\1[0+4[(D—2E|0+2\_\o+0—20+2\_\—18\_ 18 _
| n V12 442 427 Ji+le+4 V21 V21
:18\@:6\@:3,928u
21 7

Ox+y+1=0 .
38. Dados el punto A(1,-2,-3) , larecta r:H 220 y el plano T: x —2y +1=0 se pide:

a) Ecuacién del plano que pasa por A, es paralelo a r y perpendicular a TT.



B Ox = A
X+y+1=0Dr=Ex+y =10M) - y=-1-A 0 x-0_y+1_2z-0

O R =
r=% =0 . L= 0 Dr_§1:01 Adrs= 7 7 0 O
oP(0,1,0]
Or=x=-y-10r=-
- ov=(1,-1,0)
m=x-2y-3z+1=00 m %Q( 100)
“gn=(1,-2,-3]

OA(1,-2,-3)07
=g/t - n 0V - ﬁ[T/:o
HtOmen'Onen'h=0

n' oo =n,'M, +n T, +n, 'V, =nX'IZl]+ny'E@-1)+nZ'I:0 =0 -n,'n,'"=0 —-n,'=n,’

n'm@ =n,'[@, +n,'M, +n,'M, =n,'T1+n,'[{+ 2) +n,'+3) = n,'2[@,'3 [0,'=0 DT
oM™ —n,'2m,'8M,'=—"n,'8M,'=0 -~ —n,/'=3M0,' »n,/=-3M0,'0n,'=n,/=-30[0,’

m=-30h,' X -3, Y +n,Z+D=0

A(1,-2,-3)0m o« -3, M-3,'T-2)+n,']-3)+D=0 -~ -30h,"+6[h,'-3(h,'"+D=0 -~ D=0

t=3x+3y —z =0

Consideremos n,'=10 m=-3x-3y+z=0 0O
b) Ecuacién de la recta que pasa por A, cortaary es paralelaa TU.

OA(1,-2,-3)0s
_Q
s=gdrns
Es//ru.WDHHWEH:OAWXEhHWthNWZEhZ:OAWXD1+WyEﬂ— ]+W[ﬂ ):

w, —2w, —=3w, =0 - w, =2w  +3w,

- u5(1-2 -3 _ x-1  _y+2_z+3
D (2w +3w, W, W, _2wy+3wz w,ooow,

Como la recta s corta a r, tendran un punto B en comun que cumplira las ecuaciones de ambas:

x-1 :y+2:z+3

BSE2w +3w w w
_._6H yore Y z x-1 _-1-x+2_0+3_
B=rns= O
0 pgy=-1- 2w, +3w, Wy w,
ar=g
5 0z=0
x-1 X1

3
= =— 5 2W, t3W, =-W, - 3w, =-3wW, - W, =-W, - W, =-W,
2w, +3w, -w, Ww



O w=(-2w,+3w,,-w, w080 o w=(-2+3,-1,1)=(1,-1,1]

35E5(1"2"3) G XT1_y+t2_z+3
ow={1,-1,1) 1 -1

Os=x-1=-y-2=2z+3

39. Calcula la distancia del punto (0, 0, 7 ) al plano determinado por los puntos (0,0,0),
(0,2,2) y(2,0,2).

P(0,0,7)
0o (0,0,0)
e (0722) o el B
=N (0,2,2) 0 = O = ONxOM =(0,2,2)x(2,0,2)=[0 2 2|=4f+4(-4k=(4,4,-4)"
Am (2,0,2) : 0 2 2
o S((01010')|)DHEX+y_Z+D=ODﬁ(ﬁoﬁ)ﬁﬁ—> D=00 m=x+y—-z=0
a(p. )= AT *B e +C 2 +D| _[100+10 17 +0| _[0+0—7+0| _|~7| _7 _73 _,
o | T arar | ieiel B B3

40. Hallar razonadamente las ecuaciones de los dos planos paralelos al plano TU de ecuacién
12x +3y —4z =7 que distan 6 unidades de TL.

0,1,-1 _|ABte +BOyp +C (2, +D
m=12x+3y-4z-7=00 m= E (_ | ) = |

. d(P, 7t =

an=(12,3,-4) ’ n]
[120+30-40-1)+D| [0+3+4+D| [7+D|_ _|7+D] _, L |7+D|=613=78 0D, =71
V122 +3% + 42 V144+9+16 169 13 ﬁDDz -85

M =12x+3y-4z+71=0 ; m, =12x+3y-4z-85=0

41. Obtener las ecuaciones de las rectas obtenidas al cortar cada uno de los planos
M :Xx+y+2z=3 M:x-2=0ymM,:y-2=0 conelplano M, :2=0,

Esos cuatro planos limitan un tetraedro del que se obtendra el area de la cara situada en el
plano T, y la altura sobre esa cara, explicando el método utilizado.



_Om=x+y+z-3=0 =%x+y+z—3:0D M- x+A,-3=0 5 x=3-A, .

ry 0,
Qmy, =z=0 0z=0
DX:S')\1
opP,(3,0,0
Or=dy= A Ot EDJ-( | 0r=(xyz2=(3,0,04+\0-1,1,00
0vs =(=1,1,0
HZZO
- - - Ox+ =3
Dr1:X 3_y-0.z 0Dr1E—x+3:yD =0 y
-1 1 0 i z=0
Om, =x-2=0 Ox =0 gx=0 P, (0,0,0]
=0 > _ “TOrn=g. OoffB.0Orn=Hy= A, Orn=g2'
Om, =z=0 0z=0 HZ:O Dv2=(0,1,0)
x-0_y-0_2z-0 X z
Or,=(xyYy,2)=(0,0,0)+A 0,1,0/0r, = = = Or,b=—=y=—0r, =
2 ( y ) ( ) 1[0 ) 2 0 y 0 257 y 0 2 5Y
Om, =y-2z=0 Oy =0 gx= s 0P, (0,0,0)
rs = 3:y - Drgf[ly_ Dﬁ:ﬁ—»DQEEy:O IjrSED_3. T
Om, =z=0 0z=0 m Avs =(1,0,0)
x-0_y-0_z-0 y z
Ory=(xy,z)={0,0,0)+A,01,0,0)0r; = = = OrgEx===—-0r;=z
3 ( y ) ( ) 1[(] ) 3 y 0 0 3 0 0 3
Vi
\2 Vs
V.,
_Emz_x+y+z—3=_0 _Ex+y+zi3 B1 1 13H 51 1 113 )
V,=gm=x -z =00V,=gx -z=000O 0 -1jomfBfH-m -1 -2(-30fBF -
Heu= y-z =0 H y-z=0 ® 1 -1jog B 1 -1]0F
O y=1
O = Tl x=
) 1 1]3( T A1 137 Ox+y+z 3DE_ﬂ x =1
0ffB .o -1 -2/-3mM0DB0-Mm 1 2(300V,=0 y+2z=30F0y=10 V,(1,1,1)
ad O O —
0 o0 -3|-35 0 0 1)1 . z=1
0
O x=0
Org =x+y +z—3 =0 Ox +y +z =3 FTY .y =3
V,=Hm =x -z =00V,=fk -z=00FT%-x=00V,(0,3,0)
EngE z =0 E z=0
0



O y=0
Omg =x+y+z—3=0 Ox +y +z =3 FTY .x =3
Vo=Hm = y-z =00V,=H y-z=00OF®_y=0 0O V,(3,0,0)
ElTI;,E z =0 % z=0
0
O y=0
g, =x  —z =0 Cx —z=00OFT% -x=0
V,=Hr = y-z=00OV,=0 y-z=00F®_y=00V,(0,0,0)
Elms z =0 E z=0
0
V,(1,1,1) vy =(1.1,1)
v, =(0,3,0)
vs =(3,0,0)
V,(0,3,0) V;(3,0,0)
v v,
V,(0,0,0)
i j ok
A=1 Qxﬁ‘=1Ep(o,3,o)><(3,o,o)\=1 030 =1¢—9i‘_1m(00-9)\=
2 2 215 o ol 2 2

N

=1 02 +02 +92 =%G/0+0+8 =%E\/§Zgu

_|Amxy, +B¥, +C 2, +D| [0OA+0A+1A+0| |0+0+1+0| _m_1_1 u

h=d(V,, —
(Vi,m1) ‘nm /02 +02 +12 /0 +0 +1 1 1

42. Searq la recta que pasa por los puntos A=(0,0,0)yB=(80,10,0)y sear: larecta que
pasaporC=(0,0,10)yD=(m,10,10).

Obtener la distancia entre rq y r.. Justificar geométricamente que la distanciaentreriyr; es
independiente del valor de m.

_0A(0,0,0] _0A(0,0,0) ) ~
"=Ug(80,10,0)" "= 5v. =(g0,10,0)" " =(x.y.z)=({0,0,0]+A{80,10,0)O
EX:SO}\ 0 0 0 Ox-8y =0
= = EX_ :y_ :Z_ N Ei: :E_, = = :E = ) =
Or, —Ez_:)m\ Or, 80 10 0 ry 3 y 0 r, =x =8y 0 Or, E .0



_oc(o0,0,10) s (0,0,10)

=80 m,10,10) © 2 *Bv; =(m,10,0) 7 2 Txv-2)=(0.0.10 ] rutim.10,0)0
Ex:mp 0 0 10 10 010x -m 0

= — EX— :y— _Z- R Ex:y:z— _ X-my =
Jre =0y =1t 10 0 =m0 o - "2°H 2=10

52:10
Sim=80 —r,/Ir,:

i j k
0 0 -10
\CAXVz\ |(0,0,-10)=(80,10,0)| ||80 10 0
d(r,r)=d(A,r,)= — = > > = =
‘vz J802 +102 +0 /6400 +100 +0
ik i j ok
(-10)momo o -10 —10000 0 1
80 10 O 8 1 0 ‘—100[(18]—3)\ | —100(f1-1,8,0) |
- /6500 /65000 ~ Jes @00 10465 -

_1oo(-1,8,0)| _10E/* +82 +0? _10G/1+64+0 _10/65 _
10./65 Je5 Je5 Je5

Sim#80 - r, yr, secruzan:

OA(0,0,0)
O ; -
om0 o O . _ ik . . .
Hruir, — 7 gn=v,xv, =(80,10,0)x(m,10,0)=|80 10 0|=80 K& -10mk =(0,0,80-10m )
% m 10 O
0 mt=(80-10m )z +D =0 0 MNP OFTF — =(80-10m )z =0
|AX, +By, +C[Zz, +D| |00 +0[0+(80-10m)10+0| 100}18-m| 10
= = = = u

-

d(r1,r2):d(C,n)

E JoZ +0% +(80-10m )2 1008-m|

Puesto que la distancia entre ambas rectas es de 10 unidades tanto si son paralelas como si se

cruzan, entonces es que la distancia entre r1 v r. no depende del valor de m.

43. Dados los puntos A=(1,-2,3)yB=(0,2,1) se pide:

a) La ecuacion paramétrica de la recta que pasa por ambos puntos.



EEA(1’-2’3)DrEEé(1—’t2’3) -
0B(0,2,1) Ov=AB=(-1,4,-2)
Oox= 1— A
Or=(x,y,z)=(1,-2,3)+Ati-1,4,-2) 0 r=Hy =—2+4A
Hz= 3-2x

b) La ecuacién del plano TU que esta a igual distancia de A y de B y es perpendicular a la
recta AB.

d(A,c)=d(B,C) ~C Q%,o,zE

00 mn=x-4y+2z+D=00 ﬁfﬂq%—mnz[zm:o - %—0+4+D=0 -

- 1—0+§+D=Oa g+D=0 - D:—glj nEx—4y+22—g=0 -~ M=2x-8y+4z-9=0
2 2 2 2 2

c) La distancia al origen de la recta intersecciéon del plano 2y -z = 0 con el plano TU del
apartado b).

=2x-8y+4z-9=0 2x-8y+4z=9 __ 2x - 8y + 4y =
s=nnmn'd SEHH XToymaz DSEHX yraz QDE“ELSEEX Sy +4u=9 -
gn's  2y- z =0 0 2y- z=0 0 2y- u=0

0 . 9

H2x-8y=9-4u0 3 - 2x-8E =9 -4y  2x-4u=9-4 - 2x=9 . x ==
S~ S=[] 2 20

5 oy= uey=l

0,9

0x=> 0

g 2 DDE%,O,OE

0 0
DSEDy_ EDSEE;O,OEHJEEO,%AHD S=[]

] 2 Jw={0,1,2]

0 0

0z= H



i j K
=== |H2 0,08(0,1,2) 200 9518 Ho,0,-2
TR o7 v 2 Joviva 5 85

4 V4 4 _ N4 VNa Va4 _ /81

V5 NG V5 J5 NG J5 Ja

\/02 +92+%§ \/O+81+81 324 81 405 81,5 81 .5

44. a) Hallar la distancia del punto P =( 3, -1, 4) a la recta r interseccion de los planos:

m:2x+y-z+5=0
M, :4x+4y-z+9=0
1 -1 -5H
Om =2x+ y-z+5=0

2x+ y-z=-5
r:mﬂnz[]rzgn 4x+ly-2+9 0Dr5%4x+4y z 9|] M 4 -1|-900f078h -
oM = - = O4x+ay-z2=- Ep 0
0 0(0
U
1\

1 -1 -5H D y:;
- 2X+y-z=-5 o - =-500® -0
nhEh_m 2 1 1DDrE%X2y+Z 1DETZ‘I_.rEE2X+y A=-5 [ s
z= _ _ _
00 o0foy U # B S
D~2X+%—A:—5a4x+1—A—2A:—1oﬁ4x+1—3A:—1oﬁ4x:—11+:>,Aﬁx:'11+3A
SXZ‘EJ’% Sx:—%+3u
O 4 0
O e 0
r=n,_ 1_A OEtTH - r=p., 1_2 Drz(x,y,z): —ﬂ,l,OH+UE03,-2,4)D
0¥~ 272 ¥y~ 374K 0O 4°'2° 0
O O
SZZ A 522 4

O
-~
n
OooOoooOoO
</
1"
w
“I
N
N
O
2l
5
Tl
-]
w
+
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—
|
I
—
~
D%D
-
N
|2
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DI%EI
-
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I
N | W
N
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N

23 _3
. 4 2 > - 23 - 9 - - >
‘prv‘ 3 -2 4 -6E[I+12Ej1-2|]1+2[k-23[ﬂ+8[ﬂ (2.-11,-7)
d P,r = — = = = ’ ’ =
(P.r) ‘ v‘ 32 422 442 Jo+4+16 V29
_ V22 +11° +7% _ J4+121+49 _ 174 _ 213129 :\/2[3@:@:2,449 J
J29 J29 J29 V29 J29

b) Hallar la ecuacion del plano que pasa por la recta r y el punto P.

Pl 3,-14
T[EH—»(—» ») 0 m=2x-11y-7z+D=00 [T
Ogn=QPxv={2,-11,-7

OPfF - 28-110-1)-7#+D=0 -~ 6+11-28+D=0 -~ -11+D=0 - D =11

=2x —11y =7z +11=0

45. Consideremos los planos
m:x+y-6=0
M,:2x+4y+Az+2=0

donde A es un parametro real. Se pide:

a) Determinar las ecuaciones paramétricas de la recta interseccioén de los planos 7§ y TG
cuando A =4,




SiA=4:

X+y-6=0 +2y+2z=-1 2z+x+2y=-1 -
rEE]T1 xTy DrE%X yrez DrEEZ Xrey 0 f -
Om, :2x+4y+4z+2=0 Oox+ y =6 0 X+ y= 6
— IrEEzz+u+2y=-1m PP L 2z +p+206-p)=-1- 2z+p+12-2u=-1- O
O K+t y=6-y=6-y
Ox = Il
O
13+ =
0 22+12-p=-1 - 222112+ =13 40 = 22 Mo r=Hy=6 -uperpy .
|
O -
HZ:£+E
2 2
Ox = 20 . 13
. ngo,a,-?E
_ - 0
Dﬁ‘ﬂqrzgy‘ 6-2v DrE(x,y,z)=HO,6,-%H+UE(]2,-2,1)D r=p
0 . . 0y =(2,-2,1)
U -13 U
HZ:_+U O

b) Calcular razonadamente A para que los planos T§ y TG se corten formando un angulo

45°.
P,10,6,0 P,1-1,0,0
mEx+y-6=00 n1EH_1.( Y ) . My =2x+4y+hz+2=00 ]'[ZEH_2>( T )
on,=(1,1,0] on, =(2,4,1
E@.:E#Emosaacosa:g;‘fi
cosases 1 11.0]02.44) 12+ 104+ 0 1A _ 2+4+0 _ 6
[(1,0)[0(2,4 0] J2s2+020/22+42 402 J1+1+00/4+16+2%  V20/20+ )2
1 6 6
cos45=—=— — 1= L J20+22 =6 - 20+A\2 =62=36 - \2=36-20=16
2 \20/20+\2 V20 + 22
A=/16 =4

46. Dado el plano definido por la ecuacion T:8x -4y +z =3 hallar :
a) La ecuacion de la recta perpendicular al plano TUque pasa por el puntoP (1,-3,7),
expresada como la interseccion de dos planos.




0Q(o0,0,3
n=8x-4y+z-3=00 nED»( |
on=(8,-4,1)
DP('] _37) Ox= 1+ 8A
r=g-' 0 mr=(x,y,z)=(1,-3,7)+Ad8,-4,1)0r=Hy=-3-4x O
ov=(8,-4,1) _
Hz— 7+ A
O rEx—1:y+3:z—7 0 rE%—4x+4:8y+24D rEE—4x—8y—2020D rEDx+2y+5:O
8 -4 1 Oy+3=-4z+28 Oy+4z-25=0 Oy+4z-25=0

b) La distancia del punto P al plano TL.

d(PT[):\ADKP+B@P+C§P+D\:\BD—4E(]—3)+1U—3\:\8+12+7—3\:\24\:ﬁ:§u
’ n| J82 +47 412 Jea+16+1 81 9 3
c) Las ecuaciones de los planos que distan 3 unidades del plano TU.
_|AXq +Byq +CZy +D' _\8[(])—4[(])+1[3+D'\_\0—0+3+D‘\_\3+D'\_3

d(Q,m)=
( ) ‘;‘ 9 9 9
03+D'=27 . D'=27-3 =24

=3™@ =27 - O
B+D"=-27 -.D"=-27-3=-30

_,\3+D‘

m=8x—-4y+z+24=0 ; Tm'=8x-4y+z-30=0

47. Seanr y r’ las rectas del espacio R? determinadas del modo siguiente: r pasa por los puntos
A=(3,6,7)yB=(7,8,3)yr eslarectainterseccion de los planos de ecuaciones:

X—4y—-2z+24=-10 y 3x—-4y+z+24 =2

Se pide:
a) Calcular de cada una de las rectas r y I’ una ecuaciéon paramétrica y determinar la
posicion relativa de ambas.

0A(3,6,7) DOA(3,6,7) e
=5 ,6, DFED-’_ 19 _ Or=Qy=6+ A
0B(7.8,3) ov=(4.2,-4)=(2,1,-2) Hz=7- 2x




H1 -4 -1 -1OH H1 -4 -1 -1OH 1 H1 -4 -1 -1OH

4y-7=-10 !
r'sE; 4y+z ,03 -4 1)-2008% -0 8 4|28mEl-0 2 1|70
gox-4ay+z=- 0 0 0
D0 0|0F D0 0|0( D0 0|0¢
D |:| y:7_u 7_u
Hx—4y—z— 10 _ Ex_4y:_10+|.1|]|]—>X_4D—:_10+|J—>|:|
Or'=s( oy + 7DET_’T_,r'E|:| ; 2
O <y+tz= 0 oy=z 7-y.vy='—H
Ox=4-p Ox=4-2v 0 7
i A gc i, Loob
Dax—14+2u:—10+pax:4—pDr_Dy:E—EDEﬁﬁ‘ar=Dy:—— vOr'=q 20
%Z: ! Gz 2 Hw=[-2,-1,2]
Ox =3 +2A
N
r=y =6+ A ;
Hz=7-2a
Ox=4-2v
r'=Hy-7— 0}
n 2
nz-= 2V

Las rectas son paralelas o coincidentes porque (2,1,-2)//(-2,-1,2):

3-40B-7=-10
a 0

, 0-28 #-10
H 2B+7=-2" ' [A)

A(3,6,7)0r'?2 o r'(A)= 0 l9s. 2

O AOr'dr/r

Las rectas r v r ‘ son paralelas.

b) Calcular la distancia d entre las rectasry r ‘.

i i ok
108 7
\ﬁxﬂ 2 12 ‘5@—14[]‘1+R+5E§+2|j1+7ﬁ|
d(r,r'):d(A,r'): — = = =
w| V2222 Ja+1+4
_1(12,-12,8)| 122 +122 +62 _ 144 +144+36 _ /324 _18 _
= = = = = =6u
Jo 3 3 3 3

c) Calcular el area del triangulo de vértices A, By C, siendo C un punto cualquiera de la
rectar’.



k

i
qJABxAC 4 2 -4 :%qJ-M[h-4[j-10[92-2[ﬁ+28[]-10[h:
1 -5 -7
:%q]('24,24,-12)\:\(-12,12,-6)\=\/122+122+62:J144+144+36:J324:18 u?

48. Sean r larectay TU el plano de R® determinados del siguiente modo: r pasa por los puntos
(2,2,4)y(-1,2,1)y TUpasa por los puntos (1,0,1),(1,-1,0)y(3,0,0).
Se pide:

a) Probar que larectar no es paralelaa TU.

DA(224) OA(2,2,4) gez2A -2 _y-2_z-4
g =gt ’ _ Or=fy=2 nDr=XZ2-¥"2_27%n
DB( 1,2,1) av = ( 3’0’-3)=(1’0’1) sz4+)\ 1 0 !
=Dy-2=0 _Ox -z=-2
Dr_Ex-2:z-4Dr_E y =2
E(3,0,0
0oc(1,0,1) D( ) Sk
n=0Dp(1,-1,0)0 n=H ] s O
=D(1,-1, E =(-2,0,1)x(-2,-1,0)=/-2 0 1|=—=20+2k+i=(1,-2,2)
HE(3.0,0) = -2 -10
O mi=x—-2y+2z+D =0 OB AT .D=-30 mm=x -2y +2z -3 =0

/Tt v On < vim|=0 —>(1,0,1)E(]1,—2,2)=1+2¢0 —Larectar no es paralela al plano T

b) Calcular el punto P interseccién de ry Tly el angulo que forman la recta ry el plano TU

0 Ox -z=-2 Ox-2y+2z= 3
r= 0
p=ram-P=1""0 y -, 0pP=fx -z=-20m.p=p*TtH" 35@?3 0
ETIEX 2y+2z=3 H y = 2 [|X -z=-2_.,x=z-2

Ox =1
0o KFf & z—2—4+22=3q3z—6=3_>32=3+6=9az=§=3D x=3-2=10 PEEy=2

Hz=3

P(1,2,3)

. v v _ (1.0,1)cf1,- ) -

Vm—‘ ‘q:l EOSO(—»COSG—Vq]F]—»G arccos‘ M]a‘—arccos‘“ 1)‘¢|(1 )‘_

=arc cos 1+0+2 =arc cosL =arc cosi =arc cosi =arc cos — V2 =45°
J1+13M1+4 +4 V2 @9 J2 @3 V2




c) Determinar los puntos Sy T de la recta r que cumplan que su distancia a Tlsea 4.

d(Q,m)

Z\ADkQ +Byq +C 2,y +D| =\1DKQ —20yq +2[2g —3| z\xQ —2yq +2z4 —3| _

7

| xq —2yq +2z4 —3|

-2 2 -3 =
_‘XQ Ya T24Zq ‘ =4_,‘XQ_2yQ+22Q—3\=12E|DEE‘I"Dfﬁ—»

V1?2 +27 +27

Jo 3

Ox=2+A
rEEy:Z

J1+4 +4

Ox=2+A
_0
r=gy=2

OO & [2+A-22+200 44X )-3|=12 = [2+A-2[2+8+2A-3|=12 _ [3A+3|=12 -

~|A+1=4 -0
FA+1=4 - A=4-1=3

ON+1=-4 - A=-4-1=-5

Ox=2-5=-3
s=Hy=2 0s(-3,2,-1
Hz=4-5=-1

Ox=2+3=5
. T=Hy=2
Hz=4+3=7

0T(5,2,7)

49. Sean A, B y C los puntos de interseccion del plano de ecuacién x + 4y —2z -4 =0 con los
tres ejes coordenados OX, OY y OZ , respectivamente.
Se pide:

a) El area del triangulo ABC.

M=x+4y—-2z—-4 =0
A(x,,0,0) 00 - A(4,0,0]
B(0,ys,0) 0BT B(0,1,0)

C(0,0,z; JO&T-C(0,0,-2)

i j K i j kK
A,=1qjﬁ3xﬁz‘=1E1](-4,1,o)><(-4,o,-2)\=1 4 1 ol|l=2th2-4 1 o||=
2 2 21l.4 0 -2/ 2 2 0 1
i j kK
=§ -4 1 of|=[-iv20-40]=|(-1,-4,2)[ =17 +47 +27 =JT+16 +4 =21 =4'582 u?
2 0 1

b) EIl perimetro del triAngulo ABC.



Pt=‘ﬁ‘+‘§:‘+‘?c‘:\(-4,1,0)\+\(o,-1,-2)\+\(-4,0,-2)\=

=42 412 402 +0% +12 +2% +/4% +02 +22 =16 +1+0 +/0 +1+4 +/16 +0 +4 =
=17 +/5 +4J20 =17 +/5 +25 =17 +35 =10813 u

¢) Los tres angulos interiores del triangulo ABC.

e v oW ‘
v D :‘ \% ‘ E‘JN ‘ [dos o ﬂazarccos‘_i_
MEX
A =arc cos A;;’T#?;Aio —arc cos ‘ (_ 4.1 \C/)%O -2 ) ‘ —arc cos ‘\1/7‘ —arc cos =29'805°
3 —arc cos ‘ AB (BC ‘ —arc cos | ((4.1,0)0,-1,-2 )‘ =4arc cosu —arc cos 1 =83'773°
‘ AB ‘ q:BC ‘ V17 &5 J85 /85
C =arc cos A;A(\:’Ci;;;f —arc cos ‘ ( 4.0, _2?[‘(:;_ 1.-2 ) ‘ —arc cos ‘ O‘ —arc cos 2 =66'422°

50. Dados los puntos O (0,0,0),A(4,4,0)yP(0,0,12) se pide obtener razonadamente:
a) La ecuacion de la recta que pasa por A y es perpendicular al plano de ecuacion z = 0.

ttrs00 EO(O’O’O)DrsEf‘(4’4’O)
n(0,0,1) v(0,0,1)
SX:4 4 4 X 4=0
= = = = . EX_ :y;:z = - =
r_(X’y’Z) (4’4’0)+)\E(]O,0,1)Dr 532/24)\ o 0 0 1Dr % y-4=0

b) La ecuacién de un plano que cumpla las dos condiciones siguientes:
. Pase por P y por un punto Q de la recta de ecuacion x =y = 4.
. Sea perpendicular a la recta que pasa por Oy Q.

La recta x =y =4 es la misma recta r del apartado anterior, por lo cual un punto Q que
pertenezca a la recta r tendra como coordenadas Q (4,4, A ):

~00{0,0,0) ~00{0,0,0)
Sz@@(4,4,x)D SzD“=(4,4,A)



P(0,0,12)0m,

P(0,0,12 AM+4D+\12+D=0 - D=-12\
nOEH( )D nOE4x+4y+)\z+D=0Dﬁ(ﬁﬁﬁﬁqD :

an( 4,41 ) Q4 +4+ A +D=00PBOB -

J122-4032 -
DB A2 —qoh+32 20 L ) = 12E712 4082 _12:144 128:121%:1%4:612*
20 2 2 2
. Om =4x+4y+8z2-96=0 - m =x+y+22-24=0
Om, =dx+4y+42-48=0 . My =x+y+z-12=0

0N, =6+2=8 _ 0D, = ~12(8 = -9
"B\, =6-2=4" HD,=-120%=-48

T =EX+y+22-24=0 ; m,=x+y+z-12=0




ANALISIS

1. CaIcuIarfﬂ Inx | dx

Resolveremos esta integral por partes:

B 1
J'udv uly- IvduD —Inxadu-;dx
Hdv =dx - v=x

Ademas, debemos tener en cuenta que el logaritmo neperiano lo tomamos en valor absoluto, es
decir, que si es negativo ( cuando 0 < x < 1) se torna en positivo, de ahi que los extremos de la
integral definida se modifican para tomar el valor correcto invirtiendo los valores de x comprendidos

entre 1/ey 1:

J|Inx|dx:
e

e
:|xE[hx-x|1/e+|x[|hx-x|1e =

x[Ihx-J'xElldx
X

1/e

I:H:IIII:I
s

1B (1an1-1)5+] (etne-e ) -(1on1-1) ] =
0 0

CDIA
CDI—\

[@ —1§+1+In1§+[e[ﬂlne-1)+1—|n1]=%[ﬂln1-lne—1)+1+0§+[e[ﬂ1-1)+1—0]=

nl
e

EHQ

[00—1—1)+1§+(e[ﬂ)+1)=%[{]—2)+1§+(0+1)=%2+1+1=2—e

i

e
J’| Inx|dx=2—g
X e




y=Inx y=lInx |

(1e,1)
WX (e.1)

7(1,0) (1,0) X
(1le,-1)

2. Calcule el area comprendida entre el eje de abcisas y la curva y = x> —6x? +8x.

=0
x3-6x%+8x=0 - x[ﬂx2—6x+8)=04 @: 6+V62-40B 6++36-32 _

HX -6x+8=0- x=
20 2
:—Giﬁ:E:3i1:HX1:3+1:4
2 2 X, =3-1=2

- 43 _@pm2 —q_ —0_fA-=
f(x):x3—6x2+8x:0qEW)J3 60 :85] 1-6+8=9-6=3>0
f(3)=3%-6MB%2+8B=27-54+24=51-54=-3<0

2 4
A =‘!’( x® - 6x°2 +8x)dx —‘!( x® - 6x°2 +8x)dx =

12 2 2 14 4 4
:21[4)(3 dx-2-!’3x2 dx+41[2xdx-z‘!4x3 dx+2.!’3x2 dx-4!2xdx:

= gl -2 w4 - gl el -4 =

4 0 0 0 4 2 2 2

:%[ﬁz“ —0%]-211 22 -0°] + 4] 22 —02)—%[(]44 ~24|+20)4% -2°)- 447 - 22| =
[(]16—0)-2[08—0)+4[(]4—0)—%[(1256—16)+2[ﬂ64—8)-4[ﬂ16—4)=

EI6-2[8+4E4—%E240+2[56-4EIZ=4-16+16—60+112-48=116-108=8u.a.

A =8u.a.

PPN

2

3. Sea F(x)=J'Int dt conx=1
1
a) Calcular F'(e)

INTEGRACION POR PARTES: Ju dv=ui—fvdu

“Int - du=dt 1
%J-“ - du=s DIlntdt=|ntEt-ItDrdt:tEI]nt-J'dt=tE|1nt-t
v =dt - v=t t



XZ

fint dt=|tint-t[" =[x 0nx® -x2|=(10n1-1) =x* A x® =x® ~1D +1=x2 I x? -x* +1
1

F(x)=x?Onx?-x%+1- F'(x)=2x|]]nx2+x2[‘l1—2D’Zx—2x=2x|:ﬂnx2
X

F'le) =2ene? =2eln(e®) =2e{Ine +Ine) =2elhe +2ehe =4ellhe

b) ¢Es F "*( x) una funcién constante? Justifica la respuesta.

F''(x) = 20n x? +2xD1—2[2x:2Eun(x5<)+4:2[0|nx+|nx)+4:2|nx+2|nx+4:4|nx+4
X
F ” (x) no es una funcién constante porqgue su valor depende de la variable x.

4. Dada la funcién f( x) =e* +ae™ siendo a un nimero real, estudiar los siguientes apartados
en funcién de a:

a) Hallar los extremos relativos y los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f.

f'(x)=e*+ae* f-1=e*-ae*=e*- 2 =0 e =2 _a= ex)zze2x -
e’ e
- 2x=Ina - X:In_a
*Sia=0: f'(x):ex—%:ex—0=ex>0ﬁf(x) es creciente
e
. Sia<0:f'(x)=e"—Lf|=ex+@>0—>f(x) es creciente
e e
X X 2x _
*Sia>0: f'(x)=ex—i=ﬂ—i=u=oa e -a=0. a=e*
e’ e* e e

, , Ina

) a=e* - f'( x) =0 - f( x) tiene un extremo reIat|voenx:7
) a<e®™ - f'(x)>00 a<e®™ - 2x>Ina _>x>|nTaD f(x)escrecientel]xl]ém;ﬁoog
a

”l)a>92X ~f'(x)<00 a>e? - 2x<Ina —>x<|nTaD f ( x) es decreciente DXDEW’%E

. - . Ina
f ( x ) tiene un minimo relativo en x =T

. 1 Ina C
f (x ) es decreciente [1x D%w, >

. Cna C
f(x ) es creciente [x EIEW, +oo0 E

b) Estudiar para qué valor, o valores de a, la funcién f tiene alguna asintota horizontal.

. . . . . . . , . . 1
lim f(x) = Ilm(eX +ale™|= lim e* + lim ae™ = lim e* + lim ae™ =e™ +ale™ =
X — —00 X — —00 X = —00 X — —00 X — —00 X — —00 +oo

e

+ 00 =

=0+ 00 = +o00



. . w — a
hmf(x)zhm(e +ale™|=e™ +a®™ =+o+—— =+ +0 =+

X - +oo X — +00 e 00
La funcién f no tiene asintotas horizontales.

c) Para a > 0, hallar el area de la regiéon acotada comprendida entre la grafica de f, el eje OX 'y
las rectas x=0, x = 2.

2 p X : -X — x2 —x2_(2 0) Eﬁ—2 —0)_
A= ‘!'e +ale™ ‘!'e dx-aqo'(—ﬂEe dx-‘e O—a[lle ,clet-e’-alle™ -e™)=
:e2—1—aE<ia‘2+aE1:e2—1—iz+a:aEf2 —%+e2—1:aDe2—2_1+e2—1

e e e e

5. Dada la funcion f(x) =x® —x se pide:

a) Hallar la ecuacion de la recta tangente a la grafica de f en el punto (-1 ,f(-1)).

=) =312 122" y=0+20x-(-1]=20x+1 = 2x+2

t=y=2x+2

b) Determinar los puntos de interseccién de la recta hallada en el apartado anterior con la
grafica f.

x® -x=2x+2 - x® -3x-2=0 - resolveremos esta ecuacion por Ruffini:

x® =3x-2=(x+1) Eﬁx2 —x—2)=0

U
X = 2-2-9
P X_1i\/1'4ma‘2)_1i\/§_1i3_H1 2 2
) 20 22 0 43 o
472" T

Larectat=y =2x+ 2 corta a la graficaf (x ) =x?- xen los puntos x =-1y x = 2.




c) Calcular el area de la region acotada que esta comprendida entre la grafica de fy la recta
obtenida en el apartado a).

floj=0°-0=00 , . .
0 la recta t esta por encima de la gréfica f
t0)=2m+2=0+2=2

A=J2'[(2x+2)—(x3—x)]dx=}(-x3+2x+x+2)dx=J2’(-x3+3x+2)dx=

-1

I4x dx+—'[2xdx+2Idx———‘x ‘ ‘ 2‘21+2|X|f1=
-2 2 il =~ e | 2 2 o)
:——[(116—1)+_[(14—1)+2[ﬂ2+1):—1E|5+§[3+2[3_—E+9 6=-12,18,24 27 ¢
4 2 4 4 2 4 4 4 4

6. Sea f(x) = >
x?

a) Estudiar la continuidad y derivabilidad de f en x = 0.

0 -X

n—— six<0
1
= Lo p=5"
X°+1
H - 1six20
X"+
f(x] es continuaenx = 0 « (0] = IirBl_f(x) = Iirgf(x)
- 0 .0 0,0
(]_02+1 0+1 1 OE
I|mf(x]— lim — = 0 0 :Q:ODf(O): Iimf(x): Iimf(x)D f(x) es continua en x =0
x-0 x-0 X2+1 02+1 0+1 1 i x-0 x- 0
_ 0 0 _0_,O
x“r?f(x) "T+x2+1 0241 0+1 1 OE
f (x) es derivableenx =0 « f' (0 )=f'(0+)

D 1[ﬂx +1] - x| @x _-x*-1+2x° x? -1

ix<0
N x* +2x% +1 x4+2x2+1 SIxs
H (x 1)

f'(x]= g
D1[‘x +1) X2x _ x% +1-2x? -x% +1

six20
ﬁ (x +1] Xt kel xt+2x2 41




Jalo 0*-1 _0-1 -1 0

f(0)'04+2[02+1_0+2[0+1_ 7'
Df'(O')#f'(O*)D f(x) no es derivable en x=0

f'(0+J: -0%+41  _ 0+1 21215

0“+2mM%+1 0+2M+1 1 [

f ( x) es continua, pero no derivable en x = 0.

b) Estudiar cuando se verifica que f'(x) =0 . Puesto que f(1)=f(-1),
éexiste contradiccion con el Teorema de Rolle en el intervalo [ -1, 1] ?

D. X2_1 2 2
|:|S|X<0 ﬁZOHX"]:O—»X:'I—)X:\/_:"l
0 X'+ 2x°+1

f'(x):Oa 0
i X2+
DSiXZO %:04‘X2+1:0—>X2:1—>X:\/_:1
0 X"+ 2x° +1

f'(x)six=-16 x=1

No existe contradiccidon con el Teorema de Rolle pues f no cumple la hipétesis de derivabilidad
en el intervalo ]1-1 ., 1 [ al no ser derivable en x = 0.

. Area del 16bulo limitado por la parabola de ecuacion y =x2 —2x —10 y larecta x—y +8 =0,
X-y+8=0-5y=x+8

+f32-401-1g)
x2-2x-10=x+8 - x*-2x-x-10-8=0 - x*-3x-18=0 - x:3 3 [‘ 8)

20
0 _3+9 12
gX1 === F
_3i\/9+72_3i\/9+72_31@_%9_% 2 2
2 2 2 2 0 _3-9_-6
X,z ~="2=-3
2" 2

f(x)=x2-2x-10 - f(0)=02 -2 -10=0-0-10 =10

g(x)=x+8 ~ g0)]=0+8=8



A=[|(x+8)-|x2-2x-10|dx = [ [-x? +x+2x+8+10dX‘6 -x? +3x +18|dx =
I I |

-3

6 6 6
:—%LBXZ dx+gJ’32xdx+18:|'3dx:—%E‘]X3 ‘i+%[‘]x2 ‘63 +18pr|.63 -

—%E{163—(—3)3l+gEb62 —(—3)2]+18[@6—(—3)]:
=-1g216-(-27) |+ 24 36-9]+186+3) = [{216+27 )+ 2§ 36-9 | +18{ 6+3 ] =
3 2 3 2

= 143+ 374180 =-81+ 3 41602814+ 812162781243
3 2 2 2 2 2

8. Calcular el siguiente limite:

lim BI+

x>+ [ x> +4x+8[]

+1

segun los valores del parametro O .

+1

. Sia=0: lim B+ =1 _ indeterminacion
X+ [] X+8|:|
1 *
J Siaz0: lim HI+ =1 _ indeterminacion

x=+o[]  ox? +4x+8[

+1

lim EI+ =1* _, indeterminacion Ooa OIR

x—+o [ ax® +4x+8[0
1 iim Bxell—— fim Xt

+ lim ax+1 [H1+ >
lim HH‘ =0 ax®+4x+8 0 — gl DuxT+ax+8I0 - gx-reax®+4x+8
=[] ax®+4x+80

x 1 1 1

4 1+— 1+—
N X X : X +00
. Si M ahaxs WThs e w0 1
a=0: lim K+ H =gt —g X X =g x =g ™ =e*0 =g
x-+o ] 4x+8[
o Siaz0:
1
b o el
lim i X +®
+1 i X+1 e 4x 8 Jm, 8 8 1+0
H g mjwﬁ —t—t— ax+4+— a[(]+oo)+4+ G[(]+ )+4+0
im 1+ ———— = glaxTHAXI8 — g X X":e X =g e =g =e’ =1

x-+o [ x> +4x+8D

9. Una particula recorre la curva y =—x? +10x —25 de manera que en el tiempo t segundos
ocupa la posicién x =t e y =—t? +10t —25, Al llegar al instante t = 5 segundos se escapa por la



tangente a la curva recorriendo diez unidades de longitud en cada segundo en la direccion
positiva del eje OX, es decir hacia la derecha.

Calcular la posicion de la particula en el instante 15 segundos ( a partir de que sale por la
tangente ).

f(t)=—t2 +10t-25 _ f'(t) =2t +10 - f'(5) = 2B +10=-10+10=0 — f(5) =52 +10 (5 -25 =0

i , Ox=t
Trayectoria curva g )
Of(t]=y=-t2+10t- 25
Posicion [ m = f'(5) -0
by 0 y=0+00x-5)=0=eje OX

rayectoria recta
! 3P(5,0]

i

v(t)=10 u/s ~ x(t) =10t +5=10015+5 =150 +5 =155

La posicién de la particula 15 sequndos después de salirse por la tangente es ( 155, 0).

10. Se divide un alambre de longitud 100 en dos trozos. Con uno de ellos se forma un triangulo
equilatero y con el segundo un cuadrado. Determinar las longitudes de esos trozos para que la
suma de las areas del triangulo y el cuadrado sea minima.

100

X | 100 - x

x/3 (100-x)/4

[ Ax

h -
25-x/4

x/6 | x/6
I
x/3

L=100 -~ L=x+(100-x

2 2 2 2 2 2 2 2 2
h2+B§g:B>_(HZ_,h2+x_:x__,h2:X_—X_:4L—X_:3L:X__,h: X_: X = X :X\/5
60 6 12 V12 J12 23

M0 36 9 9 36 36 36 3 6
X X3

A cBM_3 6 106 V8.,

T2 2 2 18 36

g:B’fg—zaﬁmmz# =1 2- 54625
O MO 4 16 2



J3 1 25 J3 1 25

flx)=A; +Ag = o2+ — X2 -2 (X +625 = —— K2 +— X2 - 22 [X +625 =
36 16 2 419 44 2

S A8 ey 9 e BBy s AVBH9 5, 5 o
44D 4THD 2 144 2
f'(x):MD@—2—5&+625:4‘/§+95<—2—5:0q4‘/§+95<:2—5ﬁ4‘/§+95<:25ﬁ

144 2 72 2 72 2 36
~(av3+9)rx =256 =900 - x = 2%

9+443

Para comprobar que es un minimo:

es un minimo de la suma de las areas del triangulo y el cuadrado

11. Representa la funciéon f (X) :
Ox+6 sixO[-6,-3]
f(x)=H3 six0O[-3, 3]
He-x sixO[3, 6]
Hallar el conjunto de puntos donde esta definida la derivada y representa la funcion "' (X) .

f (x) es continua [Cx EI] -6,6 [

Bl
0 q
00f'(x)ox0]-6,-3[0]-3,3[X] 3,6]
ff"(33+')):?1gv]f'(3) 5
0 g




12. Hallar la base x y la altura y de una cartulina rectangular de perimetro 60 cm que al dar una
vuelta completa alrededor de un lado vertical genere un cilindro de volumen maximo.

y P =2x +2y =60cm -
1 h=y=30-x

x+y =30 - y=30—-x
- X "

V=AMh=nRe{30-x)00300 07 V(x=AmMh= nﬂ—HZElso x) nD—E|30 E
2
=X—['30-X]=—1Eb(3+@[b(2_.V'[x):-i[b(z @Dx-—i[}xz @D( 0.
4n 4n 4n 4n 4n 4n 4n
E%_oﬁx-o
L2 3 e 15l oﬁE
™o 4 0 3 3x 0

EZD(HS 0—»7—15—»3X'15D4 60ax—%—20—>y 30-20=10

x=20cm ; y=10cm

13.Un punto material recorre la parabola y?> =8x—9. Determinar razonadamente en qué
posicion la distancia del punto al origen (0, 0 ) es minima.

y? =8x-9 - y:\/8x—9:[8x—9)%D dist(O,P):‘O—P‘:|(x,y)|:\/x2+y2 oot -

000 S d(x) = Vx2+8x-9=(x2+8x-92 0 d' x2+8x-9 20 2x+8 2x+8 :
x] =+ [ % ) x| = Eﬂ ]Eu )= ———

:L:O_, Xx+4=05x=-4

Vx2 +8x-9



Pero la parabola y =v8x —9 sdlo esta definida cuando 8x-920 - 8x29 - x2 % es decir, en

, 19 C . : . : . .
el intervalo E|§'+oo = por tanto, la distancia minima al origen sera para el punto mas cercano a

. . 9 -
X = -4, es decir el punto correspondiente a x :§ - y%@aﬁ%ﬂ =0, o sea, el vértice de la

semiparabola horizontal:

pH2 oF

P(9/8,0) 08 L

14. Si la derivada de una funcion f es:

f'(x)=(x—1)3E(x-5)

Obtener:
a) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f.

f‘(x):(x—1)3[(]X-S):(x—1]2[0x—‘|)[ﬂx—5]:(xz—2x+1)[ﬁx2—6x+5):x4—6x3+5x2—
-2x% +12x? -10x + x* - 6x+5 = x* -8x* +18x* - 16x +5

fr(x)=3dx-1)?00x-5)+(x-1)°a={x-1)243dx-5)+(x-1)]=(x-1)> 0 3x-15+x-1) =
=(x-1)>d4x-16) =40 x-1)°dx-4)

f'{x) =(x-1)°dx-5)=0- E(X-1)3=0~x:1

f'(o)=(0-1)°fo-5)=(-1)°tf~5)=(-1)f—-5) =5 >0 — fcreciente [Ix (1] - c0,1]
f'(3)=(3-1)>3-5)=2°f-2)=80{~2)=-16 <0 — fdecreciente (x (1] 1,5]
f'(6)=(6-1)>f6-5)=5°M1=125M1=125>0 — fcreciente Ox ] 5 , +oo]

b) Los valores de x en los que f tiene maximos relativos, minimos relativos o puntos de
inflexion.

La funcion f tiene un maximo relativo en x = 1 y un minimo relativo en x = 5.

c) La funcién f sabiendo que f(0) =0

I( x* —8x® +18x? -16x +5 ) dx = %_]’5x4 dx —2I4x3 dx +6I3x2 dx —8J'2x dx +5Idx =

[X° —2x* +6x> —8x2 +5x+C

gl =



f{0)==m°-2m*+6M0°-8M?+5M+C=0- C=0

f(x)=%D(5—2x4+6x3—x2+5x

15. Descomponer un segmento de longitud 20 metros en cuatro partes para obtener el
paralelogramo de la mayor area posible.

Puesto que es un paralelogramo, los lados del mismo seran iguales 2 a 2, por lo tanto:

| 20m |

\ X _10-x | X 10 -x |

Ademas, se tratara de un rectangulo por que los romboides tienen menos area que un rectangulo
cuyos lados tengan la misma dimensién que los romboides. Por tanto:

Alx)=xd10-x)=-x2 +10x ~ A'(x) =-2x+10=0 - -2x =10 - x-%-

Cada parte del segmento medira 5 m para obtener un paralelogramo de la mayor area posible.

16. Un punto material recorre la parabola y =x? —7. Deducir razonadamente la posicién o
posiciones, en que la distancia de punto al origen (0, 0 ) es minima.

1
d= X2 +y?2 OO0 - d(x) = yx2 +[x2 = 7) = Jx2 + x* —14x% + 49 = Jx* —13x2 +49 = [x* - 13x2 + 49)2
1 3 3 _
d'(x) = 2efx* -13x2 + 49] 2 fax® - 26w = 2% o BT 5 px0-q3x=0 -
7 20Vx* -13x2 +49  x* -13x% + 49

9x=0 - d[0)=0* -1302 +49 = J0-0+49 = 49 = 7

- 2 _13 0—>
xilox -13) - §2x 21320 2x2 =13 - X :qu=i\/§
2 2

%f@ﬁfﬁ%ﬁ@ B2 a2 = [T

169 169 169 2060, 4T#s _ [169 338 196 _ [27 343 _ gy
4 4 4 4 4

4 2

0=
55 T o T B T

169 169 o _ [169 20169 449 _ [160 338 196 _ [27 _3V3 _,.q
2 4 4 4 4 4 4 4 2

4




HV 2 H 2 H 2 2 2 2
HV2H HV2 2 2 2 2
. . . . .. 13 1
La distancia al origen sera minima en las posiciones P; > TorY

3Z 4

17. Se considera la funcién f( x) = x2 +m, donde m > 0 es una constante.
a) Para cada valor de m, hallar el valor de a > 0, tal que la recta tangente a la grafica de f
enel punto ( a, f( a) ) pase por el origen de coordenadas.

f(x)=x2+m -~ f(a]=a% +m
!
f'(x)=2x - f'(a)=2a
P(a,f(a])
recta punto - pendiente :y —y, =pd x —x,) 0P @0 . y-f(a)=f'(a)dx-a) -

R y—(az+m):2aEﬂx—a) ~y-a’-m=2ax-2a’ - y=2ax-2a’+a’+m=2ax-a’+m

Para que pase por el origen: 0 =2aM-a%?+m - 0=0-a%+m - a%=m - a=+m

b) Halla el valor de m para que la recta y = x sea tangente a la grafica de f.

y=2ax-a

IR

-a®+m=0- m=a? DDBAm H—HZ 1_2:1
20 4

0 2
18. Sea: f(x) =0 (x-1)2 six<1
Dlnx si x>1

Hallar el area de la regiéon acotada limitada por la grafica de f( x) y por larectay = 1.

0 =0

X2 -2x+1214 x2-2x=0 - x({ x-2)=0 - §°

00 0x-2=0 - x=20]-%,1]
Hlnx:1ax:e

f(0'5) =(0'5)® —20'5 +1=025 -1+1=025 <1 - f(x) <1 x [ 0,1]

f(2) =In2=0693 <1 - f(x) <1 (x| 1,e]

Ox?-2x+1 si x<1
flx=0 |
nlnx Si x>1



La integracion logaritmica la realizaremos por partes:

u=lnx - duzldx
X

J'udv uly- IVdUDQdV ey

J’Inx dx=x[[hx-IxE—))1zdx:xEIhx-J'dxszIhx-xzx[(]Inx-1)

A=‘i”1-(x2—2x+1)]dx+}(1—Inx)dx=i(1—x2+2x—1)dx+}(1—|nx)dx=
1 1
1 e 1 1 e e

=[|-x® +2x |dx + (1—Inx)dx:—1 3x% dx + [2x dx + [dx —[In x dx =
I i [ o foxocefon-|

1
=—%[I]x3‘;+‘x2‘;+|x|f—|x[(]|nx -1)[; =

=1 —0%)+ (12 -02) +(e-1)~| et Ine —1) ~10fin1-1)] =

3
:—%[(]1 0)+(1-0)+e-1-[edf1-1)-1rf0- 1)]——%D+1—0+e—1—[eﬂﬂ)—1ﬂﬂ-1)]:
-t ie(0+1)=-tre-1=e-2 =13854

3 3 3

19. Dada la funcion f( x) =x® +bx? +cx +d, se pide:
a) Poner un ejemplo de b, ¢ y d de forma que la funcién carezca de maximos y minimos

relativos.
_-2b+/(2b)* 4B _-2b++4b? -12c
6

203

f'(x)=3x2+2bx+c =0 - #0 o 4b2-12c <0 -

—>b2_3C<0—>b2<30
Por ejemplo :b=2:c=3:d=4

f(x)=x®+2x2+3x+4 - f'(x)=3x2+4x+3=0 -

_ —4++42-4BB _ -4+J16-36 _—-4++/-20 o C .
- X = 503 = 5 = 5 — No hay maximos ni minimos relativos.

b) Demostrar que sic =0y b <0, entonces la funciéon presenta un maximo y un minimo
relativos.

X;=0
1 - 2 - -
f'] x| = 3x +2bx-x[(3x+2b)-0§3x b0 . 3 s 2bax2-—DEﬁ)a _@

U
Of"(0)=6M+2b=0+2b=2b0 P - f"'(0) <0 -~ maximoenx =0

f'(x)=6x+2b - :
O -
ofB- ZbH 6EE 2bH+2b +2b—ﬂ——2b|]ﬁfﬁ_>f"aﬂa>0_>m|’n.
o O 3 030
La funcién presenta un maximo relatlvo enx = O y un minimo relativo en x =-2b/3sic=0vy b <0.




20. Calcula los siguientes limites:

a) lim (e" - xz)

X to

lim (e"—xz)z lim e*- lim x? =e™ -|

X - +00 X - +00 X - +oo

+ )% = +00 -+ @] = 00 - 0 = indet erminacion

X 2 X 2 X
. . - X . X .
lim (ex—xz): im x2 %" = lim x? -2 0= lim x? -1d=
X - +0o X — +0o X2 X — +0o 2 X2 X — +o0o 2
X eX eX
= lim x? Olim -10= lim x® Hlim = - lim 12= lim x® (Hlim — - lim 10=
X - +00 X - +00 2 X - +00 _,+00X2 X - +00 X - +00 o 40 QX X +oo

= lim x? [@flim e im 1%:(+m)2[§°§—1gz+oo[ﬁ+—°°—1§: 400 [+ 00 —1) = o0 [+ 00) = oo

X — +00 — +0o X - +o0o D 2

b) lim 4 *3
x- +o 3% 4 X

4% +5% 4™ +5™ +o+o

lim = = =2 indeterminacion
xot0 3X 46X 37 48T+t

4X 5X 4x 5x 4+oo 5+w

4" +5" 6 6 6 & _6° 6 _0+0_0

[im = lim = lim = = =—=0
Xo o 3X 46X xot0 XX xote 3K 3t 0+1 1

—~ T —+1 +1

6X 6X 6X 6+oo

x? -x

21. Calcular Iimz—
x-1x° +2x -3

O x2-—
szix si x#1
Estudiar si la funcién f(x) = g% +2x—3 es continua en x = 1.
52 si x =1
x2-x _  1P-1  _ 1-1

lim = =
x-1x2+2x-3 1?+21-3 1+2-3

= % =indeterminacion

x> X 1
X2 - X 2 2 = -7 1-1 0
lim =lim—%* X —|im S = = — =indeterminacion
ix?42x-3 efx? 2x 3 %1y, 2 30,2 3 1+42-3 0
X2 x2 x? X x2 1 12



Aplicando L’Hépital:

. x? - x . 2x-1_20-1_2-1_1
lim ————— =1lim = = =—
x-1x2 +2x -3 x-12x+2 20+2 2+2 4

f(x) no es continua en x = 1 porque )I(im1f(x)=%¢f(1)=2

22. Obtener los maximos y minimos relativos y los puntos de inflexiéon de la funcién:
f(x)=x0Inx) 2

%In x=0- x=1
1

f'( x| =10 Inx| 2+x[12[‘|nx)[%:[lnx) 220 Inx) = [Inx)0] [ Inx|+2] =00 Elnx:-Zﬁ K=

f"(x)=2E'Inx)D)1(+2D)1(= 20 x|

:2[ﬁlnx]+2:2[ﬁ(lnx]+ﬂ:0_) 20 Inx +1] =0 -

S x]+1=0 - Inx=-1. x=¢"=

f(1)=1In1)2=0 - f"'(1)=2>0 - minimo relativoen( 1,0

A B i Hz:it(]—z)zziaf"ﬁl =2 - 2% <0 . Méximoen - 2122 [
Oe? 0 e2 0 e2 0 e? e? 0e? 0 e fe? C

if—1)? =1 . punto deinflexisnen 3+, L F
e e'el

2
23. Calcular el dominio y los intervalos de crecimiento de la funcién f( x) = 22x 1
x —

x2—=1=0 - x2 =15 x=/1=#1

Domf =IR-{-1,1} =] -oo,-1[U]-1,1[U] 1, 4

4x Eﬁx2 —1)—2x2 @x 4x%-4x-4x3 -4x
= = n 5 = Z 5 =0 x=0
XT =2x° +1 X" =2x° +1

_2x? .
f(X)—X2_1—>f( ) (XZ—'])Z

f'(—2)= _4[(]_2) = 8 =§>0ﬁfescrecienterD]-OO,-‘I[
(-2)* -20f-2)*+1 16-8+1 9




—-4-0'5) _ 2 2

f'{ —-0'5) = = = 0-f iente Ox O] -1,0
-0 (Co5)" —200-05)2 +1 00625-05+1 05625 oo X |-1.0]
o os) = —4[0'S _ -2 _ -2 ,
f'(05) = (05)* —20'5)? +1 = 00625 —05+1_ 05625 <0 - f esdecreciente ElxD] 0,1[
f'(2)= 402 -8 —_8<0 afesdecrecienterD]1,+oo[

24 _2m24+1 16-8+1 9

fescrecienteD(EI]—oo,—1[U]—1,

b
24. a) Se sabe que J'f( x) dx=0 . :Se puede asegurar que a = b ? Razonar la respuesta.

No, pues puede suceder que la funcién cambie de signo en [ a, b ] determinando recintos de
igual area a ambos lados del corte con OX.

3
c) Calcular, utilizando la regla de Barrow, la integral definida: I| x-1 |dx

x-1=0 -5 x=1

3 1 1 3 3

}|x-1|dx=}(1-x)dx+-!'(x-1)dx=Idx—J’xdx+J'xdx—J’dx=

J’dx—lede+—J’2xdx J'dx |x|3 EI] ‘ El]x‘
1[[]12 ] Eﬁ32 ) (3-1)=1+3-= [@1 9)+_[09 1)-2

=4_1[G_8)+1[8—2:4+4+4—2=10
2 2

25. a) Para cada valor de ¢ > 0, calcular el area de la regiéon acotada comprendida entre la

grafica de la funciéon f( x) =cx* + % x*+1 ,eleje OXy las rectas x=0,x=1.

s

u
=gl g Il #lxly =g e —0° o -0+ (1-0) = E v e

c 5 [

D(2+1de ‘!’CX dx+‘! D(de+_(]:dx——_!’5x dx + — ‘!3x dx+‘!dx—

b) Hallar el valor de c para el cual el area obtenida en el apartado a) es minima.



=2+ —+1=—[+—[c" +1
5 3¢ 5
f'(C):l—l&_zzl—L:O_,1:LA3C2:5_,C2:§_,
5 3 5 3¢2 5 3¢2 3
o= [5o5 V503 VBB _15 V15 .,
3 J3 333 3B J9 3

26. Estudiar para qué valores de a, b, c la recta que une los puntos A(-1,1)yB(1,3)es
tangente en el punto B a la gréfica de la funcién f( x) =aln(1+x?) —bx+c.

f(x)=a|]n(1+x2) -bx+c

re XX - YTV rzx_(_1):y_1ﬁrE—X+1:—y_1ﬁr5x+1:y-1ﬁr5y=x+2am:1
frlx)zan ' x-b=2 p g (1)=20 228 28 o o1 a=b+
x* +1 x2 +1 12 +1 1+1 2

f(1)=an(1+1?) ~bA+c=3 ~ aln(1+1) —b+c=3 ~aln2 —b+c =3 0 £7
OfT - (b+1)0n2-b+c=3 -~ c=3+b-(b+1)0nh2

a=b+1 , c=3+b-(b+1)0n2 b IR

27. Dada la funcién f(x) =e™ [ x2 +1] se pide:

a) Dibujar la grafica de f, estudiando el crecimiento, decrecimiento, puntos de inflexiéon y
asintotas.

2
f(x)=e>dx2+1)=X""10 e* 20 OxOIR ~ Domf=]-e,+o

X

e
f.(x):2x®x_(xz+1)[ex:eX[b2x—2(x2+1)I:_X2+2X_1:_X2_2X+1:OH
(ex) e™ e e
) _ _2+422-400 _2+J4-4 _2+J0 20 _
o X°=2x+1=0 -5 x= = = = =1
20 2 2 2
f--(X):_(ZX‘Z)[EX‘[XE‘ZXH][GX:_exd](Zx—Z)—z[xz—2x+1H:_—x2+4x—3:x2—4x+3
ex) e e* e
pr(q)= 12408 12443 0o ¢(4) =111 2 4736 0 pro. inflexion en B, 2F
e e e e e e 0 er
2 _ —
f'(o)z‘o 20E(D+1:_0 0+1=—1—0—»f es decreciente DxD]-oo,+oo[

e 1

f es decreciente en todo su dominio (todo IR )



A4+42 -40B _ 4+16-12 _4+J4 4+2

2 _
f"(X)Zﬂ:09X2—4X+3=0—>X:
e* 20 2 2 2
Ox,=2+1=3 3241 _9+1_10 __, , . EB1OH ,
- 0 Df(3):—3:—3:—3=0498Dpto.laneX|onen v ~ (3,005
0X, =2-1=1 e e e 0 e’ [0
2 _ -
f"(O):0 40E0)+3:0 (1)+3:3>0—>fescc'>ncava DxD]-oo,1[
e
2 _ _ _
f"(2):2 42D?+3:4 82+3:—,:<0_>fesconvexaDXD]1,3[
e e e
2 _ _
f"(4)=4 44[4+3:16 146+3=%>0_>fescéncavaDxD]3,+oo[
e e e
__ASINTOTAS:
. Horizontales:
2 2
lim f(x) = lim 2 +1=(+°°)+ *1o0.x=0
X — +o0 X — +00 eX eoo
2 _ )2
lim f(x) = tim = X”=( oo)_m+1=(+oo)l]a+°°=+oo
X - e N e
La funcién tiene como asintota horizontal la recta x = 0 por la derecha.
. Verticales: No tiene.
. Oblicuas:
S W et e Xta e
om = fim ~X = im 2205 = im X = jm —X = t _p
Xote X xodw @X X xoto x [@% xod4w g e’
y=mx+nQ U No tiene.
Un = lim [f(x) -mx ] = lim f(x) =0
D X — +oo X — +oo
_ GRAFICA:
02+1 1 241 2 2241 5
flo)==—F—=5=1 ; f(1)=——=2=0'74 ; f(2)]=2"—-—===0"68
e e e e e
32+1_10 _ ., =17+ , 4241 _17 _
f(3)="4—-=—=0'5 ; f(-1)= =2 =5'4 ; f(4]="F-=-7=0'3

2+1-5



1

b) Calcular la integral _!'f (x) dx

i'f(x) dx=;['e'X [(]x2 +1) dx

_ Integracion por partes:
D = 2 - '—
J’udv:uw-fvduaIuD/'dx:uD/-Iu'D/de Du X“+1-u'=2x

Oov'=e™ - v=-e™

1 1

‘!’f(x)dx=!e'x [(]X2 +1) dx=‘(x2 +1)[(]—e"‘)

;—‘:IZXEﬁ—e'X ) dx =
]

;
=‘—x2 > -e™ :)+2‘!:X|}'X dx = —1? Eé‘1—e‘1—(—02 @‘O—e‘°)+2‘!’x&'x dx =

-2 1
:_+1+2@[XE€-X dx
e

_Nueva integracion por partes:
OJu=x - u'=1
udv=ulv-fvdu - ful¥'dx=ulv-fu'lvdx O
I .[ .[ I Bv'z e’ s v=—e"

1 1

- A - -1 -0 - -1 |1
‘!’XEX dx:‘—x@xo—‘!ﬂﬁ-ex dx =-1[e —(—0@ )+‘!’eX dx:?+‘-e X
:_——6_1—(—9_0):_—1—1+60:_—2+1

e e e e
]
!f(x)dx=;2+1+2EB£+1H=—2+1—£+2=3—§
e Oe O e e e

28. Dada la funcién f( t) =at+b (con ay b constantes reales ), se define
F (x) =x_.'1x+1 f ( t) dt. Se pide obtener razonadamente:

a) La integral J’:H f(t) dt



x+1

f, 1) at =I1X+1(at+b) dt =J'1X+1atdt+J'1X+1 bdt=%LX+12tdt+ bﬁ” dtzgq]tz

x+1
_|.
1

Eb(x+1)2—12]+b[ﬁ(x+1)—1]z%[ﬁx2+2x+7|—1|]+bD<:gD<2+aD<+bD<:%D<2+(a+b)D<

a
2

b) La expresién de la derivada F'( x) y de la funcién F( x) .

F(x)=xj'1x+1f(t) dt=xE§gD<2 +(a+b)&§=gﬂ(3 +la+b)x2

F'(x):3?aD<2+2E(]a+b)D<

c) Larelacion entre los valores a 'y b para la que se verifica: F ""(0) =0

F''(x)]=3ax+2fa+b) - F"'(0)=3am+2a+b)=0 -~ 2ffa+bj=0 -~ a+b=0 -~ a=-b

29. Sea la funcién real f ( x) =log x1f:+:

a) Calcula el dominio de f ( x).
+ X

1 I
£(x) =log:x 1+x ~log E+XB< =1EIbgB1+XH= ogD1-x O_ log (1+x) —log (1-x)
1-Xx 1-x 0 X 1-x 0 X X
1T+x<0 5 x<-1; 1-x<0 -5 -x<-15 x>1
Domf=]-1,0[U]0,1
b) Estudia si f ( x ) es una funcién par.
Una funcién es par — f(-x)=f(x)
f(-x) =Iog[1+(-x)]—xlog[1—(-x)] :_Iog(1-x);log(1+x) zlog(1+x);log(1—x) =f(x)

La funcion es par.
c) Calcular las asintotas de f ( x).

Sélo puede tener asintotas verticales en x = -1, x =0y x = 1 por la restriccién del dominio:

. X = -1



im £(x) = lim log(1+x) ~log(1-x) _log| 1+(-17]|-log| 1-(-17] | _log(1-1*)-log[1+1)
X —1* x—=1" X -1 -1

_log0" -log2” _ -

= +oo
-17 -17
. x=0
IogL
im £(x] = lim log(1+x) ~log[1-x] _log|1+07|~log(1-0"] _log1™ ~log1* _'*®7: 0
X-0" x-0" X 0 0 0 0
Aplicando el Teorema de I'Hépital:
lim f( x) = lim log(1+x)-log(1-x) _ o O 1, f =
x-0- X0 X x-0- {1+x)0n10  [1-x)On10H
_ 1 1 _ 1 1 1 1 _ 2
= + = + = + =
[1+0 Jon10 [1-0" Jan10 1" On10 1" On10 In10 In10  In10
Iog1—+
im f(x)z im Iog(1+x)—log(1—x) :Iog(1+0 )—Iog(1—0 ):Iog1 -log1 _ 1" :gzim
x-0* x-0" X 0 0 0 0
Aplicando el Teorema de I'Hbpital:
lim f( x) = lim log(1+x)-tog(1=x) _ . O 1 b 1B
x0" ‘oo X x-0- H1+x)On10  [1-x)mn10H
1 1 1 1 1 1 2
= -+ = -+ = -+ =
[1+0* Jan10 [1-0* Jn10 1+ @10 1" mn10 In10 In10 In10
e x=1
im £(x) = im log(1+x)-log[1-x) _log|1+1 |-log| 1-1"| _log2 -log0* _+w _
X1 X1 X 1" 1 1
La funcion f ( x ) tiene asintotas verticalesen x =-1y x = 1.
2
30. Representar graficamente la funcién f ( x) =XTz , estudiando su dominio de definicion,

intervalos de crecimiento y decrecimiento, concavidad y convexidad, puntos extremos y de
inflexién, y las posibles asintotas.

[) DOMINIO:

Domf(x) =IR—{ 2} =] -0,2[ K] 2, +0cq

II) CRECIMIENTO:



X2 , _2x[x-2)-x20 _2x2 -4x-x2 _ x%-4x _ x[x-4] _
f(x)—x_zaf(x)— ( 5 =— =— =— =
x-2) X°—4x+4  x°—-4x+4 x° —-4x+4

g

_ Ox =0
P X[(]X_4)—0 — EX-4:O o x=4

£ 1) = -1-1-4)  _  -1f-5 _ 5
1 -2d-1)a [ -2d-1+a Tr2va

:g>0 - fescrecienteﬂxﬂ]-W,O[

f'(1) = 21[01_4) = 1[0_3) :_—3:—1<0afesdecrecienterDIO,Zl
1°-20+4 1-2+4 3

f'(3): 3[(]3_4) :3[(]_1):__3<
32-2B+4 9-6+4 7

0- fesdecrecienterD]2,4[

f'(5] = 25[(]5_4) - sd :£>OﬁfescrecienterD]4,+°°[
52-2b+4 25-10+4 19

f es creciente [x [] - c0,0 [ XI] 4, +oo|
f es decreciente CIx [1] 0,2 [ X] 2, 4 |

1) CURVATURA:

f'(x)—xz;“'x Hf"(X):(2X—4)[ﬁxz_4X+4J_(X2_4X)|:02X—4) _

—X2_4X+4 (X2-4X+4)2

_2x° ~8x +8x —4x® +16x 16— 2x° —4x> ~8x +16x]
x? —4x+4)[(]x2 —4x+4)

212X +24x-16-[2x° ~12x° +16x] | 2x® ~12x® +24x 16 - 2x® +12x* ~16x _
x* —4x3 +4x? —4x® +16x? -16x + 4x2 - 16x + 16 x* —8x3 +24x? -32x +16
8x - 16

= =0 - 8-16=0 - 8 =16 -~ x=20Domf
x* —8x3 +24x% -32x +16

(o) = 80-16 _-16

. g - = :—1<0_,fesconveanxD]-OO,Z[
0*-8M°%+24*-320+16 16

8010-16 64 _ 1

f"(10): 4 3 2 = “ea
10* -8M0° +2410° -3210+16 4096 64

0 - fesconcavaOx 0|2, + oo

f es convexa [x EI] —00,2[ ;
f es concava [Ix I:I] 2, +°°[




V) EXTREMOS:

2
f(o):o—:izog
0-2 -2 g
0 f(x) tiene un maximo en (0,0)
2 - - 0
f"(O): : 2[30 +24EO 16 : 16=-1<0D
0*-4[°+120°-160+16 16 0
2
fla] =4 =10.g7
4-2 2
0 f(x] tiene un minimo en (4,8)
oAt 2042 + 244 - 16 12 7 0O
f (4]_ 4 3 2 - __>OD
4°-4° +124°-164+16 144 9 []

f(x) tiene un maximoen (0.0).un minimoen (4 ,8).

V) ASINTOTAS:

. Verticales:
2 -2 - 2 +)2 +
lim f( x) = lim ngl:i:w i lim f{x) = lim = 12 _4
X2 Xx-2" X-2 2- =2 0 x-2% x-2" X-2 2t -2 o*

f (x) tiene un asintota vertical en x = 2.

J Horizontales:
2 2 2 2
— +
lim f(x)=lim = ) ; lim f(x)= lim = Gl
X —»—00 Xo—00 X -2 —00 -2 X — 00 Xoto X -2 +00—2
No tiene asintotas horizontales.
. Oblicuas:
O x2
OJ 2 2 5
NN | ) B S = NSRS T C S B I
O xom= X xemepX =2 X[ xemwx? —2x xewx? 2x e, 20, 20 1-0
. 2 X2 x — o0
y=mx-+npj
O 0 x? 0 O x? -2)0
On = lim [f(x)—mx]: lim E]X——XD: lim gx —XE(]X Z)D: lim i:2
O X =00 X0 X —2 g *>xX—2 X—2 [ x-Xx—2
O
O
O
O X2
O 2 2 2
Om = tim T2 = i B G B im X im X i o1 T,
0 Xt X X — 400 -2 X xﬂ+oox2 —2x xﬂ+oox2 _2X xﬂm‘]_g 1_i 1-0
. P x 4o
y =mx+nr(]
0 0 x2 O 0 x2 -2)0
On = lim [f(x)-mx ] = lim 32— —x0= lim 3> _xdix Z)D: lim —2_ =2
0O  x-+ X oo X — 2 O *x~*[X—2 X—2 [ x-tex—2
0
O
O

La funcién f ( x ) tiene como asintota oblicualarectay =x + 2 .




VI ) GRAFICA:

2 2
f(-3):ﬂ_i:—1'8; f(-2):ﬂ:i:—1 ;
-3-2 -5 -2-2 -4
(=17 _ 1 _ 3% _9_
f(-1) =55 =—5=~-08 (1) =5 == 3 f(8) =55 =779
2
; f(4)—4——E—8
4-2 2
Y y=x+2

x=2

31. Considera la funcién f real de variable real definida de la forma f( x) =1+xIx |. Se pide:

Osi x<0_>f'(x)=—2x
' D H '
f(x)|33|x=0—>f (x):O

Hsi x>0_>f'(x)=2x

a) Halla la derivada de f.

Osi x <0  f(x) =1+x-x] = -x2 +1
f(x) Hsix=0 - f(x)=1+xM=1+0=1 O

Hsi x>0 - f(x) =1+x 0k =x2 +1

b) Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento.

f'(—1)=—2[ﬁ—1)=2 >0 - f es creciente DXD]-OO,O[
f'(1)=2D>0 — f es decreciente DxD]O,+oo[

f es siempre creciente.

2

c) Calcula J'X f (X) dx
=



J'xf x) dx = J'x[(]—xz+1)dx+jx[ﬁx2+1)dx:}(—x3+x)dx+i’(x3+x)dx:

2 2

2 2
I x3 dx+dex+‘!’x dx+£xdx———f4x dx +— .[2xdx+—‘!'4x3 dx+%!’2xdx=

B B P e L S S L L S L
A A S P

32. Dada la funcién f( x) =x® +ax2 +bx +c, se pide:

a) Determinar los valores numéricos de los coeficientes ( a, b, ¢ ) para los cuales la funcién
tiene un minimo para x = 1 y un punto de inflexién en el origen de coordenadas.

f(x) =x® +ax? +bx+c - f'( x) =3x2 +2ax+b — f''(x) =6x +2a
f'(x) =6x+2a=0 - f"(0) =60+2a=0 - 2a=0 -~ a=0

f'(x) =3x2 +2ax+b O P ~f'(x) =3x2+b ~ f'(1) =3M* +b=0 - b=-3

I
o

G
I
|

I
o

Sf(x) =x% -3x
f(x) =x*-3x+c - f{0) =0°-3M+c=0-c=00 gOf'(x) =3x>-3

Ef"( x) =6x
b) Representar graficamente la funcion f ( x).
1°) DOMINIO: Dom f= IR
2°) EXTREMOS:
f'(x) =3x2 -3=0 ~3x2=3 - x2=1 . x=+x/1=#1
f'(-1) =6-1)=-6<0 - f(-1) =(-1)° -30-1)=—1+3=2 . (—1,2) es maximo relativo

f'(1) =6M@M=6>0 - f(1) =1* -3M@=1-3=-2 . (1,-2) es minimo relativo

3°) CRECIMIENTO:

f'(-10) =3{~10)*> —3 =300 —3 =300 —3 =297 >0 _ f es creciente CIx (1] - o0, -1
f'(0) =3M0? -3=0-3=-3<0 _ fesdecreciente CIx ] -1,1]

f'(10) =3M0? =3 =300 -3 =300 —3 =297 >0 _ f es creciente CIx (] 1, +oo

4°) INFLEXION:

f''(x) =6x=0 - x=0 - f(0) =0° -3 =0-0=0 —(0,0) es punto de inflexién

5°) CURVATURA:



f'(-1) =6{-1)=-6<0 — f es convexa Ox ] -,0]
f"( 1) =600=6=>0 - f es concava [Ix D] O,+oo[
6°) ASINTOTAS:

« Verticales: No tiene asintotas verticales.

* Horizontales:

lim (x3 —3x)=(—<>o)3 -3-w)=-0 . lim (x3 —3x):(+oo)3 -3 [+ o) =+

X — -0 X - +00

No tiene asintotas horizontales.

* Oblicuas:
0 8 -
I = tim = X3 i (e g = ) 223 = 4
X--0 X X —» —00 X X - =00
y =mx+n E
Un = i -
on = Xlirpw[ f(x) mx ]
U
0 -
I = tim 1 i X3 i (42 2= () 23 = 4
X - oo X X - +oo X X - oo
y=mx+n E
Un = i -
on = Xlirpm[ f(x) mx]
U
No tiene asintotas oblicuas.
7°) SIMETRIA:
f(-x) =(-x)® -3—x) =—x® +3x = —(x3 —3x) =—f(x) — f esimpar ( simétrica respecto al origen )
8°) CORTES:
. Con el eje X:

C 3 _au 2 Ox=0
f(x)—x 3x—0_.xEﬁx 3) 0—»D x2-320 5 x2=3 & x=+3 = +1'732

f corta al eje X en los puntos (— 3,0),(0,0)y(\5,0).
. ConelejeY:

f(0) =0° -3 =0 - fcortaalejeYenelpunto(0,0).

9°) PUNTOS:
f(-3) =(-3)°-3(-3)=—=27+9=-18 ; f(-25) =(-2'5)° —3{2'5)=-8'125
f(-2) =(-2)*-3f-2)=-8+6=-2 : f(-15) =(—1'5)° —3{1'5) =1'125
f(-05) =(-0'5)°* —3{0'5) =1'375 : f(05) =—1'375
f(1'5) =—1'125 f(2)=2 : f(2'5)=8'125 : f(3) =18

10°) GRAFICA:



(-1,2)

(1.-2)

c) Calcular el area limitada por la curva representativa de f ( x ) y el eje de abcisas.

o( ) ﬁ( , ) 4 0 0 1J§ 3J§

A= -3 —3x |dx=— (4 23 (2xdx-2 [4x dx +2 [2xdx =
_J'gx X ‘!’x XX4_—J-5XX J’xx ‘!’xx ‘!’xx
:%[I]X4|i/§ _%[I]X2|i/§ _%EIJX4|;/§+3 O 4|:EO 4 5_% 2_(_\/5)2 E—
—%EE(\E)“—04§+2E§(\/§)z—02§:%[@0 9)- [(]0 3)—%[(19—0)%[(13—0):
__9,9.9,9_36-18_18_9

4 2 4 2 4 4 2

33. a) Dadas la parabola y =6x —x? y la recta y = 2x , representar graficamente la parabolay la
recta y determinar el area limitada por ambas.

1°) DOMINIO: Dom (-x* +6x ) =IR
2°) EXTREMOS:



f'{x) =—2x+6=0 - 2x=6 - x=3 [0
f(3) =-32+6B=-9+18=9 E(3,9)esunméximorelativodef(x)=—x2+6x

fr{x) =-2 ]

3°) CRECIMIENTO:

f'(0) =2M0+6=6>0 — fescreciente [Ix ] -0, 3

f'(10) =2M0+6 =—20+6 =—14 <0 — f es decreciente [Ix [1] 3, +oo|
4°) INFLEXION:

f ( x) =—2 #0 — Notiene puntos de inflexion.

5% CURVATURA:

f ( x) =—2<0 - f es convexa x OIR
6°) ASINTOTAS:
» Verticales: No tiene asintotas verticales.
* Horizontales:

fim [-x? +6x| = - )2 +60-c0) = =00 lim [~ x2+6x| =~ [+ 0)? +6 [+ ) = oo
No tiene asintotas horizontales.
* Oblicuas:
0 -x% +
gm = lim UL S L . [-x+6] =+
I:l X- —0 X X— —0 X X- =00
y=mx+n[J
Bn=xljn_1m[f(x)—mx]
U
0 -x%+
gm= lim LR L . (-x+6]=-w
D X too X X o +oo X X +oo
y=mx+n(]
Bn: lim [f(x)—mx]
X —00
0
No tiene asintotas oblicuas.
7°) SIMETRIA:
f(-x) =—(—x)? +6{-x) =—x2 —6x = —f (x),f (x) — f no es par niimpar, pero simétricaa x =3
8°) CORTES:
. Con el eje X:
f(x) =x2+6x=0  xfx-6]=0- 0 "% "% tcoaa Oxen (0,0)y(6,0)
O0x-6=0-x=6 ’ e
. ConelejeY: f(0) =—02+60=0 — fcortaalejeYenelpunto(0,0).
9°) PUNTOS:

1) =o-1)?+6H1)=—1-6=-7
22 +62=—4+12=8
=—52+63=-25+30=5

8) =—82+6[8 =-64+48 =—16

f(-2) =(-2)*>+6(-2)=—4-12=—16 ; f
f(1) =—12 +6M1=-1+6 =5 2
f(4) =—4%2+6[4=-16+24=8 : f(5
f(7) =—72+67 =-49+42=-7 f

TN — — —

10°) GRAFICA : -x2+6x=2X - x> +4x=0 » -x[x-4)=0 - x, =0y x, =4



(4.8)

(0,0)

y = 2x y = -x*+6x

4

4 4 14 4 14 4
A :‘O['( - x?2 +6x) dx -‘OrZX dx = —§{3x2 dx +3‘!'2x dx -‘!’2x dx = _5.!3)(2 dx +2‘!'2x dx =

__1 34 24__1 3 _n3 2 _n2 __1 __64 _96_64_32 2
- quX Fr2gxef = §[(]4 0%)+2142 -02) = 3(B4+2016 =2 +32 =222 =y
. OM+x-/1-xC
b) Hallar el siguiente limite: lim 5 T XE
=07 3x E
T — =X 1 +x) 2 =2 —x) 2 1) 5
1+x —yJ/1—x 1 %1+x)2 —(1-x)z2 E['H. g 2 2 2 Ll
lim =1 = lim =
x=0 H 3x = xHOI:| 3x % x—-0 7 3 |
| B
O 1 1 0O 0o A1 1 0O 1 1 1 1 1 1
+ + + —+—— ' 1
Cim O At x Ax o 3Arx A-xg VA0 V10 _J1 V1 _1T1_1+1_2_1
x-0 [P 3 0 x-0[] 6 (| 6 6 6 6 6 3
H H H H

34. Para cada numero real positivo O , se considera la funcién g(x)=x2+a.Se pide

razonadamente:

a) El area de la regién del plano limitada por el eje OX, el eje OY, la recta x =6y la curva

y=g(x).




Y X:Vé y=X2+0(

A= (| x? +0( :—— 3x?dx+a dx—— X 6+0( x|1° = \/ES—OSDHX V6 -0| =
g g g o rapx] = 2 ilVef -0 Jrardie o)

1
3

6\/_+on/_ 276 +04/6 =(a+2)0/6 u?

b) El valor para el que la curva y =x> +a divide al rectangulo de vértices (0,0 ), (/6
0),(/6,6+a),(0,6+a )en dos regiones de igual area.

Y y= x*+

(0,6+0) (V6,6+0oc)

(0,0) (0,V6)

Ar=V6l1a+6)

=J66+a ﬁA:%DAT L A;=2A007PE Ve da+6)=2/60a+2) -

~o+6=200+2)=20+4 - a-20=4-6 -~ -a=-2 - a=2

35. Dos lineas férreas se cortan perpendicularmente. Por cada linea avanza una locomotora
( de longitud despreciable ), dirigiéndose ambas al punto de corte; sus velocidades son 60
Km/h y 120 Km/h y han salido simultaneamente de estaciones situadas, respectivamente, a 40
km y 30 Km del punto de corte.

1° Hallar la distancia a la que se encuentran las locomotoras, en funcién del tiempo que
pasa desde que inician su recorrido.




x (t) =-60t +40

(0,30) y (t) =—120t +30
v,= 120 Km / h
d d2=X2+y2—»d=W
(40,0)
X
v,=60Km/h
d =+ (—60t +40)? +(—120t +30)% =~/ 3600t? —4800t +1600 +14400t?> —7200t +900 =

=/ 18000t2 —12000t +2500 =10~/ 180t2 =120t +25 =10-/5+/ 36t2 —24t +5

2° Hallar el valor minimo de dicha distancia.

1
d =105 [ 36t2 - 24t +5| 2 _ :10\/—D—Eﬁ36t2—24t+5) 2[(172t 24)=5/50 (2728 _q
V36t% - 24t +5
L 72t-24=0 - 72t=24 t=22-1
723

d%@:mﬁ\/ 36 D%g —24@%+5 :10\6\/ 36%—24%+5 =105+ 4 -8 +5 =10+/5 = 22'36 Km

36. De la funcién f conocemos que :
a) Su grafica pasa por el punto (1, 6 ).
b) f'(2)=4

c) Su segunda derivada es la funcién constante 2, es decir f ( X ) =2,
Calcular razonadamente la funcioén f.

frix)=2 - J’2dx—2J'dx =ox+COHBM .f'(2)=2@2+C=4+C=4 .C=00

Of'(x)=2x - f( J'2xdx—x +CcOffs o f(1)=1?+C=1+C=6 . C=50f(x)=x2+5

f(x)=x2+5

37. Se consideran las funciones reales:
f(x)=12x>-8x2+9x -5y g(x)=6x2-7x+2,
Se pide:

f(x)
a) Determinar las asintotas a la grafica de la funcion
i X D



_f{x]) _12x° -8x* +9x -5

h =
[x] gl x) 6x2 —7x+2
0 8 \
Xy —====0'667
62 - 754220 X_Yi\/72—4[BU2_71\/49—48_7iﬁ_7i1 . 12
2[6 12 12 12 i 6 1 -
XZ:_:_:O'S
1T 2
ASINTOTAS HORIZONTALES:
o et
I x )z I —————:-
A LY I
" - Notieng asintotas horizontales
et ey
mhx lm —————:t1
JORT} PR 6X 7x2 D
_ ASINTOTAS VERTICALES:
12%_§—8%_é+9%ﬂ_5
fim h(x)= lim 12X 28X +9x=5 2 0 J .
e o1 6x* —7x +2 —g A,
2 e% -7% 2
H H
12%‘&3%’&9‘_5 127 87,97 . 37 47 .97 10 8 10 _2°
H H _8 4 2 “_2 2 2 2 _2 2 __2 __
1THL7T 6 _7 37,4 0 0"
6 02 *2 4 2 2 2 2 72
12%@_8%&9%&5
; o 12x% —8x2 +9x -5 _ H H H _
im h(x)—hm 5 = =
M LT BXE =Tx+2 1+g +H+
2 2 6 —7% 2
H H
* M+ 9" + + + + + + + +
M e PR Y
= = = = = = 400
1+B_7+ §+_Z+ §+_Z+ i O— O—
6%&52” 4 2 *? 2 2 72
12%_g—3%_g+9%_ﬂ5
fim h(x)= lim 12 28X +Ox=5 0 0 0.
w2 w2 6x° —7x+2 - -
Lo o f-rdf B
8 "H “H.18" - ao- - an-
12 8 = -5 96 32 - 32 32 -
_ Hr T s _27 e 0T 9 T TP 4
—2-+2 0"

6 _EI—E_+2 24 14 +2 8 _14 +2
H 3 9 3 3



lim h(x)= lim

12 +g—8 +g+9 +B—5
12x3—8x2+9x—5: _

X— = X —

o+ 2° 6x2
3 3

—-7x+2

%

%&2

187 +
12[% % EI+ -5 967 _32 6% -5 327 32" +6% -5 . +
_27 9 9 9 _ 1 S
% H147,, 247 14", 8T 14", 2742 0
H 3 9 3 3
__ASINTOTAS OBLICUAS:
O o flx_ . 12x*-8x2+9x-5 _
om= lim = lim 3 - =2
o * X xem o BXT-T7XT+2X
a
[ 0 - 0
0=l [ £[x-me|= tim 2 BCH9-5 o 0
y=mx+ng *° e xS TX+2 0 0 y=2x+1
O i 12 -8x"+0x-5 _, Bx"-7x+20_
E X~°°% 6x% - 7x+2 * 6x2-Tx+20
i 012x% - 8x2+9x-5 12x°-14x2+4x 0 6x2+5x-5_
0= lim g ; -— 0= lm ———=
g x=pg 6x°-7x+2 BX“-7x+2 [ *6X"-Tx+2
O f[x_ . 12x*-8x2+9x-5
om= lim = |lim 3 - =2
0 Xt X xetm BXT - 7XT+2X
[
o 012x* - 8x*+9x-5 O
n=lim | f{x/ - mx im X[=
an= lim [ £[x]-mx|= i -2
y=mx+ng % 3 2 -+ BX2-TX+2 0 0 y=2x+1
0 012x3 - - - 0
szlinwamXG 28_)( + 9x 5—2xD6X _7x+2
0 0 X -Tx+2 6x? 7x+25
O D12x%-8x2+9x-5 12x°-14x2+4x 0 6x?+5x-5 _
0= lim ¢ ) - 0= lm ———=1
g xfp 6x"-7x+2 BX“-7x+2 [ **06x°-T7x+2

f ( X 1
La funcion tiene dos asintotas verticalesen x =— y x =—
g(x) 2 Y

enlarecta y =2x+1

2
3

y una asintota oblicua

b) Calcular la funcién H( x) =J'g—(7j

12x3 —8x2 +9x -5

H( x) =J';—((%dx —I

6x% —7x +2

dx

f{x)

=C

dx que cumple H(1) =1




12x3 -8x%? +9x -5 6x% -7X +2

-(12x3-14x2 +4x) 2x +1
6x> +5x -5
-(6x* -7x +2)
12x -7 ‘
D:J' H2x+1+122X—_7de:J’ 2XdX+I dX+.[ Ld =00
0 6x° - 7x+2[0 Bx% - Tx+2
12x-7  _ 12x -7 12x -7 12x -7 A+B _
6x% -Tx+2 6EB< 1HEB< ZH 2[BEB< 1@@( 2@ 2x-1]03x-2] 2x-1 3x-2
_ 12x -7 _A[ﬂ3x 2)+B[ﬂ2x 1) o B B
oA dmca] - [2x-1]d5x-2] L 12x-7=A[)3x-2)+Brf2x-1)
. Six=%:
120 -7=Ad30 -2 hadl2og -1H. 6-7=AdP -2 kB d2-10-
2 02 0O O 2 O @ 0 02 0O

R —1:A[@—iﬁ+8[ﬂ1—1) R —1:A[H—1H+BDD_> —1:—5+0ﬁ1:5ﬁA:1ﬂ2:2
@ 20 0 20 2 2

2

o S|x—3.
12Dg 7= AEHBDZ— oHiedof-1H. 2 7-adP -2 Bigdi4-1H.
0 o 3 0 3 3 0 03 0

= - — - = 1_, = E_, :E_} = =
L 8-7=AL2 2)+BEE3 BEA AD+BE - 12042 - 1=2 . B=13=3

2 3
0= [ 2xdx +[ dx+[ ———dx+f 3x_2dx=x2 +x+In|2x-1]+In|3x-2[+C =

=in|(2x-1)3x -2 ) |+x? +x+C =In|6x? —7x+2 | +x2 +x +C

Pero ni siquiera hacia falta resolver la integral de forma racional, sino de forma inmediata desde ** :

H(1)=In[602-70+2]+1? +14C=In(60-7+2)+141+C=In(6-7+2)+1+14C =
=IN1+2+4C=0+2+C=2+C=1-c=1-2=-1_ H(x)=In[6x? ~7x+2 | +x? +x -1




38. Calcular el area del recinto plano limitado por la curva y =x? [@*, cuando x varia entre 0 y
5, el segmento horizontal de extremos (0, 0)y (5, 0) y el segmento vertical de extremos
(5,0)y (5, 25e°).

5
A :‘[xz [&* dx

Resolveremos la integral [** [ dx por
partes:

B . _ , Ou =
J'udv—uD/-J'vduaIuB/dx-uB/- u'lvdx O Ev'z

(0,0) IXZEEXdXZXZEEX-IZX[EXdX:D

Volveremos a integrar por partes:
0= x? [&* —(ZXEeX —IZeX dx):x2 [e* -2x [&* +2_[ex dx =x?[&* -2x[&* +2e* +C =
=(x2-2x+2]@* +C

=[5?-205+2] - (02 -2+ 2 =

5
A:‘!'x2 e* dx:‘(x2—2x+2)Eex

=(25-10+2)@°-(0-0+2|0=17@° -2 =17 [&° - 2= 2521' 024 u?

39. Se considera una funcién tal que su representaciéon grafica en el intervalo] -3, 3 [ es la
siguiente:

[N /D,
ANV

a) Determina las abscisas de sus puntos extremos relativos.

La funcion tiene dos maximos relativos en (-2 ., 1)y (2, 1) vy un minimo relativoen (0, -1).

b) Estudiar el crecimiento y decrecimiento de la funcién en el intervalo]-3,3[.

f es creciente Ox ] -3,-2[X] 0,2 y
decreciente [Ix I:I]-2,0[|] ]2,3[

¢) Haz un esbozo de la grafica de la derivada de esta funcién.



d) Sabiendo que la funcién es de la forma:
f(x) =ax* +bx? +c , encontrar de qué funcion se trata.

f(-2)=af-2)* +b~2)°> +c =16a+4b+c =1
f(0)=a@* +bM2 +c=0+0+c =c =—1

f(2)=a@* +b@% +c=16a+4b+c=10FT0 - 16a+4b-1=1_ 16a+4b=2 _ 8a+2b =1
f'(x) =4ax® +2bx - f'(2)=4a2® +2b[(2=32a+4b=0 ~ 8a+b=0 . b=-8a

8a+2b=10 1% - 8a+2(]-8a)=1- 8a-16a=1- -8a=1-, a:—%

f(x):—%D(4 +x% -1

40. Dibuja la grafica de la funcién f(x)=2|L| indicando su dominio, intervalos de

crecimiento y decrecimiento y asintotas.

g-x 0 x
0= si x<0 0— si x<0
|X| DZ—X DX—
flx)= o~ flx]=L 0 f(x=t
. Eisiwo E X six20
2-X ) -x+2
1°) DOMINIO:
Domf =IR—{2} =] —e0,2[ X|| 2, +00]
2°) EXTREMOS:
010 x-2]-x00_ x-2-x  _ -2
0 2 2 2 72 si x<0
0 [ x-2] X“-2Rk+2° x“-4x+4
Flx =
D1[‘—x+2)—x[‘—1)_ -X+2+X _ 2 6i X320

% -x+2]2  [-x)P-2mxm+2? x2-4x+4



f' ( x) #0 Ox ODomf — No hay extremos relativos

3°) CRECIMIENTO:

x2 —4x+4=(x-2)2>0 OxODom f

f'(x) <0 si x<0 — f esdecreciente [Ix [1] - 0,0 |

f'(x) >0 si x=0 — fescreciente Ox[]0,2[X] 2, +e

4°) INFLEXION:
H0H(x2-4x+4]-[-2)][2x-4]: -8

|
et Tl 60 10C 16 b 16 1

1 @

7
0 g d 2 el 4§ |
= PN RS 2 L]
a0 A B 1 4 16 6
%...D: dx-8 si x<0

f"(x)-D X4—8X3+24x2_32X+16 0 f"(x)—o [ 4x-8=0- x=25six<0
_E _ -4x+8 , i 4%-4x+8:0~x:23ix20
SRRy yrme v

f no tiene puntos de inflexion porque x C0Dom f

5°) CURVATURA:

frlo)=— 5 4[0)—28 =28__ 120 . f es concava Ox0O)-w,2]
04 -8MM°% +24M?-32MD+16 16 2
fvv(1o)= 4|jo_8 - 40_8 -
10* -8M0°% +24M0%2-3200+16 10000 —8 1000 +24 100 - 320 +16
32 _ 32

= = >0 - f es convexa DxD]2,+oo[
10000 -8000 +2400-320+16 4096



6°) ASINTOTAS:
* Verticales:

, , X X 2
Ilmf(x):llm = lim
x-2 -2 =X+2 x-22-X 2-2°
jim £ x) = lim —*— = fim =% _
x- 2" x-2' =X+2 x-202-x 2-2¢

* Horizontales:

lim f(x)= lim =
X —» —0o X— -0 X —
lim f(x)= lim

X — +oo Xﬁ_oo_x+

2" i

_:—:_:+°°D

0 i
- ftiene asintota verticalen x = 2
2" 0

__:—ooD

0 i

=1 - f tiene una asintota horizontalen y =1

= -1 - f tiene una asintota horizontalen y =-1

» Oblicuas: No tiene asintotas oblicuas puesto que ya tiene dos asintotas horizontales.

7°) SIMETRIA:

0 -

0 X - si x<0

q-Xx-2  x+ Of [ -x) £ ( x) .
f(—x):D 00 0 fnoes par niimpar

0 -x Df(—x)i—f(x)

0 =- si x20

D—(—x)+2 X+2
8°) CORTES:
. ConelejeX: f(x)=0 « x=00 f corta al eje OX enel punto (0,0).
. ConelejeY: f(0) =0 o x=00 fcortaaleje OY en el punto (0,0).
9°) PUNTOS:

f(_10): —10 :_10:§:0'833 f(-g):_—gz__9:220'818
-10-2 -12 6 -9-2 -11 1M
f(_g):i___s_ﬂ_o'g : f(_7):__7___7_z_o'778
-8-2 -10 5 -7-2 -9 9
f(-6)='—6_'—6_§_0'75 : f(-5)='—5_'—5_§=o'714
-6-2 -8 4 -5-2 -7
f(_4):_—4:__4:2:0'667 : f(_3)___3___3_§_0-6
-4-2 -6 3 -3-2 -5 5
f(-2) :__2___2_1_0'5 : f- ):__1___1_1:0'333
-2-2 -4 2 -1-2 -3 3




=1 14 . f(1s) =
f(1)—_1+2—1 1 ;. f(15)
t175) = 175 _ 175 _

-1'75+2 0'25
f(2'25): 2'25 _ 2'25 B

-2'25+2 -0'25

f(3)=L=i=_3

-3+2 -1
f(5):L:i:—1'667

-5+2 -3
f(7):#:l__14

-7+2 -5
f(g):L:i__ﬂ:_rzg@

-9+2 -7

10°) GRAFICA :

f(25) = 25 25 _ 5
-2'5+2 -0'5
R
f(6):L:£:—§:—1'5
-6+2 -4 2
f(g):L:i:_i -1'333
-8+2 -6 3
f(10)—L—£——§=—1 25

41. a) Determinar el dominio y los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién

f(x) = (3 qaex]

10

Domf =IR—{-3,3} =] —c0,-3[ 0 | =3,3[ XI| 3, +oo]

DOMINIO:

2°) EXTREMOS:



2X 2X

f'(x) :_(_1)[ﬁxz _9)_1 I:P_X:(Xz _9)2 - x4 -18x2% + 81

=0 -52x=0-5x=0

fo(x) = 20 x* ~18x2 +81) -2x [ 4x® ~36x | _ 2x* -36x2 +162 - 8x* -72x? | _

(x4 -18x2 +81)° (x4 -18x2 +81)°
_2x* -36x* +162 -8x* +72x* _ -6x* +36x* +162
[x* -18x2 +81)° (x* -18x2 +81)°
_ 4 2
f"(O) - -0 +36[" +162 _162 >0 - Ho,lﬁes un minimo

(0 -18m2+81) 81’ 090

3°) CRECIMIENTO:

20-10| -20  _-20
f'1-10) =+ — = = 0-fd Ox0)-«,-3
[-10] [-10)2-9]2 [100-9]2 " ot? ) ecrece 0 0] - -3|
frl-1) =+ 2[0_1)' S :_—2<0-»fdecrecerD]-3,0[
[P-9f7 (1-9]% [-8]* 64
f'(1)=' 24 2 _ 2 =£>0_>fcrecerD]0,3[

(2-9]2 [1-9)2 [-8)2 64

\ _ 200  _ 20 _ 20
f'(10] —(102_9)2 —(100_9)2 -W>Oaf crecerD]3,+oo[

f es decreciente [Ox ] - c0,-3 [[X] -3,0 [ y
f es creciente [Ix [1] 0,3 [ [X] 3, +oo|

b) Obtener los valores de A y B tales que:
1 A B

(3-x) E‘3+x)=3-x+3+x

1 _ A, B _ Ad3+x] _ BO3-x] _Ad3+x)+B3-x]
(3-x)[(]3+x) 3-x 3+X (3-x)[ﬂ3+x) (3-x)[03+x) (3-x)[ﬂ3+x)

1=Af3+x)+B[3-x)



Six=-30 1=A[)3+(-3)|+B3-(-3)]=1=A0+BmM3+3]=0+B®E=68B - B=%

—_

Six=30 1=A[3+3)+B[3-3)=1=AB+BO=AB+0=6A -~ A=—

»

1
c) Calcular el area de la superficie S limitada por la curvay = ( 3 -x) [ﬁ 3+ x) , el eje OXy

las rectas de ecuaciones x=-2yx=2.

1 1 1 1
2 _2 g g H _2 6 2 g __12 -1 12 1 _
A= J' —ID—+ EHx-I—dx+I dx=— [ —dx+— dx =
J 3 X [(]3+x ZEB X 3+xﬁ J, 3-X% J, 3+x 6 J 3-x 6J,3+x
1 1 2 -1 1 1
=5 3+de-dexE:EE@In|3+x||?2-|In|3—x||_22@ E[[J(|n5 In1)=(In1-In5)] =
2 -2
%[(] n5-n1-In1+In5) %[(szs 2in1)==21fIn5 In1):%[(] n5-0):%Dh5=0'536 u?

—X

42. Dada la funcioén real f( x) =e* —e™, se pide calcular:

a) La funcién f(x) +f( —x)

a
b) La integral J' f( X) dx , donde a es un nimero real positivo.

a

a() ( ) a a a a
f dx = *—e™ | dx = * dx - X dx = dx+[-e™ dx =
J;x xJ'e e x:[e x._];e x-_];e X:Ee X

—a

—e?-e?+e?-e=0

c) El punto de inflexion de f ( x ).
f(x)=e*-e™ - f'(x)=e*+e™ - f"(x)]=e*-e™ - f'"'(x)=e* +e™

f'(x]=e*-e*=0- e =¢™ qexzixqeXEéX=1q(ex)zzhe2X=142x=In1=04x:0
e

f"'(0)=e’+e® =1+1=2%0
f(0)=e®—e™® =1-1=0

f ( x) tiene un punto de inflexién en el origen (0, 0).




43. Se desea construir una bodega con forma de paralelepipedo rectangular de 100 m*® de
4
volumen de manera que el largo de su base sea 3 de la anchura x de su base. Se sabe que

los precios de un metro cuadrado de suelo, techo y de pared son, respectivamente, 225 € / m?,
300 €/ m?y 256 € / m% Determinar razonadamente:

a) El valor x de la anchura de la base que minimiza el coste.

4 4

h V=XD§D(Eh=1OO_.§D(2EIh=100_,
V=100 m’
ffffffffffffffffffffff n=tooPel 3078
X 4 x* 4x° X
y =4/3-x
h=75/x%"
/ X
4/3-x
c(x) =2 ocx2s + 2 ko0 + Ho ot x 2 + 2 2 Hros =
3 3 0o 3 x2 x* 0

=300x2 +400x? + é’ﬂ + @E@_sﬁ =700x2 + 350 [256 = 700x2 + 89600 _ 700x2 +89600x "
X X X X

C'(x) =1400x - 89600x 2 =1400x - 89600 _ , 1400x = 89600 s (89000 ¢,

x?2 x?2 - - 1400 )
 x=3%64=4m

b) Dicho coste minimo.

C (4] = 700 @ + 89600

=70006 + 22400 = 11200 + 22400 = 33600 €

44, Sea f 1a funcién definid nf(x)=4 si-3sx<3
. oear lartuncion derini apoer(x):_,_x si 3<x<7

Justificar si f es 0 no derivable en x = 3. ;Cual es el significado geométrico del resultado
obtenido?



y=-x+7

f(3]=4 E
Iir?_f(x) = Iir731_4 =4 0 f(3) = Iin;f(x) 0 fescontinuaenx=3
|in31+f(x) = Iir731+(—x+7) =-3"+7=4 E

320

Hf‘[&)# f'[B*]] fnoes derivable enx- 3
31

El significado geométrico es que la funcién cambia bruscamente de pendiente en x = 3.

45. Un proveedor vende un producto a un comerciante al precio de 300 euros la unidad. El
comerciante incrementa la cantidad de 300 euros en un 40% para obtener el precio de venta al
publico. El comerciante sabe que a ese precio vendera 50 unidades cada mes y que durante el
mes de rebajas por cada 3 euros de reduccion en el precio de venta de la unidad conseguira
un incremento de ventas de 5 unidades. Se pide determinar el nUmero de unidades que debe
pedir al proveedor para venderlas en el mes de rebajas y el precio de venta de cada unidad,
para maximizar sus beneficios durante ese periodo.

Beneficio de una unidad sin rebajas: 40% de 300 € = 120 €
Beneficio total con rebajas: B ( x ) =(120-3x ) i 50 +5x) = —15x? +450x +6000

-450
B'(x) =-30x+450 =0 - x = —3 - 15 veces que se rebaja 3 € cada unidad ( descuento de 45 €)

Debera pedir 50 + 3-15 = 50 + 75 = 125 unidades para venderlas a 420 — 3-15 =420 — 45 =375 €

a—1

9
46. Hallar el valor positivo de a para que -!‘( x+1 ) dx = 2




Obtener, razonadamente, la integral que da el area de la superficie comprendida entre el eje
OX,lacurvay=x+1ylasrectasx=0y x=2.

a—1

a-t 1
-!(x+1 ‘!2X dx+‘!dx +|x|0 =§Eb(a-1)2—02]+[(a-1)—0]=
——E(]a -2a+1- O)+a 1—a——a+1+a 1= £+1—2=£—1=g_.a2—1= -
2 2 2 2 2 2 2 2
~a?2=9+1=10 - a=+10 =3'162
Y
X
2
y=x+1
2 1 4
A= £x+1 x_—[px +lxf = [622 02)+( 2- 0)=504-0)+2=2+222+2=40

47. Sea f(x) = x* +ax? +bx +c. Hallar a, b, c sabiendo que f alcanza un maximo en x = -4 y un
minimoenx =0y quef(1)=1.

f'(x)=3x2 +2ax+b - f'(-4)=3[-4)*+2af-4 )+b=48-8a+b =0
f'(0)=3M02+2a+b=0 - b=0
fl1)=1°

(

+al®+bO+c=1-1+a+b+c=1-a+b+c=0

0 at+tb+c=0 . 00t E e
H-ga+b =4gbti.p °7CT . s a=—6 ; b=0 :
H b = 0 N-8a =48 - a=-6 c=6

ra - r - - 2 2
48. Calcular, razonadamente, el area de la region limitada por las curvas y =x“ e y =

1+ x2



- 2 _ _
2_%4 xz[(1+x2):24 K ax2-2=00K8T. 2242-2:0. z= 1im:

20
=15 x2 =15 x= 1= +1

:J’B——XZBdX:Z}

11 2 _ 1 1 31
B dx-EJ'SX dx-2E]]arctgx|_1—§EI]x ‘_1—

1+ X

B A - s P
=2[arctg1-arctg|- Eb1 l 2 0 %45% 3[@1 (=1)]
_2EH" "B— S1+1)= EHZ’TH—1E2 29’I §= —§=2'475 u2

- .. 2 iy = T T
49. a) Dibujar la recta de ecuaciony = ;[x y la curva de ecuaciony = SénN X cuando ~5 <Xx< 2

b
obtener razonadamente por calculo integral el area limitada entre la recta y la curva.

Y

y = senx _n




NS

A=

2
enxdx+‘!’senxdx—{zxdx=
[l Tt

N‘:.H o
NHH o

T

2 0
EEx—seandx+ E‘a‘enx—g Ed J’g
my 0 -!D T J.m

2

19 y 2 1 L
:1—_[_[[2xdx+JT'[-senxdx—1!'—senxdx—;t‘!2xdx:;[q]x2‘;+|cosx| 2—|cosx|§ _F[EI]XZ‘
2 2
O O O] O
=1 o2 —B—Eg D+Scoso cosB— HD—ECOS——COSOEI—lfﬂjBE -0% =
g 0208 0 200 0 mgeo g
:l% _i%“-o)-(o-ﬂ-l%i OE:—’_T+1+1—’—T:2—’—T=0'429 u?
n 4 nH 4 4 2

o I\J\:|

b) Calcular la integral del producto de las dos funciones consideradas en el apartado anterior,

. 2 - .
es decir, J';[x sen x dx , indicando los pasos realizados.

J’Exsenxdx:g xsenxdx =LC
T

Por partes :

J"u ' dx zum—J"u'mdx
u=x —u'=1

v'=sen X —V =—CO0s X

D:%E[]—xﬂzosx-P[ﬂ—cosx)dx]=%Eﬁ—x[¢osx+'fcosxdx)=%[ﬂ—x@:osx+senx)+C

50. Sea T un triangulo de perimetro 60 cm. Uno de los lados del triAngulo T mide x cm y los
otros dos lados tienen la misma longitud.

a) Deducir razonadamente las expresiones de las funciones Ay f tales que:
A ( x) = Area del triAngulo T
f(x)={A(x)}

Indicar ademas entre qué valores puede variar x.

P =L+L+x=60 - 2L+x=60 -

a=21 60-x _ 1
2 > L L= X:—_D(+3O
2 2
2
L2 =h2+@g =h2+ X
R0 4
‘ x2 x2 x2
X h=,[L? _T: T—30X+900—T =4/-30x+900




! x 3/-30x + 900

):5
(%) :%D(E{/—SOX+900§

A(x

_@5(3 +@
4

x2 = —g x3 + 225 [x?

%D& [f —30x +900 ) =

b) Obtener, razonadamente, el valor de x para el que f ( x ) alcanza el valor maximo.

x=0

f(x) = -2 +450x =0 - xi+22 rx+ 4500=0 -
2 0 2 0 45 45

_7D(+450:0 - 75(:450 -

I |

- 45x =450[2 =900 - X=%=200m

__Comprobamos si f tiene un maximo parax =0 :

£ x):—%D(+450:—45x+450 - £"(0)=-45M +450 = 0 + 450 = 450 >0 - minimo

15 15

f(0] = 5 [0° +225[0° = 5 D+2250=0+0=0

f tiene un minimo en el punto (0, 0)

_Comprobamos que f tiene un maximo para x = 20 :

f''(20) = —45 20 +450 = —900 + 450 = —450 <0 — Maximo

f(20) = —1?5 [20°% +225[20° = —1?5 [B000 + 225 [400 = -15 [4000 + 90000 = 90000 - 60000 = 30000

f tiene un maximo en el punto ( 20, 30000



