Continuidad de las funciones. Derivadas

1. Estudiaren x=0y x= g la continuidad y derivabilidad de la funcion

COoS X si x<0

f(x)= o s 0<X<m/2

T
2+senx si x>m/2

Solucion

. . T . -
f es claramente continua en todo R salvo, quizas,en x=0y x= ry Estudiemos la continuidad en estos puntos:

e x=0
lim f(x)=limcosx=1
x—>0" x—>0"
_ _ (2x . Entonces no existe lim f (x) por ser distintos los limites laterales y, por tanto, f
lim f(x)=lim (—+2j:2 x>0
x—0" x>0\ 7T

no es continua en O (discontinuidad de salto de longitud L=1)

T
e X=—
2
lim f(x)= |im(ﬁ+2j:3
x>t x—T T .
2 2 . Entonces lim f (x)=3= f(E), con lo que f es continua en x=2
lim f(x)=lim (2+senx)=3 w2 2 >
x—% x—>%

Resumiendo: f es continuaen R —{0} .

Estudiemos ahora la derivabilidad. La funcion f es claramente derivable en (—oo,O)u(O,gju(g,+oo], con

derivada
—senx si x<0

fr(x)=4= si O<x<m/2.

cosx si x>m/2

. . T .
En X =0 no es derivable pues no es continua, y en X = 2 se tiene:
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f'(f} lim '(x)= lim (3}3
2 ) o I\ T
2 2

f [g J lim f "(x) = Iim+(cosx):0
XX xeg

. T i
, con lo que f no es derivable en el punto x=§, ya que las derivadas

laterales son distintas.

Resumiendo: f es derivable en R—{O, g}

La derivabilidad en x = — también se podria haber estudiado utilizando la definicién de derivada de una funcion para

. o T
hallar las derivadas laterales a la izquierda y a la derecha de > :

f(x)-f (gj (2)(+2j—(2+seng) 2X 5 3 2x—m )
lim —— %2 = lim ~ = =lim 22— = lim = —==
ot oy . x=T oF g T LE 2X-T o
’ 2 ? 2 ? 2 22
7T T P
f(x)—f(j (2+senx)—[2+sen] senx—sen ~
. 2 - 2 - 2 5 -
lim - = lim - = lim = lim cosx =0 (en este dltimo paso se
X—>§ )(—E X—% X_E x—>§ X_E x—>§

ha utilizado la regla de L'Hépital). +

Fig
En = hay un
> y

punto “anguloso”

Continuidad de las funciones. Derivadas _



2. Calcular a y b paraque f(x) seacontinuaen x=0y x=1.
cosx si x<0
f(x)=4a+x> si 0<x<1
b/2x si x>1

Para los valores de a y b obtenidos, estudiar la derivabilidaden x=0y x=1.

Solucioén:
Para que f sea continua en O debe existir el limite cuando X tiende a 0 y coincidir con la imagen de la funcién en 0.
El limite en 0 existira si existen los limites laterales y son iguales. Simbolicamente, f es continua en cero si:

lim f (x)=limcosx=1

lim f (x)= f(0)< lim f (x)=lim f (x)=f (0)=cos0=1<> """ =0 sa=1.
lim £ (x)= f (0) < lim f (x) = lim f ()= f (0) im () lim a-¢) -

Andlogamente, f es continuaen x=1 si:

limf (x)=f (1)< lim f (x)=lim f (x) = f (1) =a+1* =2 < (acabamos de hacer uso de que a=1)

x—1 x—1 x—1"

lim f (x)=lim(a+x*)=2

x—1 x—1 b
= oS —=2b=4.
b b 2
lim f (x)=lim—==
x—1* x-1" 2X 2

Para estos dos valores de a y b la funcion queda de la siguiente forma:

cosx si x<0
f(x)=41+x> si 0<x<1
2/x si x>1

Estudiemos ahora la derivabilidad. La funcion f es claramente derivable en (—0,0)(0,1)(1,+00), con derivada

—-senx si x<0
f'(x)=43x? si 0<x<1
—2/x* si x>1

£'(07)=lim f'(x)=lim (-senx)=0
En x =0 tenemos: 0 0 . Entonces f es derivable en el punto X =0, pues las
£'(07)=1lim f'(x)=lim3x* =0

x—0* x—0*

derivadas laterales coinciden. Ademas f'(0)=0.
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f'(17)=1lim f'(x)=1lim(3x*) =3

x—1" x—1"
En x=1 se tiene: 2 . Entonces f no es derivable en el punto X =1, pues las
f'(1)=lim f'(x)= Iim[——zj:—Z
x—1* x—1* X
derivadas laterales son distintas.
—senx si x<0
Por tanto, f es derivable en R —{1} con derivada f '(x)=+3x’ si 0<x<1.;
—2/x* si x>1
2
4 3 2 1 0 1 2 3 4 5 6 7 8

3. Calcular a y b paraque f(x) seacontinuaen x=0y x=1.
e*+a si x<0
f(x)=1ax*+2 si 0<x<1
b/2x  si x>1

Para los valores de a y b obtenidos anteriormente, estudiar la derivabilidad de f (x) en x=0.

Solucion

Para que f sea continua en 0 debe existir el limite cuando X tiende a 0 y coincidir con la imagen de la funcién en 0.
El limite en O existira si existen los limites laterales y son iguales. Simbdlicamente, f es continua en cero si:

. B ) L B 0
leﬂgf(x)_f(O)c>XILrg]f(x)_XILr(r)1f(x)_f(O)_e =+a=1l+a<

lim f (x)=lim (eX +a):1+a

=0 x>0 olra=2<a=1.
lim f(x) = lim (ax2 +2): 2
x—0" x—0"

Andlogamente, en X =1: lim f (x) = f (1) < lim f (x)=lim f (x)=f (1)=a+2=3< (recuérdese que a=1).

x—1 x—1" x—1"
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lim f(x)=lim(x*+2)=3

= - e b b & —-—=3<b=6.
lim f (x)=lim—== 2
x—1* x-1" 2X 2

Para estos dos valores de a y b la funcion queda de la siguiente forma:

e*+1 si x<0
f(x)=<x*+2 si 0<x<1
3x si x>1

Estudiemos ahora la derivabilidad. La funcion f es claramente derivable en (—0,0)(0,1)(1,+00), con derivada

e* si x<0
f'(x)=42x si 0<x<1
-3/x* si x>1

F(0) =i (%)= ime =2

En x=0 se tiene: . Entonces f no es derivable en el punto x =0, pues las

£'(07)=1lim f'(x)=lim 2x=0

x—0" x—>0"

derivadas laterales son distintas.

f'(1)="lim f'(x)=lim2x=2

x—1" x—1"
En X =1 se tiene: . Entonces f no es derivable en el punto x =1, pues las
f1(1)=lim f'(x) = lim (__Zj --3
x—1" x—1" X

derivadas laterales son distintas.

e si x<0
Por tanto, f es derivable en R —{0,1} con derivada f'(x)=42x si 0<x<1;
—3/x% si x>1

4. Determinar a y b paraque f(x) seacontinuaen x=-1y x=1.
2x  +ax®—1 si x<-1
f(x)= 2 si —1<x<1
2X
e**+2b si x>1

Para los valores de a y b obtenidos anteriormente, estudiar si f (x) es derivableen x=1.

Solucién
Paraque f seacontinuaen X =—1 debe existir el limite cuando X tiende a —1 y coincidir con la imagen de la funcién
en —1. El limite en —1 existira si existen los limites laterales y son iguales:
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lim f (x)=f (-1) < lim f (x)= lim f(x)=f(-1)=2(-1) +a(-1)’ -1=a-3<

x—>-1 x—1" x—>-1"

. L 3 2_ _ _ 3 _ 2_ —a
Xlirgff(x)_xlirgf(ZX +ax’ -1)=2(-1) +a(-1)"-1=a-3
= =
lim f(x)= lim (ij:_é
x—>-1" x—>-1*\ 2X 2

<:>a—3:—%c>2a—6:—ac>3a:6c>a:2.

) . . . 2 )
Analogamente, en X=1: IX|L711 f(x)=f(1)< !Lnlw f (x):lLrP f(x)= f(l):Z=1<:>(recuerdese que a=2)
. . (1
I|mf(x):llm(—j:1
=has X &1=1+2b<0=2b < b=0.
lim £ (x) = lim (e +2b)=e’+2b=1+2b

Para estos dos valores de a y b la funcion queda de la siguiente forma:

23 +2x* -1 si x<-1
f(x)=11/x si —1<x<1

x-1

e si x>1

Obsérvese en primer lugar que f esta definidaen R — {0} , por tanto, en X =0 la funcion no es continua ni derivable.
De hecho, en X =0 hay una asintota vertical.
Estudiemos ahora la derivabilidad. La funcién f es claramente derivable en (—o0,—1)U(-1,1)U(1,+00)—{0}, con

6x*+4x si x<-1
derivada f'(x)=4-1/x> si —l<x<l.
e*? si x>1

f'(—1‘)= lim f'(x)= lim 6x2+4x):2

x—>-1" x—>-1"
En x=-1 tenemos: 1 .Entonces f no esderivable enel punto X =-1
f'(=1")= lim f'(x)= lim (——zj =-1
x—>-1" x—-1" X

pues las derivadas laterales son distintas.

()= 1 00= -

=-1
En x=1 se tiene: X j . Entonces f no es derivable en el punto x =1, pues las
1

f'(17)=lim f'(x)=lime** =

x—1" x—1"
derivadas laterales son distintas.
6Xx*+4x si x<-1
-1/x*  si -1<x<0
~1/x? si 0<x<1
x—1

e si x>1

Por tanto, f es derivable en R —{-1,0,1} con derivada f '(x)=
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5. Estudiar la continuidad y derivabilidad de la funcion:
3X+5 si x<-1
f(x)=42 si —1<x<1
X*—3x+1 si x>1

Solucioén:

La funcion f es claramente continua en todo R salvo, quizas, en X =—1 y X =1. Estudiemos la continuidad en
estos dos puntos.

lim f(x)= lim (3x+5)=3(-1)+5=2

En x=-1:<""" e limf (x)=2=f (-1).
" im F (x)=2 = lim £ (x) (=)

Por tanto, f escontinuaen x=-1.

lim f (x)=2

En x=1:{" o . Entonces no existe lim f (x) por ser los limites laterales distintos,
lim f (x)= Ilm(x —3x+1):—1 e
x—1" x—1"

con loque f noescontinuaen X =1 (hay una discontinuidad de salto finito en x=1).

La funcion f es claramente derivable en (—o0,—1)U(—1,1)U(1,+00) con derivada:

3 si x<-1
f'(x): 0 si —1<x<1
2x—-3 si x>1

fr(-1)=lim f'(x)=3

En x=-1 se tiene: . Entones f no es derivable en el punto X =—1, pues las derivadas

0

fr(-1) = lim £'(x)

laterales son distintas.

Por otro lado, como f no es continuaen x=1, f noesderivableen x=1.

Resumiendo, f es derivable en R —{-1,1} con derivada
3 si x<-1
f'(x)=<0 si —1<x<1.y
2Xx—-3 si x>1

X2 si x<0
6. Dada lafuncion f(x)=<a+bx si 0<x<1, determinar ay b de modo que sea continua. Para los valores que
3 si x>1

se obtengan, estudiar la derivabilidad.
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Solucién

lim f(x)=limx*=0

Xf‘)’ "_"07 = paraque f seacontinuaen X =0 debe de ser a=0 pues en este caso
lim f(x)=lim(a+bx)=a
x—0" x—0"

lim f (x)=0=f (0).

lim f(x) = limbx=b
x—1" x—1"

lim f(x)=3

x—1"

= paraque f seacontinuaen x=1 hade ser b =3 pues en este caso Iin‘ll f(x)=3=1(@)

x* si x<0

Por tanto,si a=0y b=3, f escontinuaentodo R y queda de la siguiente manera: f(x)=43x si 0<x<l.
3 si x>1

2x si x<0
En principio, f es claramente derivable en R —{0,1} conderivada: f'(x)=43 si O<x<l.
0 si x>1

Estudiemos la derivabilidaden x=0y x=1.

f'(07)=lim f(x)=lim(2x) =0
x>0 x>0 = f no es derivable en el punto x=0, pues las derivadas laterales son
£'(07)=lim f'(x)=3

x—0"

distintas.

f'(17)=1lim f'(x)=3
ot = fno es derivable en el punto X =1, pues las derivadas laterales son distintas.
f'(17)=lim f'(x)=0

x—1"

2x si x<0
Enresumen: f esderivableen R —{0,1} conderivada f'(x)=43 si O<x<1.;
0 si x>1

7. Estudiar la continuidad y derivabilidad de la siguiente funcion:

1 .
e si x<1
f(x)=92-x

—X*+4x-2 si x>1

Solucién:
La funcion f es claramente continua en todo R salvo, quizés, en X =1. Estudiemos la continuidad en este punto:

lim f(x)= Iimizl

X1 x-1 2 —X = f escontinuaen x=1 pues |ifT11 f(x)=1=f().
lim f (x) = lim (-x* +4x-2) =1 a
x—1* x—1*
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1

—— si x<1
La funcion es derivable en todo R —{1} con derivada f'(x)=+< (2- x)2

—2X+4 si x>1

f'(1)=lim f'(x) = lim L

- - 2
Estudiemos la derivabilidad en x =1: ot =t (2-x) — f no es derivable en el punto
fr(1 )=!|£1 f (X):!LT(_2X+4):2
X =1, pues las derivadas laterales no coinciden.
1 = si x<1
Resumiendo: f es derivable en todo R —{1} con derivada f'(x) =1 (2—-x) t

—2x+4 si x>1

2x+5 si x<1

8. Dada lafuncion f(x)=q , :
X“+k si x>1

a) Determina k para que f (x) sea continuaen x=1.

b) ¢Es la funcion f (x) para el valor k calculado derivable en X =17

Solucién:
lim f(x) =lim(2x+5)=7
x—1" x—1"

) _ = 7=1+k =k =6.Por tanto, si k =6 se cumple que lim f(x)=7= f (1)
lim f (x) = lim (X* +k) =1+k xo1
x—1" x—1"

y fes continuaen x = 1.

2x+5 si x<1

b) Si k=1 lafunciénes: f(x) :{ , que es derivable en todo R salvo, quizds en x =1, con

x2+1 si x>1

2 si x<l1

derivada f'(x) = . .
2x si x>1

Estudiemos la derivabilidad en x = 1:

f'(r):linlq fi(x) =2

= f esderivable en X =1 pues coinciden las derivadas laterales.
f1(17) =lim f'(x) = lim (2x) =2

x—1* x—1"

Por tanto, f es derivable entodo R con derivada

' 2 si x<1
f'(x)= . 1
2X si x>1

Continuidad de las funciones. Derivadas _



2x+1  si x<-2
9. Dadalafuncion f(x)=<ax*+bx si —2<x<4,determinaayb demodo que seacontinua. Para los valores
X—4 si 4<X
gue se obtengan, estudia la derivabilidad.

Solucion:
lim f(x)= lim (2x+1)=-3
e o = f seracontinuaen x=-2si —-3=4a—2b.
lim f(x)= lim (ax” +bx)=4a—2b
x—-2" x—>-2"

lim f (x) = lim (ax® +bx) =16a+4b

el el = f seracontinuaen x=4 si 16a+4b=0.
lim f(x)=lim(x—4)=0
x—4" x—4"
: : da+2b=- _ 1 .
Resolviendo el sistema , Se obtiene a=—=y b =1. Para estos dos valores f es continua entodo R
16a+4b=0 4
2x+1 si x<-2
y la funcion queda de la forma: f(x) = —% X2 +X si —2<x<4,
X—4 si 4<x
2 si x<-2
En principio, f es claramente derivable en R —{-2,4} con derivada: f ‘(x)= —%x+l si —2<x<4.
1 si 4<x

Estudiemos la derivabilidad en x=-2y x=4.

f'(=27) = lim fi(x)=2

X—>—2"

= f es derivable en el punto x=-2, pues las derivadas laterales
f'(=27)= lim f'(x)= lim £——x+1j=2

x—>-2" x—-2*
coinciden.
f'(47)=1lim f'(x)= Iim(——x+1j =1
x4 x4 = f no es derivable en el punto X =4, pues las derivadas laterales
f'(47)=1lim f'(x)=1
x—4"

son distintas.
2 si x<-2
Enresumen: f esderivable en R —{4} con derivada f '(x)= gx -3 si —2<x<4.;

1 si 4<x
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x*+bx+c si x<0

10. Lafuncion f :R — R dadapor f(X)=9 |In 1+x) es derivable en el punto X =0. Calcula cuanto

si x>0
X

valen las constantes b y C.

Soluciodn:
Como es derivable en X =0, entonces es continuaen X=0 = Iirrol f(x)=c= f(0) y los limites laterales deben
X—>

coincidir y ser igualesa C:

lim f(x)=c.

x—0"

Utilicemos la regla de L'Hopital para calcular el limite a la derecha de cero:

In(1 Ty
lim £ (x) = fim M) i 1ex g

x—0" x—0" X x—0"
Por tanto, para que f sea derivable en x =0 debe de ser c =1,

La derivada de la funcion f es:

2x+b si x<0
f(x)= x—(ltx)ln(l+x) Y
x* (1+x)
. g In(1+x)
pues la derivada de la funcion y = — es:

1 X—(1+x)In(1+x)
y,ZHX—'”(“X)'l: Loy _x=(1+x)In(1+x)
X X’ X?(1+X)

Como f esderivable en x =0, coinciden las derivadas lateralesen x=0:
£'(07)=lim f'(x) = lim(2x+b) =b
x—0" Xx—0" 1
X—(1+x)In(1+x) 1:>b:_§

f'(0")=Ilim f'(x) = lim =
( ) x—>0" (x) x—>0" X2 (1+X) 2

El segundo de los limites se ha hecho volviendo a utilizar la regla de L'Hopital:

1—(In(1+ X)+(1+ x)lj -1

lim x—(1+2x)ln(1+x) _lim 2 1+%) _ i —In2(1+ X) _ lim L :__1.1_
x—0" X*(1+X) x-0" 2X(1+X)+ X x->0" 3X* 42X 0 6X+2 2
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x> —4x+3 si x<3
2x—4 si x>3
a) Define continuidad de una funcion en un punto.

11. Sea la funcion f :R — R dada por f(x) :{

b) ¢En qué puntos es continua la funcion f (x)?

c) ¢En qué puntos es derivable la funcion f (x)?

d) Si una funcidn no es continua en un punto, ¢puede ser derivable en él?

Solucion:
a) Una funcién f es continua en un punto X = a si existe el limite de la funcién en X =a vy es finito, y coincide con
la imagen de la funcién en dicho punto:

f continuaen a < existe imf(x)=L, LeRylimf(x)=L="f(a)

X—a X

b) f escontinuaentodo IR, salvo quizas en X =3. Estudiemos la continuidad en este punto:

lim f(x) = lim (x* —4x+3) =0

X_"37 X_‘>37 = f no es continua en X =3, pues al no coincidir los limites laterales, no
lim f(x)=lim(2x—4)=2
x—3" x—3"

existe el limite de la funcion en x = 3 (hay una discontinuidad de salto finito en x =3).

c) Si f no es continua en un punto, entonces no es derivable en dicho punto. Por tanto, f no es derivable en x =3.

En el resto de puntos si que es derivable (las funciones polinémicas son derivables en todo R ), con derivada:

2Xx—4 si x<3
Fi(x) = s
2 Si X>3

d) No. Una condicién necesaria para que una funcién sea continua es que sea derivable, pero no es suficiente: es decir,
una funcién continua no tiene porqué ser derivable. De aqui se deduce que toda funcidn que no es continua en un
punto, no es derivable en dicho punto. Simbdlicamente:

[f derivable = f continua] = [f no continua = f no derivable] +

X si x<2

12. Determina b y ¢ para que la funcion f(x) = )
—X*+bx+c si x>2

a) Sea derivable en todos los puntos de IR .
b) Calcula la ecuacion de la recta tangente en el punto de abscisa 1.

Solucion:
a) Paraque f seacontinuaen x=2 = Iin; f(x) = f(2) =8 y para que exista Iin; f (X) deben de existir los

lim f(x) = lim (x*) =8

laterales y ser iguales: { % = =8=-4+2b+c=2b+c=12 (¥
lim £ (x) = lim (—=x* +bx+c)=—-4+2b+c
x—2" x—>2*
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3x? si x<?2

La funcion derivada en R —{2} es: f '(x) = _ .
—2X+b si x>2

Paraque f seaderivable en x =2 las derivadas laterales tienen que ser iguales:

f'(27)=lim () = lim (3x*) =12
2 w2 =12=-4+b=b=16.
f'(27)=lim f'(x) = lim (-2x+b)=—-4+b
X—2 X—2

Sustituyendo en (*), 32+c=12=c¢=-20.

b) La ecuacion de la recta tangente en x =1 es y— f (1)= f'(1)(x-1).

Entonces: y—1:3(x—1):> Yy=-1=3Xx-3=y=3X-2y-1=3x-1)=>y-1=3x-3=y=3x—2.

40
30
20

10

-10

-20

x2—x* si x<1

ax+b si x>1
a) Determina los valores de @ y b para que sea derivable en todos los puntos.
b) Esboza la gréafica de la curva representativa de la funcion para los valores de a y b calculados.

13. Considera la funcién siguiente f(Xx) :{

Solucion:
a) Paraque f seacontinuaen x=1 = Iirq f(x)=1(@1)=0.
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lim (x) = lim (x*~x*) =0

oL oL =a+b=0 (¥
lim f (x) =lim(ax+b)=a+b

x—-1" x—-1"

3x*-2x si x<l1
Laderivadade fen R—{1}es: f'(x)= { ] .
a si x>1

Para que f sea derivable en x = 1 deben de coincidir las derivadas laterales:

f1(1)=lim f'(x) = lim (3x* - 2x) =1
x—1" x—1"
=a=1
f'(1)=lim f'(x)=a
x—1*
Sustituyendo en (*), 1+b=0=b=-1.
Por tanto, para que f sea derivable en todos los puntos hande ser a=1y b=-1.

xX—x* si x<1

En este caso la funciénes: f(x)= ) .
x=1 si x>1
b) Obsérvese, en la grafica de la funcion, lo “bien que pega” el trozo a la izquierda de X =1 con el trozo a la derecha
de X =1, para no formar un “punto anguloso” y, de este modo, la funcion sea derivable en x =1.
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X si x<-1
14. Estudia si la funcion f(x)=<1-x° si —1<x<2 es continua en los puntos X=-1 y X =2. Representa
-3 Si 2<X
graficamente dicha funcion.

Soluciodn:
lim f(x)= lim (x)=1
Xx—>-1" X—>-1" . . - ..
) ] , = no existe lim f (x) porque los limites laterales no coinciden, con lo que f noes
lim f(x)= lim (1-x*)=0 x>
x—>-1" x—>-1"

continuaen X=-1 (discontinuidad de salto finito de longitud 1).

lim f(x) = lim (1-x*) =3

o7 X2 = lim f (x)=-3=f(2) = f escontinuaen x=2.;
lim f(x)=-3 X2
x—>2"
| 2 /{:\ 2 | 4

15. Determina, si es posible, los valores del parametro k € R para que la funcion definida por

x+l-e” g o
f(x)=12x+1-e* , sea continuaen x=0 .
(2x—k)*-6 si x>0

Solucion:
El limite por la izquierda de cero lo calcularemos utilizando la regla de L'Hopital:

lim £ (x) = lim L“*Z:[Qa L'H6pital}: lim 1_—‘92=[9—> L'H6pital}= lim—_=—*_1
X0~ -0 2X+1—-e |0 x>0 2—-2e* |0 x>0 —4e* -4 4

El limite por la derecha de cero es:
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lim f(x) = Iirgl((Zx—k)z—G):kz—G.

x—0"

Para que exista el limite deben de coincidir los limites laterales:

k2—6:1:>k2=l+6:>k2=§:>k: E:kzii
4 4 4 4 2

Para estos valores de k, f seracontinuaen x =0 pues entonces Iing f(x)=1(0).
X—>

16. a) Define el concepto de funcion continua en un punto.

3x -3X

b) Si f(x)= % , indica de forma razonada en qué valor X = a no esta definida f (x) .
X

f(x) si xza

b si Xx=a

c) Calcula el valor de b € R para que la funcién g(x) = { sea continua.

Solucion:
a) Una funcién f es continua en un punto X = a si existe el limite de la funcién en X =a vy es finito, y coincide con

la imagen de la funcién en dicho punto:

f continuaen a < existe imf(x)=L, LeRylimf(x)=L="f(a)

3x -3x

b) f no esta definidaen X =0 porque anula el denominador de la expresion 2
X

] ] » f(x) si x#0
c) g es continua en todo punto donde lo sea f, o sea, en R —{0} . Es decir, la funcién g(x) = X S %0’

es continua en R—{0}. Para que g sea continua en x=0, debe existir Iing g(x) y Iirr01 g(x)=g(0)=b.

3x -3X 3x -3X
Entonces: limg(x)=Ilim f (x) = Iim1 = IimM = i = 3 , donde se ha utilizado la regla de
x—0 x—0 x—0 4x x—0 4 4

L'Hépital.

. 3
Por tanto, el valor de b paraque g seacontinuaes b= 5t

17. Enuncia el teorema de Bolzano. Como aplicacion de este teorema, demuestra que las graficas de las funciones
2
f(x)=e“yg(x)= ZCOS(XZ) se cortan en, al menos, un punto.

Solucion:

Enunciado del teorema de Bolzano.
Si f(x) es continuaen un intervalo cerrado [a, b] y el signode f(a) esdistinto del signode f (b), entonces existe

ce(a,b) talque f(c)=0.
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Consideremos la funcion auxiliar definida de la siguiente forma: h(x)= f (x)—g(x)=h(x)= e — 2cos(x2) .

Esta funcion es claramente continua en todo R .

La idea ahora consiste en buscar un intervalo [a, b], en el que h(a) y h (b) tengan distinto signo. Por el teorema de
Bolzano, existira ¢ € (@, b), tal que h(c) =0, es decir, tal que f (c)—g(c)=0= f(c)=g(c), loque demostraria
que f y g secortan en al menos un punto (un punto donde f y g tienen la misma imagen).

Vamos a probar con el intervalo [0, \/E] Usamos el valor \/E porque en la funcién h la variable X se encuentra
elevada al cuadrado, lo que hara que al evaluar \/E , desaparezca la raiz y sea mas o menos fécil hacer calculos.

h(0)=e"-2c0s0=1-2-1=1-2=-1<0
h(\/;)ze’ﬁz —2COS(\/;2)=6“—2COSn=e“—2-(—1)=e“+2>0

Por el teorema de Bolzano, existe € e (O, \/E) tal que h(c) =0, es decir, tal que f (c)=g(c), tal y como queriamos

demostrar.
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