Considera las rectas r y s de ecuaciones:

X=1=y=1-z vy {

a) Determina su punto de corte.

b) Halla el &ngulo que formarys.

c) Determina la ecuacién del plano que contienearys.
MATEMATICAS Il. 2010. JUNIO. EJERCICIO 4. OPCION A.

X=2y=-1
y+z= 1

RESOLUCION

a) Resolvemos el sistema formado por las cuatro ecuaciones.
y=x-1
y=1-z
=>x=3;y=2;z=-1
X-2y=-1
y+z= 1
Luego, el punto de corte es: (3,2,-1)

b) Pasamos las dos rectas a paramétricas.

x=1+y
Xx—l=y=1-z=>y=y +=A=(101);u=>11-1)
z=1+y
X=-1+2y
Xx=2y=-1 >
=>y=Yy =B=(-10,1);v=(21-1
y+z= 1
z=1-y

El &ngulo que forman r y s es el angulo que forman sus vectores directores, luego:

{

<l

2+1+1

5T

coso = =0'9428 = 0. =19'47°

<l
E§¢

¢) El plano viene definido por el punto A y los vectores directores de las rectas, luego:

x-1 1 2
y 1 1=0=y+z-1=0
z-1 -1 -1
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Los puntos P (2,0,0) y Q(-1,12,4) son dos vértices de un triangulo. El tercer vértice S
4x+32=33
y=0 '
a) Calcula las coordenadas del punto S sabiendo que r es perpendicular a la recta que pasa por P

yS.
b) Comprueba si el triangulo es rectangulo. )
MATEMATICAS I11. 2010. JUNIO. EJERCICIO 4. OPCION B.

pertenece a la recta r de ecuaci()n{

RESOLUCION

a) Pasamos la ecuacion de la recta a paramétricas.

33-3z2
X =
{4x+32:33 4
0 =y=0
y= 71=1

33-3t

Cualquier punto de la recta tendra de coordenadasS:( ,O,t}. Calculamos el vector

58 :(33;3t—2,0,t—0j:(25;3t,O,t). Este vector es perpendicular al vector director de la

recta, luego, su producto escalar vale cero.

uPs=0=|-3 0123 o]0 PN i _0ot=3
4 16 16

4

Luego, el punto S tiene de coordenadas S = (#,0,3) =(6,0,3)

b) Calculamos el vector Pb =(-312,4).

Pb- PS = (-3,12,4)-(4,0,3)=0= Son perpendiculares, luego, el tridngulo es rectangulo en P.
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Calcula el area del triangulo cuyos vértices son los puntos de interseccion del plano
6x+3y+2z=6 con los ejes de coordenadas.

MATEMATICAS Il. 2010. RESERVA 1. EJERCICIO 4. OPCION A.

RESOLUCION

Calculamos los puntos de corte del plano con los ejes coordenados: A=(1,0,0); B=(0,2,0);

C =(0,0,3). Calculamos los vectores KB =(-1,2,0) y A%C =(-10,3) .
i

Hacemos el producto vectorial de los vectores: | —1
-1
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Sean los puntos A(1,1,1) , B(-1,2,0), C(2,1,2) y D(t,-2,2)
a) Determina el valor de t para que A, B, Cy D estén en un mismo plano.

al punto C.
MATEMATICAS II. 2010. RESERVA 1. EJERCICIO 4. OPCION B

b) Halla la ecuacion de un plano perpendicular al segmento determinado por A y B, que contenga

RESOLUCION

a) Calculamos la ecuacion del plano que pasa por A, B y C. Para ello calculamos los vectores
AB=(-2,1,-1) y AC = (L0,2)

x-1 -2 1
y-1 1 0|=x-1-y+1-z+1+2y-2=0=>x+y-2z-1=0
z-1 -1 1

Para que el punto D pertenezca al plano debe verificar la ecuacion, luego:
X+y-2-1=0=>1t-2-2-1=0=>1t=5

b) Si es perpendicular al segmento AB, entonces el vector normal del plano es el vector

AB =(-2,1,-1), luego, el plano tiene de ecuacion: —2x+y—-z+D =0.
Como queremos que pase por el punto C, debe verificar esa ecuacion.
-2X+Yy-2+D=0=>-2-2+1-2+D=0=D=5

Luego el plano pedido es: —2x+y—-z+5=0
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Considera los puntos A(1,0,2) y B(-1,2,4) y la recta r definida por %2= y—1=ZT_1
a) Determina la ecuacion del plano formado por los puntos que equidistan de Ay de B.
b) Halla la ecuacion del plano paralelo a r y que contiene a los puntos Ay B.
MATEMATICAS I1. 2010. RESERVA 2. EJERCICIO 4. OPCION A.

RESOLUCION

a) Calculamos el vector AB =(—2,2,2) y hallamos el punto medio del segmento AB, M =(0,1,3).

El plano perpendicular tiene de ecuacion: —2x+2y+2z+ D =0y como tiene que pasar por
el punto M, tenemos:
—-2X+2y+22+D=0=>-2-0+2-1+2-3+D=0=D=-8

Luego, el plano pedido es: —2x+2y+2z-8=0=>-Xx+y+z-4=0

b) Calculamos la recta que pasa por Ay B: X1 % =

z—-2 X+y-1=0
—
2 X+2-3=0

Hallamos el haz de planos que contiene a dicha recta:

X+y—1+k(x+2z-3)=0=(1+k)x+y+kz—1-3k =0
El vector normal de dicho plano debe ser perpendicular al vector director de la recta r, luego, su
producto escalar debe valer cero.

(1+k,1,k)-(21,3)=0=2+2k+1+3k=0=k :-2

Luego, el plano pedido es:

X+y+1+k(Xx+z2-3)=0= x+ y—l—g(x+z—3):0:> 2X+5y—-3z+4=0
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Considera los puntos A(1,1,1) , B(0,—-2,2), C(-1,0,2) y D(2,-1,2)
a) Calcula el volumen del tetraedro de vértices A, B, Cy D.

puntos A, By C. ]
MATEMATICAS Il. 2010. RESERVA 2. EJERCICIO 4. OPCION B

b) Determina la ecuacion de la recta que pasa por D y es perpendicular al plano que contiene a los

RESOLUCION

a) Calculamos los vectores AB=(-1,-3,1); AC=(-2,-11) y AD=(-21) . El volumen del
tetraedro sera:

-1 -2 1
v=il3 1 -2 =1|—5|=—u3
6 6
1 1 1

b) El vector director de la recta es el vector normal del plano, luego:

i ] K
ABAAC=|-1 -3 1|=—2i-j-5k=(-2-1-5)
2 11

Xx-2 y+1 z-2
-2 -1 -5

La recta que nos piden es:
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Considera los puntos A(1,2,1) y B(-1,0,3).
a) Calcula las coordenadas de los puntos que dividen al segmento AB en tres partes iguales.

b) Halla la ecuacion del plano perpendicular al segmento AB y que pasa por A.
MATEMATICAS I1. 2010. RESERVA 3. EJERCICIO 4. OPCION A.

RESOLUCION

Q
Q
Q
Q

Calculamos el vector: KB =(—2,-2,2). Segun la figura, se cumple que:

AM =

3' 3’3 3" 37 3

ga(zzz 2, 2, 2
3

145
AB=|-=Z,-% —j=(x—1,y—2,z—1):> M =(1——,2——,1+—j=(§,§,§)

El punto N es el punto medio del segmento MB, luego:

1—1 ﬂ+0 §+3
N=|3 3 3 (_

2 2 2

W~

12
3'3

3

b) El vector normal del plano es AB =(—2,-2,2), luego, la ecuacion de todos los planos
perpendiculares al segmento AB es: —2x—2y+2z+D=0.

Como queremos el plano que pasa por el punto A, se debe verificar que:
-2:1-2.2+2-1+D=0=D=4

Luego, el plano pedido es: —2x—-2y+2z2+4=0=>-x-y+2z+2=0
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Considera el plano = definido por 2x—y+nz=0 y la recta r dada por x_—1=%=27—1 con
m

m=0.

a) Calculamy n para que la recta r sea perpendicular al plano = .

b) Calcula my n para que la recta r esté contenida en el plano = .

MATEMATICAS Il. 2010. RESERVA 3. EJERCICIO 4. OPCION B

RESOLUCION

a) Si la recta es perpendicular al plano, el vector normal del plano (2,-1,n) y el vector director de la
recta (m,4,2), son paralelos, luego:

2 -1 n 1
—=—=—=>m=-8; n=——
m 4 2 2

b) Si la recta esta contenida en el plano, el punto A=(1,0,1) de la recta debe pertenecer al plano,
luego:
2-1-0+n-1=0=n=-2

Ademas, si la recta esta contenida en el plano, el vector normal del plano (2,—1,n) vy el vector director
de larecta (m,4,2), son perpendiculares, luego:

(2,-1,-2)-(Mm,4,2) =0=2m-4-4=0=>m=4
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. L X=
Halla el punto simétrico de P(1,1,1) respecto de la recta r de ecuacion > —3"

MATEMATICAS Il. 2010. RESERVA 4. EJERCICIO 4. OPCION A.

RESOLUCION

of

o P

De la recta r sabemos: A= (1+2t,3t,-1-t); J =(2,3,-1)

Para calcular el simétrico del punto P=(1,1,1) respecto de la recta, el vector PA=(2t,3t-1,—2-t)

y el vector u =(2,3,-1) tienen que ser perpendiculares, luego:
PAU=0= (2,3t—1-2-1)-(2.3,-1) =0 = 4t + 0t ~3+ 2+t =0 =t =~ = A= 8 3 15
14 1414 14

El punto simétrico cumple que:

P+P’ 1ta 1+b 14c) (16 3 15 (9 4 22
:A:> y ’ =l Ty T T :>P =\ v -y —
2 2 2 2 14 14 14 7T 7 7
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Sean los puntos A(2,A,A) , B(—A,2,0) y C(0,A,A-1).

a) ¢Existe algun valor de A e R para el que los puntos A, B y C estén alineados?. Justifica la
respuesta.

b) Para A =1 halla la ecuacion del plano que contiene al tridngulo de vértices A, B y C. Calcula
la distancia del origen de coordenadas a dicho plano.

MATEMATICAS Il. 2010. RESERVA 4. EJERCICIO 4. OPCION B

RESOLUCION

a) Para que los puntos estén alineados, las coordenadas de los vectores AB=(-A—-2,2—A,—A) y

A%C =(—2,0,-1), deben ser proporcionales, luego:

__ZZL:;LZZ
-2 0 -1 -A-2 2-\
2 2% a0 -1 =h=2
M T T oa=2

2-0 -\

b) El plano viene definido por el punto A=(2,1,1) y los vectores ATB:(—3,1,—1)

<

AQC =(-2,0,-1) . Luego, su ecuacion es:

Xx—2 -3 =2
y-1 1 0|=0=-x+2+2y—-2+22-2-3y+3=0=>-Xx-y+2z+1=0
z-1 -1 -1

‘Ax0+ByO+CZO+D‘ |—1-0—1-0+2-0+1| 1
d: = = u
JAT B2 4C? 17 412 422 J6
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Halla la ecuacién del plano que es paralelo a r de ecuaciones {X_ 2y+11=0 y contiene a la recta
2y+z-19=0
X=1-5A
s definida por { y=—2+3A
2=2+2\

MATEMATICAS II. 2010. SEPTIEMBRE. EJERCICIO 4. OPCION A.

RESOLUCION

Xx=-11+2y
L X—2y+11=0
Pasamos la recta r a parametricas r = =>r=qy=Yy
2y+z-19=0
z2=19-2y

La recta r, viene definida por el punto A=(-11,0,19) y el vector director G:(Z,L—Z) . Larectas,
viene definida por el punto B=(1,—2,2) y el vector director G:(—S, 3,2).

El plano que nos piden viene definido por el punto B y los vectores u y v, luego su ecuacion sera:

x-1 2 -5
n=|y+2 1 3|=8x+6y+11z-18=0
z-2 -2 2
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Considera los planos =, m, y ©, dados respectivamente por las ecuaciones
X+y=1, ay+z=0 vy
a) ¢Cuanto ha de valer a para que no tengan ningin punto en comun?.

b) Para a =0, determina la posicion relativa de los planos.
MATEMATICAS 11. 2010. SEPTIEMBRE. EJERCICIO 4. OPCION B

Xx+(l+a)y+az=a+1

RESOLUCION

1 1 O
|A|=|0 a 1|=a’-a=0=a=1;a=0
1l 1+a a
R(A) R(M)
a=0 2 2 S. Compatible Indeterminado
a=1 2 3 S. Incompatible
az0y1l 3 3 S. Compatible Determinado

a) Para que los tres planos no tengan ningun punto en comdn tiene que ser a=1.

b) Para a=0, dos planos son coincidentes y el tercero los corta.
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Determina el punto simétrico del punto A(-3,1,6), respecto de la recta r de ecuaciones:
y+3 z+1

2 2 ,
MATEMATICAS I1. 2011. JUNIO. EJERCICIO 4. OPCION A.

X=1=

RESOLUCION

X=1+t
- 3 z+1
Pasamos la recta a paramétricas: x —1= y% = % =y=-3+2t
z=-1+2t

El punto A" simétrico del punto A respecto de una recta esta situado en un plano que pasando por el
punto A es perpendicular a dicha recta y ademas la distancia que hay desde el punto A a la recta es la
misma que la que hay desde el punto A" hasta dicha recta.

Calculamos la ecuacion del plano que pasando por el punto A es perpendicular a la recta. Como la recta
es perpendicular al plano, el vector director de dicha recta y el vector normal del plano son paralelos,
luego: Vector normal del plano = vector director de la recta = (1,2, 2)

La ecuacion de todos los planos perpendiculares a dicha recta es: x+2y+2z+D=0. Como nos
interesa el que pasa por el punto A(-3,1,6)
-3+2:1+2-6+D=0=D=-11=x+2y+2z-11=0

Calculamos las coordenadas del punto de interseccion de la recta con el plano (M); para ello
sustituimos la ecuacion de la recta en la del plano: (1+t)+2(-3+2t) +2(-1+2t)-11=0=>1t=2

luego las coordenadas del punto Mson: x=1+2=3;y=-3+4=1;z2=-1+4=3

Como el punto M es el punto medio del segmento A A, si llamamaos (a,b,c) a las coordenadas del punto

_3+a:3;a=9; %ﬂ;b:l; B—ZC=3:C=0

A, se debe verificar que:

Luego, el punto simétrico es: (9,1,0).
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) Xx+y=1
Considera los puntos A=(1,0,—-1) y B=(2,1,0) y la recta r dada por { y )
X+2Z=
a) Determina la ecuacion del plano que es paralelo a r y pasa por Ay B.
b) Determina si la recta que pasa por los puntos P =(1,2,1) y Q =(3,4,1) esta contenida en

dicho plano.
MATEMATICAS I1. 2011. JUNIO. EJERCICIO 4. OPCION B

RESOLUCION
a) Calculamos el vector director de la rectar.

—(1,-1-1)=u

O P
= O xI

i
1
1

El plano que nos piden viene definido por el punto A, el vector AB = (1,1,1) yel vector u = (1,-1,-1)
Yy SU ecuacion es:

x-1 1 1
y 1 -1|=0=22y-27-2=0=>y-z-1=0
z+1 1 -1

b) Si la recta que pasa por P y Q esta contenida en el plano eso quiere decir que los puntos P y Q
son del plano. Vemos que el punto P si verifica la ecuacion del plano, pero el punto Q no la
verifica, luego, la recta que pasa por P y Q no esta contenida en el plano.

2—-1-1=0= P estaen el plano

4-1-1+0= Q noestaen el plano
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Considera los puntos A(1,0,2) y B(1,2,-1).

. Xx=1 - . -
a) Halla un punto C de la recta de ecuacion T=%= z que verifica que el tridngulo de vértices
A, By C tiene un &ngulo recto en B.
b) Calcula el area del triangulo de vértices A, B y D, donde D es el punto de corte del plano de

ecuacion 2x—y+3z=6 con el eje OX.
MATEMATICAS Il. 2011. RESERVA 1. EJERCICIO 4. OPCION A.

RESOLUCION

a) Si pasamos la recta a paramétricas, cualquier punto C tendra de coordenadas C = (1+3t, 2t,t).

Como el triangulo es rectangulo en B, los vectores BA=(0,-2,3) y BC =(3t,2t —2,t +1) , tienen
que ser perpendiculares, luego, su producto escalar debe valer cero.

BA-BC =(0,—2,3)- (3,2t —2,t +1) = —4t + 4+ 3t +3=0=t =7
Luego, el punto C tiene de coordenadas C =(1+3t, 2t,t) =(22,14,7)

b) Calculamos el punto de corte del plano con el eje OX, que sera: D =(3,0,0)

Calculamos los vectores AB =(0,2,-3) y AD =(2,0,-2) .

(I E
Hacemos el producto vectorial de los vectores: [0 2 -3|=-4i-6 j—4k
2 0 -2

u2

N‘%‘
(0]

Area del tridngulo = % médulo(A_)B/\ AE) =%\/(—4)2 L (-6) 4 (-4)? =
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Considera los planos n,, m, y ©, dados respectivamente por las ecuaciones:
3X—y+z-4=0, x-2y+z-1=0y x+2z-4=0
Halla la ecuacion de la recta que pasa por el punto P(3,1,-1), es paralela a =, y corta a la recta
interseccion de los planos m, y =, .
MATEMATICAS II. 2011. RESERVA 1. EJERCICIO 4. OPCION B

RESOLUCION

Pasamos a paramétricas la recta interseccion de los planos =, y «,.

X=4-t
X—2y+z-1=0 3
=qy==
X+z-4=0 2
z=t

Luego, cualquier punto A de la recta tiene de coordenadas A(4 —t, g 1).

La recta que nos piden pasa por P y A, y tiene que ser paralela al plano =, luego el vector normal

del plano n=(3,-11)y el vector I;Az(l—t,%,tﬂ) tienen que ser perpendiculares, luego, su

producto escalar debe valer cero.

n _)A=(3,—1,1)-(1—t,%,t+1)=3—3t—%+t+1=0:t=£

)

+1)=[—§é,

El vector de la recta es: F?A =(1- n

ENG RN
~ R

1
121

IS IEN|

x-3 y-1 z+1
3 11

4 2 4

Por lo tanto, la recta que nos piden es:
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Dados los puntos A(1,0,0), B(0,0,1) y P(1,-1,1), y la recta r definida por

a) Halla los puntos de la recta r cuya distancia al punto P es de 3 unidades.

b) Calcula el area del triangulo ABP.

MATEMATICAS II. 2011. RESERVA 2. EJERCICIO 4. OPCION A.

RESOLUCION

X=2+t
. Xx—y—-2=0
a) Pasamos la recta a paramétricas: 0 =y=t
=
z=0

Cualquier punto C tendra de coordenadas C =(2 +t,t,0) . Calculamos el médulo del vector

PE =(1+t,t+1,-1) y lo igualamos a 3.

‘F’HC‘:\/(1+t)2+(t+1)2+(—1)2 =3=t°+2t-3=0=>t=1;t=-3

Luego, los puntos son: C, =(3,1,0) ; C, =(-1,-3,0) .

b) Calculamos los vectores AB =(-1,0,1) y AP =(0,-11) .

i ] K
Hacemos el producto vectorial de los vectores: | -1 0 1|=i+ j+k
0 -1 1

Area del triangulo = % médulo(ATB/\ KP] = %\/ M*+M*+)° =

@

U2
2
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. X+z=1
Dados el punto P(1,1,-1), y la recta r de ecuaciones 0}
y+z=

a) Halla la ecuacién del plano que contiene a r y pasa por P.
b) Halla la ecuacion de la recta contenida en el plano de ecuacion y+z =0, que es perpendicular a

ry pasa por P.
MATEMATICAS 11. 2011. RESERVA 2. EJERCICIO 4. OPCION B.

RESOLUCION

X=1-t
L. X+z=1
a) Pasamos la recta a paramétricas: =>y=-t
y+z=0 Lt

La recta pasa por el punto y su vector director esu =(—1,—1,1) . El plano que nos piden viene

definido por el punto A=(1,0,0), el vector u =(-1,-11) y el vector AP =(0,1,-1), luego, su
ecuacion es:

x-1 -1 0
y -1 1|=0=>y+z=0
z 1 -1

b) La recta pasa por el punto P =(1,1,—1) Yy su vector director es V =(a,b,c).

- -
Como la recta es perpendicular a r, el producto escalar deu-v=0=-a-b+c=0.
Ademas la recta esta contenida en el plano y+z =0, entonces el producto escalar del vector normal

del plano n=(0,1,1) y el vector v =(a,b,c), también es cero, luego: b+c=0.

Resolviendo el sistema formado por las dos ecuaciones, tenemos:

= Vv =(2¢c,—c,C)
b+c=0

Vemos que hay infinitos vectores. Si por ejemplo, damos a c el valor 1, la recta seré:

—a—b+c:0} -

x=1 y-1 z+1
2 -1 1
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x=1
Sea el punto P(2,3,-1), y larecta r dada por las ecuaciones y =—2\
Z=A
a) Halla la ecuacién del plano perpendicular a r y que pasa por P.

b) Calcula la distancia del punto P a la recta r y determina el punto simétrico de P respecto der.
MATEMATICAS Il. 2011. RESERVA 3. EJERCICIO 4. OPCION A.

RESOLUCION

a) El vector normal del plano es el vector director de la recta u=n=(0,-2,1). Luego, todos los
planos perpendiculares a r tienen de ecuacion: —2y+z+D=0. Nos interesa el que pasa por
P =(2,3,-1), luego su ecuacion serd: —2-:3-1+D=0=>D=7=-2y+z+7=0

b) Calculamos el punto de corte de la recta con el plano. Para ello sustituimos la ecuacién de la
recta en la del plano.

—2y+z+7=0:—2-(—2k)+%+7=0:k=—%

Luego, el punto de cortees: M =|1,—-2- ! ,—Z = 1,E,—Z
5) 5 5 5

La distancia que nos piden viene dada por el médulo del vector PM =[—1, —1,—gj

5 5
d:‘PT\/I ‘:\/(—1)2+(—1j +(—gj _ |8 u
5 5 5

M es el punto medio del segmento PP’, siendo P’ el simétrico, luego:

M — LE’_Z _ 2+a’3+b,—1+c :a:O;b:E;c:—g
5 5 2 2 2 5 5

Luego, el simétricoes: P'= (0§—gj
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Considera los planos =, y ®, dados, respectivamente, por las ecuaciones
(%, ¥,2)=(-2,0,7)+A(1,-2,0)+u(0,1,-1) vy 2Xx+y—-z+5=0

Determina los puntos de la recta r definida por x=y+1= z-1 que equidistande &, y @, .

MATEMATICAS Il. 2011. RESERVA 3. EJERCICIO 4. OPCION B.

RESOLUCION

Pasamos el plano =, a forma general:

x+2 1 0
y -2 1|=0=2x+y+2z-3=0
z-7 0 -1

Cualquier punto de la recta tiene de coordenadas: A=(t,—1+t,1-3t).
Aplicamos la férmula de la distancia de un punto a un plano.

2t-1+t+1-3t-3 [2t—1+t—1+3t+5|
J2i+1 412 J22 17412

=|-3|=l6t+3=>t=0;t=-1

Luego, los puntos son: sit=0 = A=(0,-11); t=-1= A=(-1,-2,4)
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- =1
Dada la recta r definida por le = y+l =—-7+ 3,y larecta s definida por X }

2 2y—z71=-2
a) Halla la ecuacién del plano que pasa por el origen y contiene ar.
b) Halla la ecuacion del plano que contiene a sy es paralelo ar.
MATEMATICAS Il. 2011. RESERVA 4. EJERCICIO 4. OPCION A.

RESOLUCION

S — x+3z=10
a) Pasamos la recta r a implicitas: X 1=y—+1=—z+3:> }

Calculamos el haz de planos, es decir la ecuacion de todos los planos que contienenar.
X+3z-10+k(y+2z-5)=0

De todos esos planos nos interesa el que pasa por el origen de coordenadas, luego, ese punto debe
satisfacer la ecuacion del plano.

X+3z-10+k(y+2z-5)=0=0+0-10+k(0+0-5)=0=>k=-2
Luego, la ecuacion del plano que nos piden es: x+3z-10-2(y+2z-5)=0=x-2y—-z=0.
b) Calculamos la ecuacion de todos los planos que contienen a s.
X=1+k(2y-z+2)=0= x+2ky—kz—-1+2k =0

Como queremos que sea paralelo a r, el vector normal del plano n =(1,2k,—Kk) vy el vector director

de la recta J =(3,2,-1), tienen que ser perpendiculares, luego, su producto escalar debe valer cero.
Un=(3,2,-1)(1,2k,~k) =3+ 4k +k =0=> k :_g

Por lo tanto, la ecuacién del plano que nos piden es: x+2ky —kz—1+2k =0=5x-6y+3z-11=0
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X=2
Dada la recta r definida por XT” = y;17 =z y larecta s definida por { y=-5.
Z=A
a) Halla la ecuacion de la recta que corta perpendicularmente a ambas.
b) Calcula la distanciaentrerys.
MATEMATICAS Il. 2011. RESERVA 4. EJERCICIO 4. OPCION B.

RESOLUCION

Escribimos las ecuaciones de las dos rectas en forma paramétrica.

X=—7+2t X=2
r=qy=7-t y s=3y=-5
z=t Z=S5

Cualquier punto de la recta r tendré de coordenadas A= (—7 +2t,7 —t,t) y cualquier punto de la recta

s tendré de coordenadas B = (2, -5, s)
El vector AB tendra de coordenadas: AB = (9-2t,-12+t,5-t)

Como el vector AB tiene que ser perpendicular a la recta r y s se debe cumplir que:

B-U=0=>(9-2t,~12+t,5—1)-(2,~11) =0 => 30— 6t +5 =0
AB-V = 0= (9-2t,~12+t,5-1)-(0,0,1) =0 => s —t = 0

Resolviendo las dos ecuaciones, obtenemos que t=6; s=6
Luego, los puntos A y B que estan a minima distancia tienen de coordenadas

A=(5,1,6) ; B=(2,-5,6)

a) La recta que nos piden viene definida por: A=(5,1,6) yKB =(-3,-6,0). Su ecuacion es:

X-5 y-1 7-6
-3 -6 0

b) La distancia es el modulo del vector KB = (—3,—6,0)

-

d=|AB

= J(=3)%+(-6)?+0=.[45 u
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Considera los puntos A(-1,k,3),B(k+1,0,2),C(1,2,0) y D(2,0,1) .

a) ¢Existe algun valor de k para el que los vectores AB,BC y CD sean linealmente
dependientes?.

b) Calcula los valores de k para los que los puntos A, B, C y D forman un tetraedro de volumen
1.

MATEMATICAS II. 2011. SEPTIEMBRE. EJERCICIO 4. OPCION A.

RESOLUCION

a) Calculamos los vectores: AB=(k +2,-k,-1); BC=(-k,2,-2); CD=(,,-2,1). Para que sean
linealmente dependientes, su determinante debe valer cero, luego:

k+2 -k -1
—k 2 —2|=-k?*-2k-2=0= No tiene solucion real
1 -2 1

Luego, no hay ningan valor de k para el que los vectores sean linealmente dependientes.

b) Calculamos los vectores: AB= (k +2,—k,~1) ; AC = (2,2—k,~3) : AD=(3,—k,~2).

k+2 -k -1
voi=1|l 2 2.k _3 :1‘—k2—2k—2‘:‘—k2—2k—2‘:6:
6 6
3 —k -2

—k?-2k-2=6=No
=
~k?-2k-2=-6=k=-1%,/5
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., . 3X—y=5
Dados el plano © de ecuacion x+2y—z=0 y la recta r de ecuaciones
X+y—-4z=-13

a) Halla el punto de interseccion del plano & y la rectar.
b) Halla el punto simétrico del punto Q =(1,—2,3) respecto del plano = .

MATEMATICAS Il. 2011. SEPTIEMBRE. EJERCICIO 4. OPCION B

RESOLUCION
a) Calculamos el punto de interseccion resolviendo el sistema formado por las tres ecuaciones

X+2y-2=0
3X-y=5 =>x=2;y=1;2=4
X+y—4z=-13
Luego, el punto de interseccion es (2,1,4)
b) Q
M
Q’

Calculamos la ecuacion de la recta que pasando por el punto Q es perpendicular al plano. Como la
recta es perpendicular al plano, el vector director de dicha recta y el vector normal del plano son
paralelos, luego: Vector normal del plano = vector director de la recta = (1,2,-1).

X=1+t
La ecuacion paramétrica de larectasera: {y =—2+ 2t

z=3-t
Calculamos las coordenadas del punto de interseccion de la recta con el plano (M); para ello
sustituimos la ecuacion de la recta en la del plano: (1+t)+2-(-2+2t)-(3-t)=0=t=1
Luego, las coordenadas del punto M son: x=2;y=0;z=2

Como el punto M es el punto medio del segmento Q Q’, si llamamos (a,b,c) a las coordenadas del
punto Q’, se debe verificar que:

2t 5a=3; 222 0ip=2; £33 9
2 2 2

Luego, el punto simétrico es el Q '(3, 2,1)
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De un paralelogramo ABCD conocemos tres vertices consecutivos: A(2,—1,0), B(-2,1,0) y
C(0,1,2).

a) Calcula la ecuacion de la recta que pasa por el centro del paralelogramo y es perpendicular al
plano que lo contiene.

b) Halla el area de dicho paralelogramo.

c) Calcula el vértice D.

MATEMATICAS I1. 2012. JUNIO. EJERCICIO 4. OPCION A

RESOLUCION

D C(0,1,2)

A(2,-1,0) B(-2,1,0)

A+C
a) Calculamos las coordenadas del centro del paralelogramo: M =

=(1,0,1). Calculamos el

vector normal al plano:

- i k
BA=(4,-2,0)| - .

N —n=[4 -2 0|=(-4,-8,4)
BC=(2,0,2) 2 0 2

Luego, la recta que nos piden tiene de ecuacion: —— = — =

x-1 vy z-1
-4 -8 4

b) El area del paralelogramo es:

Area = médulo ‘ﬁ /\ﬁ‘ = J(~4)2+(-8)2 +(4)? =[96 u?

c) Calculamos las coordenadas del vértice D

M:D+B

=(1,0,1) =

(a,b,c) +2(—2,1, 0) . D=(4-12)
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X+Yy—2=6 -
Sean ry s las rectas dadas por: r = y ssx—1=y—+1=E
X+2=3 -1 6 2
a) Determina el punto de interseccion de ambas rectas.
b) Calcula la ecuacion general del plano que las contiene.
MATEMATICAS II. 2012. JUNIO. EJERCICIO 4.0PCION B.
RESOLUCION
Calculamos un punto y vector director de cada recta.
6 X=3-t
X+y—-z= -
rz{ Y — Jy=3+2t= A(3,3,0) : i(-12,1)
X+2=3
z=t
s=Xt Ytz m_0-10):v=(-162)
-1 6 2

a) Para determinar el punto de corte de las dos rectas resolvemos el sistema formado por las
ecuaciones de las rectas.

3_t1_1 _3 Et 1 :%:t =4 = el punto de corte es: (-1,11,4)

- -
b) El plano viene definido por el punto Ay los vectores u y v, luego, su ecuacion sera:

x-3 -1 -1
y-3 2 6|=0=>-2x+y-4z+3=0
z 1 2

www.emestrada.net



El punto M(1,-1,0) esel centro de un paralelogramoy A(2,1,—1) y B(0,—2,3) son dos vértices

consecutivos del mismo.

a) Halla la ecuacion general del plano que contiene al paralelogramo.

b) Determina uno de los otros dos vértices y calcula el area de dicho paralelogramo.
MATEMATICAS I1. 2012. RESERVA 1. EJERCICIO 4. OPCION A

RESOLUCION

M(1,-1,0)

A2,1,-1) B(0.-2,3)

a) Con el punto M y los vectores MA=(1,2,-1) y MB = (-1, -1,3) calculamos la ecuacion del
plano:

x-1 1 -1
y+1l 2 -1|=5x-2y+z-7=0
z -1 3

b) Calculamos las coordenadas del vértice C

M — A+C (2,1,-1) +(a,b,c)
2

= (1,-1,0)= =C=(0,-31)

Calculamos las coordenadas del vértice D

:B+D (0,-2,3)+(a,b,c)

2

M — D=(2,0,-3)

=(1,-1,0)=

Calculamos los vectores AB =(—2,-3,4) y AD =(0,-1, —2) y el area del paralelogramo es:

i ] K
ABAAD=|-2 -3  4|=(10,-4,2)
0 -1 -2

Area = modulo \E AE\=\/(10)2 +(=4)2+(2)? =120 u?
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2x—-3y=4

Calcula de manera razonada la distancia del eje OX a la recta r de ecuaciones {2 3 0
X=3y—-z=

MATEMATICAS II. 2012. RESERVA 1. EJERCICIO 4. OPCION B.

RESOLUCION

Calculamos un punto y el vector director de cada recta:

A=(0,0,0) {2x=4+3y 2°  |B=(204)
u=(10,0)

Eje OX =< . : = -
e { ' 2x—z=3y:> Y=y = u=(§,1,0]
z=4 2

Aplicamos la formula que nos da la distancia entre dos rectas:

2 0 4
1 00
.. 3
d(r S)—‘AB-(UAV)‘— 2 F 0 —i—4u
TN J
i ] k
modulo|1 O O
31 0
2
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x+3= y—9= z-8 ys= x—3= y—9= z-8
-6 4 4 3 -2 =2
a) Determina la posicion relativa de las rectary s.

b) Calcula la distancia entrery s.

MATEMATICAS Il. 2012. RESERVA 2. EJERCICIO 4. OPCION A.

Dadas las rectas r =

RESOLUCION

a) Los vectores de la rectas son paralelos, luego las rectas son paralelas.

b) Calculamos el plano perpendicular as: 3x—2y—2z+ D =0, y queremos que pase por el punto
A=(-3,9,8) delarectar.

3x—-2y-27+D=0=3-(-3)-2-(9)—-2-(8) +D=0= D =43
Luego, el plano es: 3x—2y—-2z+43=0.

Calculamos el punto de corte de la recta s con el plano:

3 9 o x=3+3t
PpAR S A e SN SV

3 -2 -2
z=8-2t

3x—2y—22+43=0:3-(3+3t)—2-(9—2t)—2-(8—2t)+43=O:t=—%

Luego, el punto de corte es: M :£3—3%,9+2E,8+2§j=( 3 189 172)

17 17 1717 " 17
La distancia entre las dos rectas viene dada por el médulo del vector ATVI :( g% : % )

Cualquier punto C tendra de coordenadas. Calculamos el mddulo del vector y lo igualamos a 3.

(48)2 (36)2 [36)2 4896  [288
=/l—! +=| +|=| =, —=,—0u
17 17 17 \/ 289 \ 17

N

A
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Los puntos A(1,1,5) y B(1,1,2) son vértices consecutivos de un rectangulo ABCD. EI vértice C,

. . -6 z+1 . o
consecutivo a B, esta en la recta x = y_2 == Determina los vertices Cy D.

MATEMATICAS Il. 2012. RESERVA 2. EJERCICIO 4. OPCION B.

RESOLUCION

D C
A B
x=t
- y—-6 z+1 - .
Pasamos la recta a paramétricas: x:—Z:T: y=6-2t , luego, el veértice C tiene de
z=-1+2t

coordenadasC (t,6—2t,—1+2t).

Los vectores KB (0,0,-3) vy BE (L-t,-5+2t,3-2t) tienen que ser perpendiculares, luego, su
producto escalar vale 0.

AB-BC = (0,0,—3)-(1—t,~5+ 2t,3— 2t) = —9+ 6t =O:>t=g
El vértice C tiene de coordenadas: C (t,6—2t,-1+2t) = 83 Zj

Como los vectores ATB (0,0,-3) y D%C (g—a,B—b,Z —cj son iguales, las coordenadas del vértice D

son: D :(§,3,5j
2
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Se consideran los vectoresu = (k,1,1), v = (21-2)y w = (1,1,k), donde k es un nmero real.
a) Determina los valores de k para los que u v y w son Ilnealmente dependientes.
b) Determina los valores de k para los que U+v y V—W son ortogonales

c) Para k =—1, determina aquellos vectores que son ortogonalesa v y w y tienen modulo 1.
MATEMATICAS Il. 2012. RESERVA 3. EJERCICIO 4. OPCION A.

RESOLUCION

a) Los vectores son linealmente dependientes si su determinante vale cero.

k 1 1

2 1 -2|=k*-1=0=k==*1

11 Kk

b) Calculamos los vectores u+v = (2+k,2,—1) yv—w=(1,0,—2—k), y como son ortogonales, su

producto escalar vale cero.

U+V)-(v—W) =(2+k,2,-1)-(L,0,—2—K) =2+k+2+k=4+2k=0=k =—2

c) El vector perpendicular a v y W, es su producto vectorial.

i ] K
vAaw=[2 1 -2|=(10,1)
11 -1

y como tiene que ser unitario, lo dividimos por su médulo.

Luego el vector que nos piden es: (\/_ \/_J o0, también el [—

i
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x-1 2- . .
Encuentra los puntos de la recta r = = Ty =z-3 cuyadistancia al plano t=x-2y+2z=1

vale cuatro unidades.
MATEMATICAS I1. 2012. RESERVA 3. EJERCICIO 4. OPCION B.

RESOLUCION

X=1+4t
- Xx-1 2-y
Pasamos la recta a paramétricas: -2 - 1-3=>y=2-2t
z=3+t

Luego, cualquier punto de la recta tendréa de coordenadas: (1+4t,2—2t,3+1)

Aplicamos la férmula de la distancia de un punto a un plano.

((1+4t)-2(2-2t)+2(3+1t) -1 [L+4t—-4+4t+6+2t-1 [10t+2|

J1r 27427 NE]

=4:>|10t+2|=12:st=1;t=—E

J

Luego, los puntos son: si t=1= A=(5,0,4); t:—% = B:(—%,%,

o1
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Determina un punto P de la recta r =

y del punto A(3,2,1).

X+3 y+5 z+4

3

gue equidista del origen de coordenadas

MATEMATICAS Il. 2012. RESERVA 4. EJERCICIO 4. OPCION A.

RESOLUCION

Pasamos la recta a paramétricas:

3 X=-3+2t
Xx+3_y+5_z+4 y=—5+3t

3 3
z=-4+3t

Luego, cualquier punto de la recta tiene de coordenadas P = (-3+2t,—5+3t,—4 +3t).

Como este punto equidista de O y de A, se cumple que: ‘@ ‘ = ‘ AP ‘

OP = (=3+2t,~5+3t,—4+3t) :‘@‘:\/(—3+Zt)2+(—5+3t)2 +(—4+3t)? =+/22t> — 66t +50

AP = (—6+2t,—7+3t,—5+3t) = | AP | = /(—6+2t)2 + (= 7+3t) > +(-5+3t) % = t°—96t+
AP =(-6+2t,—7+3t,-5+3t) AP (62)2(73)2(53)2\/22296110

Igualando, nos queda:

J22t2 —66t+50 = /22t% —96t +110 = 30t =60 =t = 2

Luego, el punto que nos pidenes: P =(11,2).
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2Xx—-y—-4=0
y+2z-8=0
a) Calcula la ecuacion del plano que pasa por Py es perpendicular ar.

b) Calcula el punto simétrico de P respecto de la recta r.
MATEMATICAS Il. 2012. RESERVA 4. EJERCICIO 4. OPCION B.

Considera el punto P(1,0,2) y la recta r dada por las ecuaciones {

RESOLUCION

X=6-t

a) Pasamos la recta a paramétricas: r=4y=8-2t . El vector director de la recta(—1,—2,1), es el
z=t

vector normal del plano, luego, los planos perpendiculares a la recta tienen de ecuacion:

-X-2y+z+D=0
Como queremos que pase por el punto (1,0,2).
-X-2y+z+D=0=-1-2-0+2+D=0=D=-1
Luego, el plano que nos pidenes: —x—2y+z-1=0.
b) Calculamos el punto de corte de la recta con el plano:

—x—2y+z—1=0:>—(6—t)—2(8—2t)+t—1=0:t=%

23 46 23)_(13 1 23)
6 '3 6 )

Luego, el punto de cortees: M =| 6——,8——,— |=
6 6 6

Si llamamos al punto simétrico P'=(a,b,c), se cumple que:

(1,0,2)+(a,b,c)_(5 1 E) p-_(E 2 Hj
5 6 '3 6 3'3'3
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Sean los puntos A(0,0,1),B(1,0,-1),C(0,1,—2) y D(1,2,0).

a) Halla la ecuacion del plano = determinado por los puntos A, By C.
b) Demuestra que los cuatro puntos no son coplanarios.

c) Calcula la distancia del punto D al plano = .

MATEMATICAS 11. 2012. SEPTIEMBRE. EJERCICIO 4. OPCION A.

RESOLUCION

a) El plano viene definido por el punto A y los vectores KB =(1,0,—-2) ; AC=(0,1,—3). Su ecuacion
es:

X 1 0
y 0 1{=2x+3y+z-1=0
z-1 -2 -3

b) Si los cuatro puntos son coplanarios, el punto D debe satisfacer la ecuacién del plano que hemos
calculado en el apartado anterior.

2-1+3-2+0-1#0= No son coplanarios.

c) Calculamos la distancia

AX,+By,+Cz,+D| [2.1+3.241.0-1] 7 14

= = u
JA?+B*+C? J2%+3%2+41° 14 2

g
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e . . X—2=0
Halla el punto simétrico de P (2,1,—5) respecto de la recta r definida por .
X+y+2=0

MATEMATICAS II. 2012. SEPTIEMBRE. EJERCICIO 4. OPCION B.

RESOLUCION

Calculamos la ecuacion del plano que pasando por el punto P es perpendicular a la recta. Como la recta
es perpendicular al plano, el vector director de dicha recta y el vector normal del plano son paralelos,
luego:

i ] K
Vector normal del plano = vector directorde larecta=|1 0 -1|=(@,-11)
11 0

La ecuacion de todos los planos perpendiculares a dicha recta es: x—y+z+ D =0. Como nos interesa
el que pasa por el punto P(2,1,-5)

1.2-11+1-(-5)+D=0=>D=4=>Xx—y+2+4=0

Calculamos las coordenadas del punto de interseccion de la recta con el plano (M); para ello pasamos
la recta a paramétricas y sustituimos la ecuacion de la recta en la del plano:

x=t
Xx—2=0
=>y=-2-t
X+y+2=0
z=t

t+2+t+t+4=0=3t=-6=>t=-2
luego las coordenadas del punto M son: M (-2,0,—2)

Como el punto M es el punto medio del segmento P P', si llamamos (a, b, c¢) a las coordenadas del

punto P', se debe verificar que: i;:_g:;a:_g; %:o:b:—l; _52+C =-2=;c=1

Luego el simétricoes: P'= (—6,—1,1)
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—-2X+y=-2
—-ax+z= 0
a) Calcula los valores de a para los que r y s son paralelas.

b) Calcula, para a=1, la distanciaentrery:s.
MATEMATICAS I1. 2013. JUNIO. EJERCICIO 4.0PCION A.

recta dada por: s E{

Sea r la recta que pasa por el punto (1,0,0) y tiene como vector direccion (a,2a,1)y sea s la

RESOLUCION

a) Calculamos el vector director de la recta s.

x=t
—-2X+y=-2 ~
S= =<y=-2+2t=u(l2,a)
—ax+z= 0
z=at

Como las rectas son paralelas, las componentes de los vectores directores de ambas rectas deben ser
proporcionales

N

<a

2
b) Como las rectas son paralelas, su distancia viene dada por la distancia del punto A=(1,0,0) ala
recta s. Para ello calculamos un plano perpendicular a s y que pase por el punto A=(1,0,0)

X+2y+z2+D=0=1+2-0+0+D=0=>D=-1=x+2y+z-1=0

Calculamos el punto de corte del plano con la recta s.

X+2y+z2-1=0
X=t 5
=>t+2(-2+2t)+t-1=0=6t-5=0=t=—
y=—2+2t 6
z=t
Luego, el punto de corte esel B = E,-Z-FE,E = §’_§’§ . La distancia entre las rectas viene
6 6 6 6 66
dada por el mddulo del vector KB: §—1,—2,E = —l,—g,ﬁ , luego:
6 6 6 6 66
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Considera los puntos P(2,3,1) y Q(0,1,1).
a) Halla la ecuacion del plano = respecto del cual P y Q son simétricos.

b) Calcula la distanciade Pa =« .
MATEMATICAS II. 2013. JUNIO. EJERCICIO 4.0PCION B.

RESOLUCION

a) El plano que nos piden es un plano perpendicular al segmento PQ y que pasa por su punto medio

A

r=
[ ]
o

i

El vector PQ =(—2,—-2,0) es el vector normal del plano, luego:
-2x-2y+D=0
como tiene que pasar por el punto medio M = (1,2,1), tenemos que el plano pedido es:

-2Xx-2y+D=0=>-2:1-2.2+D=0=>D=6=-2x-2y+6=0=>x+y-3=0
b) La distancia de P a = es el médulo del vector PM = (-1,-1,0), luego:

d(P,n):‘PT\/I‘:\/Eu
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Calcula la distanciaentre lasrectas: r=x=y=z Yy sS=Xx-1=y-2=7-3.
MATEMATICAS I1. 2013. RESERVA 1. EJERCICIO 4. OPCION A.

RESOLUCION

Escribimos las ecuaciones de las dos rectas en forma paramétrica.

X=t X=1+s
r=qy=t y s=qy=2+s
z=t z2=3+S

5
Vemos que las dos rectas son paralelas pues tienen el mismo vector director u =(1,1,1). Su distancia

viene dada por la distancia del punto A=(0,0,0) de la recta r a la recta s. Para ello calculamos un
plano perpendicular a s y que pase por el punto A=(0,0,0)

X+y+z+D=0=1.0+1-0+1.0+D=0=D=0=>x+y+z=0
Calculamos el punto de corte del plano con la recta s.

X+y+z=0
X=1+s
=1+5+2+5+3+5=0=>35+6=0=>5=-2
y=2+S
z2=3+5S

Luego, el punto de corte es el B=(1-2,2-2,3-2)=(-10,1). La distancia entre las rectas viene

dada por el médulo del vector AB = (-1,0,1) , luego:

-

d=|AB

(=27 +(0) +(1)° =2 u
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X=142A
y=  3\.
z=-1+A

Halla la ecuacion de la recta que cortaaryasy es paralelaat.
MATEMATICAS Il. 2013. RESERVA 1. EJERCICIO 4. OPCION B.

X=2
Consideralasrectas: r=x=y=z S E{ 1 t
y =

RESOLUCION

Si pasamos a paramétricas las rectas r y s, vemos que: cualquier punto de la recta r tiene de
coordenadas A= (t,t,t) y cualquier punto de la recta s tiene de coordenadas B =(2,1,5) .

El vector AB =(2—-t,1-t,s—t) tiene que ser paralelo al vector director de larectat u =(2,3,1),
luego, sus componentes tienen que ser proporcionales:

2-t 1-t s-t
2

=>t=4;s=3

x-4 y-4 z-4
3 1

Luego, la recta que nos piden tiene de ecuacion:
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Del paralelogramo ABCD se conocen los vertices A(-1,0,3), B(2,-1,1) y C(3,2,-3).
a) Halla la ecuacion del plano que contiene al paralelogramo.

b) Halla la ecuacion de la recta que contiene a la diagonal AC del paralelogramo.

c) Calcula las coordenadas del vértice D.

MATEMATICAS 11. 2013. RESERVA 2. EJERCICIO 4. OPCION A

RESOLUCION

D C(3.2,-3)

A(-1,0,3) B(2,-1,1)

a) Calculamos los vectores KB =(3,-1,-2) y A%C = (4,2, —6) . La ecuacion del plano es:

x+1 3 4
y -1 2|=0=x+y+z-2=0
z-3 -2 -6

b) La recta que nos piden tiene de ecuacién: X% = % = Z—_63

c) Calculamos las coordenadas del vértice D

_A+C_(103+(B2-3
2 2

~110=2 _1’1); @b . 5_(03-1)

M

M:B+D
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Considera los puntos A(1,2,3) y B(-1,0,4).
a) Calcula las coordenadas de los puntos que dividen al segmento AB en tres partes iguales.

b) Halla la ecuacion del plano que pasa por el punto A'y es perpendicular al segmento AB.
MATEMATICAS I1. 2013. RESERVA 2. EJERCICIO 4. OPCION B

RESOLUCION

AT\/I =(x-1,y-2,z2-3), obtenemos: (—2,—2,1):(3x—3,3y—6,32—9):>x:%;yzg;z:%, es
decir el punto M es M =(1,£,Ej.
333

También se observa que el punto N es el punto medio del segmento MB, es decir:

1 4 10
N_M+B_ §—1 §+0 34—4 _(_1 E 11)
3'3’

2 2 2 2 3

b) El vector AB=(-2,—-2,1) es el vector normal del plano, luego, —2x-2y+z+D=0. Como
queremos que pase por el punto A:

-2X—-2y+2+D=0=>-21-2-2+3+D=0=D=3

Luego, el plano que nos piden es: —2x—-2y+z+3=0
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Considera los puntos A(1,2,1), B(-1,0,2) y C(3,2,0) y el plano = determinado por ellos.

respecto der.
b) Calcula la distanciade A ar.
MATEMATICAS 11. 2013. RESERVA 3. EJERCICIO 4. OPCION A

a) Halla la ecuacion de la recta r que estd contenida en wm y tal que A y B son simétricos

RESOLUCION

a) Como Ay B son simétricos respecto de r, el punto medio M del segmento AB pertenece a la recta
r

e A+B =(0,1,§j
2 2

Calculamos el vector normal del plano que contiene a los tres puntos

- T E
2 -2 1|=(2,0,9)

-1

El vector director (a,b,c)de la recta r tiene que ser perpendicular al vector normal del plano, luego:
2a+4c=0

También tiene que ser perpendicular al vector AB = (-2,-2,1) , luego: —2a—2b+c =0. Resolviendo
5¢C

el sistema formado por estas dos ecuaciones sale que: a=—-2c ; b =5 ; C=C.Vemos que hay
infinitas soluciones, si damos a ¢ el valor 2, el vector director de la recta es: (—4,5,2) . Por lo tanto, la

- . X
ecuacion de la recta que nos piden es: 2"t - 5
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X=2-3\
Considera las rectasry sdadas por r=qy=3+5A y s=
zZ=2A
a) Determina la posicion relativade ry s.

b) Calcula la distanciaentrerys.
MATEMATICAS II. 2013. RESERVA 3. EJERCICIO 4. OPCION B

X+y-1=0
z-5=0

RESOLUCION

a) Calculamos las ecuaciones implicitas de la recta r.

Xx—2 y-3 z {5x—10=3y—9 {5x—3y=1
3 5 1 -

5 1 X—2=3z X—-3z=2
X+ y=1
. i z=5
Formamos el sistema con las ecuaciones de las dos rectas: ey y calculamos el rango de la
X—3y=
X—-3z2=2

matriz de los coeficientes y el de la matriz ampliada del sistema. Como sale que el rango(A) =3 y
el rango (M) = 4, las dos rectas se cruzan.

b) Calculamos un punto y el vector director de cada recta

r

A=(230) B=(10,5)
{a:<_3,5,1) > {\7:(—1,1,0)

Aplicamos la formula que nos da la distancia entre dos rectas:

1 -3 5
- 3 51
d(r s):‘AB;(ufv)‘z B ) N T
’ |unv| i j k| 6
modulo|[-3 5 1
110
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Determina el punto de la recta rz%:%:ul que equidista de los planos
X=—4+4+A-3p

T, =X-Yy+324+2=0y n,=qy=1+A
Z=p

MATEMATICAS Il. 2013. RESERVA 4. EJERCICIO 4. OPCION A

RESOLUCION

X=1+3t

Pasamos la recta r a paramétricas < y =2t y por tanto podemos tomar como punto genérico de la
z=-1+t

rectaP = (1+3t,2t,—1+t).

Calculamos la ecuacion general del plano ©, =x—y+3z+5=0

Como piden los puntos que equidistan de los planos ©, y =, , tenemos qued(P,=,)=d(P,=,),
luego:

|1+3t-2t—-3+3t+2| |1+3t-2t—3+3t+5| |4t| |4t+3]

N Ji_ Ju Jm

d(P,m,)=d(P,m,) = = | 4t |=| 4t+3|

de donde salen las ecuaciones:
4t:—4t—3:>t:—§:>P: §,—§,—1—1
8 8 4 8

4t =4t +3=3=0= Absurdo
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Considera los puntos A(0,5,3), B(-1,4,3), C(1,2,1) y D(2,3,1).
a) Comprueba que los cuatro puntos son coplanarios y que ABCD es un rectangulo.

b) Calcula el &rea de dicho rectangulo.
MATEMATICAS I1. 2013. RESERVA 4. EJERCICIO 4. OPCION B

RESOLUCION

> o -

a) Si los cuatro puntos estan en el mismo plano eso quiere decir que los vectores AB,AC y AD

tienen que ser coplanarios, es decir, tienen que ser linealmente dependientes, luego su determinante
tiene que valer 0.

Los vectores son: KB =(-1,-1,0) ;A%C =1-3-2)y A%D =(2,-2,-2)

-1 -1 0
1 -3 —-2|=0=Los 4 puntos estan en un mismo plano.
2 -2 -2

Si los cuatro puntos forman un rectangulo

A B

Los vectores ATB y AﬁD tienen que ser perpendiculares = KB- ATD =0=>-2+2=0= Cierto

- - > >

Los vectores AB y BC tienen que ser perpendiculares = AB-BC =0=-2+2=0= Cierto

-

Los vectores AB y DC tienen que tener el mismo modulo = |AB

= ‘D%C‘ = \/§:> Cierto

Luego forman un rectangulo.

c) Area = AB|.|AD|= 2 .12 = 4'89 u?
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Considera el plano = de ecuacién 2x+y+3z-6=0.
a) Calcula el area del triangulo cuyos vértices son los puntos de corte del plano = con los ejes

coordenados.
b) Calcula el volumen del tetraedro determinado por el plano = y los planos coordenados.

MATEMATICAS II. 2013. SEPTIEMBRE. EJERCICIO 4. OPCION A.

RESOLUCION

A

Los puntos de corte del plano con los ejes coordenados son: A=(3,0,0);B=(0,6,0) y C =(0,0,2)
Calculamos los vectores: AB =(-3,6,0) ; AC =(-3,0,2). El area pedida es:

> o> -

i ok
S=%AB/\AC =%médu|o ~3 6 0|=2médulo (12i+6j+18k):%«/504=«/126:3 14 u?
3 0 2

b) Calculamos los vectoresC;Az (3,0,0); OHB =(0,6,0) y O%C =(0,0,2) . El volumen del tetraedro
sera:

~L136|=60°
6

<

I
|-
o O W
o oo O
N O O
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Considera los puntos A(1,0,2), B(-1,3,1), C(2,1,2) y D(1,0,4).

a) Halla la ecuacion del plano que contienea A, By C

b) Halla el punto simétrico de D respecto del plano x—y—-5z2+9=0.
MATEMATICAS I1. 2013. SEPTIEMBRE. EJERCICIO 4. OPCION B.

RESOLUCION

a) Calculamos los vectores ATB =(-2,3-1); A%C =(1,1,0) . La ecuacion del plano es:

x-1 -2 1
y 3 1|=x-y-52+9=0
z-2 -1 0

b) Calculamos la ecuacion de la recta que pasa por D y es perpendicular al plano

1 X=1+t
X1y _z-4 )
1 -1 -5
z=4-5t

Calculamos el punto de corte de la recta con el plano, sustituyendo la recta en la ecuacion del plano

x—y—52+9:O:>1+t+t—20+25t+9:0:>t:%

27 2727

10 10 , 50) (37 10 58
21" 21" 27

luego, el punto es: M =[1+—,——,4

Como el punto M es el punto medio del segmento D D', si llamamos (a, b, ¢) a las coordenadas del
punto D', se debe verificar que:

l+a 37 a7
- - = a=—
2 27 27

0O+b 10 20

—_— =D =——

2 27 27

a+c_8 .8

2 27 27
Luego el simétricoes: D'= ﬂ,—é,i
27 27 27
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Considera la recta r que pasa por los puntos A(1,0,—1) yB(-1,1,0).
a) Halla la ecuacién de la recta s paralela a r que pasa por C(-2,3,2).

b) Calcula la distanciade r a s.
MATEMATICAS I1. 2014. JUNIO. EJERCICIO 4.0PCION A.

RESOLUCION

a) Calculamos el vector director de larectar: AB(-2,1,1)

Como las rectas son paralelas, el vector director de s es AB(-2,1,1), luego, la ecuacion de la recta
s es:

) 3 ) X=—2-2t
Xte_Yy=s_z2- = y=3+t
-2 1 1

7=2+t

b) Como las rectas son paralelas, su distancia viene dada por la distancia del punto A=(1,0,-1) ala
recta s. Para ello calculamos un plano perpendicular a s y que pase por el punto A=(1,0,-1)

-2X+y+z+D=0=-2-1+1.0+1-(-1)+D=0=D=3=-2x+y+2+3=0
Calculamos el punto de corte del plano con la recta s.
-2Xx+y+2+3=0
X=—2-2t

y=3+t
7=2+t

=-2(-2-2t)+3+t+2+t+3=0=12+6t=0=>t=-2

Luego, el punto de corte esel M =(-2+4,3-2,2—2)=(2,1,0). La distancia entre las rectas viene

dada por el mddulo del vector AM =(2-11-0,0+1)=(1,11) , luego:
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. X+2y—-2z=3
Sea r la recta definida por y
2Xx—y+z=1
a) Determina la ecuacion general del plano que contiene a r y pasa por el origen de coordenadas.
b) Halla las ecuaciones paramétricas del plano que corta perpendicularmente a r en el punto
(1,1,0).

MATEMATICAS Il. 2014. JUNIO. EJERCICIO 4. OPCION B.

RESOLUCION

a) Calculamos el haz de planos, es decir la ecuacion de todos los planos que contienen a r.
X+2y—-z-3+k(2x-y+z-1)=0

De todos esos planos nos interesa el que pasa por el origen de coordenadas, luego, ese punto debe
satisfacer la ecuacion del plano.

X+2y—-2-3+k(2x-y+2z-1)=0=0+0+0-3+k(0+0+0-1)=0=k=-3
Luego, la ecuacion del plano que nos piden es:
X+2y—-2-3-3(2x-y+2-1)=0=-5x+5y-4z=0.

b) El vector normal del plano es el vector director de la recta.

i j k
n=[1 2 -1|=(-3-5)
2 -1 1

Luego, la ecuacién de todos los planos perpendiculares ar es: x—3y—5z+ D =0. Como queremos
que pase por el punto (1,1,0), su ecuacion sera:

X—3y-5z+D=0=1-3-1-0+D=0=>D=2=x-3y-5z2+2=0
Pasamos el plano de general a paramétricas:
X=—-2+3t+5s

X=3y-52+2=0=y=t
z=5$
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Sean los vectoresa =(1,-1,3), Cz (1,0,-1) y \7v =(A,1,0).

-

5
a) Calcula los valores de A que hacen que u y w sean ortogonales.

- > o

b) Calcula los valores de A que hacen que u ,v y w sean linealmente independientes.

c) Para A =1 escribe el vector ?= (3,0,2) como combinacion lineal de G ; y V_\>I
MATEMATICAS I11. 2014. RESERVA 1. EJERCICIO 4. OPCION A.

RESOLUCION

a) Como son ortogonales, su producto escalar debe valer 0.
1,-1,3)-(1,1,0)=A-1=0=1r=1

b) El determinante formado por los tres vectores tiene que ser distinto de cero.

1 -1 3
1 0 -1|=A+3+1#¥0=>A=-4
A1 0

Luego, son independientes para todos los valoresde A =—4.

- - - -
c) Escribimos el vector r =(3,0,2) como combinacién lineal deu ,vy w.

a+b+c=3
(3,0,2)=a-(1,-1,3)+b-(,0,-1)+c-(1,1,00=> —-a+c=0pa=1;b=1;c=1
3a-b=2

> o >

IR
Luego la combinacion lineal es: r =u+ v+ w
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- Xx—-y-3=0
Sea r la recta dada por %2 =y+l= 2—31 y sea s la recta dada por y } .

- 3y—z+6=0
a) Determina la posicion relativade ry s.

b) Halla la ecuacion general del plano que contiene ary es paralelo a s.
MATEMATICAS Il. 2014. RESERVA 1. EJERCICIO 4. OPCION B.

RESOLUCION

a) Calculamos un punto y el vector director de cada recta:

5 1 X=—2+2t
rz%=y+1=z;3:> y=—1+t = A=(-2,-11);u=(21-3)
z=1-3t
3-0 X=3+t
X—V—o= -
s= Y —y=t |'=B=(30,6):V=(13)
3y-z+6=0
Z2=6+3t

Calculamos el determinante de AB =(5,1,5), u y v

51 5
2 1 -3{=15-3+10-5-6+15=26# 0= Las rectas se cruzan.
11 3

b) El plano que nos piden viene determinado por (A, u, V) Yy su ecuacion es:
X+2 y+1 z-1

2 1 -3 |=3x+6-3y-3+22-2-2+1-6y-6+3Xx+6=6Xx-9y+z+2=0
1 1 3
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Sean los vectores u=(1,-1,0), v=(0,1,2) y w=(1+a,2a,2-3a). Halla los valores de a en
cada uno de los siguientes casos:

> > o

a) u,vyw estan en el mismo plano.

-

b) \7v es perpendicular a G y V.

- > -

. . 1
c) El volumen del tetraedro que tiene por aristas a los vectores u ,vy w es 3

MATEMATICAS Il. 2014. RESERVA 2. EJERCICIO 4. OPCION A.

RESOLUCION

a) Si estan en un mismo plano, los vectores son linealmente dependientes, luego, su determinante
vale 0.

1 0 1l+a
-1 1 20 |=0=a=0
0 2 2-3a

Luego, estan en el mismo plano si a.=0.

b) Si \7v es perpendiculara u y v, su producto escalar debe valer 0.
1-10)-(1+0o,20,2-30) =1+0—-200=0=a =1

0,1,2)-1+0a,20,2-3a0)=20+4-60=0=a=1

- - —
Luego, para o.=1 el vector w es perpendiculara u y v

c) El volumen del tetraedro es % del volumen del paralelepipedo que determinan los tres vectores,

es decir:

1 1

—90c:1:>oc=—1
X gu|=]-9a|-1= ?
6 6

V =
QJao=1l=oa==
9
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i X+z-2=0
Considera el punto P(2,-2,0) y la recta r dada por } .

y+z-1=0
a) Determina la ecuacion del plano que contiene a P y es perpendicular ar.

b) Calcula la distanciade P ar.
MATEMATICAS I1. 2014. RESERVA 2. EJERCICIO 4. OPCION B.

RESOLUCION

a) Pasamos la recta r a paramétricas

X=2-t
X+2-2=0
=>y=1-t
y+z-1=0
z=t

IR
Con lo cual el vector director es: u=(-1,-11).
Todos los planos perpendiculares a r tienen de ecuacion: —x—y+z+ D =0. Como queremos que

pase por el punto P:
—-X-y+2+D=0=-2+2+0+D=0=D=0

Luego, el plano que nos pidenes: —x—y+z=0.
b) Calculamos el punto de corte de la recta con el plano.

—X-y+2=0=-2+t-1+t+t=0=t=1
Luego, el punto de corte es: M =(2-1,1-1,1)=(1,0,1)
La distancia que nos piden viene dada por el médulo del vector que une P y el punto M, es decir:

N

PM

V() +(2)+1)" =6 u
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Sean A(-3,4,0), B(3,6,3) y C(-1,2,1) los vértices de un tridngulo.

a) Halla la ecuacién del plano © que contiene al triangulo.

b) Halla la ecuacion de la recta perpendicular a © que pasa por el origen de coordenadas.
c) Calcula el area del triangulo ABC.

MATEMATICAS Il. 2014. RESERVA 3. EJERCICIO 4. OPCION A.

RESOLUCION

a) El plano viene definido por el punto A= (—3,4,0) vy los vectores AB = (6,2,3) ¥y AC =(2,-2,1) .
Luego su ecuacion sera:

X+3 6 2
n=|y—-4 2 -2|=x-2z+3=0
z 3 1

b) La recta viene definida por el punto (0,0,0) y su vector director sera el vector normal del plano

u=(,0,-2). Luego su ecuacion sera: % Yo iz

c) Aplicamos la formula del &rea del triangulo S = %‘ AB A AC ‘ |

j
ABAAC=|6 2

N
|
N

S :%«/64+0+256 =X ?;20 u?
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Considera el punto A(8,—1,3) vy la recta r dada por XTH =y-2= ZT_I
a) Calcula la ecuacién del plano que pasa por Ay es perpendicular ar.
b) Halla el punto simétrico de A respecto der.

MATEMATICAS Il. 2014. RESERVA 3. EJERCICIO 4. OPCION B.

RESOLUCION

X=-1+2t

a) Pasamos la recta a paramétricas: r=<y=2+t . El vector director de la recta(2,1,3), es el
z=1+3t

vector normal del plano, luego, los planos perpendiculares a la recta tienen de ecuacion:

2X+y+3z+D=0
Como queremos que pase por el punto (8,-1,3).
2X+y+3z+D=0=2-8-1+3-3+D=0=D=-24
Luego, el plano que nos piden es: 2x+y+3z—24=0.

b) Calculamos el punto de corte de la recta con el plano:

2X + y+32—24:0:>2-(—1+2t)+(2+t)+3-(1+3t)—24:O:>t:g

Luego, el punto de corte es: M =(—1+3,2+g,1+%)=(2,%,1—21j .

Si llamamos al punto simétrico P'=(a,b,c), se cumple que:

(8,-1,3)+(a,b,c) :(2 7 Ejj P'=(-4,88)
5 '2'"2 -
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X=1+A
Sear la recta definida por { y=1+A Yy s larecta dada por x-1 =
Z=A ~2
a) Halla la ecuacion de la recta que corta perpendicularmenteary as.

b) Calcula la distanciaentrerys.
MATEMATICAS Il. 2014. RESERVA 4. EJERCICIO 4. OPCION A.

RESOLUCION

Escribimos las ecuaciones de las dos rectas en forma paramétrica.

X=1+t Xx=1-2s
r=qy=1+t y s=qy=s
7=t z=1-2s

Cualquier punto de la recta r tendra de coordenadas A= (1+t,1+t,t) y cualquier punto de la recta s
tendra de coordenadas B = (1—25, s,1— 25)

El vector AB tendra de coordenadas: AB =(t+2s,1+t—s,—1+t+2s)

Como el vector AB tiene que ser perpendicular a la recta r y s se debe cumplir que:

AB-u=0= (t+2s,1+t—s,-1+t+2s)-(1,1,1)=0=3t+3s=0
V=0= (t+251+t—s,~1+t+25)-(-2,1,—2) =0 =3—-3t—9s =0

. . 1 1
Resolviendo las dos ecuaciones, obtenemos que t = -5 7 S= 3

Luego, los puntos A y B que estan a minima distancia tienen de coordenadas

a) La recta que nos piden viene definida por: A= (l : 1,—£J y ATB = (—%,0 : %) Su ecuacion es:

22 2
1 1 1
X—= y—= z+—
2_" 2__ 2

10 1

2 2

. i , > 1 1
b) La distancia es el moédulo del vector AB :(—E,O,E)
d=|AB|= l+0+1:—2u
4 4 2
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i - ., X=5 Z2-6
Considera el plano ® de ecuacion 2x+y—z+2=0 y la recta r de ecuacion e y= =y
a) Halla la posicion relativade & yr.

b) Halla la ecuacién general del plano que contiene a r y es perpendicular a .
c) Halla las ecuaciones paramétricas del plano paralelo a = que contiene ar.

MATEMATICAS Il. 2014. RESERVA 4. EJERCICIO 4. OPCION B.

RESOLUCION

L . X=5 Z-6 X+2y=5
a) Podemos pasar la ecuacion de la recta r a implicitas =y= = { y

-2 -3 -3Xx+2z=-3
2X+y—-2=-2
Estudiamos el sistema formado por las ecuaciones de larectay el plano  x+2y= 5
—-3X+2z=-3

Como R(A)=2 y R(M) =3, larecta es paralela al plano
b) La ecuacion de todos los planos que contienen a la recta r es:
X+2y—-5+k(-3x+2z2+3)=0 = (1-3k)x+2y+2kz-5+3k=0

El vector normal de este plano (1—3k,2,2k) y el vector normal del plano n (2,1,-1), tienen que
ser perpendiculares, luego su producto escalar vale 0.

(1-3k,2,2k)-(2,1,-1) =0 = 2-6k+2-2k=0 = k=%

Sustituyendo, tenemos que el plano pedido es: —x+4y+2z—-7=0

c) La ecuacion de todos los planos que contienen a la recta r es:
X+2y—-5+k(-3x+2z2+3)=0 = (1-3k)x+2y+2kz-5+3k=0

El vector normal de este plano (1—3k,2,2k) y el vector normal del plano n (2,1,-1), tienen que
ser paralelos, luego sus componentes tienen que ser proporcionales.
1-3k 2 2k
2 1 4

= k=-1

x=t
Sustituyendo, tenemos que el plano pedido es: 2x+y—-z—-4=0=>y=4-2t+s
Z=5
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Xx=1+2t
Considera los puntos A(1,1,2) y B(1,—1,—-2) y larectardadapor {y=t

z=1
a) Halla la ecuacion general del plano que contiene a r y es paralelo a la recta que pasa por Ay
por B.

b) Halla el punto de la recta r que esta a la misma distancia de Ay de B.
MATEMATICAS I1. 2014. SEPTIEMBRE. EJERCICIO 4. OPCION A.

RESOLUCION

a) El plano gque nos piden viene definido por el punto (1,0,1) de la recta, el vector director de la

recta u =(2,1,0) y el vector AB =(0,—2,—4). Por lo tanto, su ecuacion es:

x-1 2 0
y 1 -2|=0=>-x+2y-z+2=0
z-1 0 -4

b) Calculamos los vectores:

AC = (1+2t—1t-11-2) = (2t,t =1, —1) : BC = (1+ 2t -1t +1,1+2) = (2t,t +1,3)

Como la distancia es la misma, entonces:

-

C

= |BC| = a7+ (-1 2+ 1= /A7 (1+1) 7 +9 = t=—2

Luego, el punto Ces: C = (1+2t,t,1) =(-3,-2,1)
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Sear la recta que pasa por los puntos A(1,0,-1) y B(2,-1,3).
a) Calcula la distancia del origen de coordenadas a la recta r.

b) Halla la ecuacion de la recta que corta perpendicularmente a r y pasa por el origen de
coordenadas.

MATEMATICAS II. 2014. SEPTIEMBRE. EJERCICIO 4. OPCION B.

RESOLUCION

X=1+t
a) Calculamos la ecuacién de larecta r=<y=—t
z=-1+4t

Calculamos la ecuacién de todos los planos que son perpendicularesar: x—y+4z+D=0.
De todos esos planos nos interesa el que pasa por el punto (0,0,0), luego:
X-y+4z+D=0=0-0+4.-0+D=0=D=0=x-y+4z=0

Calculamos el punto de corte de la recta con el plano.

x—y+4z:0:>1+t+t+4(—1+4t):0:>t:%

Luego, el punto de corte es: M = (1+l,—l,—1+ﬂj = (Z,—l —E]

6 6 6) \6 6 6

La distancia que nos piden viene dada por el modulo del vector que une el origen de coordenadas y

el punto M, es decir:
ORGEGIEERE
= l=| +|=| +|—| =, —==,/=u
6 6 6 36 2

b) La ecuacion de la recta que pasa por O y M es:

o | | x
N [
ol

Z
2
6
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Sean los puntos A(0,1,1), B(2,1,3), C(-1,2,0) y D(2,1,m)

a) Calcula m para que A, B, Cy D estén en un mismo plano.

b) Determina la ecuacién del plano respecto del cual los puntos Ay B son simétricos.
c) Calcula el area del triangulo A By C.

MATEMATICAS I1. 2015. JUNIO. EJERCICIO 4. OPCION A.

RESOLUCION

- -

a) Si los cuatro puntos estan en el mismo plano eso quiere decir que los vectores AB,AC y A

tienen que ser coplanarios, es decir, tienen que ser linealmente dependientes, luego su determinante
tiene que valer 0.

Los vectores son: AB = (2,0,2) ; AC = (-11-1) y AD = (2,0,m~1)

2 0 2
-1 1 -1 |=2m-2-4=0=>m=3
2 0 m-1

Luego, para m=3, los cuatro puntos estan en un mismo plano.

b) El plano que nos piden pasa por el punto medio del segmento AB y su vector normal es
AB=(2,0,2).
0+2 1+1 1+3

El punto medio es: M :( : : j: 112).
2 2 2

Todos los planos que tienen por vector normal el vector AB=(2,0,2), tienen de ecuacion
2x+2z+ D =0. Como tiene que pasar por el punto M (1,1,2), su ecuacion sera:

21+2-2+D=0=>D=-6=2Xx+22-6=0=>%x+2z-3=0

c) Los vectores son: AB=(2,0,2) y AC =(-11,-1)

i ] K
, - - 8
Area:%- AB/\AC‘:%-médulo 2 0 2 :%.m()dulo(—Z,O,Z):g:\/iu2
-1 1 -1
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Seael plano n=2x+y-z+8=0

a) Calcula el punto P’, simétrico del punto P(2,-1,5) respecto del plano =« .
X—2 y+1 z-5

-2 3 1
MATEMATICAS I1. 2015. JUNIO. EJERCICIO 4. OPCION B

b) Calcula la recta r’, simétrica de larecta r =

RESOLUCION

Calculamos la ecuacion de la recta que pasando por el punto P es perpendicular al plano. Como la recta
es perpendicular al plano, el vector director de dicha recta y el vector normal del plano son paralelos,
luego: Vector normal del plano = vector director de la recta = (2,1,-1).

X=2+2t
La ecuacion paramétrica de la recta sera: ¢y =—1+t
z=5-t

Calculamos las coordenadas del punto de interseccion de la recta con el plano (M); para ello
sustituimos la ecuacion de la recta en la del plano: 2-(2+2t) + (-1+t)—-(5-t)+8=0=>t=-1

Luego, las coordenadas del punto Mson: x=0;y=-2;z2=6

Como el punto M es el punto medio del segmento P P’, si llamamos (a,b,c) a las coordenadas del

punto P, se debe verificar que: a%zzo;a:—z ; b—_1=—2;b =-3 ; CLS:G;C:7
Luego, el punto simétrico es el P'(—2,—3,7)

X=2-2t
b) Calculamos el punto de corte de larecta r =< y=-1+3t conel plano =

Z=5+t

2-(2-2t)+(-1+3t) - (5+1)+8=0=t=3= A(-4,8,8)
La recta que nos piden pasa por el punto Ay P’, luego: ATD'(Z,—ll, —1)
,_X+4 y-8 z-8
~T2 11

r
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. 2x-y-5=0
Considera el punto P(-3,1,6) y la recta r dada por { ’ 2_0
y—-1+2=
a) Determina la ecuacion del plano que pasa por Py es perpendicular ar.
b) Calcula las coordenadas del punto simétrico de P respecto de la rectar.

MATEMATICAS II. 2015. RESERVA 1. EJERCICIO 4. OPCION A.

RESOLUCION

X=t
a) Pasamos la recta a paramétricas: r=<y=-5+2t . El vector director de la recta (1,2,2), es el
z=-3+2t

vector normal del plano, luego, los planos perpendiculares a la recta tienen de ecuacion:

X+2y+2z2+D=0

Como queremos que pase por el punto (—3,1,6).
X+2y+22+D=0=-3+2-1+2-6+D=0=D=-11
Luego, el plano que nos pidenes: x+2y+2z-11=0.
b) Calculamos el punto de corte de la recta con el plano:
X+2y+2z-11=0=x+2-(-5+2t)+2-(-3+2t)-11=0=1t=3

Luego, el punto de corte es: M =(3,-5+2-3,-3+2-3)=(3,1,3) .
Si llamamos al punto simétrico P'= (a, b, c), se cumple que:

(—3,1,6)2+ (a,b,c) =(3,1,3)= P'=(9,1,0)
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Los puntos A4(0,1,1) y B(2.1,3) son dos vértices de un triangulo. El tercer vértice es un punto de
2x+y=0

z=10
a) Calcula las coordenadas de los posibles puntos C de r para que el triangulo ABC tenga un

angulo recto en el vértice A.
b) Calcula las coordenadas de los posibles puntos D de r para que el triAngulo ABD tenga un &rea

la recta r dada por {

igual a /2
MATEMATICAS I1. 2015. RESERVA 1. EJERCICIO 4. OPCION B.

RESOLUCION
a) Pasamos la recta r a paramétricas

X =
2X =0
{ Y y=-2t
z=0
z=0

Cualquier punto C, tendrd de componentesC =(t,—2t,0). Como queremos que sea un tridngulo

rectangulo en A, los vectores AB=(2,0,2) y AC = (t,—2t-1,-1) , tienen que ser perpendiculares,
luego, su producto escalar debe valer 0.

AB-AC = (2,0,2)-(t,—2t-1,-1) =2t -2 =0=>t =1
Luego el punto C serd: C =(1,—2,0)
b) Cualquier punto D, tendra de componentes D =(t,—2t,0).

Calculamos el &rea del triangulo ABD.

AB=(2,0,2): AD=(t,—2t—1,1).

T
S=%ABAAD =%m()dulo 2 0 2 =1médulo{(2+4t)i+(2+2t)j—(2+4t)k}:
t —2t-1 -1

:%\/(2+4t)2+(2+2t)2+(2+4t)2 :%\/36t2+40t+12 :ﬁ:9t2+10t+1=o:>t=-1;t=—%

lg,oj
9

Luego el punto D sera: D=(-1,2,0) 6 D =(—

Ol
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Seanlosplanos t=x+3y+2z-5S=0y n'=-2x+y+3z+3=0.

a) Determina el &ngulo que forman = y =n'.

b) Calcula el volumen del tetraedro limitado por = y los planos coordenados.
MATEMATICAS Il. 2015. RESERVA 2. EJERCICIO 4. OPCION A.

RESOLUCION

a) Los vectores normales de los planos son: El= @32y Hz =(-2,1,3) . Aplicando la férmula del
angulo de dos planos, tenemos:
1.(-2)+3:1+2-3 71

coso = =—=—=0a=60°
J1+9+4-J4+1+9 14 2

b)

A

Los puntos de corte del plano con los ejes coordenados son: A= (5,0,0) ;B = (0,%,0) y

C =(0,0, §j
2

Calculamos los vectoresSAz (5,0,0); OﬁB =(0,§,0j y O%C :(0,0, gj El volumen del tetraedro
sera:
50 0
Vv =l 0 > 0 =12—5 u’
6 3 36
00 >
2
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x-5 _ y+l_z

6 -3 2
a) Halla la ecuacién general del plano m que contiene al punto Py a la rectar.
b) Calcula la distancia entre el punto Py la rectar

MATEMATICAS Il. 2015. RESERVA 2. EJERCICIO 4. OPCION B.

Sean el punto P(1,6,-2) ylarecta r=

RESOLUCION

. . X=5+06t
a) Pasamos la recta a paramétricas: % = y_+3 = % = y=-1-3t
z2=2t

La recta pasa por el punto A=(5,—-1,0) y su vector director es u=(6,—3,2). El plano que nos

piden viene definido por el punto A=(5,-1,0), el vector J=(6,—3, 2) y el vector ATP =(-4,7,-2)
luego, su ecuacion es:

Xx-5 6 -4
y+1 -3 7|=0=>-8x+4y+30z+44=0=>—-4x+2y+152+22=0
yA 2 -2

b) Calculamos el plano perpendicular a r y que pasa por P
6x-3y+2z2+D=0=6-1-3-6+2-(-2)+D=0=>D=-16=>6x-3y+2z+16=0
Calculamos el punto de corte de la recta con el plano
6-(5+6t)—3-(-1-3t)+2-(2t)+16=0=>49+49t=0=>t=-1

Luego el punto de corte es:

M =(5+6t,~1-3t,2t)=(5+6-(-1),-1-3:(-1),2-(-1))=(-12,-2)

La distancia es el médulo del vector PM =(-2,-4,0), luego:

‘W‘:J(—2)2+(—4)2+(o)2 = J20=4'47 u
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Halla unas ecuaciones paramétricas para la recta r, que contiene al punto P(3,-5,4) y corta
. x—-4 -8
perpendicularmente a la recta s = = - '—3 n

MATEMATICAS Il. 2015. RESERVA 3. EJERCICIO 4. OPCION A.

-
“

RESOLUCION

4 X=4+5t

- X— z

Pasamos la recta s a paramétricas: & =3 "2 = y=8-3t
z=4t

Cualquier punto M de la recta s tiene de coordenadas M=(4+5t,8—3t,4t). El vector

PM = (1+5t,13-3t,—4+4t) tiene que ser perpendicular al vector director U= (5,—-3,4) de la recta

s, por lo tanto, su producto escalar debe valer cero

—

P -J:(1+5t,13—3t,—4+4t)-(5,—3,4) =0=>5+25t-39+9t-16+16t=0=50t-50=0=t=1

Por lo tanto el vector PM , serd: PM =(6,10,0) y la ecuacion paramétrica de la recta r que nos

X =3+6t
pidenes: y=-5+10t
z2=4
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., X+2 r+1
Sear la recta de ecuacion r = = _J "

a) Halla el punto de r que equidista del origen de coordenadas y del punto P(4,-2,2)

b) Determina el punto de la recta r mas proximo al origen de coordenadas.
MATEMATICAS I1. 2015. RESERVA 3. EJERCICIO 4. OPCION B.

“

RESOLUCION

5 1 X=—-2+3t
a) Pasamos la recta a paramétricas: X% = yT+ =7=>qy=-1+4t
z=t

Luego, cualquier punto de la recta tiene de coordenadas A= (—2+3t,—1+4t,t).

Como este punto equidista de O y de P, se cumple que: ‘(YA‘ = ‘ ﬁ‘ .

@\:(—2+3.t,—1+4t,t):‘CTO\‘:\/(—Z#:H)Z+(—1+4t)2+(t)2 :\/26t2—20t+5

PA=(—6+3t,1+4t,—2+1) :>\ ?A\:J(—6+3t)2 +(L+4t) 2 +(-2+1)% = |/ 26t2 —32t + 41

Igualando, nos queda:

J 26t7 20t +5 =/ 26t? —32t+ 41 =12t =36 =t =3
Luego, el punto que nos piden es: A=(7,11,3).
b) Calculamos el plano perpendicular a r y que pasa por el origen de coordenadas
3X+4y+z+D=0=3-0+4-0+1-0+D=0=D=0=3x+4y+z=0

Calculamos el punto de corte de la recta con el plano

3-(-2+3t)+4-(-1+4t)+1-t=0=> 26t—10:0:>t:%

Luego el punto de corte es:

o 2+3.5 4,45 5) (1175
13 13 13 13 13 13
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) X+y+1=0
Considera los puntos B(1,2,-3), C(9,-1,2), D(5,0,—1) y larecta rE{ ’ 0
y-z =
a) Calcula el area del triangulo cuyos vértices son B, C y D.
b) Halla un punto A en la recta r de forma que el triangulo ABC sea rectangulo en A.

MATEMATICAS II. 2015. RESERVA 4. EJERCICIO 4. OPCION A.

RESOLUCION

a) Calculamos los vectores: BC =(8,-3,5) ; BD =(4,-2,2)

Aplicamos la formula que nos da el area del triangulo:

s= 1 |BCABD|=
2
i j ok
L méduo|s -3 s :%médulo (4,4,-4):%4/42+42+42= 12 =3'46 U2
4 -2 2
X=-1-t
. X+y+1=0
b) Pasamos la recta a parametricas: r = O:> y=t
y-z =
z=t

Cualquier punto A de la recta r tendra de coordenadas A= (-1-t,t,t). Como el angulo recto esta en
A, los vectores KB y AE , son perpendiculares, luego su producto escalar vale cero.

AB = (2+1,2—t,—~3—1)

AC = (10+t,~1-t,2—t)

AB-AC =0=> (2+1,2—t,—3—1)-(10+t,~1—t,2—t) =0 = 3t2 +12t +12 =0 = t = —2

Luego, el punto Aes: A=(1,-2,-2)
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) x+y=»0
Considera el punto P(1,0,-1) y la recta r dada por { l .
a) Halla la distanciade P ar.
b) Determina la ecuacién general del plano que pasa por Py contiene a r.

MATEMATICAS Il. 2015. RESERVA 4. EJERCICIO 4. OPCION B.

RESOLUCION

a) Calculamos el plano perpendicular a r y que pasa por P
X-y+D=0=11-1.0+D=0=D=-1=x-y-1=0

Calculamos el punto de corte de la recta con el plano

1-t—1-(—t)—1:0:>t:%
1 1
Luego el punto de corte es: M = (t,—t,1)= E'_E’l

La distancia es el modulo del vector PK/I = (—%,—%,2) , luego:

e[ - 12

x=t
L. X+y=0
b) Pasamos la recta a paramétricas: 0 =qy=-t
Z—1=
z=1

La recta pasa por el punto A=(0,0,1) y su vector director es u =(1,—-1,0). El plano que nos piden

viene definido por el punto A=(0,0,1), el vector u=(1,-1,0) y el vector AP =(1,0,—2) luego, su
ecuacion es:

X 1 1
y -1 0[=0=>2x+2y+z-1=0
z-1 0 -2
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x=1

Sear la recta definida por {y=1 y s la recta dada por {
Z=A-2

a) Halla la ecuacion de la recta que corta perpendicularmente a las rectas dadas.

b) Calcula la distanciaentrerys.
MATEMATICAS I1. 2015. SEPTIEMBRE. EJERCICIO 4. OPCION A.

x—y=1
z=-1

RESOLUCION

Escribimos las ecuaciones de las dos rectas en forma paramétrica.
x=1 X=1+s
r=qy=1 y S=qy=S
z=1-2 z=-1
Cualquier punto de la recta r tendra de coordenadas A:(l,l,t—2) y cualquier punto de la recta s

tendra de coordenadas B =(1+s,s,—1)
El vector AB tendra de coordenadas: AB = (s ,S —1,1—t)

Como el vector AB tiene que ser perpendicular a la recta r y s se debe cumplir que:

—

\B-U=0=>(5,5-11-1)-(0,0,) =0 =>1—t=0=t=1
B-v

0=(s,5-11-1)-(1,,0)=0=5s+s-1=0= s=%
Luego, los puntos A y B que estan a minima distancia tienen de coordenadas

A=(1,1,-1) ; B{g,%,—lj

a) La recta que nos piden viene definida por: A= (1,1, —1) y KB = (%—%0) Su ecuacion es:

x-1 y-1 z+1

11 0
2 2
. . , - 1 1
b) La distancia es el modulo del vector AB = (E’_E'Oj

:\/@jz J{_%Y L0 zﬁzgzovonu
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. . X+1 z-1
Considera el plano © de ecuacion mx+5y+2z=0 y la recta r dada por % Y —
n
a) Calculamy nen el caso en el que la recta r es perpendicular al plano = .
b) Calcula my n en el caso en el que la recta r est4 contenida en el plano =.
MATEMATICAS I1. 2015. SEPTIEMBRE. EJERCICIO 4.0PCION B.

RESOLUCION

a) Si la recta es perpendicular al plano, el vector director de la recta y el vector normal del plano son
paralelos, luego, sus componentes son proporcionales.

m :g:m:3;n:5
3 2

b) Para que la recta r esté contenida en el plano =, el punto de la recta debe pertenecer al plano y el
vector director de la recta y el vector normal del plano deben ser perpendiculares, es decir, su
producto escalar debe valer 0.
Sustituimos el punto en la ecuacién del plano.

m-(-1)+5-0+2-1=0=>m=2

El producto escalar de los vectores (m,5,2) y (3,n,2) debe valer cero, luego:

m-3+5-n+2-2=0=3m+5n+4=0=6+5n+4=0=>n=-2
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i 22=0
Considera el punto P(1,0,5) y la recta r dada por y+ 1}.
X =

a) Determina la ecuacion del plano que pasa por Py es perpendicular ar.
b) Calcula la distancia de P a la recta r y el punto simétrico de P respecto ar.
MATEMATICAS I1. 2016. JUNIO. EJERCICIO 4. OPCION A.

RESOLUCION

a) Pasamos la recta r a paramétricas

Con lo cual el vector director es: u =(0,-2,1).
Todos los planos perpendiculares a r tienen de ecuacion: —2y+z+ D =0. Como queremos que

pase por el punto P:
-2y+z2+D=0=-2-0+5+D=0=D=-5

Luego, el plano que nos pidenes: —2y+z-5=0.
b) Calculamos el punto de corte de la recta con el plano.

-2y+2-5=0=-2-(-2t)+t-5=0=1t=1
Luego, el punto de corte es: M =(1,—2,1)

La distancia que nos piden viene dada por el modulo del vector PTVI =(0,—2,—4), es decir:

—

PM

=J(0)"+(-2)" +(-4)" =20 u

Si llamamos P'=(a,b,c), se cumple que el punto M es el punto medio del segmento PP”, luego:
l1+a O+b . 5+Cc

—=1=a=1; —=-2=b=-4 ; =1=c=-3
2 2 2

Por lo tanto, el simétrico es: P'=(1,—4,-3)
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Considera las rectas r y s dadas por

X=1+2\
X+2y=-1
r=<y=1-A Yy s=
z =-1
z=1

a) Comprueba que ambas rectas son coplanarias y halla la ecuacion del plano que las contiene.
b) Sabiendo que dos de los lados de un cuadrado estén en las rectas r y s, calcula su area.
MATEMATICAS I1. 2016. JUNIO. EJERCICIO 4. OPCION B.

RESOLUCION

a) Pasamos la recta s a paramétricas y calculamos un punto y el vector director de cada recta

X=-1-2
A= (111’1) {X+2y =-1 y B= (_1,01_1)
r=<. S= =>y=Yy =>4
u=(2,-10) 2 == v=(~2,10)

Como las componentes de los dos vectores directores de las rectas son proporcionales, los vectores
son paralelos y las rectas paralelas, por lo tanto, las rectas son coplanarias.

El plano que nos piden viene definido por el punto A y los vectores AB =(—2,-1,—-2) y u. Por lo
tanto su ecuacion sera:

x-1 -2 2
n=|y-1 -1 -1|=-2X-4y+4z+2=0=>-x-2y+22+1=0
z-1 -2 0

b) Como las rectas son paralelas, su distancia viene dada por la distancia del punto A=(1,1,1) ala
recta s. Para ello calculamos un plano perpendicular a s y que pase por el punto A= (1,1,1)

-2X+y+D=0=-2-1+41+D=0=D=1=-2x+y+1=0
Calculamos el punto de corte del plano con la recta s.

-2Xx+y+1=0
Xx=-1-2t 3
= -2(-1-2t)+t+1=0=5t+3=0=>t=—=
y=t >
z=-1
6 3 1 3 . :
Luego, el punto de corteesel M = _1+§’_§’_1 = g"g"l . La distancia entre las rectas

viene dada por el modulo del vector ATVI :(%—1,—2—1,—1—1) (—%,—2,—2) , luego:

-

La distancia entre las rectas es el lado del cuadrado, luego su areaserd: S=d? =

(e}

d=AM

S
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Considera un paralelogramo de vértices consecutivos A, B, C y D siendo
A(1,0,-1), B(3,2,1) y C(-7,1,5)

a) Determina las coordenadas del punto D.

b) Calcula el &rea del paralelogramo.

c) Halla la ecuacion general del plano que contiene al paralelogramo.

MATEMATICAS 11. 2016. RESERVA 1. EJERCICIO 4. OPCION A.

RESOLUCION

a) El punto medio de la diagonal AC es: M :(1_27 , 0;1, _12+5j = (—3,%,2)

El punto medio de la diagonal BD, también es M, luego si llamamos D (a,b,c), se tiene que cumplir:

M =(3+a’2+b,1+cj=(_3’l'2 — D(-9,-1,3)
2 2 2 2

b) Calculamos los vectores AB=(2,2,2)y AD =(-10,-1,4) y aplicamos la formula del area del
paralelogramo.

K
2|=(10,-28,18)
10 -1 4

- -

S=|ABAAD|= \/10? +287 +18% = 1208 =34'75 u?

c) El plano viene definido por el punto A=(1,0,-1) y los vectores AB =(2,2,2) y AD =(-10,-1,4)
, luego, su ecuacion es:

x-1 2 -10
y 2 -1|=0=5x-14y+92+4=0
z+1 2 4
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Se considera el punto P(1,0,—1) yel plano & de ecuacion 2x—y+z+1=0.

a) Halla el simétrico del punto P respecto al plano .
b) Determina la ecuacion del plano que contiene al punto P, es perpendicular al plano © y es

x—-2y=1
z=3
MATEMATICAS I1. 2016. RESERVA 1. EJERCICIO 4. OPCION B

paralelo a la recta dada por {

RESOLUCION

1]

=

Calculamos la ecuacion de la recta que pasando por el punto P es perpendicular al plano. Como la recta
es perpendicular al plano, el vector director de dicha recta y el vector normal del plano son paralelos,
luego: Vector normal del plano = vector director de la recta = (2,—1,1).

Xx=1+2t
La ecuacion paramétrica de la recta sera; |y =—t
z=-1+t
Calculamos las coordenadas del punto de interseccion de la recta con el plano (M); para ello
sustituimos la ecuacion de la recta en la del plano: 2-(1+2t) -1-(-t)+1-(-1+t)+1=0=>t= 1
(11 4
Luego, las coordenadas del punto M son: 3373
Como el punto M es el punto medio del segmento P P’, si llamamos (a,b,c) a las coordenadas del
, - a+l 1 1 b+0 1 2 c-1 4 5
punto P’, se debe verificar que: —===a=-=- ; —=-=b== ; —=—-—=Cc=—=
2 3 3 2 3 3 2 3 3
s ( 12 5
Luego, el punto simétricoesel P'| —=,=,—=
33 3
X=1+2t
. x—-2y=1 -
b) Calculamos el vector director de la recta 3:> y=t =u=(210)
=
z=3

El plano que nos piden viene definido por el punto P(l,O,—l), el vector J: (2,1,0) vy el vector

normal del plano n=(2,-1,1). Luego, su ecuacion es:

x-1 2 2
y 1 -1|=0=>x-2y-4z-5=0
z+1 0 1
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xX=2+A
x+z=1 ..

Sear la recta dada por { l y sea s la recta definida por { y =2
y=-
i z2=2+2A

perpendicularmentearyas.
b) Calcula la distanciaentrerys.
MATEMATICAS Il. 2016. RESERVA 2. EJERCICIO 4. OPCION A.

a) Comprueba que las rectas r y s se cruzan y halla la ecuacion de la recta que corta

RESOLUCION

a) La recta r pasa por el punto A= (1, -1, O) y su vector director es U =(—1,0,1) . La recta s pasa por el punto
B= (2,2 , 2) y su vector director es v = (1,0, 2) . Las rectas se cruzan si el rango de la matriz formada por los

vectores U =(-1,0,1), v =(1,0,2) y AB =(1,3,2) estres. Vamos a comprobarlo.

-1 0 1
1 0 2|=3+6=9%0= Elrangovale 3y las rectas se cruzan.
1 3 2
Escribimos las ecuaciones de las dos rectas en forma paramétrica.
Xx=1-t X=2+S
r=qy=-1 'y s=<y=2
z=t 2=2+2s

Cualquier punto de la recta r tendra de coordenadas A= (l—t : —1,t) y cualquier punto de la recta s tendra de

coordenadas B =(2+s,2,2+2s). El vector AB tendra de coordenadas: AB =(1+s+t,3,2+2s-t)

-

Como el vector AB tiene que ser perpendicular a la recta r y s se debe cumplir que:
ABU=0=-1-s-t+2+25s-t=0=1+s-2t=0
ATB-C:O:>1+s+t+4+4s—2t:O:>5+55—t:0

Resolviendo las dos ecuaciones, obtenemos que t=0; s=-1

Luego, los puntos A'y B que estan a minima distancia tienen de coordenadas
A:(l,—l,O) ; B=(1,2,0)

La recta perpendicular viene definida por el punto A=(1,—1,0) y el vector AB =(0,3,0), luego:
x-1 y+1

z
0 3 0

b) La distancia es el modulo del vector AB =(0,3,0), por lo tanto: d = ‘KB‘ =J9=3u
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Considera un rectangulo de vertices consecutivos A, B, Cy D siendo A4(1.1,0) y B(2,2.1).

Sabiendo que la recta r que contiene a los puntos C y D pasa por el origen de coordenadas se
pide:

a) Halla unas ecuaciones paramétricas de r.

b) Calcula el &rea del triangulo ABC.

c) Determina las coordenadas del punto D.

MATEMATICAS Il. 2016. RESERVA 2. EJERCICIO 4. OPCION B.

RESOLUCION

D C 0(0,0,0)

A(1,1,0) B(2,2.1)

La recta que pasa por C y D tiene el mismo vector director que la recta que pasa por A por B, luego, su ecuacién

X=t
es: rEX—O:y—O:z—O:”E y=t
1 1 1

z=1
b) Con el punto B(2,2,1) yel vector AB(1,1,1) hallamos un plano perpendicular a la recta
X+y+z2+D=0=2+2+1+D=0=>D=-5=x+y+z-5=0

Las coordenadas del punto C son las coordenadas del punto de corte de la recta con este plano, luego:
X+ y+z—5=0:>t+t+t—5=0:>t=§:c=(§,§,§]
3 333
N > 225
Calculamos los vectores: AB =(1,1,1) ; AC = 3'3'3
Aplicamos la férmula que nos da el area del triangulo:

-> - 2
S= % |ABAAC | = % madulo =% mddulo (1,-1,0) =%\/12+(—1)2+O2 :gu 2

WIN P —
w|lol X

i
1
2
3

—

¢) Conel punto A(1,1,0) yel vector AB(1,1,1) hallamos un plano perpendicular a la recta

X+y+z2+D=0=1+1+D=0=D=-2=x+y+2z-2=0
Las coordenadas del punto D, son las coordenadas del punto de corte de la recta con este plano, luego:

x+y+z—2:0:>t+t+t—2:0:>t:g:>D: EEZ
3 333
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Considera el plano n de ecuacion x+2y+z=1.

a) Halla el punto de = maés proximo al punto (3,1,2).

b) Determina la ecuacién de un plano paralelo a = que forme con los ejes de coordenadas un
triangulo de 4rea /6 .

MATEMATICAS Il. 2016. RESERVA 3. EJERCICIO 4. OPCION A.

RESOLUCION

P(3,1,2)

e

Calculamos la ecuacion de la recta que pasando por el punto P es perpendicular al plano. Como la recta es
perpendicular al plano, el vector director de dicha recta y el vector normal del plano son paralelos, luego: Vector
normal del plano = vector director de la recta= (1,2,1).

X=3+t

La ecuacion paramétrica de la recta serd: 1 y =1+ 2t
z=2+t

Calculamos las coordenadas del punto de interseccién de la recta con el plano (M); para ello sustituimos la
ecuacion de larecta en la del plano: 1-(3+t)+2-(1+2t)+1-(2+t)-1=0=t=—

Luego, las coordenadas del punto M son: M =(3+1,1+2t,2+t) =(2,-11)

b) El plano paralelo tendrd de ecuacion: x+2y+z=D. Calculamos los puntos de corte con los ejes
coordenados: A=(D,0,0) ; B:(O,%,Oj ; C=(0,0,D)

Calculamos los vectores: ATB = (— D,%,Oj : A_>C =(-D,0,D)

. . , . 1 =
Aplicamos la formula que nos da el area del triangulo: S = 3 |ABAAC |=

—

~1i

]
:3 médulo |- D 2
2 2

2 2 4 4
1 sduo [R5 p2 B :zJD_+D4+D_: 5 Dot2
2 2 2 4

0
-D 0 D

Luego, la ecuacion del plano paraleloes: X+2y+z=2 6 x+2y+z=-2
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Sea r la recta que pasa por los puntos 4(1,1,0) y B(3,-1,1) y s la recta dada por

x+2y=-1
a) Halla la ecuacion general del plano que pasa por el origen de coordenadas y es paralelo a las
rectas dadas.

b) Halla unas ecuaciones paramétricas del plano que pasa por By es perpendicular as.
MATEMATICAS I1. 2016. RESERVA 3. EJERCICIO 4. OPCION B.

RESOLUCION

a) Calculamos los vectores directores de cada recta

A=(11,0) xioy=_1 |*=717% (B=(-10-1
r=<., SE{ =<y=t =< .
u=AB=(2,-2,1) yrz=-1 |\ _ 14 v=(-21-1)

El plano que nos piden viene definido por el punto (0,0,0) y los vectores U =(2,-2,1) y v=(-2,1,-1)
La ecuacion del plano es:

x-0 2 -2
y-0 -2 1j=0=>x-2z=0
z-0 1 -1

No se puede hallar el beneficio de cada empresa ya que es un sistema compatible indeterminado.
b) El vector normal del plano es el vector director de s, luego: —2x+y—-z+D =0
y queremos que pase por el punto B:

-2-3-1-1+D=0=>D=8

X=t
El plano que nos pidenes: —2x+y—-z+8=0=-:y=s
z=8-2t+s
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Determina el punto de la recta r = ‘T_l =y+l= § que equidista de los planos
.\‘ = _3 + )u
n=x+y+z+3=0 ¥y n'={y=—A+u
I1==6-p
MATEMATICAS Il. 2016. RESERVA 4. EJERCICIO 4. OPCION A.

RESOLUCION

Calculamos la ecuacion general del plano =t

x+3 1 0
y -1 11=0=>x+3+2+6+y=0=x+y+2z+9=0
z+6 0 -1
. X=1+2t
Pasamos la recta r a paramétricas XT_ =y+1l= % =Y =-1+t y, por tanto, podemos tomar como punto
z=3t

genérico de larectaP = (1+2t,—1+t,3t) .
Como piden los puntos que equidistan de los planos © y ', tenemos qued (P, ) =d(P,x"), luego:

|1+2t—1+t+3t+3| _|1+2t—1+t+3t+9| |3+6t|_|9+6t|

J3 NERERNERNE

d(P,m)=d(P,n) = = |3+6t|=|9+6t]

de donde salen las ecuaciones:
3+ 6t =9+6t = No tiene solucién

3+6t=—9-6t =>t=-1=P=(-1-2,-3)
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. . x-1 '+1 z+2
Considera el plano n de ecuacion 6x—my+2z =1 y la recta r dada por 3 =3 =3

a) Calcula m en el caso en que la recta r es perpendicular al plano =« .
b) ¢ Existe algan valor de m para el que la recta r esté contenida en el plano = ?.
MATEMATICAS Il. 2016. RESERVA 4. EJERCICIO 4. OPCION B.

RESOLUCION

a) Si la recta es perpendicular al plano, el vector director de la recta u = (—3,2,—1) y el vector normal del

plano n = (6,—m, 2), son paralelos, luego:

b) Pasamos la recta a implicitas

x—1 y+1 z+2 {ZX—Z:—Sy—B {2x+3y:—1
= = = =

-3 2 -1 —X+1=-32-6 —X+3z=-7
X+3y=-1
Estudiamos el sistema formado por las tres ecuaciones: —X+3z2=-7

6X-my+2z= 1

La recta esta contenida en el plano si Rango (A) = Rango(M) =2

1 30
m=-20= Rango A=2
A= -1 0 3|=|A|=54+6+3m=0=>m=-20=
m = —-20= Rango A=3
6 -m 2
1 30 -1} ., (130 -1 , 130 -1
Fs—2F,
m=-200=>M=|-1 0 3 -7|——=",/0 3 3 -8/—3"5/0 3 3 -8 |=R(M)=3
6 20 2 1 022 7 0 0 0 3?7

Luego, no hay ningun valor de m para el cual la recta esté contenida en el plano.
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X =142\
Considera el punto A(1,—-1,1) ylarectardadapor y=1-A .
z=1
a) Calcula las coordenadas del punto simétrico de A respecto ar.

b) Determina la ecuacién del plano que contiene a r y pasa por A.
MATEMATICAS 11. 2016. SEPTIEMBRE. EJERCICIO 4. OPCION A.

RESOLUCION

a) Calculamos el plano perpendicular a r y que pasa por A. El vector director de la recta (2,—-1,0), es el
vector normal del plano, luego, los planos perpendiculares a la recta tienen de ecuacion:

2x—-y+D=0
Como queremos que pase por el punto (1,-1,1).
2x-y+D=0=2-1-1.(-1)+D=0=D=-3
Luego, el plano es: 2x—y—-3=0.

Calculamos el punto de corte de la recta con el plano:

2x—y—3:0:>2-(1+2x)—(1—k)—3:0:k:§

Luego, el punto de corte es: M =(1+g,1—§,1j:(g,§,1j :

Si llamamos al punto simétrico A'= (a, b, c), se cumple que:

(1’_1’1)+(a’b'c)=(9,§,1JDA'=(§,E,1J

2 55 S)

b) De la recta r sabemos que: B(1,1,1) y J =(2,-10) . El plano que nos piden viene definido por el

punto B y los vectores J: (2,-1,0) y AB = (0,2,0) , luego:

x-1 2 0
y-1 -1 2|=0=4z7-4=0=12z-1=0
z-1 0 0
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Calcula la distancia entre las rectas dadas por las siguientes ecuaciones:
X=1l+p
r=x=y=z y S=qy=3+p
Z=-H
MATEMATICAS I1. 2016. SEPTIEMBRE. EJERCICIO 4. OPCION B.

RESOLUCION

Escribimos las ecuaciones de las dos rectas en forma paramétrica.

X=t X=1+S$
r=qy=t y s=.y=3+s
z=t Z=-S

Cualquier punto de la recta r tendréd de coordenadas A= (t t ,t) y cualquier punto de la recta s tendra
de coordenadas B =(1+s,3+s,-5)

El vector AB tendra de coordenadas: AB =(1+s—t,3+s—t,-s—t)

Como el vector AB tiene que ser perpendicular a la recta r y s se debe cumplir que:
AB-U=0=1+s-t+3+s-t—-s—-t=0
AB-.v=0=1+s—-t+3+s—-t+s+t=0

Resolviendo las dos ecuaciones, obtenemos que t =1; s=-1

Luego, los puntos A y B que estan a minima distancia tienen de coordenadas

A=(111) ; B=(0,2,1)

La distancia viene dada por el mddulo del vector AB

=«/(—1)2+12+0=\/§u

—

d=|AB
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X=1+3t
Considera el punto P(1,-1,0) y larectar dadapor { y=-2
z=t
a) Determina la ecuacion del plano que pasa por Py contiene ar.

b) Halla las coordenadas del punto simétrico de P respecto de r.
MATEMATICAS I1. 2017. JUNIO. EJERCICIO 4. OPCION A.

RESOLUCION

Xx=1+3t
a)Delarecta: r=<y=-2 sabemos un punto A= (1,—2,0) y su vector director J =(3,0,1).
z=t

El plano que nos piden viene definido por el punto P = (1,—1,0) y los vectores directores J =301y

PA=(0,-1,0) , luego, su ecuacion sera:

x-1 3 O
y+l1 0 -1{=0=-x+3z+1=0
z 1 O

b)

P
Cualquier punto de la recta tiene de coordenadas M =(1+3t,—2,t). Calculamos el vector
PM =(1+3t-1,-2+1t-0)=(3t,—1,t). Queremos que el vector PM sea perpendicular al vector
director de larecta u =(3,0,1), luego: PM-u=0= (3t,-11)-(3,0,))=0=9%+t=0=1t=0

Por lo tanto el punto M tiene de coordenadas: M =(1,—2,0).
Si llamamos al punto simétrico P'= (a, b, c), se cumple que:

(1,—1,0)2+(a,b,C) ~(1,-2,0)= P'=(1,-3,0)
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Considera los vectores u=(1,0,1), v=(0,2,1) y w=(m,1,n). Halla los valores de a en cada uno
de los siguientes casos:

> > >

a) Hallamy n sabiendo que u ,v y w son linealmente dependientes y que w es ortogonala u .

> 5> o

b) Para n=1, halla los valores de m para que el tetraedro determinado por u,vy w tenga

volumen 10 unidades cubicas
MATEMATICAS I1. 2017. JUNIO. EJERCICIO 4. OPCION B.

RESOLUCION

a) Si los vectores son linealmente dependientes, su determinante vale 0.

1
0 =0=2n-2m-1=0
m

R N O
S5 B e

.- - - -
Si w esortogonala u =>w-u=0=>m+n=0
1

. . . 1
Resolviendo el sistema formado por las dos ecuaciones, obtenemos que: m = 2 ;n= 2

b) El volumen del tetraedro es % del volumen del paralelepipedo que determinan los tres vectores,

es decir:
. 101 . 1-2m=60=m=—>2
V =10== Valor absoluto de [0 2 1==[1-2m|=[1-2m|=60= g
6 6 61
m 1 1 —l+2m:60:>m:?
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Considera los vectores ﬁ=(2,3,4), \7=(—1,—1,—1) y Vv=(—1,x,—5) siendo A un numero
real.

volumen 6 unidades cubicas.
b) Determina el valor de A parael que u, v y w son linealmente dependientes.
MATEMATICAS I1. 2017. RESERVA 1. EJERCICIO 4. OPCION A.

a) Halla los valores de A para los que el paralelepipedo determinado por u, v y w tiene

RESOLUCION

a) El volumen del paralelepipedo viene dado por el valor absoluto del producto mixto de los tres
vectores.

2 3 4
-1 -1 -1|=-2.-6=|-2.-6|=6=>1=0; L=—-6
-1 % -5

b) Para que los vectores sean linealmente dependientes su determinante tiene que ser 0, es decir:

2 3 4
-1 -1 -1|=-2A-6=0=>A=-3
-1 X -5
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X=2+A
Sea r la recta que pasa por A(4,3,6) y B(—2,0,0) y seas la recta dada por < y=A

z=1-2A
a) Determina la posicion relativade ry s.

b) Calcula, si existen, los puntos C de s tales que los vectores CA y CB son ortogonales.
MATEMATICAS I1. 2017. RESERVA 1. EJERCICIO 4. OPCION B.

RESOLUCION

a) La recta r viene definida por A(4,3,6) y el vector AB = (—6,—3,—6). La recta s viene definida

por el punto D(2,0,1) y el vector u = (1,1,—2) . Calculamos el vector AD = (—2,—3,—6).
Calculamos el rango de la matriz formada por los tres vectores:

1 1 -2} p.e (1 1 -2 1 1 =2
M=|-6 -3 —2|—=2 4,10 3 -14|—22% 4510 0 -44|=R(M)=3
2 -3 -6 0 -1 -10 0 -1 -10

Luego, las rectas se cruzan.

b) Cualquier punto C de la recta s, tiene de componentes: C(2+t,t,1—2t) . Calculamos los vectores:

CA=(2-t,3—t,5+2t) y CB=(—4—t,—t,—1+2t) . Si son ortogonales, su producto escalar vale
cero:

CA-CB=(2-1,3-1,5+2t)-(—4—t,—t,-1+2t) =6t 2+ 7t -13=0=t =1; t=—%

Luego, los puntos C son: C,(3,1,-1) y Cz(——,——,—
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t

. -y+1=0
Considera las rectas dadas por r = {X r y s=

1_
t
X—2z+1=0
2

N < X
Il

a) Determina la ecuacion de la recta que corta perpendicularmenteary as.
b) Halla la distancia entre las rectas r y s. )
MATEMATICAS II. 2017. RESERVA 2. EJERCICIO 4. OPCION A.

RESOLUCION

a) Calculamos un punto genérico de cada recta y su vector director.

X=S
—dy=1+s= A(s,1+5,1+5) ; u=(L,11)
z=1+s

X-y+1=0
{x—z+1:0
x=1-t
s={y=t =B(@l-tt2); v=(-110)
z2=2
El vector AB tiene de coordenadas: AB=(1—t—s,t—1—s,1—5).
Como el vector AB tiene que ser perpendicular a las rectas r y s, se debe cumplir:

Eﬁ=o:>(1—t—s,t—1—s,1—s)-(1,1,1)=1—t—s+t—1—s+1—s=1—3s=o:>s=é

AB-V=0=(1-t—s,t—1-51-5)-(-1,1,0) =—1+t+s+t—1-s=2t—2=0=t=1

Con lo cual: A(s,1+s,1+58) = [%%gj B(1-t,t,2)=(0,12);

ﬁ:(1—t—s,t—1—s,1—s):(—E,—E,gj
3 33

La recta que nos piden es: = =

3
. . . . 1 12
b) La distancia es el mddulo del vector AB = (—5,—5 : EJ
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Considera los puntos A(1,3,-1) y B(3,-1,-1).

a) Determina la ecuacion del plano respecto del cual B es el simétrico de A.
b) Siendo C(5,1,5), calcula el area del triangulo de vértices A;By C.
MATEMATICAS 11. 2017. RESERVA 2. EJERCICIO 4. OPCION B.

RESOLUCION

A(L3-D)

» N

b

B(3.-1.-1)

Calculamos el punto M

_A+B_ (13-1)+(3,-1-))
2 2
Calculamos el vector AB = (2,—4,0) . Este vector es el normal del plano, luego su ecuacion es:

M

=(2,1-1

2Xx-4y+D=0
Como queremos que pase por el punto M, entonces el plano tiene de ecuacion:
2x—-4y+D=0=2-2-41+D=0=D=0=2x-4y=0

b) Calculamos el area del triangulo ABC.

AB=(2,—4,0): AC =(4,—2,6).
[

:%m()dulo 2 -4 0 =%médulo{—24i—12j+12k}=
4 -2 6

S =% ABA AC

=%\/(—24)2+(—12)2 +(12)2 =%w/864 =216 =14'69 u 2
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Considera los puntos A(-1,-2,-1) y B(1,0,1).

a) Determina la ecuacion del plano respecto del cual los puntos A y B son simétricos.
b) Calcula la distancia de P(-1,0,1) a la recta que pasa por los puntos Ay B.
MATEMATICAS 11. 2017. RESERVA 3. EJERCICIO 4. OPCION A.

RESOLUCION

AC1-2-1)
1

oM

i
B(1.0.1)

Calculamos el punto M

A+B _(-1-2,-1)+(0) _(0,-10)
2 2
Calculamos el vector AB = (2,2,2) . Este vector es el normal del plano, luego su ecuacion es:

M =

2X+2y+2z+D=0

Como gueremos que pase por el punto M, entonces el plano tiene de ecuacion:

2X+2y+22+D=0=2-0+2-(-)+2-0+D=0=D=2=2x+2y+22+2=0=x+y+2z+1=0

X=-1+2t
b) La recta que pasa por Ay B tiene de ecuacion: < y =—2+2t. Cualquier punto de esta recta tiene
z=-1+2t

de coordenadas: C(—1+2t,—2+2t,—1+ 2t). Calculamos el vector
ﬁf(—l+2t+L—2+2t—0,—1+2t—1) =(2t,—2+2t,—2+2t)

Este vector tiene que ser perpendicular al vector director de la recta, luego:
PC-U=0=>(2t,—2+2t,—2+2t)-(2,2,2) =0 = 4t — 4+ 4t — 4+ 4t :O:>t:§

La distancia del punto P a la recta es el modulo del vector PC = (%—%—%) luego:

el (5] (3] (5] v

www.emestrada.net



Considera los puntos A(1,1,1) , B(0,-2,2) , C(-1,0,2) y D(2,-1,-2).

a) Calcula el volumen del tetraedro de vértices A, B, Cy D.

b) Determina la ecuacién de la recta que pasa por Dy es perpendicular al plano determinado
por los puntos A, By C.

MATEMATICAS I1. 2017. RESERVA 3. EJERCICIO 4. OPCION B.

RESOLUCION

a) Calculamos los vectores AB=(-1,-3,1); AC=(-2,-11) y AD=( -2, -3) . El volumen del
tetraedro sera:

-1 -2 1
v=ils 1 2 :—|15|:Eu3
6 6
1 1 -3

b) El vector director de la recta es el vector normal del plano, luego:
K
ABAAC=| -1 -3 1|=-2i-j-5k=(-2,-1,-5)
1

X—=2 y+1 z+2
-2 -1 -5

La recta que nos piden es:
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Sea n el plano determinado por los puntos A(1,0,0); B(0,1,0) y C(0,0,A), siendo A un
y—z=3

—X+2y=3

a) Halla la ecuacién del plano que pasa por Ay contiene ar.

b) Estudia la posicion relativa de ry = segun los valores de A .
MATEMATICAS Il. 2017. RESERVA 4. EJERCICIO 4. OPCION A.

namero real, y sea r la recta dada por r E{

RESOLUCION

3 X=-3+2t

—7=

a) Pasamos la recta a paramétricas: 4 =>y=
Txrey= z=-3+t

La recta pasa por el punto P =(—3,0,—3) y su vector director es J =(2,1,1). El plano que nos piden

viene definido por el punto A=(1,0,0), el vector u =(2,1,1) y el vector AP =(—4,0,-3), luego, su
ecuacion es:

x-1 2 -4
y 1 0[=0=>3x-2y-4z-3=0
z 1 -3

b) Calculamos la ecuacion del plano. El plano que nos piden viene definido por el punto A=(Z,0,0)

y los vectores AB =(-1,1,0) y AC =(0,-1,2) . Por lo tanto su ecuacion sera:

x-1 -1 0
n=|y 1 -1{=AX+Ay+z2-A=0
z 0 A
y—-2=3
Estudiamos el sistema formado por las ecuaciones de larectayel plano —-Xx+2y=3
AX+AY+Z=A
01 -1 .
|Al=|-1 2 0 :3k+1:0:>k:—§
Aoa 1
R(A) | R(M)
1
A= 3 2 3 Recta paralela al plano.
A# —% 3 3 Recta secante al plano.
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Considera el punto P(-1,0,1), el vector u= (1,2,1) yel plano = de ecuacion y=0.
a) Halla la ecuacion de la recta que pasa por P, esta contenida en & Yy cuyo vector director es
perpendicular a u.

b) Determina la ecuacién del plano que pasa por P, es perpendicular a = y del que u esun
vector director. )
MATEMATICAS I1. 2017. RESERVA 4. EJERCICIO 4. OPCION B.

RESOLUCION

a) La recta pasa por el punto P (-1,0,1) y su vector director es v =(a,b,c).

Como la recta es perpendicular a u =(1,2,1), el producto escalar de u-v=0=a+2b+c=0.
Ademaés la recta esta contenida en el plano y =0, entonces el producto escalar del vector normal del

plano H =(0,1,0) y el vector U:(a, b,c), también es cero, luego: b=0.

Resolviendo el sistema formado por las dos ecuaciones, tenemos:

v =(-c,0,c
b_ol= ( )

Vemos que hay infinitos vectores. Si por ejemplo, damos a c el valor 1, la recta sera:

a+2b+c:0} -

b) El plano que nos piden viene definido por el punto P (-1,0,1), el vector u =(1,2,1) y el vector normal

del plano ©, n=(0,1,0), luego, su ecuacion es:

x+1 1 0
y 2 1|=0=-x+z-2=0
z-1 1 0
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Los puntos A(1,1,1), B(2,2,2) y C(1,3,3) son vértices consecutivos del paralelogramo ABCD.

a) Calcula el area del paralelogramo.

b) Halla la ecuacién general del plano que contiene a dicho paralelogramo.
c) Calcula las coordenadas del vértice D.

MATEMATICAS II. 2017. SEPTIEMBRE. EJERCICIO 4. OPCION A.

RESOLUCION

D(ab.c) C(1.3.3

M

Ar11.LY B(2.2.2)

a) Calculamos los vectores AB =(1,1,1) y AC =(0,2,2) y el area del paralelogramo es:

ABA AC = ~(0,-2,2)

O = =
N P o
N X

Area = modulo \E AE‘ZJ(O)2+(—Z)2+(2)2 - /8 u?

b) Calculamos los vectores KB =1Ll y A%C =(0,2,2) vy la ecuacion del plano es:
x-1 1 0
y-11 2|=0=>y-z=0
z-1 1 2

c) Calculamos las coordenadas del punto medio M

M = AZC Mo 11D +(13,3) _(12.2)
Calculamos las coordenadas del vértice D
M=BrD . 122)- (2’2’2);(‘1"0"3) —D=(0,2,2)
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X—2y=-5
z2=2
a) Determina la ecuacion del plano que pasa por Py contiene ar.
b) Halla las coordenadas del punto simétrico de P respecto de r.
MATEMATICAS I1. 2017. SEPTIEMBRE. EJERCICIO 4. OPCION B.

Considera el punto P(0,1,1) y la recta r dada por {

RESOLUCION

a) La ecuacion del haz de planoses: x—2y+5+k(z—2)=0.
Como queremos el plano que pasa por P (0,1,1), tenemos que:
0-2-1+5+k(1-2)=0=k=3

luego, el planoes: x—2y+5+3(z—2)=0=>x-2y+3z-1=0

b)
P
M .
PI
X=-5+2t
L. X—-2y=-5
Pasamos la recta r a paramétricas: oo =qy=t , con lo cual:
B 7=2

M = (=5+2t,t,2) : U =(2,1,0)
Para calcular el simétrico del punto P=(0,1,1) respecto de la recta, el vector PK/I =(-5+2t,t-11)
y el vector J: (2,1,0) tienen que ser perpendiculares, luego:
PM-U=0= (=5+2t,t-1,1)-(2,1,0) =0 = —10+4t+t—1=0:>t=%:> M =(—§,1—1,2)

El punto simétrico cumple que:

P+P M= O+a’1+b’1+c _ _§’E,2 . p_ _§,£’3
2 2 2 2 55
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Z2+2

Considera los puntos P(1,0,-1), Q(2,1,1) y larectar dadapor x-5=y= —

a) Determina el punto simétrico de P respecto de r.
b) Calcula el punto de r que equidistade Py Q.
MATEMATICAS Il. 2018. JUNIO. EJERCICIO 4. OPCION A.

RESOLUCION

a)

P

M

P

X=5+t
. Z+2
Pasamos la recta a paramétricas: X—5=y = — =y=t
- 7=—2-2t

Cualquier punto de la recta tendra de coordenadas M (5+t,t,—2—2t). Queremos que el vector
W=(5+t—Lt—0,—2—2t+1)=(4+t,t,—1—2t) sea perpendicular al vector director de la recta
u=(11-2), luego, su producto escalar tiene que valer cero.

PM-u=0= (4+t,t,-1-2t)-(1,1,-2) =0=>—-6-6t=0=t=—1
Luego, el punto M es: M =(4,-1,0).
Si llamamos al punto simétrico P'= (a, b, c), se cumple que:

(1’0’_1);(a’b’c) =(4,-1,0)= P'=(7,-2,1)

b) Cualquier punto A de la recta tiene de coordenadas: A(5+t,t,—2—2t). Buscamos el que equidista
de Py Q, por lo tanto, el médulo del vector PA = (4+t,t,—1—2t) tiene que ser igual al médulo del
vector QA= (3+t,t—1,—3—2t)

‘ﬁ‘=‘@‘:>\/(4+t)2 124 (-1-20)2 = | B+) 2+ (t-D) 2+ (-3-2t) * =

=16+t 2 +8t+t 2 +1+4t 2+ 4t =9+t 2 +6t+t2+1-2t+9+4t* +12t =

:>6t2+12t+l7:6t2+16t+19:>—4t:2:>t:—%

Luego, el punto A de la recta que equidistade Py Q es: A= (5—%,—%,—2 +2- %j = (%—% : —1)
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Considera el punto P(2,—1,3) y el plano = de ecuacion 3x+2y+z=>5.
a) Calcula el punto simétrico de P respecto de = .

b) Calcula la distanciade P a = .

MATEMATICAS 11. 2018. JUNIO. EJERCICIO 4. OPCION B.

RESOLUCION

P(2.-1,3)

M

P'(ab.c)

Con el vector normal del plano n= (3,2,2) y el punto P, calculamos la recta que pasa por P y es

perpendicular al plano.
X=2+3t
r=qy=-1+2t
z=3+t
Calculamos el punto M, punto de corte de la recta con el plano

3~(2+3t)+2~(—1+2t)+(3+t)=5:>14t=—2:t=—%

Luego, el punto M es: M :(2—3—1—2,3—1):[2,—9,@]
7 7 7 7T 7 7
Calculamos las coordenadas del simétrico
—=a+2=>a=—-
Mo PP 1_1,_g’@ _(@-13+@bo_ |18 _, 1
2 7 77 2 7 7
—O:c+3:>c:—
Luego, el punto simétrico es P (g—%gj

7 7

d(p,@:\pw:J(_éj (2 (2] - osaa
7 7 7 7

b) La distancia es el modulo del vector PM = (171—2,—g+1 §—3J = (—%,—g —lj
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Se considera el plano = de ecuacion x+2y+z=6.

a) Determina la recta perpendicular a = que pasa por el origen de coordenadas.

b) Halla el punto simétrico del origen de coordenadas con respecto de = .

c) Calcula el volumen del tetraedro determinado por el origen de coordenadas y los puntos de
corte de = con los ejes de coordenadas.

MATEMATICAS Il. 2018. RESERVA 1. EJERCICIO 4. OPCION A.

RESOLUCION

a) Con el vector normal del plano n=(@121 yel punto O = (0,0,0), calculamos la recta que pasa
por Oy es perpendicular al plano.
x=t
r=qy=2t
z=t

b) Calculamos el punto M, punto de corte de la recta con el plano
1-()+2-(2t) +1- () =6 =6t =6=t=1

Luego, el punto M es: M =(1,2,1)

Calculamos las coordenadas del simétrico

b a=2
_000+@bc)_ |, _,

_0+0'
2

M

=(1,21)
2

Luego, el punto simétrico es 0'(2,4,2).

c) Calculamos los puntos de corte del plano con los ejes coordenados.

Corte con el eje OX= x=6 = A(6,0,0)
Corte con el eje OY = y =3= B(0,3,0)
Corte conel eje OZ=z=6=C(0,0,6)

1 . :
El volumen del tetraedro es A del volumen del paralelepipedo que determinan los tres vectores,

OA=(6,0,0) ; OB =(0,3,0) ; OC =(0,0,6), es decir:

6 00
Vv :%Valor absolutode|0 3 0 :@:18 ul
0 0 6
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Considera las rectas r y s dadas por
X=4+t
r=x-2=y-2=z y s=qy=4+t
z=mt
a) Determina m para que r y s sean paralelas.
b) Halla, si existe, un valor de m para el que ambas rectas sean la misma.

c) Para m=1, calcula la ecuacién del plano que contienearyas
MATEMATICAS I1. 2018. RESERVA 1. EJERCICIO 4. OPCION B.

RESOLUCION

X=2+t
a) Pasamos la recta r a paramétricas r=x—2=y-2=z={y=2+t=A=(2,2,0) ; u=(111)
z=t
X=4+t
s=1y=4+t=B=(4,4,0) ; v=(L1m)
z=mt

Si las rectas son paralelas, los vectores tienen que ser linealmente dependientes, es decir, sus
componentes tienen que ser proporcionales.

b) Vemos que el punto B =(4,4,0) de la recta s, no verifica la ecuacion de la recta r
4-2=4-2%0
Por lo tanto, no hay ningun valor de m para el cual las rectas sean coincidentes.

c) El plano que nos piden viene definido por el punto A=(2,2,0) y los vectores u=(L11) y
AB = (2,2,0) . Luego, la ecuacion del plano es:

X—2
y—-2 =0=-2x+2y-8=0=x-y+4=0
z

L
o NN
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: =7+4 —2=
Considera las rectas r y s dadas por: r = Xry =z y s= X 0
X+2y= 7 y+3=0
a) Estudia y determina la posicion relativaderys.
b) Calcula la recta perpendicular cominaryas.

MATEMATICAS II. 2018. RESERVA 2. EJERCICIO 4. OPCION A.

RESOLUCION

X+ y-z= 4
i i X+2y= 7
a) Formamos el sistema con las ecuaciones de las dos rectas: ) y calculamos el

y=-3

rango de la matriz de los coeficientes y el de la matriz ampliada del sistema. Como sale que el
rango(A) = 3 y el rango (M) = 4, las dos rectas se cruzan.

b) Escribimos las ecuaciones de las dos rectas en forma paramétrica.

X=1+2t X=2
r=qy=3-t y s=qy=-3

Cualquier punto de la recta r tendra de coordenadas A= (1+ 2t,3—t,t) y cualquier punto de la recta s
tendra de coordenadas B =(2,-3,5)

El vector AB tendra de coordenadas: AB =(1-2t,—6+t,5—t)

Como el vector AB tiene que ser perpendicular a la recta r y s se debe cumplir que:

AB-U=0=>(1—2t,—6+t,5—t)-(2,~1,1) =0 = 8—6t +5=0
AB-V =0= (1—2t,~6+t,5—1)-(0,0,1) =0 = s—t =0

La recta que nos piden viene definida por: A= ( 21 %gj y ATB = ( _4 : —2—52 : 0) . Su ecuacion es:

5 5
21 7
5 75 "5
11 22 0
5 s
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Considera los puntos A(2,-1,-2) y B(-1,-1,2), y larectar dada por x—1= y_—ll = %1
a) Determina los puntos del segmento AB que lo dividen en 3 segmentos de la misma longitud.
b) Determina un punto C de r de forma que el tridngulo ABC sea rectangulo en C.

MATEMATICAS Il. 2018. RESERVA 2. EJERCICIO 4. OPCION B.

RESOLUCION

v

v

Observamos la siguiente igualdad entre vectores AB =3AM , y como@=(—3,0,4) y

mz(x—z,y+Lz+2), obtenemos: (—3,0,4):(3x—6,3y+3,3z+6):>x:l;y:—l;z:—g, es

decir el puntoMes M = (1,—1,—3

También se observa que el punto N es el punto medio del segmento MB, es decir:
2

-——+2
N=M+B= 1—1’—1—1, 3 _ 0,_113
2 2 2 2 3
X=1+t
_ - y-1 z-1
b) Escribimos la recta r en forma parametrica r = x-1= 1= =qy=1-t
z=1+2t

Cualquier punto C de la recta r tiene de coordenadas C = (1+t,1—t,1+ 2t) . Calculamos los vectores
CBy CA.
CB=(-2-t,—2+t,1-2t) y CA=(1—t,—2+t,—3-21)

El producto escalar debe valer cero ya que son perpendiculares, luego:

@-FA:O:»(—2—t,—2+t,1—2t)-(1—t,—2+t,—3—2t)=6t2+t+1=0:>t=%;t:—%

Luego el punto C puede ser:
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Se sabe que los puntos A(-1,2,6) y B(1,4,—2) son simétricos respecto de un plano .
a) Calcula la distanciade Aa =« .

b) Determina la ecuacién general del plano .

MATEMATICAS I1. 2018. RESERVA 3. EJERCICIO 4. OPCION A.

RESOLUCION

b) El plano que nos piden es un plano perpendicular al segmento AB y que pasa por su punto medio

e

e

El vector AB =(2,2,—-8) es el vector normal del plano, luego:
2x+2y-8z+D=0
como tiene que pasar por el punto medio M = (0,3,2), tenemos que el plano pedido es:

2X+2y-8z2+D=0=2-0+2-3-8-2+D=0=D=10=2x+2y-82+10=0= x+y—-4z+5=0

a) La distancia de A a m es el médulo del vector AM = (1,1,—4), luego:

—

d(A,)=|AM

=/1+1+16 = /18 u
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x=2t
Considera las rectasry sdadaspor r={y=1 vy SE{X+Y=§
=

z=0

a) Determina la ecuacion de la recta que corta perpendicularmenteary as.
b) Calcula la distancia entre las rectas dadas.
MATEMATICAS I1. 2018. RESERVA 3. EJERCICIO 4. OPCION B.

RESOLUCION

Escribimos las ecuaciones de las dos rectas en forma paramétrica.

X =2t X=2-5
r=<y=1 y S=J{y=s
z=0 72=2

Cualquier punto de la recta r tendra de coordenadas A= (2t,1, 0) y cualquier punto de la recta s tendra

de coordenadas B =(2-s,s,2)
El vector AB tendra de coordenadas: AB =(2-s-2t,s-1,2)

Como el vector AB tiene que ser perpendicular a la recta r y s se debe cumplir que:

AB-U=0=>(2-5-2t,5-12)-(L,0,0)=0= 2—5—2t =0
AB-V=0=>(2-5-2t,5-12)-(-1,1,0)=0=> —2+5+2t+5-1=0= 25+ 2t—3=0

i . . 1
Resolviendo el sistema formado por las dos ecuaciones, tenemos que: t = > ;s=1

Luego, los puntos A y B que estan a minima distancia tienen de coordenadas

A=(11,0) ; B=(1,1,2)

a) La recta que nos piden viene definida por: A=(1,1,0) y AB = (0,0,2). Su ecuacion es:

=5 "

x-1_y-1_1z
0 2

b) La distancia es el médulo del vector AB=(0,0,2)

—

d=| AB|=/(0)° +(0)° +22 =2
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Sea r la recta que pasa por los puntos A(3,6,7)y B(7,8,3) y seas la recta dada por
X—4y—z=-10
{3X —4y+z=-2
a) Determina la posicion relativade ry s.
b) Calcula la distanciaentrerys.
MATEMATICAS I1. 2018. RESERVA 4. EJERCICIO 4. OPCION A.

RESOLUCION

a) Calculamos las ecuaciones implicitas de la recta r.

x-3 y-6 z-7 {x—2y=—9
= = f—

2 -4 Xx+z= 10
X—2y=-9
. ) Xx+z= 10
Formamos el sistema con las ecuaciones de las dos rectas: 4 10 y calculamos el
X—4y—z=—
3X—-4y+z=-2

rango de la matriz de los coeficientes y el de la matriz ampliada del sistema. Como sale que el
rango(A) = 2 y el rango (M) = 3, las dos rectas son paralelas.

b) Calculamos un plano perpendicular a r y que pasa por A

4x+2y—-4z+D=0=4-3+2-6-4-7T+D=0=>D=4=4x+2y-472+4=0=2x+Yy-22+2=0

M

Calculamos el punto M, punto de corte de la recta s con el plano.

Xx—4y—z=-10 1 -4 -1 -10) ; 4 (1 -4 -1 -10
3X—4y+z=-2t=|3 -4 1 -2 |—=1,/0 8 4 28|=x=1;y=2;7=3
2X+Yy—-2z=-2 2 1 -2 =2 0O 9 0 18

La distancia viene dada por el médulo del vector AM = (—2,—4,—4)

d(r,s) =|AM| =/ (-2)* +(-4)* +(-4)* =6 u
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a) Determina la ecuacion del plano que pasa por el punto A(0,1,0) y es perpendicular a la recta

y+2_

r dada por x+1= z-1

b) Calcula el area del triangulo cuyos vértices son los puntos de corte del plano de ecuacion
2Xx+3y+4z=12 con los ejes coordenados.

MATEMATICAS Il. 2018. RESERVA 4. EJERCICIO 4. OPCION B.

RESOLUCION

a) El vector normal del plano es el vector director de la recta, luego todos los planos
perpendiculares a la recta tendrén de ecuacion: x+2y+z+D =0

De todos esos planos nos interesa el que pasa por el punto A, luego:
X+2y+z+D=0=1-0+2-1+1.0+D=0=D=-2=x+2y+2z-2=0

b) Calculamos los puntos de corte del plano con los ejes coordenados: A=(6,0,0); B=(0,4,0);

C =(0,0,3). Calculamos los vectores KB =(-6,4,0) y A%C =(-6,0,3) .

> o5 >

i j k
Hacemos el producto vectorial de los vectores: | -6 4 0[=12i+18 j+24k
-6 0 3

Area del triangulo = % médulo(KB/\ Aﬁcj:%\/lz2 +18% 4+ 242 :% 1044 =/ 261=16,15 u?
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Considera las rectas r =

x+1_y _z+l 5={2x—3y=—5
1 3 y—2z=-1
a) Estudia y determina la posicion relativaderys.
b) Calcula la distanciaentrerys.
MATEMATICAS I1. 2018. SEPTIEMBRE. EJERCICIO 4. OPCION A.

RESOLUCION

Xx-2y=-1
a) Calculamos las ecuaciones implicitas de la recta r: x+1 _Y_z+o y
2 1 3 3x—-2z=-1
X—2y=-1
. . 3x-2z=-1
Formamos el sistema con las ecuaciones de las dos rectas: oy_3 c y calculamos el rango de
X—3y=-—
y-2z=-1
la matriz de los coeficientes y el de la matriz ampliada del sistema.
1 -2 0 1 -2 0 1 -2 0
3 0 -2| P52 |0 6 -2 2% |0 0 -26
A= T _— = R(A)=3
2 -3 0 0 1 4 0 1 4
0o 1 -2 0o 1 -2 0O 0 -6
1 -2 0 -1 1 -2 0 -1 1 -2 0 -1
3 0 -2 -1 52 |0 6 -2 2| &% (0 0 -2 20
M — 3 1 4 3 :
2 -3 0 -5 o 1 0 -3 o 1 0 -3
o 1 -2 -1 0 1 -2 -1 o 0 -2 2
1 -2 0 -1 1 -2 0 -1
o 1 0 -3 _ 0o 1 0 -3
S =R(M)=4
0 0 -2 20 0 -2 20
0O 0 -2 2 0O 0 o0 -18

Como sale que el rango(A) = 3 y el rango (M) = 4, las dos rectas se cruzan.

b) Calculamos un punto y el vector director de cada recta

A=(~1,0,-1) x=—4+3t g (a_10)
r=q. ; S=qy=-1+2t=4.
u=(213) 7ot v=(3,21)
-3 -11
2 13
AB-(uAV) 3 21
Aplicamoslaférmula:d(r,s):‘ ‘% %‘ ‘: T :\/97_5:1'039u
UAV i
modulo |2 1 3
3 21
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. x-1 +1 X+Nnz=-—
Consideralasrectas re——=2—"=7Yy s=
2 m y—z=-3

a) Halla los valores de m y n para los que r y s se corten perpendicularmente.
b) Para m=3 y n=1, calcula la ecuacion general del plano que contieneary as.
MATEMATICAS I1. 2018. SEPTIEMBRE. EJERCICIO 4. OPCION B.

RESOLUCION

a) Escribimos las ecuaciones de las dos rectas en forma paramétrica.
Xx=1+2t

y=—l+mt = A=(1-10) ;u=(2,m,1)
z=t

q
1l

X=—-2-ns
s={y=-3+s = B=(-2,-3,0);v=(-n,11)
=5
Los vectores U y vV son perpendiculares, luego: U-v=0=>-2n+m+1=0
Las dos rectas se tienen que cortar en un punto, luego: Rango(u’ ,\}) = Rango(u’,\},AB’) =2, por lo

tanto:
2 m 1
-n 1 1|=0=-3m+2n+3+4=0=-3m+2n+7=0
-3 -2 0

Resolviendo el sistema formado por las dos ecuaciones, tenemos que:

-2n+m+1=0 5
—3m+2n+7=0}:>m:4;n:§
b) Estudiamos la posicion de las rectas cuando m=3 y n=1.

X=1+2t

r=1y=-1+3t = A=(1,-10) ;u=(2,3,1)
z=t
X=—2-5

s={y=-3+s=B=(-2,-3,0);v=(-111)
z=5

Calculamos el Rango(J,V,ﬁ)

2 31
-1 1 1{=-9+2+3+4=0= Rango=2= Se cortan en un punto
-3 -2 0
Luego, el plano viene determinado por el punto A y los vectores u y v
x-1 2 -1
y+1 3 1|=2x-3y+5z2-5=0
z 1 1
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