Calcula _‘- sen(y/ x) dx .
0

Sugerencia: Efectda el cambio ﬁ=t
MATEMATICAS Il. 2010. JUNIO. EJERCICIO 2. OPCION A

RESOLUCION

Como el cambio es ﬁ =t, vamos a calcular los nuevos limites de integracion.
Si x=n’=n’ =t=t=n

Si x=0=,/0=t=1t=0

Vamos a calcular cuanto vale dx:

ﬁ:t:z\lﬁdx:dt:dx:mdt

Hacemos la integral por partes. Sustituyendo, nos queda:

j 2t-sentdt = [—Zt cost+2J‘costdt} =[-2tcost+2sent]  =(-2mcosm+2senm)—(2sen0) = 2
0

u=2t; du=2dt
dv=sentdt; v=-cost
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Considera la funcion f dada por f(x)=5-x y lafuncion g definida como g(x) = 4 para
X

x#0.

a) Esboza el recinto limitado por las gréficas de f y g indicando sus puntos de corte.
b) Calcula el area de dicho recinto.

MATEMATICAS Il. 2010. JUNIO. EJERCICIO 2. OPCION B.

RESOLUCION

a) La funcion f(x)=5—x es una recta, luego podemos dibujarla facilmente con una tabla de

valores. La funcion g(x) = 4 es una hipérbola, la podemos dibujar dando 3 6 4 valores a la derecha
X

y a la izquierda de 0.

i 2 3 4 5~6 7 B 9 18

Vemos que las dos funciones se cortan en los puntos (1,4) y (4,1)

b) El &rea de la regién pedida es:

4

1) 15

4 2
A:j (5—x—i)dx= 5x— > —4Inx =(20-8-4In4)-|5-= |==-4In4 u?
1 X 2 2 2

1
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Considera las funciones f,g:R — R definidas por: f(x)=2-x°y g(x)=| x|

a) Esboza sus graficas en unos mismos ejes coordenados.
b) Calcula el &rea del recinto limitado por las gréficas de fy g.
MATEMATICAS Il. 2010. RESERVA 1. EJERCICIO 2. OPCION A.

RESOLUCION

a) La funcion f(x) =2—x? es una parabola cuyo vértice esta en el punto (0,2) y corta al eje X en

los puntos (\/30) y (—\/5,0) .

X si x>0 . .
son dos rectas, que son la bisectriz del 1° y 3* cuadrante.

La funcion g(x)=|x|={ . s x<0
— <

-1

-2

b)

3 27!
A=2 [ [@-x*)-x]dx=2 2x~- "~ :2(2—1—1jzz u?
0 3 2, 3 2) 3
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Dada la funcion f :(0,4+o)—> R definida por f(x)=Inx, donde In es la funcion logaritmo
neperiano, se pide:
a) Comprueba que la recta de ecuacion y=—ex+1+e? es la recta normal a la gréafica de f en el

punto de abscisa x =e.

b) Calcula el area de la region limitada por la gréfica de f, el eje de abscisas y la recta normal del
apartado (a).

MATEMATICAS Il. 2010. RESERVA 1. EJERCICIO 2. OPCION B

RESOLUCION

a) Calculamos la derivada de la funcion: f '(x) = %

La ecuacion de la recta normal es:

y— f(e):—fli()(x—e): y—Ine:—%(x—e): y—l=—e(x—€)=>y=—ex+e’+1
e

e

b) Calculamos el punto de corte de la normal con el eje X.

e
O=—-ex+e’+1l=>x=

g

El &rea que nos piden es:

e ool 2 e+g
A:j (In x) dx + e(1+e2—ex)dx:[xlnx—x]j+[x+e2x—e%} =
1 Je

1 2
e(e+) 5
=[(e-e)-(-D]+ e+1+e2(e+1j——e —(e+e3—%j _14 Ly

e e 2
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Sea f:(—2,+o)— R la funcion definida por f(x)=In(x+2). Halla una primitiva F de f que
verifique F(0)=0. (In denota logaritmo neperiano).
MATEMATICAS I1. 2010. RESERVA 2. EJERCICIO 2. OPCION A.

RESOLUCION

F(x):jln(x+2) dx:xIn(x+2)—IF)(2dx:xln(x+2)—_[(1—é)dx:xln(x+2)—x+2Ln(x+2)+C

u=In(x+2); du:L dx
X+2

dv=dx;v=x

Calculamos el valor de la constante C.
F(0)=0=0=0-In(0+2)-0+2Ln(0+2)+C=C=-2In2

Luego, la primitiva que nos piden es: F(x) = xIn(x+2)—x+2Ln(x+2)-2In2
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Calcula el valor de a>0 sabiendo que el area del recinto comprendido entre la parabola
y=x’+ax ylarecta y+ x =0 vale 36 unidades cuadradas.
MATEMATICAS Il. 2010. RESERVA 2. EJERCICIO 2. OPCION B.

RESOLUCION

Hacemos un esbozo de las dos funciones.

8 .
7 .
6

g [
4/.
3/ .

-18 -2 -8 -7 -6

Calculamos los puntos de corte de las dos funciones.

y=-—X

) }:x2+(1+a)x=0:>x=0;x=—1—a.
y=x%+ax

36=["  (-x—x*-ax)dx= ¢ % al)t [ (-a) (d-a)' atl-a)?)
-1-a 2 3 2 1a 2 3 2

_a’+3a’+3a+1
B 6

—=a’+3a?+3a+1=216=>a*+3a’+3a-215=0=a=>5
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Dada la funcion f definida por f(x) =% para x#1y X=#4. Calcula el 4rea del recinto
+

limitado por la grafica de f, el eje de abscisas, y las rectas x=2, x=3.
MATEMATICAS 11. 2010. RESERVA 3. EJERCICIO 2. OPCION A.

RESOLUCION

Hacemos un esbozo de la gréafica.

Calculamos la integral J _ 3 dx

X% —5x+4
Calculamos las raices del denominador: x? —-5x+4=0=x=1; x=4

Descomponemos en fracciones simples:

3 A, B _Ax-4)+Bx-])

X>—5x+4 x-1 x—-4  (x=1)(x—4)

Como los denominadores son iguales, los numeradores también tienen que serlo. Para
calcular A'y B sustituimos los valores de las raices en los dos numeradores
Xx=1=3=-3A= A=-1
X=4=3=3B=B=1
Con lo cual:

jL olx:_[_—1 dx+ [—1 dx = — In(x—1) + In(x—4)

x*—5x+4 x—1 X—4
3
Az—Lﬁ:—[—ln|x—l|+ln|x—4|}z ——(=In2+In1)+(=In1+In2)=2In2 u’
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Considera la funcién f :R — R definida por f(x)= x| 2—x]|.

a) Esboza su grafica.

b) Calcula el area del recinto limitado por la gréfica de f, el eje de abscisas y la recta de ecuacion
x=3.

MATEMATICAS I1. 2010. RESERVA 3. EJERCICIO 2. OPCION B.

RESOLUCION

2X—x* si x<2
X2 —2X si x>2
Hacemos el dibujo de las dos parabolas en sus intervalos.

a) Abrimos la funcion: f(x) =x|2-x| :{

y 3

—4

b) Segun vemos en la figura el area que nos piden es:

2 2 3, 3 oy?2 2 x3  2x2 3
A=J'O(—x + 2X) dx+I2(x -2X) dx=| ——+ I Ao
0

[Fsepfiore-g 2o
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Sea la funcion f dada por f(x)= 21 para x# -1y x=#0. Determina una primitiva F de f
X+ X

tal que F(1)=1.
MATEMATICAS I1. 2010. RESERVA 4. EJERCICIO 2. OPCION A.

RESOLUCION

21 dx:I 1 dx
X+ X X(X+1)

Calculamos la integralj

Descomponemos en fracciones simples:

1 _A, B _AX+D+Bx

X24+X X X+1  X(X+1)

Como los denominadores son iguales, los numeradores también tienen que serlo. Para
calcular A'y B sustituimos los valores de las raices en los dos numeradores

x=0=1=A
X=-1=1=-B=B=-1

Con lo cual:

F(x):J. 1 dx:j L dx:J.ldx—J. L dx=In|x|-In|x+1[+C
X2 +X X(X+1) X (x+1)

Como F(1) =1=1=In|1|-In|1+1|+C=C=1+In2

Luego la primitiva que nos piden es: F(x) =In| x|-In|x+1|+1+In2
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Sean f,g:R — R las funciones definidas por f(x)=x*-2x+3y g(x)=%x2+1.

a) Esboza las graficas de fy g, y halla su punto de corte.
b) Calcula el area del recinto limitado por las graficas de ambas funciones y el eje de ordenadas.
MATEMATICAS Il. 2010. RESERVA 4. EJERCICIO 2. OPCION B

RESOLUCION

a) Dibujamos las dos paréabolas.

-4

Calculamos los puntos de corte igualando las dos funciones.
2 1 2 2
X —2x+3:5x +1=>Xx"-4x+4=0=>x=2

b) El area de la region pedida es:

2 2 3 2
A:I (x2—2x+3—lx2—1)dx:j (1x2—2x+2)dx: X x2yox :(§—4+4]:§ u’
0 2 0o 2 6 6 6
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5
Calculal =I— dx.
1++e "
a) Expresa | haciendo el cambio de variable t> =e~*.
b) Determina I.

MATEMATICAS Il. 2010. SEPTIEMBRE. EJERCICIO 2. OPCION A

RESOLUCION

a) Como el cambio es t* =e ™™, vamos a calcular cuanto vale dx:

2tdt  2tdt  2dt

e ¥ t? t

|=I > dx:ji(—ngt:I —10
1++/e 7% 1+t t t(1+t1)

b) Es una integral racional con raices reales simples. Descomponemos en fracciones simples:

2tdt=—e*dx=dx=—

-10 _é+ B A(l+t)+Bt
tl+t) t 1+t t(1+t)

Como los denominadores son iguales, los numeradores también tienen que serlo. Para
calcular A, y B sustituimos los valores de las raices en los dos numeradores

t=0=>-10=A= A=-10
t=-1=-10=—-B=B=10

Con lo cual:

J_lo dt:J‘_—10 dt+j£ dt:—lolnt+1OIn(1+t):—10In‘\/e‘x +C
t1+t) t 1+t

+10|n‘1+JF
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Considera la funcion f :R — R dada por f(x)=x>+4.

a) Halla la ecuacién de la recta tangente a la gréafica de f en el punto de abscisa x=1.
b) Esboza el recinto limitado por la gréfica de f, el eje de ordenadas y la recta de ecuacion
y =2x+ 3. Calcula su area.

MATEMATICAS II. 2010. SEPTIEMBRE. EJERCICIO 2. OPCION B.

RESOLUCION

a) La ecuacion de la recta tangentees: y—f (1) =f'(1)-(x-1).
f()=1+4=5
f'ix)=2x=f'Q=2
Sustituyendo, tenemos: y—f(Q)=f'()-(x-1) =>y-5=2-(x-1) = y=2x+3

b) Hacemos el dibujo del recinto.

-1

-0

El area de la region pedida es:

) ) x? " 1
A:I (x2+4—2x—3)dx:j (x* =2x+1)dx =| ——x*+X :(——1+1j:—u2
0 0 3 3 3
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Sea f:(-1+%)—>R la funcion definida por f(x)=In(x+1), donde In denota la funcion

logaritmo neperiano.

a) Esboza el recinto limitado por la gréfica de f, el eje OY y la recta y=1. Calcula los puntos
de corte de las graficas.

b) Halla el &rea del recinto anterior

MATEMATICAS I1. 2011. JUNIO. EJERCICIO 2. OPCION A.

RESOLUCION

g7

Calculamos los puntos de corte de las dos funciones:

=1
y =SIn(x+)=1=e'=x+1=>x=e-1= A=(e-1,1)
y=In(x+1)
x=0
=y=In1=0=B=(0,0)
y=In(x+1)

b) Vamos a calcular la integral I, = | In(x+1) dx , que es una integral por partes.
1 gral por p

u=In(x+1); du=i1 dx

X
I.=lIn(x+D)dx=x-In(x+1)— | —dx=x-In(x+1) -1
e 1= [In(x+) (x+1)-[ = (x+1)-1,

: X . .
Laintegral I, = I—ldx es una integral racional
X+

X -1
I, = X—de:j(1+dex:x—ln(x+l)

Sustituyendo, nos queda: I, = [In (x-+1)dx = x-|n(x+1)—jildx= x-In (x+1) = x+In(x +1)

X+
Una vez que hemos calculado la integral indefinida, ahora resolvemos la que nos proponia el
problema.

A:.[oeil(l_ln(“l))dx:[X—X‘|n(><+1)+X—In(x+1)]e(,_1 =e-2u?
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X

Halla: I > ¢ dx
(e =D(e*+1)

Sugerencia: efectla el cambio de variable t=¢"
MATEMATICAS I1. 2011. JUNIO. EJERCICIO 2. OPCION B.

RESOLUCION

¥ =t=e*dx=dt

J' __¢© dx=j—2 1 dt=J'—1 ot
e =D+ (t -D(t+1) (t-D(t+1)
Descomponemos en fracciones simples:

1 _A B C  At+D)*+Bt-D{t+)+C(t-1)
t-D(t+)? t-1 t+1 (t+1)2 (t—=1)(t+1)2

Como los denominadores son iguales, los numeradores también tienen que serlo. Para calcular A,By C
sustituimos los valores de las raices en los dos numeradores.

t=1=1=4A= Azi

t:—1:>1:—2C:>C:—%

t:O:>1:1—B+1:> B:—l
4 2 4
Con lo cual:
1 1 1

b g At | At |2 dt=tine-n-tmein+ - +C=
(t-D(t+1) t—1 t+1 (t+2) 4 4 2(t+1)

+C

1 1
==In(e*-1)-=In(e* +1) +
4 ( ) 4 ( ) 2(e*+1)
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Determina la funcion f :(0,+o)—> R tal que f"(x) =l y su grafica tiene tangente horizontal
X

en el punto P(1,1).
MATEMATICAS Il. 2011. RESERVA 1. EJERCICIO 2. OPCION A.

RESOLUCION

Integramos dos veces para calcular la expresion de f(x).

f‘(x):-“l dx=Inx+C
X

f(x)=j(ln X+C)dx=xInx-x+Cx+D

Calculamos los valores de C y D.
-Pasapor (L1)=1=1-In1-1+C+D=D=2
- Tangente horizontal = f'(1))=0=0=In1+C=C=0

Luego, la funciénes: f (x)=xInx—x+2
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x3 4+ x?
2

Calcula j- dx
X +X=2
MATEMATICAS Il. 2011. RESERVA 1. EJERCICIO 2. OPCION B

RESOLUCION

Dividimos los dos polinomios, con lo cual la integral se descompone en:

2
X +x° ———dx=| xdx+ X:X—+ Zde
X2 +X—2 X2+ X — 2 2 X +X=2

Calculamos las raices del denominador: x?+x—2=0=x=1: x=-2

Descomponemos en fracciones simples:
2x A N B  A(Xx+2)+B(x-1)
X*+x-2 x-1 x+2  (x=1)-(x+2)

Como los denominadores son iguales, los numeradores también tienen que serlo. Para calcular Ay B
sustituimos los valores de las raices en los dos numeradores.

X=1=2=3A=> Az%

X:—2:>—4:—3B:>B:%

Con lo cual:
4

2
3 2 2 2 ~ ~
)Z(;de:x—+ Zidx:x—+ 3 _dx+ 3 _dx=
X“+Xx-2 2 X“+X—2 2 (x— 1) (x+2)

X2

=—+gln|x—]4+ﬂln|x+2|+c
2 3 3
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Calcula el valor de b>0, sabiendo que el area de la region comprendida entre la curva y=./ x

y larecta y=Dbx esde % unidades cuadradas.

MATEMATICAS Il. 2011. RESERVA 2. EJERCICIO 2. OPCION A.

RESOLUCION

Calculamos los puntos de corte de las funciones:

ﬁ:bx:x:bzxzjbzxz—x:O:m:O;x:biz
3
; o7 2(1]2 b(ljz
1 2 2 W2 2
A:ﬂ:jb2< X_bX)dX: X —bL = b — b = 23— 13: 13 b3:1 b:i
3 0 2 3 2 3b° 2b 6b 8 2
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Sea f :(0,40)— R la funcion definida por f(x)= x(1-In(x)), donde In denota la funcién
logaritmo neperiano. Determina la primitiva de f cuya gréafica pasa por el punto P(1,1).
MATEMATICAS Il. 2011. RESERVA 2. EJERCICIO 2. OPCION B.

RESOLUCION

Vamos a calcular la integral, que es una integral por partes.

u=1-Inx; du:—idx
X
2
dv:xdx;v:x—
2
2 2 2 2 2
I :jx(l—lnx)dx: X -(1—Inx)—J'—£-X—dx:X——X—Inx+lx2+C:§x2—X—InX+C
2 X 2 2 2 4 4" 2

Calculamos una primitiva que pase por el punto (1,1) :

2 2
Fo)=2 X nxsc=1=2"thiicoc=2
4 2 4 2 4

- : _ 3x? x° 1
Luego, la primitiva que nos piden es: F(x) = T—7In X+Z
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Sean f:R— R y g:R — Rlas funciones definidas por: f(x)=4-3| x|y g(x)=x>.
a) Esboza las graficas de f y g. Determina sus puntos de corte.

b) Calcula el area del recinto limitado por las graficas de fy g.

MATEMATICAS II. 2011. RESERVA 3. EJERCICIO 2. OPCION A

RESOLUCION

a) Lo primero que hacemos es abrir la funcion f.

44+3x si x<0
4-3x si x>0

f(x):4—3|x|:{

Las dos funciones son faciles de representar. Su dibujo es:

\

-5 -4

-5

Calculamos los puntos de corte igualando las dos funciones.

Six<0,entonces: x2=4+3x= x?-3x—4=0= x=4: x=—1. S6lo nos interesa la solucién
negativa x =-1.

Si x>0, entonces: x> =4-3x=x?>+3x—4=0=x=1; x=—4. S6lo nos interesa la solucién
positiva x=1.

Luego, los puntos de corte son: (-1,1)y (11) .

b) El area de la region pedida es:

1 2 37!
A=2j (4-3x—x?)dx=2 4- 2 _X =2-(4—§—1j=E u2
0 2 3 0
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Calcula I > xcos x dx
0

MATEMATICAS Il. 2011. RESERVA 3. EJERCICIO 2. OPCION B.

RESOLUCION

Calculamos primero la integral por partes

Ix-cosxdx: x-senx—jsenxdx =X-Sen X + COoS X

u=x; du=dx
dv=cosxdx; v=senx

Ahora, calculamos la integral que nos piden:

T
L 2
2 T
X-Ccos x dx =[x -sen x+cos x| :E_l
0 0

www.emestrada.net




Calcula un nimero positivo a, menor que 2, para que el recinto limitado por la parabola de

. 1 . . ,
ecuacion y =§X2 y las dos rectas horizontales de ecuaciones y=a e y=2, tenga un area de

% unidades cuadradas.

MATEMATICAS Il. 2011. RESERVA 4. EJERCICIO 2. OPCION A.

RESOLUCION

Calculamos el area encerrada por la parabola y:%x2 ylarecta y=2.
2 372

Area:Z-I (2—1x2)dx=2- ox— X =2~{4—§}=E u’
0 2 6 |,

, 1
Calculamos los puntos de corte de la parabola y = Exz ylarecta y=a.

x?=2a=x=+./2a

a 3 \/ﬁ
A:Z-.[\lz_(a—lxz)dx:z- ax—x— =2-la 2a—2a\/5 :ﬂa 2a
0 2 6 6 3

0

i i 4a,/ 2a
Se tiene que cumplir que: %—%a\/ﬁ:%:gz 3 =1=2a 2a:>1:8a3:>a=%
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Dada la funcion f :R — R definida por f(x)=—-2x?+3x-1
a) Prueba que las rectas y=—x+1 e y=3x-1 son tangentes a su gréfica.

b) Halla el area del recinto limitado por la grafica de f y las rectas mencionadas en el apartado
anterior.
MATEMATICAS Il. 2011. RESERVA 4. EJERCICIO 2. OPCION B.

RESOLUCION

a) Para ver que las rectas son tangentes a la parabola tenemos que comprobar que so6lo se cortan en
un punto.

Calculamos los puntos de corte de f(x)=—-2x*+3x-1e y=—x+1

—2X2 43X —1=—X+1=2x*-4x+2=0=>x=1
Luego es tangente.

Calculamos los puntos de corte de f(x)=—-2x*+3x-1e y=3x—-1

—2X%+3x-1=3x-1=2x*=0=x=0
Luego es tangente.

b) Hacemos un dibujo para ver més claramente el area que nos piden.

1 | |
fl 1
Area:j2(3x—1+2x2—3x+1)dx+jl(—x+1+2x2—3x+1)dx:
0 =
2
1 1 2x3 % 23 !
:I2(2x2)dx+jl(2x2—4x+2)dx:{%} +{%—2x2+2x} =
0 =l
2

0 1
I TE R PP B I
12 3 12 2 6
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Considera las funciones f,g:R — R definidas por f(x)=6x—-x*y g(x)=x>-2x.
a) Esboza sus graficas en unos mismos ejes coordenados y calcula sus puntos de corte.
b) Calcula el &rea del recinto limitado por las gréaficas de fy g.

MATEMATICAS II. 2011. SEPTIEMBRE. EJERCICIO 2. OPCION A.

RESOLUCION

a) Las dos funciones son féciles de dibujar, ya que son dos parabolas. Basta con hacer una tabla de
valores calculando previamente el vértice de cada una de ellas.

-4 -3 -2 -

Calculamos los puntos de corte de las dos funciones:

y =6x—x’ 2 2 2
2, =b6X—X"=X"-2X=2X"-8x=0=>x=0 ; x=4
y=X"—2X

Luego, los puntos de corte son el (0,0) y (4,8)

b) Calculamos el area que nos piden

4 g 2x3]* 1287 64
A=I 6X—x2)—(x>—2x dx=J. 8x—2x? |dx =| 4x? - == ={64——}=— u?
LX) =0 -2 Jox= | [Bx-2x? | 7| =% 73
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Sean f,g:R — R las funciones definidas porf(x)=—%x2+4 y g(x)=x*-1.

a) Halla la ecuacién de la recta tangente a la gréfica de f en el punto de abscisax =—2.
b) Esboza el recinto limitado por las graficas de ambas funciones y la recta y=x+5. Calcula

el area de este recinto.
MATEMATICAS II. 2011. SEPTIEMBRE. EJERCICIO 2. OPCION B.

RESOLUCION

a) La ecuacion de la recta tangente es: y— f(-2)=f '(-2)-(x+2)

f(—2)=—%-4+4=3

f'(x):—gjf'(—Z):l
Luego, y—f(-2)=f'(-2)- (x+2) = y-3=1-(X+2)= y=x+5

b) Dibujamos las dos parabolas y la recta tangente.

18 -9 -8 -7 -6,5 f4 -3 -2 —i\_

Calculamos el &rea que nos piden

A=j1(x+5)—(—%2+4)}dx+j:[(x+5)—(x2—1)]dx=

2 2 3 3 2 2 3 2 8
:I X—+x+1) dx+j [—x2+x+6]dx: XX x|+ =24 X ex _6 B8 u’
| 4 . 12 2 ], 3 2 7, 386 2
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Sea f una funcion continua en el intervalo [2, 3] y F una funcion primitiva de f tal que, F(2)=1
y F(3)=2. Calcula:

a)jsf(x)dx
b) J-s(5f(x)—7)dx

3
0 J' (F(x))*- £(x)dx
2
MATEMATICAS 11. 2012. JUNIO. EJERCICIO 2. OPCION A

RESOLUCION

a) ’ f(x)dx =[F(x)], =F@)-F(2)=2-1=1

o) [ (5 (x)-7)dx :SISf(x)dx —7]3 dx =51-7:[x]® =5-7(3-2) =2
SIS JFE0’T (FO)Y (F@) s 1 7
C). Z(F(X)) f(x)dx{ 3 2_ 3 3 33 3
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Sea la funcion f definida por f(x)= XZZ 1 para x#-1y x#1.

a) Halla una primitiva de f.
b) Calcula el valor de k para que el &rea del recinto limitado por el eje de abscisas y la gréfica de
fenelintervalo [2,k] sea In2, donde In denota el logaritmo neperiano.

MATEMATICAS I1. 2012. JUNIO. EJERCICIO 2. OPCION B.

RESOLUCION

a) Las raices del denominador son: x> -1=0=>x=-1; x=1
Descomponemos en fracciones simples:

2 A N B  AXx+1)+B(x-1)
xX*-1 x-1 x+1 (x—1)(x+1)

Como los denominadores son iguales, los numeradores también tienen que serlo. Para calcular Ay B
sustituimos los valores de las raices en los dos numeradores.

X=1=2=2A=A=1

X=-1=22=-2B=B=-1

Con lo cual: 22 dx= | -1 dx+ _—1dx:ln(x—1)—ln(x+1)+C
X =1 x-1 X+1

b)

“ 2 k-1
A=In2= dx =[In(x=1) =In(x+D]* =In=—=+1In3
L X2 —1 [In(x-1)~In(x+1], K+1

Resolvemos la ecuacion logaritmica:

In2:InE+In3:>Ing:InE:Z:E:>2k+2:3k—3:>k:5
k+1 3 k+1 3 +1
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Sean f,g:R — R las funciones definidas por: f(x)=sen x y g(x)=cos x, respectivamente.

a) Realiza un esbozo de las graficas de fy g en el intervalo{o : E} .

b) Calcula el &rea total de los recintos limitados por ambas gréficas y las rectas x=0y x =g

MATEMATICAS Il. 2012. RESERVA 1. EJERCICIO 2. OPCION A.

RESOLUCION

a) Representamos graficamente las dos funciones en el intervalo que nos dan:

b) El area que nos piden son los dos recintos coloreados:

Calculamos el area

4 T
. 4 2 I
Area:A1+A2=I (cos x —senx) dx+J‘ (senx—cosx) dx =[sen x+cosx] & +[—-cos x —sen ]
0 ks
4

Alanla

2 2 2
—|senZtcosZ —[sen0+cos0]+ —cosZ_senZ|—| —cosZ—senZ :£+£—1—1+£+

4 4 2 2 4 4 2 2 2
=22-2u?

~IS)
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Sea f la funcion f :R — R definida por f(x)= x’cosx. Determina la primitiva de f cuya
gréfica pasa por el punto (=,0).
MATEMATICAS I1. 2012. RESERVA 1. EJERCICIO 2. OPCION B.

RESOLUCION

Vamos a calcular la integral F(x) = sz cos xdx , que es una integral por partes.

F(x) :Ixzcosxdx: xzsenx—ZIx-sen xdx:xzsenx—2[—x-cosx+J‘cosxde:

=x%senx+2x-cosx—2senx+C

u=x%; du=2x dx u=x; du=dx
dv =cosxdx: v=senx dv =senxdx; v=—Co0SX

F(X)=x2-senx+2x-cosx—2senx+C
Como nos piden una primitiva que pase por (wn,0) = F(n)=0, luego sustituyendo podemos
calcular el valor de C.

O=mn?-senm+2n-cosnt—2senn+C =0=-2n+C= C=2x

Por lo tanto, la funcién primitiva que nos piden es: F(x) = x*-sen X+ 2X-C0S X —2sen X + 27
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Sea f:R — R lafuncion definida por: f(x)=x%-4x

a) Halla la ecuacién de la recta tangente a la gréafica de f en el punto de abscisa x=1.

b) Esboza el recinto limitado por la grafica de fy la recta y=—x—-2, determinando los puntos
de corte de ambas gréficas.

c) Calcula el area del recinto anterior.

MATEMATICAS I1. 2012. RESERVA 2. EJERCICIO 2. OPCION A.

RESOLUCION

a) Larectatangenteen x=1es y—f(@)=1'1)-(x-1)

f()=-3
f(x)=3x—4= f'1)=30)°-4=-1

Sustituyendo en la ecuacion, tenemos, y+3=-1-(x-1) => y=—x-2

b) Hacemos un esbozo.

-5

Calculamos los puntos de corte igualando las dos funciones:

X} —4x=-x-2=x*-3x+2=0=x=1; x=-2

Luego, los puntos de corte son: (1,-3)y (—2,0)
c)

4 3X2

A:I12[(x3—4x)—(—x—2)]dx:J.12[x3—3x+2]dx:{%—7+2x} ) =

= E_EJFZJ_(E_E_Ar =£u2
4 2 4 2 4
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Sea f,g:R—>R las funciones definidas por: f(x)=x%-2x
respectivamente.

b) Calcula el area de dicho recinto.
MATEMATICAS I1. 2012. RESERVA 2. EJERCICIO 2. OPCION B

y g(x)=—x’+4x,

a) Halla los puntos de corte de sus gréaficas y realiza un esbozo del recinto que limitan.

RESOLUCION

a) Calculamos los puntos de corte igualando las dos funciones:
X?—2X=-X?+4Xx=2x*—-6x=0=>x=0;x=3
Luego, los puntos de corte son: (0,0)y (3,3)

Hacemos un esbozo.

b)

(_% %4

= zj-(o)zguz
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Se considera el recinto del plano situado en el primer cuadrante limitado por las rectas y =4x,
y=8-4x vy lacurva y=2x-x".
a) Realiza un esbozo de dicho recinto.

b) Calcula su area.
MATEMATICAS I1. 2012. RESERVA 3. EJERCICIO 2. OPCION A.

RESOLUCION

a) Hacemos un esbozo.

-5 -4 -3 -z -

-1

-2

-3

-4

-4

b) A=2-]1[(4x)—(2x—x2)]o|x=2-J‘1[2x+x2]o|x=2-[2—’2‘2+%T1 =2-(3+1j—(o)=§u2
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Calcula los valores de a y b sabiendo que la funcion f:(0,+o)— R definida por
f (x) =ax*+DblIn(x), donde In denota la funcion logaritmo neperiano, tiene un extremo relativo

4
en x=1yque“- f(x)dx =27-8In4.
1
MATEMATICAS Il. 2012. RESERVA 3. EJERCICIO 2. OPCION B.

RESOLUCION

Como tiene un extremo relativo en x =1, se cumple que f ‘(1) =0, luego:
: b . b
f'(X)=2ax+—=f (1):2a-1+I:0:>b:—2a
X
Calculamos la integral: Previamente calculamos por partes la integral de In(x)

f(x)=j|nxdx=x|nx—x

4 3 4
I ax’ —2a|n(x)dx={aXT—2a(xln x—x)} :(%;—Saln4+8aj—(%+2aj:27—8aln4:>a=1
! 1

Luego, los valores son: a=1; b=-2
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-X

Sea la funcion f :R — R definida por f(x)=(1-x?)e
gréfica pasa por el punto(-1,0).
MATEMATICAS I1. 2012. RESERVA 4. EJERCICIO 2. OPCION A.

. Determina la primitiva de f cuya

RESOLUCION

Vamos a calcular la integral, que es una integral por partes.

u=1-x?%: du=-2x dx

X

dv=edx;v=—e"

I :J‘(l—xz)ede:—ex-(l—xz)—zjx-eX dx

Volvemos a hacer la integral que nos queda por partes.

u=x; du=dx

-X

dv=edx;v=—e

| =—e™* ‘(1—x2)—2J‘x-ede=—eX -(1—x2)—2[—x‘ex+jexdx}:

=—e* (1-x*)+2xe *+2e ¥ +C=e - (x*+2x+1)+C
Calculamos una primitiva que pase por el punto (—1,0).
F(x)=e - (xX*+2x+1)+C=>F(-)=0=F(-)=-e*(1-2+1)+C=0=C=0

Luego, la primitiva que nos piden es: F(x) =e *-(x*+2x+1)
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2

Sean las funciones f:R—R y g:(0,+0)— R definidas por f(x)=XT y g(x)=24x

respectivamente.
a) Halla los puntos de corte de las gréaficas de f y g. Realiza un esbozo del recinto que limitan.
b) Calcula el area de dicho recinto.

MATEMATICAS Il. 2012. RESERVA 4. EJERCICIO 2. OPCION B.

RESOLUCION

a) Calculamos los puntos de corte igualando las dos funciones:

2 4

XT:Z\/?:I—G:4X:>X4—64X:X:O; X=4

Luego, los puntos de corte son: (0,0)y (4,4)

Hacemos un esbozo.

-5

3 1 3 1
2 0 2

e e o U
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1
X
Sea | =I —— dXx.
0l1+,/1-x
a) Expresa la integral | aplicando el cambio de variable t=,/1-x .

b) Calcula el valor de I.
MATEMATICAS I1. 2012. SEPTIEMBRE. EJERCICIO 2. OPCION A

RESOLUCION

a) Como el cambio es t =,/1—x , vamos a calcular cuanto vale dx:

-1

dt =
2.1-x

dx:_—ldx:>dx:—2tdt
2t

t:\/E:V[2 =1-x=>x=1-t?
Calculamos los nuevos limites de integracion:
x=0=t=1
x=1=1t=0

Sustituyendo, tenemos:

_[oa-t?) _[C@na-n N PP
|_L — (2tdt)—jl—1+t (2tdt)—L 2n(1 t)dt_j

b) Calculamos el valor de |

0 2 370
|=j (C2t+2t%)dt =| 2L 4 20 =0—[—1+3J=
1 2 3 1,

0
(-2t +2t%)dt
1
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9—x?2

4
a) Halla la ecuacién de la recta tangente a la gréafica de f en el punto de abscisa x=1.

b) Esboza el recinto limitado por la grafica de f, la recta x+2y =5 y el eje de abscisas. Calcula el
area de dicho recinto.

MATEMATICAS Il. 2012. SEPTIEMBRE. EJERCICIO 2. OPCION B

Sea f :R — R lafuncion definida por f(x)=

RESOLUCION

a) La ecuacion de la recta tangente en el punto de abscisa x=1es: y—f ()= f'Q)-(x-1)
Calculamos: (1) = QT—l =2
—-2X =X 1
f'X)=—=—=f'QD=-—=
X)=—F== W=-3
Sustituyendo, tenemos:

y-f@Q=1'Q0Y-(x-1)= y—2=—%(x—1):>x+2y—5=0

b) Esbozamos el recinto que nos dicen

Calculamos el area del recinto

3 _ 2 5 _ 3 2 5 _
A- (5_X_9 X ]de (5_Xj o= (X_ZXHJWJ (S—dex=
1 2 4 3 2 1 4 3 2
3

3 27°
X xrex| |sx=X i) (25-22) (15-2
_|3 N 2 | _(9-9+3) |3 N 2 || 2|
4 2 4 4 2 2
1 3
_223
3 3
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Sean f:R—> R y g:R —> R las funciones definidas mediante
f(x)=|x(x=2)| y 9(x)=x+4
a) Esboza las gréficas de f y g sobre los mismos ejes. Calcula los puntos de corte entre ambas
graficas.
b) Calcula el &rea del recinto limitado por graficas de fy g.
MATEMATICAS I1. 2013. JUNIO. EJERCICIO 2. OPCION A.

RESOLUCION

a) Lo primero que hacemos es abrir la funcién f(x), para que nos resulte més sencillo dibujarla 'y
después calcular el &rea que nos piden.

x?—2x six<0
f(x)=|x(x=2)|={-x*+2x si 0<x<2

X2—2X six>2

La funcion f(x) son tres ramas de parabola faciles de dibujar y la funcién g(x) es una recta.

Calculamos los puntos de corte igualando las dos funciones:
X+4=%X>-2Xx=>%x*-3x—4=0=>x=-1;x=4
Luego, los puntos de corte son: (-1,3)y (4,8)

b) Calculamos el area.
0 2 4
A:J' [(x+4)—(x2—2x)]dx+j [(x+4)—(—x2+2x)]dx+j [(x+4)=(x* —2x) ] dx =
-1 0 2
0 2 4
:I (—x2+3x+4)dx+I (xz—x+4)dx+j (=x*+3x+4)dx =
-1 0 2
x®  3x’ T x® X T X 3x? ‘13 26 22 109 ,
=|——+—+4x| +| ———+4X| +|——+—+4X| =—F+—+—=—1U
3 2 R 32 ., 6 3 3 6
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Sea g:R — R la funcion definida por g(x) = In(x?+1) (donde In denota el logaritmo neperiano).

Calcula la primitiva de g cuya grafica pasa por el origen de coordenadas.
MATEMATICAS 11. 2013. JUNIO. EJERCICIO 2. OPCION B

RESOLUCION

Calculamos la integral de g(x), por partes:

2
2X : dx
1+x

jLn(1+x2) dx = x~Ln(1+x2)—.[

2X

1+x? ax

u=Ln@+x%); du=

dv=dx;v=x

La integral que nos queda es una integral racional, hacemos la division y nos queda:
2x°
1+ x?
= X-Ln(1+x%)—2x+2arctg x+C

dx =

2

ILn(1+x2) dx:x-Ln(l+x2)—J- dx:x-Ln(l+x2)—J'2dx+J‘

1+ X

De todas las primitivas de g(x)
G(X)=x-Ln(1+x?)—2x+2arctg x+C
nos piden la que pasa por el punto (0,0), luego:

G(0)=0-Ln(1+02)—2-0+2arctg0+C=0=>C =0

Por lo tanto, la primitiva que nos piden es: G(x) = x-Ln(L+x?)—2x+2arctg x
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De la funcién f:R — R definida por f(x)=ax®+bx*+cx+d se sabe que tiene un maximo
relativo en x =1, un punto de inflexion en (0,0) y que_[: f(x)dx =%.Calcula a,b,cyd.

MATEMATICAS Il. 2013. RESERVA 1. EJERCICIO 2. OPCION A.

RESOLUCION

Calculamos la primera y segunda derivada de la funcion.
f'(x)=3ax?+2bx+c ; f"(x)=6ax+2b
Vamos aplicando las condiciones del problema.

-Maximoen x=1= f'Q)=0=3a+2b+c=0

Pasa por (0,0)=d =0

- Punto de inflexion en (0,0) =
f"(0)=0=b=0

+

o

a,c
4 2

4 2!
'_[l f(><)0|><=§:>J-l @ ro)dx=| 24| -
° 47" o 42|,

Resolviendo el sistema formado por estas ecuaciones sale: a=-1;b=0;c=3;d =0
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4 XZ
Calculajl ————dx
, X°=6X+5

MATEMATICAS Il. 2013. RESERVA 1. EJERCICIO 2. OPCION B.

RESOLUCION

Vamos a calcular primero la integral indefinida, que es una integral racional y, como el numerador
y el denominador tienen igual grado, lo que hacemos es la division de los dos polinomios y la
descomponemos en:

X k= |2k | 25 dx=x+ ZGX—_de
x> —6x+5 X% — x+5 X°—6X+5
Calculamos las raices del denominador: x> —6x+5=0=x=1: x=5
Descomponemos en fracciones simples:

6x-5 _ A B _AX-5+Bx-1
x> —6x+5 x-1 x-5 (x—1)(x-5)

Como los denominadores son iguales, los numeradores también tienen que serlo. Para calcular Ay B
sustituimos los valores de las raices en los dos numeradores.

X=1=1=-4A= A:—%

x:5:>25:4B:>B=§
Con lo cual:
2
2X—dx=x+ _6x=5 dx = X + —4dx+ 4 dx x——In|x ]4+—In|x 5|
X°—6X+5 x? —6x+5

Por lo tanto, la integral que nos piden valdra:

4 2 4
I Zx—dx={x—lln|x—ﬂ+§ln|x—5|} (4——In3+§l 1) (2——In1+§l 3) 2 B3
, X" —6X+5 4 4 ) 4 4 4 4 2
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HaIIaJ‘ 1X J\r/i dx . Sugerencia: se puede hacer el cambio de variable t = ﬁ
+4 X

MATEMATICAS II. 2013. RESERVA 2. EJERCICIO 2. OPCION A

RESOLUCION

Hacemos el cambio de variable:

Jx=t=x=t?

dx =2t dt

Con lo cual:

2 3
IZJ‘ X+1 dx = t+12tdt=J 2t1+2tdt

1+x 1+t +t

Es una integral racional, hacemos la divisién y descomponemos

3 8 s
| :j 2t1:t2t dt:j£2t2—2t+4—%jdt:2%—t2+4t—4|n|l+t|2@—X+4\/§—4|n‘1+ﬁ‘+c
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Sea g:(0,+%)—> R la funcién definida por g(x)=|Inx| (donde In denota el logaritmo
neperiano).

a) Esboza el recinto limitado por la gréfica de g y la recta y=1. Calcula los puntos de corte
entre ellas.

b) Calcula el area del recinto anterior.

MATEMATICAS II. 2013. RESERVA 2. EJERCICIO 2. OPCION B

RESOLUCION

a) Dibujamos las dos funciones:

b) Calculamos los puntos de corte de las dos funciones

Inx=1=x=¢e

|Inx|=1= B
—Inx=1=>x=e"=

oD |-

Calculamos el &rea que nos piden

A=J‘1[l—(—ln X)] dx+je[1—(ln X)] dx=[x+x|nx—x]1+[x—x|nx+x]: =%+e—2 %

1 e

e

Recuerda que la integral de Inx es por partes:

Inx dx = xInXx —Idx: xInx—x+C

u=Inx; du:l dx
X

dv=dx;v=x
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1
x+ﬁ
Determina la primitiva de g cuya gréafica pasa por el punto P(1,0). Sugerencia: se puede hacer
el cambio de variable t = ﬁ
MATEMATICAS 11. 2013. RESERVA 3. EJERCICIO 2. OPCION A

Sea g:(0,+0)— R la funcion definida por g(x) =

RESOLUCION

Hacemos el cambio de variable:

Jx=t=x=t

dx =2t dt

Con lo cual:

1 2t 2
I:j X+ﬁdxzj Wdtzj‘ mdt:2|n|1+t|:2|n‘l+ﬁ‘+c

Calculamos la que pasa por el punto P(1,0)

0=2InL+./1+C=C=-2In2

Luego, la primitiva que nos piden es: 2In ‘1+ \/?‘—2 In2
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T

Calcula J- z x sen(2x) dx

0

MATEMATICAS Il. 2013. RESERVA 3. EJERCICIO 2. OPCION B

RESOLUCION

Vamos a calcular la integral F (x) = Ixsen (2x) dx, que es una integral por partes.

F(x):j2xsen(2x)dx={—x-cozzx} i +%J‘zcoszxdxz[_x00252x+sen2x} T
0

0 0

u=x; du=dx
COS 2X

dv=sen2xdx; v=-—

4 |, 4
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Sean fy g las funciones definidas por f(x)=2-x Yy g(x)=i1 para x#—1.
X+

a) Calcula los puntos de corte entre las graficas de fy g.

b) Esboza las gréaficas de fy g sobre los mismos ejes.

c) Halla el &rea del recinto limitado por las gréaficas de fy g.
MATEMATICAS Il. 2013. RESERVA 4. EJERCICIO 2. OPCION A

RESOLUCION

a) Igualamos las dos funciones para calcular los puntos de corte

2—x=i:—x2+x=0:>x=0; x=1
X+1

b) Hacemos el dibujo de las dos funciones:

c) Calculamos el area que nos piden

1 2 X2 1 1 3 2
A=J‘O{(Z—x)—(x—ﬂﬂdx:{ZX—?—ZIn|x+1|}0 :(2‘5_2|”2]—(0)=5—2|n2u
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X

e

MATEMATICAS Il. 2013. RESERVA 4. EJERCICIO 2. OPCION B

4
CalcuIaJ‘ dx . Sugerencia: se puede hacer el cambio de variable t =./e*.
2 1+ «/ex

RESOLUCION

Hacemos el cambio de variable:

Jer=t=er=t?

e’dx =2t dt

. ) ., X=2=>t=e
Calculamos los nuevos limites de integracion:

X=4=t=g?

Con lo cual:

4 e? e?
e~ 2t 2 e’
| = — < dt= 2——— =|2t-2In[l =
jz l+\/?dx je 1+tdt Ie ( 1+tJdt I: t n| +t|]e

1te 771

=2e?-2e+2In =
1+e
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a) Determina la funcién f:R — R tal que f'(x)=(2x+1)e™* y su gréfica pasa por el origen
de coordenadas.

b) Calcula la recta tangente a la grafica de f en el punto de abscisa x =0.

MATEMATICAS I1. 2013. SEPTIEMBRE. EJERCICIO 2. OPCION A

RESOLUCION

a) Calculamos f (x) =j(2x +1)-e 7 dx, que es una integral por partes.

U=2x+1; du=2dx

X

dv=e"dx;v=—e"

f(x) = J.(2x+1)-e‘X dx=—(2x+1)-e7* +2J.e‘X dx=—(2x+1)-e*-2-e7*+C
Como su grafica pasa por el origen de coordenadas, se cumple que:
f(0) =0=>-(2-0+1)-e°-2.e°+C=0=>C=3
Luego, la funcion que nos pidenes: f(x) =—(2x+1)-e *-2-e *+3

b) Calculamos la ecuacion de la recta tangente en x=0.

-x=0= f(0)=0
- f'(0)=(2-0+)e °=1

Luego, la ecuacion de la recta tangente es: y—0=1(x-0)=y=x.

www.emestrada.net



Sea g:R — R la funcién definida por g(x)=—x>+6x-5.

a) Halla la ecuacién de la recta normal a la gréfica de g en el punto de abscisa x=4.

b) Esboza el recinto limitado por la gréfica de g, la recta x—2y+2=0. Calcula el area de este
recinto. ) )

MATEMATICAS Il. 2013. SEPTIEMBRE. EJERCICIO 2. OPCION B

RESOLUCION
a) La ecuacion de la recta normal en el punto de abscisa Xx=4 es: y—g(4) :—%-(x—@
g
Calculamos: g(4)=-4?+6-4-5=3

g'(X)=-2x+6=>9g'(4)=-2
. 1 1
Sustituyendo, tenemos: y—g(4):—ﬂ-(x—4):> y—B:E(x—4): X—2y+2=0
g

b) Esbozamos el recinto que nos dicen

Calculamos los puntos de corte de las dos funciones:

x=14

—_ + _ _
—Xz+6X—5=X%2:>—2x2+11x—12=0:,X= 11+/121-96 _-11+5 ;
2

Calculamos el area del recinto

4 4 3 2 4
A:I ((—x2+6x—5)—i2)dx:j (—x2+£—6]dx: _X —6x| =
g 2 2 3 4 3

(08 s 0a| [, )15
3 8 16 48

N w

www.emestrada.net



Sean f:R—> R y g:R— R las funciones definidas respectivamente por

_Ix] __ 1
F)==" vy o¥)=1-3
a) Esboza las graficas de f y g sobre los mismos ejes y calcula los puntos de corte entre ambas
gréficas.
b) Calcula el &rea del recinto limitado por las gréficas de fy g.

MATEMATICAS II. 2014. JUNIO. EJERCICIO 2. OPCION A

RESOLUCION

a) Hacemos el dibujo de las dos funciones:

]

+-3

a

X .
| x| > si x>0
Abrimos la funcion f(x): f(x)="==
2 X .
—-— si x<0
2
Calculamos los puntos de corte de las dos funciones:

X

PR > x+x’=2=x=1
+X

Luego, las funciones se cortan en los puntos: [1, %)y (—1&)

2
b) Calculamos el area que nos piden

1 27! _
A:2~j ! 5 X dx=2 arctgx—x— =2 arctgl—1 -2 arcth—9 :ZE—len—lu2
o| \1+X 2 4 0 4 4 4 4 2
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Sea f la funcion definida por f(x)= xIn(x+1) para x>-1 (In denota el logaritmo neperiano).
Determina la primitiva de f cuya grafica pasa por el punto (1,0).
MATEMATICAS Il. 2014. JUNIO. EJERCICIO 2. OPCION B.

RESOLUCION

Vamos a calcular la integral | = Ix~|n(x +1) dx, que es una integral por partes.

u=In(x+1); du=L dx
X+1

2
dv = xdx; V:X—
2

2 2 2 2
| =J'x-|n(x+1)dx=X—-|n(x+1)—1j X x =X (1) -1 X _xIn(x+1) |+ C
2 2J (x+1) 2 2\ 2
Calculamos la constante:
2 2
0:1—-In(1+1)—1 1——1+In(1-|r1) +C:>C=—1
2 2\ 2 4

Por lo tanto, la primitiva que nos piden es:

2 2
X+ X Cxsnx+1) |1
2 2| 2 4
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Fr(x) = x*=2x si x<0
e*-1 si x20

MATEMATICAS Il. 2014. RESERVA 1. EJERCICIO 2. OPCION A.

Determina una funcién derivable f : R — R sabiendo que f(1)=-1y que

RESOLUCION

Como es derivable también es continua.
3
X ) )
——-Xx"+C si x<0
Calculamos f (x)=< 3

e*—x+D si x>0

Como f()=-1=e'-1+D=-1=D=-¢

Como es continua en x=0, tenemos:
3
. X
lim=—+x?>+C=C
x>0~ 3 —C=1-¢
lime*—x—-e=1-¢e

x—>0*

3

—x*+1-e si x<0

Luego, la funcién es: f (x)= 3
g¥—x-—e si x>0
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Considera el recinto limitado por las siguientes curvas: y=x* , y=2—-x>, y=4
a) Haz un esbozo del recinto y calcula los puntos de corte de las curvas.

b) Calcula el area del recinto.

MATEMATICAS II. 2014. RESERVA 1. EJERCICIO 2. OPCION B

RESOLUCION

a) Hacemos el dibujo de las funciones:

-1

Calculamos los puntos de corte de las funciones:

X2=2-x’=2x?=2=x=+1
X2=4=x=+2

Luego, las funciones se cortan en los puntos: (1,1), (-11), (2,4) y (-2,4).

b) Como el recinto es simétrico respecto al eje de ordenadas, el area que nos piden es:

1 2 X3 ! X2 2
A:Z-U (4—2+x2)dx+j (4—x2)dx}:2 2X+— | +2|4x——| =
0 1 31, 3

1
=2(2+lj+2 (8_§j_(4_1) =E+g_g:ﬁ:8 u2
3 3 3 3 3 3 3
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1
Calcula “- In(4—x) dx.
1

MATEMATICAS Il. 2014. RESERVA 2. EJERCICIO 2. OPCION A

RESOLUCION

Calculamos | = Iln(4— X) dx , que es una integral por partes.

u=In(4-x); du =—de
4-—X

dv=dx;v=x

I :Iln(4—x) dx:xIn|4—x|—J.4_—de:xIn|4—x|+ 4_de
—X —X

Como el polinomio del numerador y del denominador tienen igual grado, lo primero que hacemos
es dividir.

idx=J‘(—1+i dx =—x—4In|4—x|
4—X 4-X

Con o cual: | =Iln(4—x) dx=xIn|4—x|—x—4In|4—x]|

Por lo tanto, la integral que nos pedian vale:

1
j In(4-x) dx=[ xIn|4=x|-x-4In|4-x|] | =(In3-1-4In3)~(~In5+1-4In5)=—-2-3In3+5In5
1
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Sea f:R — R lafuncion definida por f(x)=—x%+2x+3

a) Calcula la ecuacion de la recta tangente a la grafica de f en el punto de abscisa x=2.

b) Esboza el recinto limitado por la gréfica de f, la recta 2x+ y—7=0 y el eje OX, calculando
los puntos de corte.

c) Halla el &rea del recinto descrito en el apartado anterior.

MATEMATICAS Il. 2014. RESERVA 2. EJERCICIO 2. OPCION B

RESOLUCION

a) La ecuacion de la recta tangente en el punto x=2,es: y—f(2)= f'(2)-(x-2)
Sustituyendo los valores de f(2)=-4+4+3=3y f'(2)=—-4+2=-2, tenemos:

y—1(2)=1'(12)- (x-2)=>y-3=-2-(x-2)=2x+y-7=0

b) Hacemos el dibujo de las funciones:

12

Calculamos los puntos de corte de las funciones:

—X>+2Xx+3=0=>x=3:x=-1
—2X+7=0:>X:%
X2 4 2X+3=-2X+T =X’ —4x+4=0=>x=2

Luego, las funciones se cortan en los puntos: (3,0), (%0) y (2,3).

b)

A:J.3[(—2x+7)—(—x2+2x+3)]dx+_[2(—2x+7)dx:Is(x2—4x+4)dx+J.2(—2x+7)dx:

3 8 7
={X——2x2+4x} +[-x*+7x]? =(9—18+12)—(§—8+8J+(—4—9+4—9)—(—9+21)=1+3=1 u?

2
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Sea f:R — R lafuncién definida por f(x)=x°-3x%*—x+3.
a) Halla, si existe, el punto de la grafica de f en el que la recta tangente es y=3-x.

b) Calcula el &rea del recinto limitado por la gréfica de f y la recta del apartado anterior.
MATEMATICAS Il. 2014. RESERVA 3. EJERCICIO 2. OPCION A.

RESOLUCION

a) Si la recta es tangente, en ese punto la funcion y la tangente coinciden, luego:
X°-3x?-x+3=3-x=>x’-3x’=0=>x=0; x=3

La ecuacién de la recta tangente en x=0 es: y— f(0)= f'(0)-(x-0).

f(0)=3

f'(x)=3x*-6x-1= f'(0)=-1
Sustituyendo, tenemos: y— f(0)=f'(0)-(x-0)=>y-3=-1-(x-0)=> y=—x+3
La ecuacion de la recta tangenteen x=3 es: y—f(3)=f '(3)-(x-3).

f(3)=0

f'(x)=3x*-6x—-1= f'(3)=27-18-1=8
Sustituyendo, tenemos: y—f(3)=f'(3)-(x-3)=>y-0=8-(x—-3) = y=8x—24
Luego, el punto es: (0,3)

b) Ya hemos visto que los puntos de corte de las dos funciones son: x=0 y x =3. Tenemos que ver
cudl de las dos funciones va por encima y cual va por debajo. Para ello sustituimos un valor
comprendido entre 0 y 3, y vemos cual tiene mayor valor.

Para x=1=y=(1)*-3(1)*-1+3=0
Para x=1=y=-1+3=2
Por lo tanto, la funcidn que va por encimaes y =—x+3. Luego el area vendra dada por:

3 : X 17 27
A:I [(—x+3)—(x3—3x2—x+3)]dx:j (—x3+3x2)dxz{__+xs} _4l 2
0 0 4 4

0
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Sea f :(-1,3) > R lafuncion definida por f(x)= __x+9 . Determina la primitiva de f
(X+1)(x=3)

cuya gréafica pasa por el punto (1,0).
MATEMATICAS Il. 2014. RESERVA 3. EJERCICIO 2. OPCION B.

RESOLUCION

Descomponemos en fracciones simples:

x+9 A N B  A(x-3)+B(x+1)
(x+D(x-3) x+1 x-3  (X+1(x-3)

Como los denominadores son iguales, los numeradores también tienen que serlo. Para calcular Ay B
sustituimos los valores de las raices en los dos numeradores

X=-1=8=-4A= A=-2
x=3=12=4B = B=3

Con lo cual:

X—+9dx:J —2 dx+I 3 dx=-2In|x+1|+3In|x-3|+C
(x+1)(x-3) x+1 X—3
Como tiene que pasar por el punto (1,0)

0=-2In|1+1|+3In|1-3|+C=C=2In2-3In2=—-In2

Luego, la primitiva que nos piden es: —2In| x+1|+3In| x—-3|-In2
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Calcula _“ (Sugerencia: cambio de variable t = \/?)

dx
2x(x+ﬁ)
MATEMATICAS I1. 2014. RESERVA 4. EJERCICIO 2. OPCION A

RESOLUCION

Hacemos el cambio de variable:

Jx=t=x=t

dx =2t dt

Con lo cual:

=] — 2 x| 2w O
2X(X+ [ X) 2t2(t% +t) t2(t+1)
Descomponemos en fracciones simples:

B C Att+])+B-(t+1)+C-t?
t? t+1 t2(t+1)

t2(t+1)

1 _A
t

Como los denominadores son iguales, los numeradores también tienen que serlo. Para calcular A,By C
sustituimos los valores de las raices en los dos numeradores més otro valor que puede ser t =1
t=0=1=8B
t=-1=1=C
t=1=1=2A+2B+C = A=-1

Con lo cual:

szt =J‘—1dt+ji2dt+jidt=—|nt—}+|n(t+1)+c
t2t+1) Jt t t+1 t

Deshacemos el cambio de variable:

| :—Int—%+ln(t+1)+C:—In‘ﬁ‘—ix+ln‘\/7+l‘+c

Jx
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Sea f:R — R lafuncién definida por f(x)=e *-cosx

a) Calcula la ecuacion de la recta tangente a la grafica de f en el punto de abscisa x =0.
b) Calcula la primitiva de f cuya gréfica pasa por el punto (0,0)
MATEMATICAS I1. 2014. RESERVA 4. EJERCICIO 2. OPCION B.

RESOLUCION

a) La ecuacion de la recta tangente en x=0 es y— f(0) = f '(0)-(x—0)

f(0) =1

f'(xX)=e*-cosx—e*-senx= f'(0)=1
Luego la recta tangenteen x=0es y—1=1-(x-0)=> y=x+1
b) Es una integral por partes ciclica

.[ex -cosxdx:exsenx—jex -senx dx =

:exsenx—[—excosx+IeXcosxdx}:exsenx+excosx—fexcosxdx

exsenx+excostr

Zjex-cosxdx:exsenx+excosx:jex-cosxdx: 5

C

u=e*; du=e” dx u=e*; du=e”* dx
dv =cos xdx; v =senx dv=senxdx; v=—-cosxX

Como pasa por el origen de coordenadas:

o-ticoc--1
2 2

e*senx+e*cosx 1
2 2

Luego, la funcién primitiva que nos piden es: F(x) =
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1 X2
Calculaj — X,
0 2X°—=2x-4

MATEMATICAS II. 2014. SEPTIEMBRE. EJERCICIO 2. OPCION A

RESOLUCION

Como el polinomio del numerador y del denominador tienen igual grado, lo primero que hacemos
es dividir.

1 NG X+2 1, 1 1 1 1
[ a2t [ g Ly dy, L,
02X°—-2x-4 20x—x 2 2Jo x?—x-— 2 2 2 2 2

Calculamos las raices del denominador: x> —x—-2=0=>x=2:x=-1

Descomponemos en fracciones simples:

x+2 A N B  A(x+1)+B(x-2)
X—Xx—2 x-2 x+1  (x=2)(x+1)

Como los denominadores son iguales, los numeradores también tienen que serlo. Para
calcular A'y B sustituimos los valores de las raices en los dos numeradores

X=2=4=3A=> A:%

X=-1=1=-3B=B=-——

Con lo cual:
4 1 . .
1 A 1~ 4
|1=I idx+J‘ —3 gx= ﬂIn|x—2| + —lln|x+1| = Hin2-tih2=_2n2
0X—2 o X+1 3 0 3 0 3 3 3

Por lo tanto, la integral que nos pedian vale:

1 2
J- zx—dle_i_lll 1+l(_§|n2)=l_§|n2
02X°—-2x-4 2 2 2 6
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dx . (Sugerencia: integracién por partes).

Calcula I
o COS?%X
MATEMATICAS II. 2014. SEPTIEMBRE. EJERCICIO 2. OPCION B

RESOLUCION

dx, que es una integral por partes.

Calculamos J
cos? x

U=X; du=dx

dv=—+75+— dX ;v=tg X

senx

X
j S dx:xtgx—jtgxdx:xtgx—j dx = xtg x+In| cos x|
cos® x COS X

Calculamos la integral definida que nos piden:

r 4 senx

B dx =[xt x4—j t xdx———j Incosxg E+In
.[ocosx [g]o 9 ocosx 4[ ]0 4 ( ]

13
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—X2

2

Calculaj-
X 4+ X=2
MATEMATICAS II. 2015. JUNIO. EJERCICIO 2. OPCION A

dx

RESOLUCION

Dividimos los dos polinomios, con lo cual la integral se descompone en:

— 2 —_— —
Z—de= —1dx+ Zx—zdx:—x+ 2X—2dx
X+ X-2 X +X-2 X +X-2

Calculamos las raices del denominador: x* +x—-2=0=>x=1; x=-2
Descomponemos en fracciones simples:

x-2 A N B A(x+2)+B(x-1)
Xo+x—2 x-1 x+2  (x=1)-(x+2)

Como los denominadores son iguales, los numeradores también tienen que serlo. Para calcular Ay B

sustituimos los valores de las raices en los dos numeradores.

X=1=-1=3A=> A:—%

X:—2:>—4:—3B:>B:§

Con lo cual:

1

— 2 — T 5
Z—de:—x+ Zx—zdx:—x+ 3 _dx+

X“+X-2 X“+XxX-2 (x-1)

:—x—lln|x—]4+ﬂln|x+2|+c
3 3

(x

4

3 dx =
+2)
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Determina la funcion f :(0,+o)—> R sabiendo que f"(x)=In(x) y que su gréfica tiene

tangente horizontal en el punto P(1,2). ( In denota la funcién logaritmo neperiano).
MATEMATICAS Il. 2015. JUNIO. EJERCICIO 2. OPCION B.

RESOLUCION

Integramos, por partes, para calcular f '(x)

f'(x)=j|n(x) dx =xIn x—jdx=x|n X—=Xx+C

]
u=In(x); du=—dx
X

dv=dx;v=x

Volvemos a integrar, por partes, para calcular f(x)

2
f(x):j(xln X—x+C) dx:JxIn xdx—dex+ICdx :J‘xln xdx—X?+Cx:

2 2 2 2 2
:—I nx-— I— —dx——+Cx_X—Inx—X——X—+Cx+D_X—Inx—3x +Cx+D
2 4 2 2 4

u=In(x); du= l dx
X

x°
dv = xdx;v=—
2

Calculamos el valor de las constantes C y D.

Tangente horizontal = f'1)=0=0=1-In1-1+C=C =1

1-In1 3 7
Pasaporelpunto (1L2)= f()=2= T_Z 1+D:>D:Z

2 2
7
Luego, la primitiva que nos piden es: f(x) = X? Inx— 3 + x+Z
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Calcula IL,_ (Sugerencia \/ x+2=t)
(x— 2)\;'| X+2

MATEMATICAS Il. 2015. RESERVA 1. EJERCICIO 2. OPCION A.

RESOLUCION

Como el cambio es t =/ x+2, vamos a calcular cuénto vale dx y x:

dt=— 1 dx—dx=2-J/xT2dt=2tdt
2 X+2

t=x+2=>t?’=x+2=>x=t*-2

Sustituimos en la integral el cambio de variable

,[ dx =I 2tdt (. 2tdt _ 2dt
x=2Jx+2 J@t*-2-2)-t J@i’-4-t J(?*-9

Es una integral racional con raices reales simples. Descomponemos en fracciones simples:

2 A B A(lt-2)+B(t+2)
= + =
t?—4 t+2 t-2 t?2-4

Como los denominadores son iguales, los numeradores también tienen que serlo. Para calcular A, y B
sustituimos los valores de las raices en los dos numeradores

t=2=>2=4B = B=
1

1
2
t=—2=2=-4A= A=-

Con lo cual:

t°-4 Jt+2 Jt-2 2 2

Deshacemos el cambio de variable:

j(t2—4) :—Eln|t+2|+§ln|t—2|+C:—Eln‘1/x+2+2‘+aln‘,/x+2—2‘+C
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Sea g la funciéon definida por g(x)=In(x) para x>0 (In denota la funcion logaritmo
neperiano). Calcula el valor de @ > 1 para el que el &rea del recinto limitado por la grafica de g,
el eje de abscisasy larecta x=a es 1.

MATEMATICAS Il. 2015. RESERVA 1. EJERCICIO 2. OPCION B.

RESOLUCION

El recinto es:

|
<

Calculamos el area.

A:j In xdx
1

Hacemos la integral por partes:

u=Inx; du= 1 dx

v Ilnx dx:xlnx—Idx:xInx—x+C

dv=dx;v=x

A:j Inxdx =[xIn x—x]il =(alna-a)-(Inl-1)=alna-a+l=1=alna-a=0=Ina=1=¢e'=a
1

Luego: a=e
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Sea f la funcion definida por f(x)= | In(x)| para x>0 (In denota la funcién logaritmo
neperiano).

a) Esboza el recinto limitado por la gréficade fy larecta y=1.

b) Calcula los puntos de corte de la grafica de f con larecta y=1.

c) Calcula el area del recinto citado.
MATEMATICAS Il. 2015. RESERVA 2. EJERCICIO 2. OPCION A.

RESOLUCION

a) Dibujamos las dos funciones:

1

b) Calculamos los puntos de corte de las dos funciones

Inx=1=x=¢e

|Inx|=1= .
—Inx=1=>x=e"=

D | =

Calculamos el &rea que nos piden

A=J‘1[l—(—ln X)] dx+je[1—(ln X)] dx=[x+x|nx—x]1+[x—x|nx+x]: =%+e—2 %

1 e

Recuerda que la integral de Inx es por partes:

Ilnx dx = xInx —J‘dx= XInx—x+C

1
u=Inx; du=— dx
X

dv=dx;v=x
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Calcula Ie 2 sen(x)dx
MATEMATICAS I1. 2015. RESERVA 2. EJERCICIO 2. OPCION B.

RESOLUCION

Hacemos la integral por partes.

Iezx .senxdx =—e?*-cosx+2

u=e ', du=2e”" dx u=e"; du=2e" dx

dv=senxdx; v=-cosx dv=cosxdx; v=senx

I =—e2x-cosx+2[e X .senx—2- I]
| +41 =—e?.cosx+2e?*-senx

—e®.cosx+2e?-senx
| = c +C

e ?*.cosxdx =—e? -cosx+2[e2X -sen x—ZJ‘e2X -senxdx}

www.emestrada.net




Sea f la funcion definida por f(x)= # para x>0 (In denota la funcién logaritmo neperiano)
X

y sea F la primitiva de f tal que F(1)=2
a) Calcula F'(e).

b) Halla la ecuacion de la recta tangente a la grafica de F en el punto de abscisa x=e.
MATEMATICAS II. 2015. RESERVA 3. EJERCICIO 2. OPCION A.

RESOLUCION

a) Como F(x) esuna primitivade f(x), entonces: F(x) :I f(x) dx, y ademas: F'(x) = f(x).

Por lo tanto:

F'le)= f(e)=|2—e(:":2ie

b) Calculamos F(x). Para ello hacemos el cambio de variable Inx=t, con lo cual

Inx=t:>1dx=dt

X
F00 = [ ox _det=ﬁ+C:(lnx)2
2 4 4
como F@y=2= " c o= ¢
(Inx)?

Por lo tanto: F(x) =

Calculamos la recta tangente que nos piden: y—F(e)=F'(e)-(x—e)

F(e)=

(Ine) 1 -9
4

F'le)= f(e)=|2—ee:2ie

Luego, la recta tangente es: y—% = Zi-(x—e)
e

www.emestrada.net



Sean f:[0,0) >R y g:R— R las funciones definidas por f(x)=/2x y g(x)= %.\' 2

a) Halla los puntos de corte de las gréficas de f y g. Haz un esbozo del recinto que limitan.
b) Calcula el area de dicho recinto.
MATEMATICAS I1. 2015. RESERVA 3. EJERCICIO 2. OPCION B.

RESOLUCION

a) Las dos funciones podemos representarlas haciendo una tabla de valores.

v

-3

-4

En el dibujo vemos que los puntos de corte son el (0,0) y (2,2).

b) Luego, el area que nos piden es:
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Calcula el valor de a>1 sabiendo que el area del recinto comprendido entre la parabola

2 4
y=-x"+ax ylarecta y=x es 3

MATEMATICAS II. 2015. RESERVA 4. EJERCICIO 2. OPCION A.

RESOLUCION

Calculamos los puntos de corte entre las dos funciones.

y=—X°+ax

}:>x2+(1—a)x:0:>x:0 ; x=a-1
y=X

Calculamos el area:

a-1 3 2 273t 13 12 12
A=I (-x2+ax—x) dx=| - & X __@-h) e @) 4
0 3 2 2] 3 2 2 3

—=a®*-3a?+3a-9=0

Resolviendo la ecuacién por Ruffini, sale que a=3
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Sea f la funcion definida por f(x)= \(7”” para x#0 y x#1 yseaF la primitiva de f cuya
X (X—
grafica pasa por el punto P(2,In2) (In denota logaritmo neperiano).

a) Calcula la recta tangente a la grafica de F en el punto P.
b) Determina la funcion F.
MATEMATICAS I1. 2015. RESERVA 4. EJERCICIO 2. OPCION B.

RESOLUCION

a) Como F(x) esuna primitivade f(x), entonces: F(x) :I f(x) dx, y ademas: F'(x) = f(x).

Calculamos la recta tangente que nos piden: y—F(2)=F'(2)-(x—2)

F(2)=In2

F'(2) = f(2)=4T+1=

Hlon

Luego, la recta tangente es: y—In2= % -(x=2)

2
b) Calculamos J‘2X—+1 dx
X -(x=1)

Las raices del denominador son: x=0; x=0; x=1
Descomponemos en fracciones simples:

x’+1 A B C Ax-(x-D)+B(x-1)+C-x?

=4 — 4
X*-(x-1) x x> x-1 x?-(x-1)

Como los denominadores son iguales, los numeradores también tienen que serlo. Para calcular A,By C
sustituimos los valores de las raices en los dos numeradores més otro valor que puede ser x =2

X=0=1=-B=B=-1

Xx=1=2=C=C=2

X=2=>5=2A+B+4C = A=-1
Con lo cual:

2
F(x) :'[ZX—” dx:j_—l o|x+j_—21 dx+ [ 2 dx = —Inx+ 4 2In(x=1)+ C
X (x=1) X X x—1 X

Como F(x) pasa por el punto (2,In2) entonces: In2=-In 2+%+2In1+C:>C:2In 2—%

Por lo tanto: F(x)=-In x+l+2ln(x—l)+2In2—%
X
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T

Calcula I x 2sen(x)dx .

0

MATEMATICAS I1. 2015. SEPTIEMBRE. EJERCICIO 2. OPCION A.

RESOLUCION

Vamos a calcular la integral F(x) = I xsen (x) dx, que es una integral por partes.

F(x)zszsen(x)dx=—x2 -cosx+2fx-cosxdx:—x2-cosx+2-[x-senx—jsenxdx}:

=—X?.COSX+2X-SenXx+2cosX+C

u=x?; du=2x dx u=Xx; du=dx
dv =senxdx; v=—cosx dv =cosxdx; v=senx

Por lo tanto, la integral que nos piden valdra:

t o2 2 T
X sen(x)dx=[—x -cosx+2x'senx+2cosx]0=
0

=(—n2 -cosw+2n-senn+2c057r)—(—02 -cosO+2-0-senO+20050):

=n’-2-2=n’-4
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Sea f:R—R lafuncion definida por: f(x)=|x*—4|

a) Haz un esbozo de la gréafica de f.
b) Calcula el &rea del recinto limitado por la gréficade fy larecta y=5.

MATEMATICAS II. 2015. SEPTIEMBRE. EJERCICIO 2. OPCION B.

RESOLUCION

X?—4 si x<-2
a) Abrimos la funcion: f (x)=<-x*+4 si —2<x<2,yhacemos el dibujo
X?—4 si x>2

L

—1

b) Vemos por el dibujo que es simétrica respecto el eje OY, luego:

A=2U:(5+x2—4)dx +Jj(5—x2+4)dx}=2“:(1+x2)dx +J.23(9—x2)dx}=

o] sl g5
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Halla la ecuacion de la recta tangente a la grafica de una funcion f en el punto de abscisa x=1
_ 2
sabiendo que f(0)=0y f'(x) =% para x>-1.

MATEMATICAS I1. 2016. JUNIO. EJERCICIO 2.0PCION A.

RESOLUCION

Calculamos la integral: f (x) = J' =D o j XTo2xHl g
X+1 X+1

Como es una funcion racional, dividimos los dos polinomios y descomponemos la integral

2 _ 2
0= [* =2 ax= [ (x-gyacs [ ax=2~3xr ain|xraf+C
X+1 X+1 2

Como f(0)=0=>0=0+0+0+C=C=0

2
Luego, la funcién es: f(x) :%—3x+4ln| X+1]|

La recta tangente en x=1es y— f (1) = f'(1)-(x-1)

f(l):%—3+4ln2:—%+4ln2

f'(x):%: f'(1)=0

Sustituyendo en la ecuacion, tenemos, y+g—4ln 2=0-(x-D)=y= —g+ 41In2
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Sea f :(0,+o)— R lafuncion dada por f(x)=In x (In representa logaritmo neperiano).

a) Calcula la ecuacién de la recta tangente a la grafica de f en el punto de abscisa x=1.
b) Esboza el recinto comprendido entre la grafica de f, y=x-1 y la recta x=3. Calcula su

area.
MATEMATICAS I1. 2016. JUNIO. EJERCICIO 2.0PCION B.

RESOLUCION
a) Larectatangenteen x=1es y—f(@Q)=f')-(x-1)

f()=Lnl=0
f'(x):1:> f'(1):}=1
X 1

Sustituyendo en la ecuacion, tenemos, y—0=1-(x-1) = y=x-1

b) El &rea de la regién pedida es:

3 X2 P [xz > (9 1
Azj (x—1-Inx)dx=| ——-x—xInx+x| =|——xInx| =[=-3In3|-| ==In1|=4-3In3u?
1 2 2 2 2

1 1

La integral de In x la hacemos por partes

jlnx dx = xIn x—jdx= xInx—x+C

u=Inx; du:E dx
X

dv=dx;v=x
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Considera la funcién f dada por f(x)= ﬁ+mTX para x> 0.

a) Halla todas las primitivas de f.
3

b) Hallaj £ (x) dx

1
c) Determina la primitiva de f que toma el valor 3 para x=1.
MATEMATICAS II. 2016. RESERVA 1. EJERCICIO 2. OPCION A.

RESOLUCION

. . In x
a) Calculamos la integral de ﬁ y la integral de —— por separado.
X

Hacemos un cambio de variable: t=Inx ; dt = de
X

2
|2=I|n—xdx It dt_t (Inx)

— 2. x° 2
Con lo cual, todas las primitivas de f son: F(x) = 3 +(In2x) +C

b)

f3 f(x) dx{z'Fﬂ'”zx)Z]

1

(233 (In3)?) (2 (In1)? (In3) g
_( 3 2 JLs ] ek

c¢) Calculamos la primitiva que cumple: F(1) =3

2_ 13 2
FO)=3= \3/7+('”21) +C:3:>§+C:3:>C:§

2./ % L (n X)? 7
3 2 3

Con lo cual, la primitiva que nos piden es: F(x) =
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Sea f:R — R lafuncién dada por f(x)=

(

2X

grafica de f, el eje de abscisas y las recta x=0y x=1.

MATEMATICAS Il. 2016. RESERVA 1. EJERCICIO 2. OPCION B.

RESOL

UCION

Hacemos un esbozo del recinto cuya area nos piden calcular

¥

El area que nos piden viene dada por: A :j

o

> . Calcula el area del recinto limitado por la

x?+1)

=d

too2x
0 (X“+1)

Hacemos un cambio de variable: t=x%+1; dt = 2xdx

Calculamos los nuevos limites de integracion:

Si x=0 =

Si x=1=>

Con lo cual:

1 2
o (X +1) 1t

t=x?+1=1
t=x2+1=2

www.emestrada.net



De la funcion f:R — R definida por f(x)=ae”* -bx, donde a,be R se sabe que su gréafica
tiene tangente horizontal en x =0 y que I(: f(x)dx=e —% . Halla los valores de a 'y b.

MATEMATICAS Il. 2016. RESERVA 2. EJERCICIO 2. OPCION A.

RESOLUCION

Calculamos la primera derivada de la funcion.
f'(x)=ae*-b
VVamos aplicando las condiciones del problema.

- Tangente horizontalen x=0= f'(0)=0=a-b=0

1 1 27t
j f(x)dx=e—§:>J. (ae* —bx)dx = aex—bi =ae—9—a=e—§
0 2 0 2 1, 2 2

Resolviendo el sistema formado por las dos ecuaciones, tenemos que: a=1;b=1
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3x(2m - x)
m*

Considera la funcion f:R — R definida por f(x)=

del recinto encerrado por la grafica de fy el eje OX.

MATEMATICAS Il. 2016. RESERVA 2. EJERCICIO 2. OPCION B.

,con m > 0. Calcula el area

RESOLUCION

Calculamos los puntos de corte de la funcion con el eje OX

3x(2m—x)
m 3

=0=6mx—-3x?’=0=>x=0:x=2m

Vemos que funcion va por encima y cuél por debajo:

f(x):w:§>o
X=m= m m
EjeOX = y=0
Luego, la funcion f(x) =W va por encima del eje OX
2m 2 37em
A=i3 (6mx —3x ?) dx=i3 omx " _3x” 1
m~Jo m 2 3, m

=—(12m°-8m°)=4u’
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L. o '\.
Calcula el valor de @ > 0 para el que se verifica I e o0 dx=1.
0 +x°

MATEMATICAS Il. 2016. RESERVA 3. EJERCICIO 2. OPCION A.

RESOLUCION

Calculamos la integral

Z:%[In(2+a2)—ln2]:1

a X 102 2X 1
dx=—j dx==|In(2+ x 2
Jo 2+ x? 2Jo 2+x? 2[ ( )}

Resolvemos la ecuacion:

2 2
%[In(2+a2)—ln2]:1:>In2+2a —2—e?= 2+2a —a=+2e2-2=12'77

Yaque a>0
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Considera la funcion f:[R — R dada por f(x)=-x’+mx siendo m > 0. Esboza el recinto
limitado por la grafica de fy larecta y =-mx y calcula el valor de m para que el area de dicho

recinto sea 36.
MATEMATICAS I1. 2016. RESERVA 3. EJERCICIO 2. OPCION B.

RESOLUCION

Hacemos un esbozo de las dos funciones.

20 -1% -16 -14 -12 -18 8 -6 -4 -2 | 4 6 8 1@ 12 14 16 18 20
!

Calculamos los puntos de corte de las dos funciones.

}:XZ—me=0:>x:O ©X=2m.

2m 3 27 %m 3 2 3 3
36=I (=x?+mx—(—mx)dx = _x e (2m) 2m@m)” ) 8m  8m
0 3 2 |, 3 2 3 2

3
=8'2 —m'=27=m=3
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[2x+1
Calcula J. Y .' dx (sugerencia:t=./2x+1)
2x+1+ 2x+1

MATEMATICAS Il. 2016. RESERVA 4. EJERCICIO 2. OPCION A.

RESOLUCION

Como el cambio es t =,/ 2x+1, vamos a calcular cuanto vale dx y x:

dt:#dx:dx: 2x+1dt =tdt

2-42x+1

2_
:,/2x+1:>t2=2x+1:>x:t 5 !

Sustituimos en la integral el cambio de variable

J» J2x+1 dsz( t2dt _J‘tzdt:J‘tdt

2X+1+ 2x+ t?-1 S Jt2at t+1
> +1+t

Dividimos y descomponemos:

Itd—tzj(l—t%l] dt=t-Injt+1|=2x+1-In|y2x+1+1+C

t+1
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Determina la funcion f:RR — R tal que

f"(x)==2sen2x , f(0)=1 y f(%) =
MATEMATICAS Il. 2016. RESERVA 4. EJERCICIO 2. OPCION B.

RESOLUCION

Calculamos:
f'(x) :j f "(x)dx:j—ZSenZde:—I 2sen2xdx = —(—cos 2x) =cos 2x+C
f(x) :I f ‘(x)dx:J.(cos 2x+C)dx:%sen 2x+Cx+D

Calculamos los valores de las constantes con los datos del problema

f(0)=1= D=1

f(5j=o:>c-ﬁ+1=o:C=—E
2 2 T

Luego, la funcién que nos piden es: f(x) = %sen 2x—gx+1
T
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Sea f:R— R la funcién definida por f(x)= x". Encuentra la recta horizontal que corta a la
- . , 8
grafica de f formando con ella un recinto con area —.

MATEMATICAS Il. 2016. SEPTIEMBRE. EJERCICIO 2. OPCION A.

RESOLUCION

Hacemos un esbozo de las dos funciones. La recta paralela al eje OX tiene de ecuacion y =a

=2

Calculamos los puntos de corte de las dos funciones.

y=a

}:>X4:a:>x:i,4/a.

y=x"*

Como el recinto es simétrico respecto al eje QY, calculamos el area para x >0 y la multiplicamos
por 2

8 . oo x° %_ S @a | S~ aifa| saifa
g_zojo (a—x)dx_Z{ax—?}0 _2-{a\/§—T—O =2 a\/E— = T ¢ =
_sayfa

:%‘ 5 =l=affa={a’=a’=1=a=1
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X

1+ﬂ

MATEMATICAS Il. 2016. SEPTIEMBRE. EJERCICIO 2. OPCION B

Calcula J‘ dx . Sugerencia: se puede hacer el cambio de variable

RESOLUCION

Hacemos el cambio de variable:

Jx=t=x=t

dx =2t dt

Con lo cual:

2 3
| = X _ax=l ogt=| A at
1+ﬁ 1+t 1+t

Es una integral racional, hacemos la divisién y descomponemos

+1

3 3 3
|=I 12t—tdt=I(2t2—2t+2—lijdt=2%—t2+2t—2|n|1+t|=@—x+2ﬁ—2ln‘l+ﬁ‘+c
+
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Considera la region limitada por las curvas y=x%e y=—x?+4x

a) Esboza la grafica de la region dada, hallando los puntos de corte de ambas curvas.
b) Expresa el area como una integral.

c) Calcula el area.

MATEMATICAS Il. 2017. JUNIO. EJERCICIO 2. OPCION A.

RESOLUCION

a) Las dos funciones son pardbolas y podemos dibujarlas dibujarla facilmente con una tabla de
valores.

Calculamos los puntos de corte igualando las dos funciones

y=X2 2 2 2
24 SX ==X +4X=2X —4x=0=>x=0; x=2
y=—X°+4x

Las dos funciones se cortan en los puntos (0,0) y (2,4)
b) El &rea de la regién pedida es:

A=IZ((—x2+4x)—(x2)) dx=jz(—2x2+4x) dx

c) Calculamos el area

2 3 272
A:j (—2x% +4x)dx = _ax X =(—E+E)—(O):§ u?
0 3 2], L3 2 3
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Calculaj‘ \/?+\/_ (sugerencia t=(‘/?).

MATEMATICAS II. 2017. JUNIO. EJERCICIO 2. OPCION B

RESOLUCION

Como el cambio es t =4/ x =t * = x, vamos a calcular cuanto vale dx:

4t *dt =dx
Calculamos los nuevos limites de integracion:
x=1=t=41=1

X=16=>t={16=2

Sustituyendo, tenemos:

2 4t 3dt r4t 2dt

16 dx
L ﬁ+4/?_.[1t2+t_ 1 t+1

Hacemos la division de los dos polinomios, con lo cual:

2 443 2412 2
4t dt:J' 4t 2dt :I d—ae 2 gt =[2t2—at+4inft+1] =
1 1 1

16 dx
jl \/?+(‘/? _J‘lt2+t 1 t+1 t+

=(8-8+4In3)—(2-4+4In 2)=2+4Ing:3'62
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Considera la funcion dada por f(x)=,/3+|x| para xe[-3,3].

a) Expresa la funcion f definida a trozos.
3

b) Hana_[ £ (x) dx

-3

MATEMATICAS Il. 2017. RESERVA 1. EJERCICIO 2. OPCION A.

RESOLUCION

a) Abrimos la funcion

1/3—x si —3<x<0
f :«/3 =
) +|X| {«/3+x Si 0<x<3

b) Calculamos la integral

3 0 3 0 1 3 1
_[ f(x)dx:j 3_x dx+J‘ 3+ X dx:J. (3—x)2dx+J. (3+%)? dx=
-3 -3 0 -3 0
37 0 373
2

| 2(3-%) 2B+X) 2| _gm
=== T 86-43

-3 0
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Sea f:R — R lafuncion definida por f(x)= xarctg(x). Determina la primitiva de f cuya
grafica pasa por el punto (0, 7).
MATEMATICAS II. 2017. RESERVA 1. EJERCICIO 2. OPCION B.

RESOLUCION

Calculamos la integral por partes

F(x):J.xarctgxdx_—arctgx——J. :_arCtQX——UldX+J. -1 dx}
1+x°? 1+x°

x 2 1
:—arctgx——x+ arctgx+C
2 2 2

dx

u=arctgx; du=
J 1+x°2

2
dv:xdx;v:x—
2

Calculamos el valor de la constante C.
FO=n=>n=0-0+0+C=C=x

2
Luego, la primitiva que nos piden es: F(x) = X?arctg X —%x+%arctg X+
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Sea f la funcion definida como f(x)=(x+2) In(x) para x>0, donde In(x) representa al
logaritmo neperiano de Xx.

a) Calcula j f(x) dx

b) Encuentra la primitiva de f cuya gréafica pasa por el punto (1,0).
MATEMATICAS Il. 2017. RESERVA 2. EJERCICIO 2. OPCION A.

RESOLUCION

Vamos a calcular la integral, que es una integral por partes.

u=Inx; du:idx
X
2

dv =(x+2)dx; v:X?+2x

2

2 2
I :I(x+2)-lnxdx: X—+2x -Inx—J-l X—+2x dx = X—+2x -Inx—1x2—2x+C
2 x|\ 2 2 4

Calculamos una primitiva que pase por el punto (1,0).
2
F(x)= X ox | nx—ix—oxsc=o=[L1i2)m-tooicoc 22
2 4 2 4 4

2
Luego, la primitiva que nos piden es: F(x) = (X?+2xj-ln x—lx2 —2x+g
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2

a) Halla J‘X—S dx (sugerencia t=1+x°).
(L+x%)2

b) Halla la primitiva cuya grafica pasa por (2,0).

MATEMATICAS Il. 2017. RESERVA 2. EJERCICIO 2. OPCION B.

RESOLUCION

a) Como el cambio es t =1+ x*, vamos a calcular cuanto vale dx:

3x%dx =dt = dx = dt

Sustituyendo, tenemos:

j 3 j .[t Zdt_l 7 -2 2 _.c
1
(1+x°)?2 t?2 3~ 3y 1+x°

b) Hallamos la primitiva que pasa por el punto (2,0).

F() =2 1 CoF(2) =2

—+C=O:>C=E
3y 1+x3 3{1+2° 9

Luego, la primitiva que nos piden es: F(x) =— 2

3J1+x°

2
+_
9

www.emestrada.net



8
1
Sea I=I ——dx
02+«/x+1

a) Expresa | aplicando el cambio de variable t=2+./ x+1.

b) Calcula el valor de I.
MATEMATICAS Il. 2017. RESERVA 3. EJERCICIO 2. OPCION A.

RESOLUCION

a) Como el cambioes t = 2+\/ X+1= \/ X+1=t-2=, vamos a calcular cuanto vale dx:

dx = dt = dx = 2(t - 2) dit

1
2x+1

Calculamos los nuevos limites de integracion:
X=8=1t=2+,/8+1=5
X=0=>t=2+,/0+1=3

Sustituyendo, tenemos:

| =_[8; dx=IS%-Z(t—Z)dt=2I35a;—2)dt=2j35[1—%)dt

0244 X+1 3

b) Calculamos el valor de I:

5
=2 (1—%)dt:2[t—2lnt]::2[5—2In5]—2[3—2|n3]:4+4Ing
3

www.emestrada.net



Considera la region limitada por la grafica de la funcion dada por f(x)=./2x—2 para x>1,

larecta y=x-5 y el eje de abscisas.
a) Esboza la gréafica de la region dada, hallando los puntos de corte entre la grafica de fy las

rectas.

b) Expresa mediante integrales el area del recinto anterior.

c) Calcula el area.

MATEMATICAS I1. 2017. RESERVA 3. EJERCICIO 2. OPCION B.

RESOLUCION

a) Hacemos el dibujo del recinto:

L

Calculamos los puntos de corte:

o 2)5(_2}:>\/m:x—5:>2x—2:x2+25—10x:>x2—12x+27:03x:9
y=x-

Luego, se cortan en el punto: (9,4)

y:OZX_Z}:> 2X—2=0=2x-2=0=>x=1
y:

Luego, se cortan en el punto: (1,0)

) A= (V220 dx+ [ (V2x=2-x+5) o

5

c) Calculamos el area

A:Ils(m—o) dx+j

3 5 9

3
_2)2 _2)2 2
(,/2x—2—x+5)dx=% +%—%+5x :4—:u2

9

5
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: 1

ol+§/?

MATEMATICAS Il. 2017. RESERVA 4. EJERCICIO 2. OPCION A.

Calcula j dx (sugerencia t= %/?)

RESOLUCION

Ix=t=x=t>

dx =3t 2 dt

) _ ~ x=0=t=0
Calculamos los nuevos limites de integracion:
Xx=3=>t= %/5

Con lo cual:

|:I —3t 2dt=3j — dt:3j (t—1+—jdt =3.| ——t+In(l+t) | =
o 1+t o\ 1+t 0 1+t 2 0

— 3.{%_3/5+ In(1+£/§)}
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1 2
Calcula j X—+12 dx
0 (X+1)

MATEMATICAS Il. 2017. RESERVA 4. EJERCICIO 2. OPCION B.

RESOLUCION

Como el polinomio del numerador y del denominador tienen igual grado, lo primero que hacemos

es dividir.
L x?241 ! 2X 1 Yoox
J.o 2 =Io(1_(x+1)2] dx:[x]o_zjo((xﬂ)zj o

Calculamos las raices del denominador: (x+1)?=0=x=-1; x=-1

Descomponemos en fracciones simples:

X A+ B  AXx+1)+B
(x+D? x+1 (x+1)° (x+1)?

Como los denominadores son iguales, los numeradores también tienen que serlo. Para
calcular A'y B sustituimos el valor de la raiz y otro valor en los dos numeradores

X=-1=-1=B
Xx=0=0=A+B=0=A-1=A=1

Con lo cual:

Xt X N (o
'[0 (x+1)° dX:[X]O_ZJ‘o((X+1)2} dX:[X]O—ZL(mj dx_zjo[(x+1)2jdxz

1 1 17T
:[X]O—Z[In(x+1)]0+2[m} =1-2In2-1+2=2-2In2

0
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Determina la funcion f :R— R tal que f'(x)=x-e*, cuya grafica pasa por el origen de
coordenadas y tiene un extremo relativoen x=1.
MATEMATICAS Il. 2017. SEPTIEMBRE. EJERCICIO 2. OPCION A.

RESOLUCION

Integramos dos veces, por partes, para calcular la expresion de f (x).

f'(x)=Ix-exdx:x-ex—jexdx:x-e*—e“rc

U=Xx; du=dx

dv=e*dx; v=e*

f(x):j(x-ex—eX+C)dx:x-eX—eX—eX+Cx+D

Calculamos los valores de C y D.
-Pasapor (0,00=0-e’-e’°+0+D=0=D=2
- Extremo relativoen x=1 = f'(1)=0=e-e+C=0=C=0

Luego, la funciénes: f (x)=x-e*—-2e”+2
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Considera el recinto del primer cuadrante limitado por el eje OX, la recta y = x, la grafica
1

y=— ylarecta x=3.
X

a) Haz un esbozo del recinto descrito.
b) Calcula el area del recinto

. . - 1 1 , : : )
¢) Si consideras la grafica y=— en lugar de y=—, el area del recinto correspondiente ;sera
X X

mayor o serd menor que la del recinto inicial.?. ;Por qué?
MATEMATICAS Il. 2017. SEPTIEMBRE. EJERCICIO 2. OPCION B

RESOLUCION

a) Hacemos un esbozo del recinto

b) Calculamos el area del recinto
1 3 2t 3
A=A1+A2=I (x—O)dx+I (is—ojdx= X {— 12} ESE S ST
0 L \X 2 |, 2x° |, 2 18 2 18

3 3
c) Sera mayor. Ya que AZ:J (%—Ojdx:[— 12} :—i+£:£u2
1 \X 2x°], 18 2 9

3
y si utilizamos la funcién l, entonces: A, =j (i—ojdx=[ln x]f =In3-In1=1'09 u?
X L \x
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Considera las funciones f,g:R — R dadas por f(x)=6x-x*y g(x) =‘ x2—2x ‘ .

a) Esboza el recinto limitado por las gréaficas de fy g y calcula los puntos de corte de dichas
graficas.

b) Calcula el area del recinto limitado por las gréaficas de fy g.

MATEMATICAS I1. 2018. JUNIO. EJERCICIO 2. OPCION A.

RESOLUCION

a) Dibujamos la funcién f(x) =6x—x> que es una parabola, calculando el vértice y haciendo una
x?—2x si x<0

tabla de valores. Abrimos la funcion g(x):‘ x2—2x‘= —Xx?+2x si 0<x<2 y hacemos el
X?—=2x si x>2

dibujo.

-
=

e ~ w S wn =S ~3 @ ©

Calculamos los puntos de corte de las dos funciones:

y =6Xx— x> . ,
2, =S6X—X"=X"-2X=2X"-8x=0=>x=0 ; x=4
y=X"—2X

Luego, los puntos de corte son el (0,0) y (4,8)

b) Calculamos el area que nos piden
2 4

A=A +A, :J. [(GX—XZ)—(—x2+2x)]dx+I [(GX—XZ)—(XZ—ZX)]dx:
0 2

2 4 3 4
:I 4xdx+J. (—2x2+8x)dx=[2x2]2+ —2i+4x2 =8+(—@+64J—(—E+16j=§ u?
0 2 0 3 ) 3 3 3

www.emestrada.net



2

Considera las funciones f,g:R — R dadas por f(x)=3-x’y g(x)=—XT.

grafica de g.

puntos de corte entre las graficas (y la recta).
c) Calcula el &rea del recinto descrito en el apartado anterior.
MATEMATICAS I1. 2018. JUNIO. EJERCICIO 2. OPCION B.

a) Calcula la ecuacion de la recta tangente a la grafica de f en el punto de abscisa x=1y
comprueba que también es tangente a la grafica de g. Determina el punto de tangencia con la

b) Esboza el recinto limitado por la recta y=4-2x y las graficas de f y g. Calcula todos los

En el examen original habia un error. Las graficas estaban cambiadas, es decir, feragy g eraf.
RESOLUCION

a) La ecuacion de latangentees y— f (1) = f'(1)-(x-1)
Calculamos: f(1)=3-1?=2
f'X)=-2x=f'Q)=-2-1=-2
Sustituimos y calculamos latangente: y—f()=f'Q)-(x-)=>y-2=-2(x-1) = y=—-2x+4

Comprobamos que también es tangente a ¢
2

_ X 2
900 ==l L X i 4—x? 8x116=0=>x=4
y=—-2X+4

Luego, es tangente y el punto de tangencia es (4,—4).
b) Hacemos el dibujo de las dos parabolas y la recta.

Los puntos de corte son: (1,2),(2,-1), (-2,-1) y (4,-4)
c) Calculamos el &rea que nos piden.

A=A, +A, :J 2[(—2x+4)—(3—x2)]o|x+J 4[(-2x+4)—(—"7zﬂdx:

2 4 x2 x 3 2 x3 4
:J- (x2—2x+1)dx+J. S 2x+4 |dX=| ——XP+X]| +|—=—x"+4x| =
1 2\ 4 3 12

1 2
(8 g Loara]+[ 4 16116 |- 2 a4g )1 v
3 3 12 12
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Sea f :R — R lafuncion definida por f(x)=e?™*

a) Calcula la ecuacion de la recta tangente a la grafica de f en el punto de abscisa x=2.
b) Esboza el recinto limitado por la grafica de f, el eje de ordenadas y la recta x+y=3.
c) Calcula el area del recinto indicado. )

MATEMATICAS Il. 2018. RESERVA 1. EJERCICIO 2. OPCION A.

RESOLUCION

a) La ecuacion de la recta tangente sera y— f(2) = f '(2)-(x—2)

- f(2)=e’=1
S f)=—e’ = fi(2)=—e"=-1

Sustituyendo, tenemos que: y—f(2)=f'(2)-(x-2)=> y-1=-1-(x-2)=> y=—x+3

b) Dibujamaos el recinto que nos dicen.

¥

-2

c) Calculamos el area del recinto

I:[(ez‘x)—(—x+3)] dx=J‘:(e2‘X +x—23) dx={—e2‘X +X72—3x}0 =(-e°+2-6)—(-e®)=e’-5u’
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Considera la funcion f :[—g,+oo)—>R definida por f(x)=In(2x+e), donde In denota

logaritmo neperiano.

a) Haz un esbozo de la gréfica de f calculando sus puntos de corte con los ejes coordenados.
b) Calcula el area del recinto limitado por la gréafica de fy los ejes de coordenadas.
MATEMATICAS Il. 2018. RESERVA 1. EJERCICIO 2. OPCION B.

RESOLUCION

a) Calculamos los puntos de corte con los ejes.
: 1-e
Corteconeleje X = y=0=In(2x+e)=0=e’ =2x+e= X==

CorteconelejeY =>x=0=>y=lhe=y=1

—e ] i .
Larecta x = > es una asintota vertical, ya que Ilme In(2x+€)=-o0

X—>—=
2

b) Calculamos la integral Iln (2x+e)dx que es por partes.

2

2X+e
dv =dx V=X

u=In(2x+e); du= dx

Iln(2x+e)dx=x~ln(2x+e)—j 2X dx
e

2X+
La integral que sale es racional, dividimos y la hacemos

2X dx=x.ln(2x+e)—J.(1— € ]dx:
2X+e 2X+e

Iln(2x+e)dx:x-ln(2x+e)—j

x-In(2x+e)—jdx+Ej 2 dx=x-In(2x+8)—x+ SIn(2x+6)+C
2J 2x+e 2
Calculamos el area que nos piden.

0

0 e
In(2x+e)dx=| x-In(2x+e)—x+=In(2x+e =——
j—e ( ) { ( ) 2 ( )}l—e 2 2 2
2

2
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. ., . 1 .,
Determina la funcion f :(1,+9)— R sabiendo que f'(x)=-——= y que la ecuacion de la

(x-1)
recta tangente a la grafica de f en el punto de abscisa x=2 es y=x+2.
MATEMATICAS I1. 2018. RESERVA 2. EJERCICIO 2. OPCION A.

RESOLUCION

Calculamos f '(x)

C

f'(x):j ! dx=j(x—1)‘2 dx =

—
(x=1° (x-1)

Calculamos f(x)

-1
f(x)=J.((X_1)+Cj dx=—In|x-1+Cx+D

La recta tangente en el punto x =2 tiene de pendiente 1, es decir, que f '(2) =1, luego:

-1

f'(2)= 7

+C=1=C=2

En el punto x =2, la recta tangente y la funcion coinciden, es decir, que f(2) =4, luego:
f(2)=-In|2-1+2-2+D=4=D=0

Luego, la funcién que nos piden es: f(x) =—In|x—1+2x
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Sea f :R — R la funcion definida por f(x)= xcos (g)

a) Calcula I f(x) dx

b) Encuentra la primitiva de f cuya grafica pasa por el punto (0,1).
MATEMATICAS Il. 2018. RESERVA 2. EJERCICIO 2. OPCION B.

RESOLUCION

Vamos a calcular la integral | = J‘x'cosigj dx, que es una integral por partes.

u=x; du=dx

dv:cosidx; v:Zseni
2 2

F(x) :Ix-cos X dx:2x-sen§—2J‘sen§dx:2x-sen§+4cos§+c
2 2 2 2 2

Calculamos la constante:
F@O) =1=2-0-sen0+4cos0+C=1=C=1-4=-3

Por lo tanto, la primitiva que nos piden es:

F(x) — 2X-sen>+ 40082 -3
2 2
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Siendo a>1, considera el rectdngulo de vértices A(1,0),B(1,1),C(a,1) y D(a,0). La grafica de

la funcion f definida por f(x)= iz para x =0 divide al rectangulo anterior en dos recintos.
X

a) Haz un esbozo de la grafica de fy del rectangulo descrito.

b) Determina el valor de a para el que los dos recintos descritos tienen igual area.
MATEMATICAS Il. 2018. RESERVA 3. EJERCICIO 2. OPCION A.

RESOLUCION

a) Hacemos el dibujo

b) Calculamos el area de dicho recintos.

El area del primer recinto es:

Alz‘[la (%)dx:[—ﬂj:[_ij_(_l):_iﬂ U2

El area del segundo recinto es igual al area del rectdngulo menos el area del primer recinto:

A, = (a—1)+£—1:a+1—2 u?’
a a
Igualando las dos areas tenemos que:

A1:A2:—1+1:a+£—2:a2—3a+2:03a:2 ;a=1
a a
Luego, el valor que nos pidenes a=2, yaque a>1

www.emestrada.net




In2

dx donde In denota logaritmo neperiano (sugerencia t=¢e ™).

X

Calcula I
o 1+e

MATEMATICAS Il. 2018. RESERVA 3. EJERCICIO 2. OPCION B.

RESOLUCION

Calculamos la integral indefinida con el cambio que nos dicen: e* =t = e*dx =dt

1+e” 1+t t 1+1)-t

Descomponemos en fracciones simples:

1 ___ A _B_At+B(+t)
@+t)-t 1+t t @+t)-t

Como los denominadores son iguales, los numeradores también tienen que serlo. Para calcular Ay B
sustituimos los valores de las raices en los dos numeradores.

t=-1=1=-A=A=-1
t=0=1=B

Con lo cual:

+Inle*|+C

j L dt:J’_—1dt+J.%dt:—In|l+t|+ln|t|+C:—In‘1+eX
@+t)-t 1+t t

Calculamos la integral definida que nos pedian

Tnz =[—In3+|n2]—[—|n2+|n1]=2In2—|n3:Inf
0 3

jmz L -dx=[~Inft+e”
o 1l+e

+In‘ex
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Considera las funciones f,g:R — R definidas por f(X)=—x’—x+3 vy g(x)=|x|.

a) Esboza el recinto limitado por las graficas de fy g y calcula los puntos de corte entre ambas
graficas.

b) Calcula el area del recinto descrito en el apartado anterior.
MATEMATICAS I1. 2018. RESERVA 4. EJERCICIO 2. OPCION A.

RESOLUCION

a) La funcion f(x) =—x*—x+3 es una parabola cuyo vértice esta en el punto (— %?) y corta al
. —1—1/13 -1+413
eje X en los puntos (TOJ y (%\/—OJ

X si x=0

La funcion g(x) :| X | :{ 0 son dos rectas, que son la bisectriz del 1°y 3* cuadrante.

—X Si X<

Calculamos los puntos de corte de las graficas.
—X?—X+3=Xx=x’+2x-3=0=>x=1; x=-3. Sblo sirve x=1

—x?~x+3=-x=>x2-3=0=>x==% /3. Sélosirve x=—,/3
b)
0 1
A:I [(—xz—x+3)—(—x)]dx+j [(—xz—x+3)—(x)]dx=j
_\/5 0
3 0 3 !
:{—X—+3x} +{—X——x2+3x} =— ﬁ—Bﬁ +(—1—1+3j:2 3422513 u?
3 R 3 3 3

0

0

1
(—x2+3) dx+_[ (=X —2x+3) dx =
NE) 0
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Jax  si 0<x<8
Se sabe que la funcién f :[0,+00]— R dada por f(x)=4 y2_3 es continua.
si x>8

X—4
a) Determina a.

10
b) Para a=8, calcula jo f(x)dx

MATEMATICAS Il. 2018. RESERVA 4. EJERCICIO 2. OPCION B.

RESOLUCION

lim J/ax = /8a

x—8~

a) 2 39 = 8a=8=a=8
lim =8
x—8" X—4

b) j:of(x)dx:j:\/admjmxz_%dx

8 x—4

Como el polinomio del numerador tiene mayor grado que el polinomio del denominador, lo primero
que hacemos es dividir, con lo cual:

2 2
jx —32 dx:I(x+4)dx+j_—1(3dx:X—+4x—16|n| x—4|
X—4 X—4 2

2 10
dx:{x?+4x—16ln| x—4|} :[(50+40—16In6)—(32+32—16In4):|:26—16In§

8

102 -32
Iz_-[s X—4

Por lo tanto:

10 8 10 x* 32 128 3 206 3
jo f(x)dx_'[OJBXdXJrJ8 2 dx_?+26—16lnE_T—16lnE
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Considera la funcion f definida por f(x)=axIn(x)—bx para x>0 (In denota la funcion
logaritmo neperiano). Determina a y b sabiendo que f tiene un extremo relativo en x=1y que

J’Z f(x) dx=8In(2)-9

MATEMATICAS II. 2018. SEPTIEMBRE. EJERCICIO 2. OPCION A.

RESOLUCION

Calculamos la derivada de la funcion: f'(x)=aln(x)+a-b

Extremo relativoen x=1= f'Q)=0=a-b=0=a=b

Vamos a calcular la integral | :I(ax-ln x—ax) dx, que es una integral por partes.

u=Inx; du:ldx
X

2
dv:axdx;v:a%

ax? 1 ax? ax® 1(ax?) ax® ax? 3ax?
I :I(ax-lnx—ax)dx=—-ln x——Jaxdx— =—-:Inx-—= - -In
2 2 2 2 2

2 2 272
J‘ £ (x) dx = ax*Inx 3ax :[4aln2_12a}_{_3_a}:4a|n2_9_a:8|n(2)_9:>
1 2 4 2 4 4 2 4

:>2a|n2—%7a=8ln2—9:>a=4

1

Luego, a=b=4
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Considera la funcion f : R — R definida por f(x)=e">*.

a) Determina el punto de la grafica de f en el que la recta tangente es y = —2ex.
b) Esboza el recinto limitado por la grafica de f, la recta y =—2ex y el eje de ordenadas.

c) Calcula el area del recinto descrito en el apartado anterior.
MATEMATICAS II. 2018. SEPTIEMBRE. EJERCICIO 2. OPCION B.

RESOLUCION

a) La pendiente de la recta tangente es —2e . Calculamos la derivada de la funcion y la igualamos a
—2e

f'(x)=-2e ¥ =-2e=e ¥*=e=-2x=1= X:—%

Luego, el punto es: (—%,ej

b) Hacemos el dibujo

c) Calculamos el area del recinto:

0 —2X 0
j (9’2X+2ex)dx: S ex? :(—l)—(—gjtgj:E—l u?
1 2 1 2 2 4) 4 2

2

www.emestrada.net



