VARIABLES ALEATORIAS.

DISTRIBUCIONES DE
PROBABILIDAD

0. - Introduccion

Inferir: sacar una consecuencia de una cosa. Sacar consecuencia o deducir una cosa de
otra.

Puede decirse que la Estadistica es la ciencia que trata de la recogida de datos, su
organizacion y analisis, asi como de las predicciones que, a partir de estos datos, pueden
hacerse. Los aspectos anteriores hacen que pueda hablarse de dos tipos de estadistica:
Descriptiva e Inferencial.

La Estadistica Descriptiva se ocupa de tomar los datos de un conjunto dado,

organizarlos en tablas o representaciones graficas y del calculo de unos ntimeros que nos
informen de manera global del conjunto estudiado. Es aqui donde tiene sentido calcular la
media, mediana, moda, desviacion tipica, etc.
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La Estadistica Inferencial trata sobre la elaboraciéon de conclusiones para una

poblacion, partiendo de los resultados de una muestra (es decir, una parte) de dicha poblacion
y del grado de fiabilidad de las conclusiones.

Esta se aplica en muy diversos campos: en Medicina para investigar sobre los
resultados de un tratamiento; en Sociologia para conocer la opinién de los ciudadanos sobre
un determinado tema.
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1. - Estadistica Descriptiva. Nociones generales

Antes de seguir adelante vamos a concretar el significado de algunos términos basicos

que vamos a usar a partir de este momento:

>

YV V V V

Poblacion o universo es el conjunto de elementos sobre los que se hace un

determinado estudio.
Individuo es cada elemento de la poblacion.

Aunque se utilicen las palabras poblacion e individuo, no se refiere
exclusivamente a personas; por ejemplo, la poblacién puede estar formada por
todos los arboles de un bosque.

Tamaiio de la poblacion es el nimero de individuos que la componen.

Muestra es la parte de la poblacion que tomamos para hacer el estudio.

Tamaiio de la muestra es el numero de individuos que la componen.

Caracteres y variables estadisticas. Caracteres son los aspectos que deseamos

estudiar en los individuos de una poblacion. Cada caracter puede tomar distintos

valores 0 modalidades. Una variable estadistica recorre todos los valores de un

cierto caracter. Las variables estadisticas las podemos clasificar en:
3%  Cualitativas. No toman valores numéricos y se describen con palabras
% Cuantitativas. Son aquellas que se expresan con numeros.

e  Cuantitativas discretas. Toman valores numéricos tales que entre cada
dos de ellos no hay ninguno intermedio. P.e., el nimero de hijos...
o  Cuantitativas continuas. Pueden tomar todos los valores de un intervalo.

P.e., la estatura, el peso...

|§jemplos r'esueltosl

1.- Los 13840 estudiantes de una universidad forman una poblacion. Cada uno
de ellos es un individuo.

Se pueden analizar multiples caracteres: sexo, n° de anos que ha estado matriculado,
edad, estatura, ...

Las variables correspondientes son, respectivamente, cualitativa, cuantitativa discreta
y cuantitativas continuas las dos tltimas.

2.- Sea la poblacién del alumnado de bachillerato de Espafia. En dicha poblacién
se puede estudiar:

Caracteres Valores

Cualitativo El deporte practicado Baloncesto, natacion, ...

Cuantitativo

Discreto | El n°de libros que leen al aiio | 0, 1, 2, 3, ...

Continuo | La estatura 160 cm, 170 cm, ...
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2.- Variables cuantitativas. Distribucion

frecuencias

de

Una vez recogidos los datos, hay que confeccionar una tabla en la que apareceran los

valores de la variable que se estd estudiando y el numero de individuos que toma cada valor.

Es lo que se llama tabla o distribucion de frecuencias.

En las tablas de frecuencias se suele designar: X; , a los valores de la variable.

Frecuencia absoluta (f;) de un dato es el nimero de veces que aparece.

La suma de todas las frecuencias absolutas es el tamario de la muestra o la poblacion

aestudio: |Y. f, =N
i=l1

Frecuencia relativa o proporcién (h;) de un dato es el cociente que resulta de dividir

su frecuencia absoluta entre el nlimero total, NV, de individuos.

L
N

» Latabla de frecuencias de una variable cuantitativa discreta seria, p.e.:

x; | fi h;
0 4 0,118
1 14 | 0412

N 1

|§jemplo resuelto

3.- Se ha realizado una encuesta a 110 matrimonios de una cierta barriada.
Entre las preguntas que se les hicieron figuraba el nimero de hijos. Las

respuestas se pueden recoger en la siguiente tabla:
En la primera columna, la variable x;: numero de hijos.

En la segunda columna, la correspondiente frecuencia absoluta,
fi: numero de matrimonios que tienen ese numero de hijos.

La tercera columna corresponde a la frecuencia relativa, h;. Se
utiliza cuando se desea comparar varias distribuciones similares

con distinto niimero de elementos: h= f /N, siendo N el niimero
total de individuos; en este caso N = 110.
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xi | fi h;
0 4 0,036
1 18 | 0,164
2 41 0,373
3 32 | 0,291
4 11 | 0,100
5 3 0,027
6 1 0,009

110 1
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|Ei'er'cicio

4.- Lanzamos dos dados, sumamos las puntuaciones y anotamos los resultados.
Repetimos la experiencia 30 veces:

11,899, 3 4,11, 7,7, 8 7,5 6,4, 4
7,10, 2,6, 10 7,7,6, 28 7,58 69

Confecciona una tabla de frecuencias.

>

Para las variables cuantitativas continuas, y para las discretas cuando el nimero

de valores de la variable es muy elevado, utilizaremos la llamada tabla o
distribucion de frecuencias, agrupando los valores en intervalos de igual longitud

o clases. El punto medio del intervalo se llama marca de clase, X; , y se calcula

como la semisuma de los extremos del intervalo. Es el valor que representa a todo
el intervalo para el calculo de algunos parametros. So6lo en el caso de que existan
valores muy dispersos tomamos distintas amplitudes. Una vez que se han elegido
las clases, la distribucion de frecuencias se construye igual que para una variable

discreta.

[m, M) Xi fi | hi
[Lo—Ly) | (Lo +Lj)2

Para construir intervalos o clases se sigue el procedimiento:

1.°

2.°

Se localizan los valores extremos, M y m, de todos los datos y se halla el

recorrido , que es la diferencia entre ellos: [ R=M —m

Se decide el nimero de intervalos que se quieren formar, deben estar entre 5 y 20.

Se puede calcular redondeando la raiz cuadrada del nimero de datos: / = \/N

La amplitud o longitud de cada intervalo se calcula dividiendo una longitud, R’

(mayor que el recorrido (R) y que sea multiplo del numero de intervalos) entre el

R!
numero de intervalos: |A = —

/

Se forman los intervalos, de modo que el extremo inferior del primero sea algo
menor que m y el extremo superior del ultimo sea algo superior a M. Los
extremos de los intervalos deben tener una cifra decimal més que los datos, para
no coincidir con ninguno de ellos. Cada extremo so6lo pertenece a una clase. Para
ello, se toman intervalos cerrados por la izquierda y abiertos por la derecha. Un
método para calcular el extremo inferior del primer intervalo seria:

- _R-R

inf =m
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P.e., si tenemos 36 datos en los que el menor es 1 y el mayor es 29, construiremos 6

intervalos(lzx/%:@de amplitud 5 (R =29-1=28 — 30 :%:5).

Ejemplo

5.- Las alturas de 30 alumnos y alumnas de una clase son:
168, 160, 168, 175, 168, 168, 158, 149, 160, 178, 158, 163, 171, 162, 163, 156, 154,
160, 165, 165, 161, 162, 166, 163, 170, 164, 165, 173, 172, 168

Elabora una tabla de frecuencias.

3. - Distribuciones estadisticas. Grdficos

] ]

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 150-155 155-160 160-165 165-170 170-175 175-180

Estat de 40 chi de 14 aii
Suma de resultados de 2 dados (140 lanzamientos) atura de 49 chicos de 14 anos

Las dos distribuciones anteriores dadas graficamente son distribuciones de frecuencia

(la frecuencia indica el nimero de veces que se repite un valor) de variables cuantitativas
(numéricas).

La de la izquierda se denomina diagrama de barras, se utiliza para variables

cuantitativas discretas (la suma sdlo puede tomar valores aislados) o cualitativas. La altura de

las barras es proporcional a la frecuencia (absoluta o relativa) de cada valor. Las barras son
estrechas y se sitiian sobre los valores puntuales de la variable.

Uniendo los extremos superiores de las barras (punto medio del lado superior), se
obtiene una linea poligonal abierta, llamada poligono de frecuencias.

La de la derecha se denomina histograma, se utiliza para variables cuantitativas
continuas (las estaturas pueden tomar valores cualesquiera). Se usan rectdngulos tan anchos
como los intervalos y la altura es la frecuencia absoluta correspondiente a dicho intervalo,

siempre que todos los intervalos tengan la misma amplitud.
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4. - Pardmetros estadisticos

Los parametros estadisticos sirven para sintetizar la informacion dada por una tabla o

por una grafica. Los hay de dos tipos: de centralizacion y de dispersion.

Las medidas de centralizacion representan bien a un conjunto de datos cuando estan

agrupados en torno a ellas, pero no cuando hay bastantes observaciones alejadas de ellas,
siendo preciso considerar otras medidas complementarias denominadas de dispersion.

> Los parametros de centralizacion nos indican en torno a qué valor (centro)

se distribuyen los datos. Uno seria la media aritmética:

% Media aritmética: es el resultado de dividir la suma de todos los valores

entre el numero total de ellos. Se representa por X y se calcula mediante la

expresion:

X, +X,+ X, X,
N N

X =

Si los datos vienen agrupados en una tabla de frecuencias, la expresion

de la media es:

x fi+tx, fo+...+x, f, _>x. f
it it At S, 2 fi

La media es el centro de gravedad de la distribucion. Es decir, si las barras

X =

tuvieran peso, la media es el punto donde habria que sostener la tablilla en que se

sitian. No es representativa si hay valores muy alejados respecto de ella.

> Los parametros de dispersion nos informan sobre cudnto se alejan del centro

los valores de la distribucion. Entre ellos estarian:

% Varianza: es la media aritmética de los cuadrados de las desviaciones de los

. 2 .
datos con respecto a la media. Se representa por §” y se calcula mediante:

=\ 2 2
X.—X) -f. X -J. _
SZZZ( 1 ) f’;oblen: S2:Z l fl_x2

2 fi 2 [

% Desviacion tipica: es la raiz cuadrada positiva de la varianza. Se representa

por § y se calcula mediante:

[.2
S=VSs

Tanto la varianza como la desviacion tipica nos indican como de alejados de

la media se encuentran los datos, de tal manera que cuanto menores son estos
dos parametros, mas agrupados se encuentran los valores de la distribucion en
torno a los valores centrales.
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|§jemplos r'esueltosl

6.- Las siguientes graficas corresponden a las notas de dos clases:

0 152

Bedi5.:6.47 89 10 012345678910

En ambas clases, la nota media es, aproximadamente, 6. Pero podemos observar que,
aun teniendo la misma media, estas distribuciones son muy distintas. Esta diferencia
nos la indica la desviacion tipica. En 3° B los datos estan mas alejados de la media: hay
muchas notas bajas (1, 2) y muchas altas (8, 9, 10), por esta razon la desviacion tipica
es mayor que en 3° A, donde la mayor parte de las notas son intermedias (5, 6, 7).

Las calificaciones en la asignatura Matemadticas de los 40 alumnos de una

clase vienen dadas por la siguiente tabla:

Calificaciones 1(23|4|5|6]7|8

Numero de alumnos |2 |2 |4 (5|8[9(3(4|3

Hallar la calificacién media, la varianza y la desviacion tipica.

|Ei'er'cicios

xi | f | xfi| x% Para resolverlo, los calculos se disponen como en la tabla
1 2 b 2 del margen:
_ 212

2 2 4 8 Media: x =——=5,3
3 4 12 36 40
4 | 5 [20] 80 , , 1296 )
5 3 20 200 Varianza: s —W—SJ =431
6 o >4 | 324 Desviacion tipica: s =+/4,31=2,08
7 3 21 147
8 4 32 256
9 3 27 243

40 | 212 | 1296

8.- Las urgencias atendidas durante un mes en un centro de salud fueron:
1532164223435101533624632432135

Halla la media, la varianza, la desviacién tipica y representa los datos.

9.- Dada la siguiente distribucion estadistica:

Halla la media, la varianza, la desviacién tipica y representa los datos.

Intervalo

[0, 5)

[5, 10)

[10, 15)

[15, 20)

[20, 25)

[25, 30)

fi

4

6

7

10

2

1
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5. - Variables aleatorias discretas y continuas

Si consideramos el experimento aleatorio consistente en lanzar tres monedas, el

espacio muestral asociado sera:
E = {CCC, CCX, CXC, CXX, XCC, XCX, XXC, XXX}

Para poder estudiar matematicamente este experimento, primero es necesario asignar a
cada uno de estos sucesos un numero, de manera que el problema probabilistico sobre un
espacio de sucesos se traslada a otro mas manejable como es el de los numeros reales. Por

ejemplo, podemos asociar a cada resultado el numero de cruces obtenidas:
ccC—0 CCX > 1 CXC—1 CXX -2
XCC—1 XCX -2 XXC -2 XXX — 3

Es evidente que si aplicamos otro criterio, por ejemplo, el numero de caras obtenidas,
el nimero asignado sera otro.

A cada una de estas aplicaciones se le llama variable aleatoria, y se representa por

letras mayusculas, por ejemplo, X, y los diferentes valores que puede tomar, con la misma

letra, pero en minusculas: {x,x,,...,x,}.

Dado un experimento aleatorio y su espacio muestral asociado (£), llamamos variable

aleatoria a toda funcion (aplicacion) que asocia a cada suceso (w) del espacio muestral un

numero real:

X:E—->R
o > X(w)=x,

En el ejemplo de las monedas el recorrido de la variable aleatoria: X (w) = {O, 1,2, 3}

O sea, para hablar de variable aleatoria, nuestro experimento tiene que ser de tal

forma que cada posible resultado se pueda expresar mediante un numero.
Serian variables aleatorias, p.e.:

e Edad de una persona elegida al azar.
e Altura de un arbol.

e Numero de caras al lanzar dos monedas.
No serian variables aleatorias, p.e.:

e Sacar una bola de una urna que contiene bolas blancas, negras y rojas

e FElegir al azar una persona que le guste el cine.

Estos ultimos ejemplos podemos plantearlos de otra forma para que fueran variables
aleatorias. Por ejemplo, si asignamos al suceso “le gusta el cine” el valor 1 y al suceso “no le
gusta el cine” el valor 0, ya tendriamos definida una variable aleatoria sobre el experimento
elegir una persona, que valdria 1 si le gusta el cine y 0 si no le gusta.
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El concepto de variable aleatoria surge ante la necesidad de cuantificar los resultados

de los experimentos aleatorios para poder realizar un estudio matematico de dichos resultados

El concepto de variable estadistica y variable aleatoria es muy similar, solo que en

variables estadisticas contamos y partimos de datos concretos, mientras que en variables

aleatorias partimos de lo que puede pasar antes de realizar el experimento.

Asi pues, con variables aleatorias, también hacemos la division en discretas y

continuas:
» Discreta: es aquella que solo puede tomar un numero finito de valores.

P.e., en el experimento aleatorio de seleccionar 5 familias, la variable aleatoria
X = “numero de hermanos” es discreta, puesto que los valores que puede tomar
son finitos: 0, 1, 2, 3, 4...

» Continua: es la que puede tomar un numero infinito de valores en la recta real.

P.e., en el experimento aleatorio de seleccionar 30 corredores de 100 metros, la
variable aleatoria X = “tiempo que tardan en correr los 100 m” es continua,
puesto que puede tomar infinitos valores del intervalo [9 — 25] segundos.

Las variables aleatorias las representamos con los mismos graficos que las variables

estadisticas y podemos calcular los mismos pardmetros.

La diferencia estribara en que en las variables estadisticas miramos las frecuencias
(absolutas o relativas) y en las variables aleatorias miraremos las probabilidades de

ocurrencia de cada suceso.
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6. - Distribuciones de probabilidad

Existen muchos fendémenos que se observan y de los que se recogen datos que
permiten hacer tablas de frecuencias y calcular la media y la desviacion tipica.

Una de las tareas fundamentales en el analisis de datos es la realizacidon de inferencias,

lo que implica el uso coordinado de las variables estadistica y aleatoria.

La variable estadistica es un primer modelo matematico que representa los datos

obtenidos en una muestra. Sabemos que las variables estadisticas se estudian a través de las

distribuciones estadisticas. Estas se ponen de manifiesto de forma empirica; es decir, por

medio de la observacioén o la experimentacion. Las principales actividades relacionadas con
las distribuciones estadisticas son: la recogida de datos en tablas, el calculo de los

correspondientes parametros y la construccion de los diversos graficos.
Este tipo de estudios no son suficientes para establecer una teoria general.

La variable aleatoria supone un segundo nivel de modelizacion, al imaginar que la

toma de datos se extiende al total de la poblaciéon de donde se tomd la muestra. Por ello, se
generaliza y se construyen distribuciones teoricas de probabilidad, es decir:

Las distribuciones de probabilidad, son idealizaciones de las

distribuciones de frecuencias relativas.

Dependiendo del tipo de variable aleatoria, estas distribuciones podran ser discretas o

continuas.

Una de las distribuciones de probabilidad discretas més utilizada en la practica es la

distribucion binomial o de Bernoulli.

Entre las variables aleatorias continuas vamos a mostrar una distribucion que se

ajusta a un gran numero de variables de nuestro entorno: la distribucion normal o de Gauss.

Los parametros de una distribucion de probabilidad tienen el mismo significado que

los de una distribucion estadistica, aunque conviene distinguirlos, de modo que la media, la

varianza y la desviacion tipica se representaran mediante los simbolos: W, 6° y G.
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a) Distribuciones de probabilidad de variable discreta

Cuando la variable estadistica es discreta, la distribucion estadistica expresa las

frecuencias relativas de un conjunto de datos, y su idealizacion, que es la distribucion o

funciéon de probabilidad de variable discreta se define por medio de la funcion, f{x;), que

asocia a cada valor x; de la variable aleatoria X su probabilidad p;:
f(x;))=P(X=x,)=p,

En general, la funcion de probabilidad se suele dar en forma de una tabla en la que

aparecen las probabilidades de los diferentes valores que puede tomar la variable aleatoria

discreta. Se representa mediante un diagrama de barras.

X X1 X2 X3 ooe Xy,

S&x)=PX=x)=pi | p1 | P2 | P3| +-+ | Pn

La funcion de probabilidad verifica las siguientes propiedades:

1. La probabilidad p; , es un nimero no negativo entre 0y 1: |0 < p, <1

2. Lasuma de todas las probabilidadeses 1: |p, + p, +...+ p, = Zpl. =1

3. La probabilidad de que una variable aleatoria tome algiin valor dentro de un
conjunto de valores concretos es la suma de las probabilidades asociadas a cada

unodeellos: [ P(a< X <b)=P(X=a)+...+ P(X =b)

Ejemplo resuelto

10.-En el experimento aleatorio consistente en lanzar tres monedas,
consideramos la variable aleatoria “nimero de cruces en el lanzamiento de
tres monedas". Construir la tabla de distribucién de probabilidad:

El espacio muestral esta formado por 8 sucesos elementales:

E = {CCC, CCX, CXC, CXX, XCC, XCX, XXC, XXX}

Si asignamos a cada uno de estos sucesos un numero que representa el numero de

cruces obtenidas:
CCC—-0 CCX > 1 CXC -1 CXX -2
XCC—>1 XCX -2 XXC -2 XXX =3

V, tenemos en cuenta que cada uno de los sucesos tiene una probabilidad de 1/8; la

distribucion o funcion de probabilidad sera:

X; o] 1]27]3
pi=P(X=x) | 1/8]3/8]38]18
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b) Distribuciones de probabilidad de variable continua

Cuando la variable estadistica es continua, para representar graficamente los

resultados de los experimentos utilizamos el histograma de frecuencias, en el que el area de

cada rectdngulo representa la frecuencia relativa de cada intervalo (por comodidad

consideramos que la amplitud del intervalo es una unidad).

Si vamos disminuyendo la amplitud de los intervalos y aumentando el tamafo de las

muestras obtendremos un histograma con rectdngulos cada vez mas estrechos. En todos estos

rectangulos se sigue verificando que su area es la frecuencia relativa correspondiente al

intervalo. Si el proceso de ir acortando la longitud de los intervalos se repite indefinidamente,

los poligonos de frecuencias correspondientes tienden a una linea curva continua que

llamaremos funcion de densidad.

F. relativas

Ejemplo resuelto

0.61 Figura A 0ig Figura B 06
1]
0,4~ $0,4- 0,4
©
- 5 5 f
0,2- w 0,2 - 0.2 /\
0~1s0 160 170 180 k190 0150 155 160 165 170 175 180 185 190 0150 155 160 165 170 175 180 185 190
Altura (cm) Altura (cm) Altura (cm)

11.-En el siguiente ejemplo se muestra el peso de las nifias recién nacidas en un
determinado hospital.

X
(peso
en kg)

f,

numero
de nifias

h,»=i

frecuencia
relativa

(1.8

1

0,01

[1.52)

2

0,02

[2;2,5)

5

0,05

[2,5 3)

20

0,20

[3;3,5)

40

0,40

[3,54)

26

0,26

[4;4,5)

5

0,05

[4,5; 5]

1

0,01

Total

N=100

1

Para hallar, por ejemplo, by

la frecuencia relativa de que una

ninia_tenga el peso comprendido

entre 2,75 kg y 3,75 kg, hacemos

la representacion grdfica

frecuencia relativa

(histograma) y calculamos el

darea de la zona coloreada

correspondiente (por comodidad

consideramos que la amplitud del

intervalo es una unidad), y obtenemos:

h(2,75<X<3,75)=0,5-0,20+1-0,40+0,5-0,26 = 0,63

Si disminuimos la amplitud de los intervalos las frecuencias

relativas tienden a la probabilidad, de forma que:

\ funcién de

P(2,75< X £3,75) = {érea del recinto sombreado de la ﬁgura} /B \ densicad

a b X
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Resumiendo, cuando la variable es continua, la distribucion estadistica viene dada

mediante un histograma de frecuencias y su idealizacion, que es la distribucion de

probabilidad de variable aleatoria continua se define por medio de una funcion, f(x),cuya

grafica es esa curva limite, que se llama funcion de densidad.

500; ESTATURA, EN CENTIMETROS, ESTATURAS DE CHICAS
DE 1500 CHICAS

400+ =

300r Idealizacion
—_—

200F

100F

e
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Asi pues, en una variable aleatoria continua, no existe el concepto de funcion de
probabilidad tal cual, sino que se utiliza el concepto de funcion de densidad, esta funcion nos
permite hallar probabilidades mediante el calculo de dreas. Su significado es que la

probabilidad de que la variable aleatoria continua tome valores dentro de un intervalo es igual
al darea bajo la curva en el intervalo citado.

La funcion densidad, tiene las siguientes caracteristicas:

1.  f(x)=0 entodo el dominio de definicion.

2. El drea_encerrada bajo la totalidad de la curva f(x) es igual a 1. Es decir,

tomamos como unidad el area bajo la curva completa.

3. Para hallar la probabilidad de que la variable X tome algin valor en un intervalo

(a, b), P(a < X <b), obtendremos el drea que hay bajo la curva en el intervalo
(@ b).

Ol

4. Las probabilidades de una variable continua son siempre de intervalos, no tiene

sentido calcular la probabilidad de que esta tome un valor concreto. Por tanto, la

probabilidad de sucesos puntuales es cero porque el rectangulo correspondiente
no tiene anchura:

P(X=a)=0,|P(X=b)=0
Por tanto, | P(a < X <b) = P(a < X <b)|
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/.- Distribuciéon normal

Entre las distribuciones continuas la mas importante es la llamada distribucion

normal o distribucion de Gauss.

Fue introducida por Carl Friedrich Gauss a principios del siglo XIX en su estudio de
los errores de medida. Desde entonces se ha utilizado como modelo en multitud de variables
de nuestro entorno, por ejemplo, aquellas que se refieren a aspectos bioldgicos, fisicos,
psicologicos, socioldgicos (peso, altura, calificaciones...), etc. y, en general, a cualquier
caracteristica que se obtenga como suma de varios factores, en cuya distribucion los valores
mas usuales se agrupan en torno a uno central y los valores extremos son escasos.

Para determinar esta distribucion, segun Gauss, solo es necesario el conocimiento de

sus pardmetros, que son la media aritmética (1) y la desviacion tipica (). Ademas, debe

conocerse la funcion densidad para fijar correctamente las variables con distribucién normal.

a) Caracteristicas de una distribuciéon normal, N(u, o)

Su funcion de densidad adopta la forma de una campana, conocida con el nombre de

campana de Gauss, curva de Gauss o curva normal. La expresion de la funcion de densidad

de la normal de media |\ y desviacion tipica G, N(U, G), es:

C 1 Y=y
fx)=—=e

Es una funcion de probabilidad continua, simétrica, respecto

de la recta vertical x = p

Su inico maximo coincide con la media, L.

La funcion tiene dos puntos de inflexion enx = QL — Gy enx

=u + o. El ¢je X es una asintota horizontal.

Cuando la media p aumenta, la curva se desplaza hacia la

derecha, y cuando disminuye, se desplaza hacia la izquierda.

Cuando la desviacion tipica ¢ aumenta, la curva es mas

ancha y baja, y cuando disminuye, se hace mas alta y estrecha. P BTE

i l
H=0, U+GC,

Como f{x) es una funcion de densidad, el area comprendida entre el eje X y la curva es
uno, y se distribuye en intervalos de la forma siguiente:

e Enelintervalo (L—G, L+ 0) esta el 68,26% del area total.
e Enelintervalo (L—20, u+20) esta el 95,44% del area total.

e Enelintervalo (L —30, n+30) esta el 99,74% del area total.
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Area = 0,6826

Area = 0,9544

Area = 0,9974

I |

T T - t + T
p—0 p pto =2 & EEle = 30 [ n+ 30

Lo anterior significa que en el primer intervalo esté el 68,26% de los individuos, en el
segundo el 95,44% y en el tercero el 99,74%. Por tanto:

P(u—o,u+0)=0,6826 P(u—-20,u+20)=0,9544 P(n—30,u1+30)=0,9973

En la practica, el calculo directo de probabilidades con el modelo normal N(u, o)
resulta practicamente imposible debido a que la integral de su funcion de densidad no puede
calcularse mediante métodos elementales. Para ello, lo que se hace es reducirlo a otro modelo

normal de media cero y desviacion tipica uno.

8. - Distribucion normal estdandar, N(0, 1)

Es la que tiene de media cero, p = 0, y desviacion tipica uno, ¢ = 1 y se designa con

N(0, 1). En una distribucion normal estandar, la variable se representa por la letra Z y se

llama variable normal estindar o tipificada; 1a funcion de densidad correspondiente es:

2

f@)= J;—ﬂez

La distribucion normal estandar es muy importante porque se encuentra tabulada y no

es necesario calcular el area correspondiente, esto nos permite calcular facilmente las
probabilidades asociadas a los distintos valores de la variable; ademas, cualquier distribucion

normal NV(U, G) se puede tipificar, es decir, se puede reducir a una N(0, 1).

a) Cdlculo de la probabilidad en una distribucién N(0, 1)

v Las tablas de distribuciéon normal N(0, 1) nos dan la
e 10 N(O, 1) probabilidad P(Z < k), para valores de k de 0 a 4, que es el area
Z =
del recinto sombreado del margen.
X
” >
El valor de k£ se busca en las tablas de la siguiente -
CENTESIMAS
manera: las unidades y las décimas se buscan en la columna de k| 0.00001]002]003
la izquierda, y las centésimas en la fila superior. 0,0 |0.5000 05040 0,5080 0,5120
c‘?: 0,1 |0,5398 0,5438 0,5478 0,5517
Reciprocamente, si conocemos el valor de la | = [ 62 |0579 05832 05871 05910
- g 0,3 | 06179 06217 0,6255 0,6293
Qrobabzlzdad P(Z < k), S€ puede saber €l valor de k. Q | 0,4 06554 06591 0,6628 0,6664
o ) ] ) : 0,5 | 06915 0,6950 0,6985 0,7019
Recordar que en una distribucion de variable continua R [L0,6 {0757 0791 07324 07357
oy 0,7580 0,7611 0,7642 0,7673
las probabilidades puntuales son nulas: N L7
E 0,8 |0,7881 0,7910 0,7939 0,7967
> 0,9 |0.8159 0,8186 0,8212 0,8238
‘P (Z= (l) = 0 o Por tantO, P (Z S (l) = P (Z < (l) 1’0 0,8413 0,8438 0,8461 0,8485
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Veamos los distintos casos que se pueden presentar:

» Casogeneral: a>20, P(Z<a)=P(Z< a)l

En este caso las probabilidades se encuentran

directamente en las tablas.

|Ei'emélo

12.-Halla P(Z<1,32) para la distribucion N(0, 1).

13.-Halla el valor de k (exacta o aproximadamente) en el siguiente caso:
P(Z<k)=0,7190

|Ei'ercicios
14.-Halla las siguientes probabilidades en una distribucién N(0, 1):
a) P(Z<0,83)
b) P(Z=2,61)

15.-Halla el valor de k (exacta o aproximadamente) en el siguiente caso:
P(Z<k)=0,8643

> P(Z>a)=1-P(Z<a)

Ejemplo

16.-Halla P(Z>0,74) para la distribucion N(0, 1).

Ejercicio

17.-Halla la siguiente probabilidad en una distribucién N(0, 1): P(Z>1,86)
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> P(Z<-a)=P(Z>a)=1-P(Z<a)

Ejemplo
18.-Halla P(Z<-2,26) para la distribucion N(0, 1).

|Ei'er'cicio

19. - Calcula en una N(0, 1) la siguiente probabilidad: P(Z<-0,75)

» P(Z>2-a)=P(Z<a) N(O, 1)

& 0|

Ejemplo
20.-Halla P(Z>-1,73) para la distribucion N(0, 1).

Ejercicio
21.-Calcula en una N(0, 1) las siguiente probabilidad: P(Z>-2,13)

> P(a<Z<b)=P(Z<b)—P(Z<a)

Ejemplo

22.-Halla para la distribucién N(0, 1) las siguientes probabilidades.

a) P(,43<Z<2,26)
b) P(-0,53<Z <2,46)

Ejercicio

23.-Calcula en una N(0, 1) las siguientes probabilidades:

a) P(0,18<Z<1,29)
b) P(-0,56<Z<1,9)
c) P(-1,83<Z<-1)
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b) Cdlculo de la probabilidad en una distribucién N(u, c).

Tipificacion de la variable

Cuando la variable X no sigue una distribucion normal N(0, 1) sino una distribucion

N(u, o) hay que tipificar la variable, es decir, transformarla en una variable estandar Z que

siga una distribucion normal N(0, 1).

Para realizar esta transformacion es necesario dar los siguientes pasos:

1° Centrar, es decir, trasladar la media de la distribucion al origen de coordenadas.

Esto equivale a hacer p = 0.

2° Reducir la desviacion estandar a 1 (¢ = 1) . Esto equivale a dilatar o contraer la

grafica de la distribucidn para que coincida con la ley estandar.

Y

X—N(12; 0,5) yh X'— N(0;0,5) y| Z—=N(0,1)

Centrar Contraer o dilatar

hacer u =0 hacerc =1
X'=X-12 7o X=12
0,5
o 12 X 0 X o X

Tipificar
hacerp=0 o=1
X-u

Z= =

Estos pasos se consiguen a la vez al realizar el siguiente cambio de variable:

Con lo cual, el calculo de probabilidades se reduce a:

P(XSk):P(ZSk_Mj

(0}
Ejemplo
24 .-En una distribucién N(66, 8), calcular:
a) P(X<70)
b) P(X>80)

c) P(70<X <80)

Ejercicio
25.-En una distribucion N(14, 4) halla P(8<X <20).
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9.- Aplicaciones de la distribucién normal a las
ciencias sociales

La estrategia que seguiremos para la resolucion de problemas sera:

1°% Se escribe la variable aleatoria: X = ...

2° Se escribe el tipo de distribucion de X : N(u, G)
3° Se escriben las preguntas del problema en forma de probabilidad.

Ejemplo

26.-La estatura de 600 estudiantes estd distribuida con media 175 cm vy
desviacion tipica 5 cm. Halla el ndmero de estudiantes con estatura entre

172 y 180 cm.

|Ei'er'cicio
27 .- Se sabe que, en una ciudad, el peso de las personas mayores de 18 afios se
distribuye normalmente con una media de 72 kg y una desviacidn tipica de 6

kg. Calcula la probabilidad de que, tomada una persona al azar, pese mds de
80 kg.
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10.- Distribucién binomial

Una de las distribuciones de probabilidad discretas mas utilizadas en la practica es la
distribucion binomial.

Se conoce como experimento de Bernouilli un experimento aleatorio que sdlo tiene

dos resultados posibles, complementarios entre si.

Los sucesos o resultados de un experimento de Bernouilli se denominan éxite (A) y
fracaso (A°), con probabilidades: P (4) =p, P (A)=¢, siendog=1—p .

Ejemplos de sucesos éxito y fracaso son: si y no, a favor y en contra, mujer y hombre,
mas de 80 kg y menos de 80 kg, es decir, situaciones en las que se consideran dos alternativas

complementarias. A estos experimentos con dos resultados se les denomina dicotomicos.

Decimos que un experimento consistente en la repeticion de n pruebas de Bernouilli
sigue el modelo de una distribucion binomial, cuando tiene las siguientes caracteristicas:

1. El experimento se puede realiza tanta veces como queramos.

2. En cada prueba sélo son posibles dos resultados excluyentes: el suceso A4, llamado
éxito, y el suceso AC, llamado fracaso.

3. Elresultado de cada prueba es independiente de los resultados anteriores.

4. La probabilidad de éxito y de fracaso se mantiene constante en cada prueba a lo
largo de los ensayos, denotandolos por p y ¢, respectivamente. Es decir, si P (4) =

p, entonces P (49) = ¢, siendo g =1 — p.

La distribucion_binomial de parametros n y p se representa por B(n, p), siendo n el

numero de pruebas realizadas y p la probabilidad del suceso éxito.

Si representamos por X la variable aleatoria binomial que representa el numero de

éxitos (r) obtenidos en las n pruebas de un experimento, podemos calcular la probabilidad:
P(obtener r éxitos)=P(X =r) = (:’jp’ q"

Esta expresion se denomina funcion de probabilidad de una distribucion binomial.

Estas variables aleatorias son discretas ya que pueden tomar los valores 0, 1, 2, ..., n,

en las situaciones de n experiencias.

La expresion ( j recibe el nombre de numero combinatorio de n sobre r y sirve para
r

calcular el nimero de combinaciones de n elementos tomados de r en r. Se define:

(e () ()

A n! se le llama factorial de un niimero vy se calcula: |(n!=n-(n—1)-(n-2)-...-2-1
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Dado que en este tipo de experiencias los calculos pueden ser laboriosos, se han
construido unas tablas que nos proporcionan la probabilidad de que la variable X tome
distintos valores, segtn los diferentes valores de n y r.

Estas fablas nos permiten calcular la probabilidad para valores de p<0,5 y de
n<10. Cuando p >0,5, el valor de P(r) en una B (n, p) coincide con el de P(n—r) en
una B (n, 1 —p).

TABLA DE LAS
Para calcular el valor de P(r) en una binomial B (n, p) se DISTRIBUCIONES
BINOMIALES
busca en las tablas la columna correspondiente al valor de p, y de
nl 0,01 | 0,05 | 0,10
entre las fila correspondiente a m se selecciona la fila 1009501 09025 08100
correspondiente a r. 1100198 10,0950 10,1800
20,0001 0,0025 0,0100
B . . . [3]0]0.9703 08574 0,7290
Para calcular el valor de P(X = 3) en una binomial B(4; 1]00204 01354 02430
. - - 20,0003 0,0071 0,0270
0,05) se selecciona la columna correspondiente a p = 0,05, y de % | 00000 00001 0.0010
entre las filas correspondientes a n = 4 se selecciona la fila que [4] 009606 08145 06561
. 10,038 0,1715 02916
corresponde a » = 3. La fila y la columna anteriormente 2| 0.0006 0.0135 00486
. P 3| 0,0000 0,0005 0,0036
seleccionadas se cruzan en el valor buscado, P(X = 3) = 0,0005. 4] 0:0000 0.0000 0.0001

Ejemplo resuelto

28.-El 4% de los CD de ordenador que fabrica una determinada empresa
resultan defectuosos. Los CD se distribuyen en cajas de 5 unidades. Calcula
la probabilidad de que en una caja no haya ningdn €D defectuoso.

Cuando se elige un CD de la caja hay dos unicas posibilidades:
A = “CD en buen estado” 'y A = “CD defectuoso”

Como el resultado de cada prueba es independiente de las demas y la probabilidad del
suceso A es constante, en este caso 0,96, la variable aleatoria X que representa el
numero de CD en buen estado de la caja sigue una distribucion binomial B(5; 0,96)

La probabilidad de que en una caja los 5 CD estén en perfecto estado es:

P(X:S):GJ-O,%5 -0,04° =0,8154

|Ei'er'cicio

29.-Una determinada raza de perros tiene 4 cachorros en cada camada. Si la
probabilidad de que un cachorro sea macho es de 0,55, se pide:

a) La probabilidad de que en una camada dos exactamente sean hembras.
b) Probabilidad de que en una camada al menos dos sean hembras.
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11.- Aproximacién de la binomial mediante la
normal

El matematico Abrahan de Moivre (1667-1754) demostrd que cuando la poblacion es

grande, la distribuciéon binomial B(n, p) se aproxima a una normal:

B(n,p)= N(np,\npq)

es decir, la normal tendria por parametros:

e  Media o valor esperado:

e  Desviacion tipica: |G=+/n-p-q

Suele considerase que la aproximacion es buena cuando ‘n “p2 5| y |n =5 |

Nota: Dado que por mucho que se parezca nunca es igual una binomial que una
normal, seria necesario aplicar en el calculo de probabilidades un ajuste que recibe el
nombre de correccion de Yates. No obstante, para simplificar el proceso se deja de lado esta
diferencia y se calcularan las probabilidades directamente en la curva normal.

Se hara la siguiente correccion: |P(X =a) = P(a -0,5<X'<a+ 0,5)

|§jemplo resuelto

30.- Se sabe que el 10% de los habitantes de una ciudad va regularmente al
teatro. Se toma una muestra al azar de 100 habitantes de esta ciudad.
¢Cudl es la probabilidad aproximada de que al menos el 12,5% de ellos vayan
regularmente al teatro?

La distribucion X = “numero de personas que van regularmente al teatro” sigue una
binomial B(100; 0,1). Como n-p=100-0,1=10>5 y n-¢g=100-0,9=90>5, se puede
aproximar por una normal X = N(np, \/@) = N(10, 3).

=P(Z£=0,83)=0,2033

p(xzn,s)zp(zz@j

|Ei'er'cicios

31.-La variable X es binomial con n = 1200 y p = 0,08. Calcula la probabilidad de
que X sea mayor que 100.

32.-Una mdquina fabrica tornillos. EI 5% de ellos son defectuosos. Se
empaquetan en cajas de 400. Calcular la probabilidad de que en una caja
haya mds de 30 defectuosos
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|§J‘ercicios finales

Distribucion Normal. Cadlculo de probabilidades

33.-Halla la siguiente probabilidad en una distribucion N(0, 1):

a) P(Z>321)
b) P(Z<-3,56)
c) P(Z>-1,57)
d) P(0,35< Z <1,46)
e) P(-1,14<Z<2,13)

34.-En una distribucion N(0, 1), halla el valor de k (exacta o aproximadamente)
en el siguiente caso: P(Z<k)=0,5560

35.-En una distribucién N(18, 4) halla P(19<X <23).

36.-En una fdbrica de golosinas se producen palotes de regaliz con una longitud
media de 66 mm y una desviacion tipica de 8 mm.

a) ¢Qué probabilidad hay de encontrar un palote con una longitud inferior a
70 mm?

b) ¢Qué probabilidad hay de encontrar un palote con una longitud mayor de
80 mm?

¢) ¢Qué probabilidad hay de encontrar un palote cuya longitud cuya
longitud esté comprendida entre 66 y 74 mm?

d) Hemos comprado una caja con 400 palotes, ¢cudntos aproximadamente
medirdn mds de 80 mm?

Distribucion Binomial. Calculo de probabilidades

37.-La probabilidad de que un estudiante obtenga el titulo de arquitecto es 0,3.
Calcula la probabilidad de que de un grupo de 7 estudiantes matriculados en
primer curso:

a) Ninguno de los 7 finalice la carrera.
b) Finalicen los 7.

c) Al menos 2 acaben la carrera.

d) Sélo 1 finalice la carrera.

Aproximacion de la Distribucion Binomial a la Normal

38. - Supongamos que el 40% de los menores de 25 afios estd en paro. Si tomamos
una muestra de 200 de ellos, calcula la probabilidad de que el nimero de
parados coincida con la media.
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|§J‘ercicios de repaso

Distribucion Normal. Cadlculo de probabilidades

39.-Halla la siguiente probabilidad en una distribucion N(0, 1): P(Z<1)

40. - Halla la siguiente probabilidad en una distribucion N(0, 1): P(Z<2,3)
41.-Halla la siguientes probabilidades en una distribucién N(0, 1): P(Z >1,25)
42 .- Calcula en una N(0, 1) la siguiente probabilidad: P(Z <-1,8)

43. - Calcula en una N(0, 1) la siguiente probabilidad: P(Z>=-0,68)

44 - Halla para la distribucién N(0, 1) las siguientes probabilidades.

a) P(-1,36<Z<1,78)
b) P(-1,53<Z <-2,46)

45.-Halla el valor de k (exacta o aproximadamente) en el siguientes caso:
P(Z<k)=0,8729

46.-En una distribucion normal con media p = 110 y desviacion tipica o = 8,
calcula:

a) P(X>120)

b) P(116<X<128)
c) P(X=115)

d) P(82<X<90)
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TABLA DE LA DISTRIBUCION NORMAL ESTANDAR, N(0, 1)

AY
N(O, 1)
P(z =k)
X
k
k 0,00 | 001 | 002 ] 003 | 004 | 005 | 006 | 007 | 008 | 009
0,0 0,5000 0,5040 0,5080 0,5120 0,5160 0,5199 0,5239 0,5279 0,5319 0,5359
0,1 0,5398 0,5438 0,5478 0,5517 0,5557 0,5596 0,5636 0,5675 0,5714 0,5753
0,2 0,5793 0,5832 0,5871 0,5910 0,5948 0,5987 0,6026 0,6064 0,6103 0,6141
0,3 0,6179 0,6217 0,6255 0,6293 0,6331 0,6368 0,6406 0,6443 0,6480 00,6517
0,4 0,6554 0,6591 0,6628 0,6664 0,6700 0,6736 0,6772 0,6808 0,6844 0,6879
0,5 0,6915 0,6950 0,6985 0,7019 0,7054 0,7088 0,7123 0,7157 0,7190 0,7224
0,6 0,7257 10,7291 0,7324 0,7357 0,7389 0,7422 0,7454 0,7486 0,7517 0,7549
0,7 0,7580 0,7611 0,7642 0,7673 0,7704 0,7734 0,7764 0,7794 0,7823 0,7852
0,8 0,7881 0,7910 0,7939 0,7967 0,7995 0,8023 0,8051 0,8078 0,8106 0,8133
0,9 0,8159 0,818 0,8212 0,8238 0,8264 0,8289 0,8315 0,8340 0,8365 0,8389
1,0 0,8413 0,8438 0,8461 0,8485 0,8508 0,8531 0,8554 0,8577 0,8599 0,8621
1,1 0,8643 0,8665 0,8686 0,8708 0,8729 0,8749 0,8770 0,8790 0,8810 00,8830
1,2 0,8849 0,8869 0,8888 0,8907 0,8925 0,8944 0,8962 0,8980 0,8997 10,9015
1,3 0,9032 0,9049 0,9066 0,9082 09099 09115 0,9131 0,9147 09162 09177
1,4 09192 0,9207 0,9222 0,9236 09251 0,9265 0,9279 0,9292 0,9306 0,9319
1,5 0,9332 0,9345 0,9357 0,9370 09382 0,9394 0,9406 0,9418 0,9429 0,9441
1,6 0,9452 0,9463 0,9474 0,9484 0,9495 09505 0,9515 10,9525 0,9535 0,9545
1,7 0,9554 0,9564 0,9573 0,9582 0,9591 0,9599 0,9608 0,9616 0,9625 0,9633
1,8 0,9641 0,9649 0,9656 0,9664 09671 09678 0,9686 0,9693 0,9699 0,9706
1,9 09713 0,9719 0,9726 0,9732 09738 0,9744 0,9750 0,9756 09761 0,9767
2,0 09772 0,9778 0,9783 0,9788 09793 0,9798 0,9803 0,9808 09812 0,9817
2,1 0,9821 0,9826 0,9830 0,9834 09838 0,9842 0,9846 0,9850 0,9854 00,9857
2,2 0,9861 0,9864 0,9868 0,9871 09875 10,9878 0,9881 0,9884 0,9887 0,9890
2,3 0,9893 0,9896 0,9898 0,9901 0,9904 0,9906 0,9909 0,9911 09913 0,9916
2,4 0,9918 0,9920 0,9922 0,9925 0,9927 0,9929 0,9931 0,9932 0,9934 00,9936
2,5 0,9938 0,9940 0,9941 0,9943 09945 0,9946 0,9948 0,9949 0,9951 0,9952
2,6 0,9953 10,9955 10,9956 0,9957 09959 0,9960 0,9961 0,9962 0,9963 0,9964
2,7 0,9965 0,9966 0,9967 0,9968 0,9969 0,9970 0,9971 0,9972 0,9973 0,9974
2,8 0,9974 0,9975 0,9976 0,9977 0,9977 0,9978 0,9979 0,9979 0,9980 0,9981
2,9 0,9981 0,9982 0,9982 0,9983 0,9984 0,9984 00,9985 0,9985 0,9986 0,9986
3,0 0,9987 10,9987 0,9987 0,9988 0,9988 0,9989 00,9989 0,9989 0,9990 0,9990
3,1 0,9990 0,9991 0,9991 0,9991 0,9992 0,9992 0,9992 0,9992 0,9993 0,9993
3,2 0,9993 10,9993 0,9994 0,9994 0,9994 0,9994 0,9994 0,9995 0,9995 0,9995
3,3 0,9995 0,9995 0,9995 0,9996 0,9996 0,9996 0,9996 0,9996 0,9996 0,9997
3,4 0,9997 10,9997 0,9997 0,9997 09997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9998
3,5 0,9998 0,9998 00,9998 0,9998 0,9998 0,9998 00,9998 0,9998 0,9998 00,9998
3,6 0,9998 00,9998 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999
3,7 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999
3,8 0,9999 10,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999
3,9 1,0000 11,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
4,0 1,0000 11,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
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TABLA DE LAS DISTRIBUCIONES BINOMIALES

n 0,01

~

0,05

0,10

0,15

0,20

0,25

0,30

0,33

0,35

0,40

0,45

0,49

0,50

0,9801
0,0198
0,0001

0,9025
0,0950
0,0025

0,8100
0,1800
0,0100

0,7225
0,2550
0,0225

0,6400
0,3200
0,0400

0,5625
0,3750
0,0625

0,4900
0,4200
0,0900

0,4444
0,4444
0,1111

0,4225
0,4550
0,1225

0,3600
0,4800
0,1600

0,3025
0,4950
0,2025

0,2601
0,4998
0,2401

0,2500
0,5000
0,2500

0,9703
0,0294
0,0003
0,0000

0,8574
0,1354
0,0071
0,0001

0,7290
0,2430
0,0270
0,0010

0,6141
0,3251
0,0574
0,0034

0,5120
0,3840
0,0960
0,0080

0,4219
0,4219
0,1406
0,0156

0,3430
0,4410
0,1890
0,0270

0,2963
0,4444
0,2222
0,0370

0,2746
0,4436
0,2389
0,0429

0,2160
0,4320
0,2880
0,0640

0,1664
0,4084
0,3341
0,0911

0,1327
0,3823
0,3674
0,1176

0,1250
0,3750
0,3750
0,1250

0,9606
0,0388
0,0006
0,0000
0,0000

0,8145
0,1715
0,0135
0,0005
0,0000

0,6561
0,2916
0,0486
0,0036
0,0001

0,5220
0,3685
0,0975
0,0115
0,0005

0,4096
0,4096
0,1636
0,0256
0,0016

0,3164
0,4219
0,2109
0,4609
0,0039

0,2401
0,4116
0,2646
0,0756
0,0081

0,1975
0,3951
0,2963
0,0988
0,0123

0,1785
0,3845
0,3105
0,1115
0,0150

0,1296
0,3456
0,3456
0,1536
0,0256

0,0915
0,2995
0,3675
0,2005
0,0410

0,0677
0,2600
0,3747
0,2400
0,0576

0,0625
0,2500
0,3750
0,2500
0,0625

0,9510
0,0480
0,0010
0,0000
0,0000
0,0000

0,7738
0,2036
0,0214
0,0011
0,0000
0,0000

0,5905
0,3280
0,0729
0,0081
0,0004
0,0000

0,4437
0,3915
0,1382
0,0244
0,0022
0,0001

0,3277
0,4096
0,2048
0,0512
0,0064
0,0003

0,2373
0,3855
0,2637
0,0879
0,0146
0,0010

0,1681
0,3602
0,3087
0,1323
0,0284
0,0024

0,1317
0,3292
0,3292
0,1646
0,0412
0,0041

0,1160
0,3124
0,3364
0,1811
0,0488
0,0053

0,0778
0,2592
0,3456
0,2304
0,0768
0,0102

0,0503
0,2059
0,3369
0,2757
0,1128
0,0185

0,0345
0,1657
0,3185
0,3060
0,1470
0,0283

0,0312
0,1562
0,3125
0,3125
0,1562
0,0312

0,9415
0,0571
0,0014
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000

0,7351
0,2321
0,0305
0,0021
0,0001
0,0000
0,0000

0,5314
0,3543
0,0984
0,0146
0,0012
0,0001
0,0000

0,3771
0,3993
0,1762
0,0415
0,0055
0,0004
0,0000

0,2621
0,3932
0,2458
0,0819
0,0154
0,0015
0,0001

0,1780
0,3560
0,2966
0,1318
0,0330
0,0044
0,0002

0,1176
0,3025
0,3241
0,1852
0,0595
0,0102
0,0007

0,0878
0,2634
0,3292
0,2195
0,0823
0,0165
0,0014

0,0754
0,2437
0,3280
0,2355
0,0951
0,0205
0,0018

0,0467
0,1866
0,3110
0,2765
0,1382
0,0369
0,0041

0,0277
0,1359
0,2780
0,3032
0,1861
0,0609
0,0083

0,0176
0,1014
0,2437
0,3121
0,2249
0,0864
0,0139

0,0156
0,0938
0,2344
0,3125
0,2344
0,0938
0,0156

0,9321
0,0659
0,0020
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000

0,6983
0,2573
0,0406
0,0036
0,0002
0,0000
0,0000
0,0000

0,4783
0,3720
0,1240
0,0230
0,0026
0,0002
0,0000
0,0000

0,3206
0,3960
0,2097
0,0617
0,0109
0,0012
0,0001
0,0000

0,2097
0,3670
0,2753
0,1147
0,0287
0,0043
0,0004
0,0000

0,1335
03115
03115
0,1730
0,0577
0,0115
0,0013
0,0001

0,0824
0,2471
0,3177
0,2269
0,0972
0,0250
0,0036
0,0002

0,0585
0,2048
0,3073
0,2561
0,1280
0,0384
0,0064
0,0005

0,0490
0,1848
0,2985
0,2679
0,1442
0,0466
0,0084
0,0006

0,0280
0,1306
0,2613
0,2903
0,1935
0,0774
0,0172
0,0016

0,0152
0,0872
0,2140
0,2918
0,2388
0,1172
0,0320
0,0037

0,0090
0,0603
0,1740
0,2786
0,2676
0,1543
0,0494
0,0068

0,0078
0,0574
0,1641
0,2734
0,2734
0,1641
0,0547
0,0078

0,9227
0,0746
0,0026
0,0001
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000

0,6634
0,2793
0,0515
0,0054
0,0004
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000

0,4305
0,3826
0,1488
0,0331
0,0046
0,0004
0,0000
0,0000
0,0000

0,2725
0,3847
0,2376
0,0839
0,0185
0,0026
0,0002
0,0000
0,0000

0,1678
0,3355
0,2936
0,1468
0,0459
0,0092
0,0011
0,0001
0,0000

0,1001
0,2670
03115
0,2076
0,0865
0,0231
0,0038
0,0004
0,0000

0,0576
0,1977
0,2965
0,2541
0,1361
0,0467
0,0100
0,0012
0,0001

0,0390
0,1561
0,2731
0,2731
0,1707
0,0683
0,0171
0,0024
0,0002

0,0319
0,1373
0,2587
0,2786
0,1875
0,0808
0,0217
0,0033
0,0002

0,0168
0,0896
0,2090
0,2787
0,2322
0,1239
0,0413
0,0079
0,0007

0,0084
0,0548
0,1569
0,2568
0,2627
0,1719
0,0703
0,0164
0,0017

0,0046
0,0352
0,1183
0,2273
0,2730
0,2098
0,1008
0,0277
0,0033

0,0039
0,0312
0,1094
0,2188
0,2734
0,2188
0,1094
0,0312
0,0039

0,9135
0,0830
0,0034
0,0001
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000

0,6302
0,2985
0,0629
0,0077
0,0006
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000

0,3874
0,3874
0,1722
0,0446
0,0074
0,0008
0,0001
0,0000
0,0000
0,0000

0,2316
0,3679
0,2597
0,1069
0,0283
0,0050
0,0006
0,0000
0,0000
0,0000

0,1342
0,3020
0,3020
0,1762
0,0661
0,0165
0,0028
0,0003
0,0000
0,0000

0,0751
0,2253
0,3003
0,2336
0,1168
0,0389
0,0087
0,0012
0,0001
0,0000

0,0404
0,1556
0,2688
0,2668
0,1715
0,0735
0,0210
0,0039
0,0004
0,0000

0,0260
0,1171
0,2341
0,2731
0,2048
0,1024
0,0341
0,0073
0,0009
0,0001

0,0207
0,1004
0,2162
0,2716
0,2194
0,1181
0,0424
0,0098
0,0013
0,0001

0,0101
0,0605
0,1612
0,2508
0,2508
0,1672
0,0743
0,0212
0,0035
0,0003

0,0046
0,0339
0,1110
0,2119
0,2600
0,2128
0,1160
0,0407
0,0083
0,0008

0,0023
0,0202
0,0776
0,1739
0,2506
0,2408
0,1542
0,0635
0,0153
0,0016

0,0020
0,0176
0,0703
0,1641
0,2461
0,2461
0,1641
0,0703
0,0176
0,0020

0,9044
0,0914
0,0042
0,0001
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000

10
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0,5987
0,3151
0,0746
0,0105
0,0010
0,0001
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000

0,3487
0,3874
0,1937
0,0574
0,0112
0,0015
0,0001
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000

0,1969
0,3474
0,2759
0,1298
0,0401
0,0085
0,0012
0,0001
0,0000
0,0000
0,0000

0,1074
0,2684
0,3020
0,2013
0,0881
0,0264
0,0055
0,0008
0,0001
0,0000
0,0000

0,0563
0,1877
0,2816
0,2503
0,1460
0,0584
0,0162
0,0031
0,0004
0,0000
0,0000

0,0282
0,1211
0,2335
0,2668
0,2001
0,1029
0,0368
0,0090
0,0014
0,0001
0,0000

0,0173
0,0867
0,1951
0,2601
0,2276
0,1366
0,0596
0,0163
0,0030
0,0003
0,0000

0,0135
0,0725
0,1757
0,2522
0,2377
0,1536
0,0689
0,0212
0,0043
0,0005
0,0000

0,0060
0,0403
0,1209
0,2150
0,2508
0,2007
0,1115
0,0425
0,0106
0,0016
0,0001

0,0025
0,0207
0,0763
0,1665
0,2384
0,2340
0,1596
0,0746
0,0229
0,0042
0,0003

0,0012
0,0114
0,0495
0,1267
0,2130
0,2456
0,1966
0,1080
0,0389
0,0083
0,0008

0,0010
0,0098
0,0439
0,1172
0,2051
0,2461
0,2051
0,1172
0,0439
0,0098
0,0010
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