ECUACION DE LA TANGENTE Y NORMAL

1. Determinar las ecuaciones de las rectas tangente y normal a la grdfica de la funcién f dada por

f(x) = 2xe™+ a
X +4

en el punto de abscisa x = 0.

2. Hallar el dngulo que forma con el semieje positivo de abcsisas la recta tangente a la curva y = x%-6x+7 en el
punto x = 3.

3. Hallar los puntos de la curvay = x3-3x+1 donde la tangente es horizontal.

4. Dada la ecuacion de una curva, si se conoce la inclinacion de una de sus tangentes, ces posible hallar las
coordenadas del punto de tangencia? Explicar razonadamente la respuestay aplicar el método al caso en que la

. 2 T
ecuacion de la curva sea y = x“-6x+8 y la inclinacién de la recta tangente a la curva sea de 45°.

5. Determinar en qué punto de la curvay = — la tangente tiene inclinacion de 45°.
1-x

6. Dada la pardbola de ecuacién y = x2-2x+5 y la recta secante a ella por los puntos de abscisa x;=1y x,=3, hallar

la ecuacién de la tangente a la pardbola que sea paralela a la recta secante dada.

7. Sea f:R=+R una funcién definida por f(x) = 2x3-5x%+2x.
(1) Demuestra que la recta de ecuacidn y = -2x+1 es tangente a la grdfica de la funcién y halla el punto de
tangencia correspondiente.
(2) ¢Corta esta recta tangente a dicha grdfica en algdn punto distinto al de tangencia?

8. Una particula que se mueve por el plano XOY baja deslizdndose a lo largo de la curva de ecuacion y = x%+9. En
el punto P[4,5] abandona la curva y sigue la recta tangente a dicha curva.
(1) Calcular el punto R del eje OY por el que pasara la particula.
(2) Contestar razonadamente a la siguiente pregunta: (Existe algln otro punto Q de la curva tal que la recta
tangente a la curva en el punto Q corte al eje Oy en el mismo punto R anterior?

9. Dada la pardbola'y = 2x%-2x-4, hallar:
(1) Los puntos de la pardbola en los que la tangente a la misma pasan por el punto [1,—6].
(2) Las ecuaciones de dichas tangentes.

10. Sean f y g las funciones definidas por f(x) = arbxex? y 9(x) = ¢-x°. Calcular los valores de a, bycde
manera que las grdficas de f y g se corten en el punto [1,1] y sean tangentes en dicho punto.



EJERCICIO 1

Determinar las ecuaciones de las rectas tangente y normal a la grdfica de la funcién f dada por

£(x) = 2xe*+ 2

en el punto de abscisa x = 0.

X +4
Hallamos la derivada de la funcién: > La tangente a la gréfica de la
funcion f en el punto a viene
2l 2 3
f'(x) = 2e™+2xe™+ 3x [x +4]—2x X _2] dada por: '
2 4]2 y-f(a) = f'(a)(x-a)
X+ La normal es la perpendicular:
Calculamos £(0) y f'(O); y-F(@) = ——(x-a)
f'(a)

-2 1 0
O = O+— T o — l' ! o = 2+O+— = 2
f0) 4 2 F) 16

La recta tangente es:

y+% = 2(x-0) ; y+% =2x ; 2y+1=4x ; 4x-2y-1=0.

2 -1 1 3
La recta hormal:
1 1 1 -x 3
+— = —X . y+— = —  2y+]l = -x : x+2y+1 = 0.
Yy >3 Y 53 Yy Y

Solucién: Tangente, 4x-2y-1=0
Normal, x+2y+1 =0



EJERCICIO 2

7 .. ey . 2
Hallar el dngulo que forma con el semieje positivo de abcsisas la recta tangente a la curva y = x™-6x+7 en el

punto x = 3.

La derivada de la funcion en el punto x=3 es la pendiente a la curva de la funcién en ese

L¥]

punto.

Derivando: y' = 2x-6.

ANZE

El valor que tfoma para x=3 es:y' = 6-6 = 0

La tangente en el punto x=3 a la curva tiene de pendiente 0. Como la pendiente es la
tangente de la inclinacién de la recta (dngulo con el semieje positivo), la inclinacién debe ser cero.

Solucién: 0°. La recta tangente es horizontal.



EJERCICIO 3

Hallar los puntos de la curvay = x3-3x+1 donde la tangente es horizontal.

Si la tangente es horizontal, su inclinacién es de 0°, por lo que su pendiente (tangente de la inclinacién) es cero.
Como la pendiente de la recta tangente a la grdfica de la funcién en un punto es la derivada de la funcién en

dicho punto, calculamos la derivada hallamos los valores que la anulan. Para esos valores la tangente serd

horizontal:
y' 23x%-3 ;: 3x%-320; x%-1=0; x%=1; x=+1. . .‘
Para esos valores la derivada se anula, luego las rectas tangentes en dichos nimeros tienen \

de pendiente cero, son horizontales.

Si transformamos los valores: '2{ ) . \1/ 1
x=1 y=13+1=-1; (1,-1). /
x=-1: y=-1+3+1=3 ; (-1,3).

Solucién: (1,-1) y (-1,3).



EJERCICIO 4

Dada la ecuacion de una curva, si se conoce la inclinacion de una de sus tangentes, ces posible hallar las

coordenadas del punto de tangencia? Explicar razonadamente la respuesta y aplicar el método al caso en que la

iy 2 TR
ecuacién de la curva sea 'y = x“-6x+8 y la inclinacion de la recta tangente a la curva sea de 45°.

La pendiente m de la recta tangente a la grdfica de una funcion en un punto x=a es la derivada de la funcién en

dicho valor: m = f'(a). Como la pendiente es la tangente de la inclinacidn, bastara calcular los valores que hagan
que la derivada sea igual a la pendiente deseada.

Si deseamos que la inclinacién d la recta sea 45°, su pendiente serd: m = 1g45°, m = 1.

Derivamos la funcién y buscamos los valores que hacen que valga 1:

Ha

y'=2x-6 ; 2x-6=1; 2x=7 ; x:%,

Transformamos ese valor para hallar el punto de tangencia:

4 4

2
X = Z: y = Z -£+8: 2-21+8= £_13 - 49-52 - 3
2 2] 2 4

Solucion: La recta tangente en P[%-%] tiene 45° de inclinacién.



EJERCICIO 5

Determinar en qué punto de la curvay = — la tangente tiene inclinacién de 45°.
1-x

La pendiente de la recta tangente debe ser: m = 1g45° ; m=1.
Como la pendiente de la recta tengente en un punto coincide con la derivada de la funcidn en dicho punto,

derivamos y hallamos los valores que hacen la derivada igual a 1:

. 1-x2—x(-2x) _ 1-x%+2x° _ x2+1

1F o (o

Tgualamos a 1y resolvemos la ecuacidn:

2 2
X +12 =1 xP4l= [1-x2] DXz textax® o x3xP 0 KR x2—3] =0 3
(1<) :
. X2 =0 0 x=0 !
x*-3=0 ; X2 =3 DX = iE EV RN i 4

Transformamos los valores obtenidos:

1. x=0:y=0; (0,0)

2. x= {3 y:%:-g ; [E;IZE]
3. x=-{3: y-fg:l; ,. [EJZE]

Solucién: (0,0), [E:IZE] y [5 JZE]




EJERCICIO 6

Dada la pardbola de ecuacién y = x2-2x+5 y la recta secante a ella por los puntos de abscisa x;=1y x,=3, hallar la

ecuacién de la tangente a la pardbola que sea paralela a la recta secante dada.

Hallamos la ecuacidn de la secante transformando los puntos dados:
x;=1: y = 1-2+5 = 4, Punto A(1,4).

X,=3: y = 9-6+5 = 8. Punto B(3,8).

La secante es:
:T o y-4=2x-2 | y=2x+2.

La recta tangente debe ser paralela, luego su pendiente debe ser igual a la de la recta

secante: m = 2.
Como la pendiente de la recta tangente en un punto es la derivada en dicho punto, hallamos 2

los valores de x que hacen que la derivada valga 2:

y'=2x-2 ; 2x-2=2 ; 2x=4 ; x=2. AREE

Para x = 2, la derivada vale 2, luegos la tangente a la grdfica en x = 2 tiene esa pendiente. ¥ =2x+2 | y=2x+1

Hallamos el punto de tangencia transformando el 2:
x = 2: y=4-4+5 = 5 Punto de tangencia: P(2,5).
La ecuacidn de la recta tangente es:
y-f(2) = f'(2):(x-2) : y-5=2(x-2) ; y-5=2x-4 ; y=2x+1

Solucién: y = 2x+1.



EJERCICIO 7

Sea f:R=+R una funcién definida por f(x) = 2x3-5x%+2x.
(1) Demuestra que la recta de ecuacion y = -2x+1 es tangente a la grdfica de la funcién y halla el punto de
tangencia correspondiente.

(2) ¢Corta esta recta tangente a dicha grdfica en algin punto distinto al de tangencia?

(1) Si la recta es tangente a la grdfica, como su pendiente es -2, debe existir algin

valor de x que haga que la derivada tfome ese valor: !

£'(x) = 6x°-10x+2.

Debe ser entonces:

_ 1
6x2—10x+2 =-2 ; 6x2—10x+4:0 ; 3x2—5x+2 =0 ; x= 54425-24 DX = 51 ;

6 6
1
x=42
3
Hallamos los transformados de los puntos:
f(1) = 2-5+2 = -1. Punto A(1,-1).
)8 54,2 16 20 4 16-60+36 -8 , . pl2_ 8
27 9 3 27 9 3 27 27

Si la recta dada es tangente a la grdfica debe pasar por alguno de los puntos anteriores:
A(1,-1): Debe cumplir la ecuacién: -1=-2+1 ; -1=-1, Cierto.
Solucidn: La rectay = -2x+1 es tangente en (1,-1).

(2) Para ver si corta a la recta en otros puntos resolvemos el sistema:

_ 3 2
y = 2x7-5x *2"} 2x3-5x%+2x = -2x+1 : 2x°-Bx+4x-1= 0.

y = -2x+1
Descomponemos en producto de factores: 2-5 4-1
1] 2-31
x=1 REERID
(x-1)%(2x-1)= 0 ; 1 1 2
X = E 2 -110

El x = 1 nos da el punto de tangencia. Para el otro valor obtenemos otro punto de corte. Si hallamos el
transformado:

—-5—+2— = l-§+1 = i+]_ =-1+41=0
44 4

Solucién: Corta en [%O]



EJERCICIO 8

Una particula que se mueve por el plano XOY baja deslizdndose a lo largo de la curva de ecuacién y = x%+9. En el
punto P[4,5] abandona la curva y sigue la recta tangente a dicha curva.
(1) Calcular el punto R del eje OY por el que pasara la particula.
(2) Contestar razonadamente a la siguiente pregunta: ¢Existe algln otro punto Q de la curva tal que la recta

tangente a la curva en el punto Q corte al eje Oy en el mismo punto R anterior?

(1) Hallamos la ecuacién de la recta tangente:

2
f'(x) = AN,
2 x2+9 x2+9

La pendiente de la recta es la derivada para x = 4:

4 4

Jies 5

La ecuacidn es:

£(4)

y-F(4) = £'(4)(x-4) ; y-5 = %(x-4) . By-25 = 4x-16 ; 4x-5y+9 = 0.
El punto R es el corte de la recta tangente con el eje OY (x = 0):

0-5y+9=0 ; 5y=9 ; Y:E

Solucién: Corta al eje OY en [O%]

(2) Como la funcién es par, f(-x) = f(x), el punto simétrico respecto al eje OY, Q(-4,5), cumple la misma
propiedad.

La recta tangente serd:
y-f(-4) = f'(-4)-(x+4) ; y-5= —%(x+4) ; By-25 = -4x-16 ; 4x+by-9:=0

Solucién: El punto Q(-4,5).

4 .79 ] 2\4

y = X249 | 4x-5y+9=0 | 4x+5y-9=0

Podemos resolver el apartado (2) de forma general:

Calculamos la expresién de todas las rectas tangentes y buscamos las que pasan por el punto [02]



Sea P(a,b) un punto de la grdfica. Se cumple:

a

b = f(a) = 4a%+9. f'(a) =

La recta tangente es:

y-f(a) = f'(a)(x-a) : wl_ r(x -a) ywla_+ [a +9] ax-a® Y a%+9-a%-9 = ax-a® :

ax-y a%+9+9 = 0.

Si queremos que pase por el punto [O%] debe cumplirse:
-% 0249400 ; -94a2+0+45=0 ; Na2+9=5 ; a%9=25 ; a®=16 ; a= 4

Se obtienen las rectas 4x-Dy+9=0 , siendo los puntos de corte: az=4 P[4 I 6+9] P(4.9)
~4x-By+9 = 0’ a=-4: Q(-45)



EJERCICIO 9

Dada la pardbola y = 2x%-2x-4, hallar:
(1) Los puntos de la pardbola en los que la tangente a la misma pasan por el punto [1,—6].

(2) Las ecuaciones de dichas tangentes.

(1) Hallamos la expresion general de las tangentes a la grdfica.

f'(x) = 4x-2.

Si P(a,b) es un punto de la grdfica:

b =f(a) = 2a%-2a-4 ; f'(a) = 4a-2.

La ecuacion de la recta tangente en x=a es:

y-f(a) = f'(a)(x-a) ; y—[202—20—4] = (4a-2)(x-a) ;

y-20%+2a+4 = 4ax-4a°-2x+2a ; (4a-2)x-y-2a°-4 = 0.

De todas las rectas tangentes elegimos las que pasan por el punto (1,-6): 5
(4a-2)1+6-2a°-4 = 0 ;| 4a-2-2042=0 ; -20°+4a=0 ; a°-20=0 : .22 204 | vz 204 | ysoxi?
a(a-2)=0 ; {a =0

a=2

Obtenemos los puntos:

a=0: f(0) = -4. A(0,-4).

a=2: f(2) = 8-4-4=0.B(2,0)

Solucién: A(0,-4), B(2,0).

(2) Sustituimos en la expresién general de las rectas tangentes:

a=0: -2x-y-4=0 ; 2x+y+4 = 0.

a=2: 6x-y-8-4=0 ; 6x-y-12=0.

Solucion: 2x+y+4 =0 ; 6x-y-12 = 0.



EJERCICIO 10

Sean f y g las funciones definidas por f(x) = a+bxex’ y 9(x) = c-x°. Calcular los valores de a, b y ¢ de manera

que las grdficas de f y g se corten en el punto [1,1] y sean tangentes en dicho punto.

Si son tangentes en el punto (1,1), las grdficas deben pasar por dicho punto:
f(1)=1: a+b+1=1; a+b=0.
g(1)=1 ¢c-1=1; c=2.

También deben tener la misma recta tangente en dicho punto, es decir, debe ser:
f'(1)=9'(1):
£'(x) = 2bx+4x> ; g'(x) = -3x°

f')=q9'(1) ; 2b+4=-3 ; 2b=-7 ; b=-—.

En la 1% relacién: a = %

Solucién: a = % b=-—,c=2.
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