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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: HKoras y 30 minutos

Responde a CUATRO de las seis cuestiones siguidatekas respuestas, explique
siempre qué desea hacer y por qué. Puede utikkzuladora que no puedan almace-
nar, transmitir o recibir informacion.

1°) Considere la paraboja= f(x) = 4 — x? y un valora > 0.

a) Comprueba que la ecuacion de la recta tangerdegeafica de la parabola en el
punto de abscisa= a esy = —2ax + a* + 4 y calcule los puntos en que corta esta
recta tangente a los ejes de coordenadas.

b) Calcule el valor d& > 0 pare que el area del triangulo determinado poedta
tangente y los ejes de coordenadas sea minima.

a)

Parax = a esf(a) = 4 — a?, por lo cual el punto de tangenciaPég, 4 — a?).

La pendiente de la tangente de la gréafica de wmadn en un punto es el valor
de la derivada en ese punto.

f'(x) =-2x=>m=f"(a) > m = —2a.

La expresion de una recta conocido un punto ehal@ente viene dada por la
formulay — y, = m(x — x,), que aplicada al pun#®(0,1) conm = —4 es:

y—(@4—a?)=-2a(x—a); y—4+a?®=—-2ax + 2a?.

Queda comprobado que la recta tangente es y = —2ax + a? + 4.

La recta tangente corta a los ejes de coordermdas siguientes puntos:

y=0
y=—-2ax+a*+4

2 2
X = }=>—2ax+a2+4=0;x=a+4=>M(a+4,0).
2a 2a
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x=0

Y:y=—2ax+a2+4

}=>y=a2+4=>1v(0,a2+4).

b)
Por ser rectangulo el triangulo de vértiGdsN, su area es la mitad del producto
de sus catetos:

4 . 3 __.(a2+4)2
(a +4)—4 :

a

az+
2a

1
Somn (a) = 3

Para que el area sea minima tiene que anulapsarsera derivada y ser positiva
la segunda derivada para los valores que anulamera.

1 [2-(a?+4)-2a]-a—(a®+4)%>1 1 . (a%+4)-[4a®—(a?+4)]

' (a®+4)-(3a%-4)
SOMN(a)=Z =7 =-. = -

B

a? 4 a? a?
2 . 2_
S'omn(@) = 0= —2. CEEC 0 (42 4 4) - (302 - 4) = 0.
2 2_1=0: 3a?= S -2
Porsem“+4+0,YVa€ER>4a—1=0; 3a°=4=>qa, = 50 =5

[2a-(3a?—-4)+(a®+4)-6a]-a’*—[(a?+4)-(3a%-4)]-2a

1
7 — . —
S OMN(a) = )

1 (6a3-8a+6a3+24a)-a—2-(3a*—4a?+12a%-16) 1 (12a3+16a)-a-2-(3a*+8a%-16)
T4 a3 T4 a3 -
1 12a*+16a*-6a*+16a%+32 1 6a*+32a%+32 - g (a) = 3a*+16a3+16
T4 a3 T4 a3 OMN - 2a3 '

. 2 : -
La soluciona; = — 7 carece de sentido logico.

S" oun(@a > 0) > 0 = Minimo relativo para a = %

El area del triangulo es minima para a =

Bl
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px+y+z=2

2°) Considere el sistenma + py + p?z = 1 ;, dependiente del parametro rgal
2x+y+z=2

a) Discuta el sistema para los diferentes valorepai&metrg.

b) Resuelve, si es posible, el sistema para el capo=d2.

5

Las matrices de coeficientes y ampliada son tagesites:

p 1 1 p 1 1 2
M = (2 p p2> yM' = (2 p p? 1).
2 1 1 2 1 1 2

El rango de la matriz de coeficientes en funcidrmpdeametrg es el siguiente:

p 1 1
M| =2 p p?l=p*+2+4+2p*-2p—-p>—-2=0; p*-3p*+2p=0;
2 1 1

PP -3p+2)=0=p =0. p?-3p+2=0; p=02 =TT

:pz = 1,p3 = 2.

p+0
Para {p + 1} = Rang M = Rang M' = 3 =n2%inc6g.= S.C.D.
p#*2

0O 1 1 2
Parap=0:>M’=<2 0 0 1>=>RangM’={C1,C2,C4}=>

2 1 1 2
0 1 2
=12 0 1|=4+2-4=2+0=RangM' =3.
2 1 2
1 1 1 2
Parap=1=>M’=<2 1 1 1>=>RangM’=>{Cl,CZ,C4}=>
2 1 1 2
1 1 2
=12 1 1|=2+4+2—-4—-1-4=—-1+0= RangM' = 3.
2 1 2

=0
Para {z _ 1} = Rang M = 2; Rang M' = 3 = Sistema incompatible.




2 1 1 2
Parap=2=>M'=<2 2 4 1>=>{F1=F3}=>RangM’=2
2 1 1 2

Parap =2 = Rang M = Rang M' = 2 <n%inc6g.= S.C.I.

b)
2x+y+z=2
Parap = 2 el sistema resultx + 2y + 4z = 1}, gue es compatible indeter-
2x+y+z=2
2x+y+z=2

minado y equivalente al sistenﬁ: } Hacienda = A:

+2y+4z=1

2x+y:2—/1} —2x—y=-2+41

2x +2y =1— 44 2x+2y=1—4/1}=>y=_1_3/1'

264y =2-1 2x—1-31=2-4 2x=3+24 x=-+A

Solucion: x =§+/1,y =—1—-Az=AVAER.
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3°) Sean el puntB(—1,3,1), el planor = x = y y la rectar = xT_l =YX=7-2

W

a) Calcule las coordenadas del puRtsimeétrico aP con respecto al plano

b) De todos los planos que contienen a la recéancuentra la ecuacion cartesiana del
planof que es perpendicular al plamo

a)
La rectat que pasa paP(—1,3,1) y es perpendicular al plamo=x —y =0
x=—-1+41
tiene como vector director al vector normaldél = (1,—1,0) = t = {y =3-1
z=1

El puntoM, interseccidn del plano con la recta es la solucion del sistema que
forman:

t
T=x—y=0 TP(—1,3,1)
x=-1+21 .
r=ly=3-21 =>—-1+1-(3—-1) =0;
z=1 |_+M
|
—14+21-34+1=0=>1=2>=>M(1,1,1). T
- - =7 _ D7 P'(x,y,2)
Tiene que cumplirse quav = MP’. 1

PM =0M-0P =[(1,1,1) — (-1,3, D] = (2,-2,0).

MP'=0P'—OM = [(x,y,z) —(1,1,1)] = (x—,y—1,z—1).

x—1=2->x=3
2,-20)=x—-1y—-1z-1)=>{y—-1=-2->y=—-1:=P'(3,-1,1).
z—1=0-2z=1

b)

Un punto y un vector director de la rectea xT_l =2=2z-25s0nQ(1,0,2) y
7 =(2,3,1).

El haz de planog que contienen a la rectay son perpendiculares al plano
tienen como vector normal a cualquier vector gadisealmente dependiente del pro-
ducto vectorial del vector director de la rectadel vector normal del plano

. i j k
n,=v,Xxn=|1 -1 0|=—-i+3k+2k—j=—i—j+5k=
2 3 1




=>n, =(1,1,-5).
El haz de planog tiene por expresion genergl= x+y —5z+ D = 0.

De los infinitos planos del haz el planog, que contiene al punt®(1,0, 2) es
el que satisface su ecuacion:

Y=x+y—5z+D=0
Q(1,0,2)

f=x+y—5z2+9=0.

}=>1+0—5-2+D=0; D-9=0=D=0.
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4°) Sea la funciorf (x) = %x definida en el dominia > 0, dondeL es el logaritmo
neperiano.

a) Calcule las coordenadas de un punto de la guevd (x) en el que la recta tangente
a la curva sea horizontal y analice si la funciénd un extremo relativo en ese punto.

b) Determine si la funciofi(x) tiene alguna asintota horizontal.

c¢) Calcule el area de la regién delimitada por lvayr= f(x) y lasrectax =1y
x = e. Haga un dibujo aproximado de la grafica de laimen el dominid® < x <
5, en el que queda representada el area que hdackicu

a)
La pendiente de la tangente de la gréafica de wmadn en un punto es el valor
de la derivada en ese punto. La pendiente de ateaherizontal es = 0.

x—Lx1 1-Lx

fra) =2 =

Lx

£l =0==;

=0, 1-Lx=0;, Lx=1=>x=ce.

Le 1 1
= —-- —-).

f(e) e e P (e' e)

La condicién necesaria para que una funcion temgaxtremo relativo en un
punto es que se anule su primera derivada en esg @sta condicion, que es necesa-
ria, no es suficiente; para que exista el extregtativo es necesario que no se anule la
segunda derivada para los valores que anulannteepi

1.2
f"(x) = - X —(1-Lx)-2x _ —x—2x(1-Lx) _ —1-2:(1-Lx) _ —1-2+2Lx _ 2Lx-3
x4 x4 x3 x3 x3

2Le-3 _ 21-3 _ -1 . .
f"(e) = ——=-——=—< 0= Maximo relativo para x = e.
e e e

L4 - 4 - I 1
La funcion f(x) tiene un maximo relativo en P (e, Z)'

b)
Las asintotas horizontales son de la fosma k; son los valores finitos de la
funcion cuando tiende a mas o menos infinito.

1
. T L_x — © I} . . i — Li l _
k = xl_1>r+noof(x) = xl_l)r_Eloo —=—>Ind.> {L'Hopital} = xl_1>r+noo - = lim



1 . . .
=== 0 = Larectay = 0 (eje X) es asintota horizonta para x > 0.

c)

En primer lugar, se hace la representacion gradis@ximada, de la funcion.

Asintotasy = 0; x = 0. Maximo: P (e, 1) ~ (2,7;0,37).

e

Se trata de una funcioén continua en su donfidje-), creciente para < ey
creciente para > e por tener un maximo (absoluto) parea: e.

Parax =1= f(1) = 0= Q(1,0).

De la expresion de la segunda derivada se dedweciee un punto de inflexion
parazLx = 3, por ser:

_ 3
2LX3 0 2x—3=0=2Lx=3; x =ez =45,

frx)=0=

x3

—4 1

P 4 I :

De la observacion de la figura se deduce la sigped calcular, que es la si-
guiente:
Lx =t
S = flef(x)'dxz fleL_x'dx:{l.dxz dt
X

X

x=e->t=1
x=1—>t=0}:

1 271 12 0% 1
:ft-dt=[t—] =———=-u?=05u*=S.
0 21y 2 2 2
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0 0 1
59 a) Dada la matrizd = (1 0 0), resuelve la ecuacion matricidx = A — 31,

0 1 0
dondel es la matriz identidad.

b) Una matriz cuadrad® satisface quét® — 3M? + 3M — I = 0, dondel es la ma-
triz identidad. Justifique qué es invertible y exprese la inversaMeen funcion de
las matriced/ e I.

a)
A2X =A-3I; (A)1.-A2.X = (A%)~1- (4 -3]);

[-X=(A)"1-(A—3D=>X=(4>)"1-(4-3D.

0 0 1 0 0 1 0 1 0
A2=A-A=<1 0 O)-(l 0 O>=<0 0 1).
0 1 0 0 1 0 1 0 0

Se obtiene la inversa d& por el método de Gauss-Jordan.

0O 1 01 0 O 1 0 00 0 1
(Azll):<0 0 1|0 1 0>=>{F1<—>F3}=><0 0 10 1 0>=>
1 0 010 0 1 0O 1 01 0 O
1 0 O0 0 1 0 0 1
=>{F1<—>F3}=><0 0|1 O 0>=>(A2)‘1=<1 0 0).
0 110 1 0 0O 1 0

w o
oo

N———
U

1
0
0 0 1 1 0 0 0 0 1 3
A—31=<1 0 O>—3-<O 1 O>=<1 0 0)—(0
0 1 0 0 0 1 0 1 0 0 0 3

-3 0 1
:A—3I=<1 -3 0).

0 1 -3
0 0 1 -3 0 1 0 1 -3
X=<1 0 0)-(1 -3 0)=>X=<—3 0 1).
0 1 0 0 1 -3 1 -3 0

M3 —-3M?+3M—-1=0; M3®-3M?+3M -0 =1;

b)

M3—3M2+3M=1; M-(M®=3M+3I) =1.

Por el concepto de inversa de una matriz:



M -M~1 =1, de donde se deduce qu7! = M3 —3M + 31.

Teniendo en cuenta que el médulo del productoodenthtrices es igual al pro-
ducto de sus modulos y qii¢ = 1:

M|+0
M-M=|Il=1; M-M‘1=1=>{| .
| | = I M| - [M™-] IM~1] £ 0
Una matriz es invertible cuando su determinantissto de cero.
Queda probado que:

M es invertibley M~ = M3 — 3M + 3I.
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6°) Considere la funciéfi(x) = e*"1 —x — 1.

a) Estudie la continuidad, los extremos relativossyihtervalos de crecimiento y de-
crecimiento.

b) Demuestre que la ecuaciffix) = 0 tiene exactamente dos soluciones reales entre

x=—-1yx=3.

a)
La funciénf (x) es continua en su dominio, que es R, por semie sugebraica
de funciones continuas.

Una funcidn es creciente o decreciente cuandoisiefa derivada es positiva 0
negativa, respectivamente.

fl(x) =e*1-1.
ffx)=0=2e*1—-1=0; e¥l1=12x-1=0; x=1.

f'(x) > 0 = Crecimiento:x > 1 € (1, +).

f'(x) < 0= Decrecimiento: x <1 € (—,1).

Para que una funcion tenga un maximo o minimaivelan un punto es condi-
cion necesaria que se anule su derivada en esa punt

Para diferenciar los maximos de los minimos serre@ la segunda derivada;
Si es positiva para el valor que anula la primegdrata de un minimo y, si es negativa,
de un maximo.

f"(x) =e* 1
f"(1) =el™t =% =1 > 0= Minmo absoluto para x = 1.
f=e"'-1-1=e"-2=1-2=-1= Min.= P(1,-1).

b)
Se sabe del apartado anterior que la funcién esnc@a en su dominio y que
presenta un minimo absoluto para 1.

Dividiendo el intervalo dada,—1, 3), en los intervalog—1,1) y (1,3), a la
funcion f(x) le es aplicable el teorema de Bolzano en cadadenios dos ultimos
intervalos.

El teorema de Bolzano dice que f&ix) es una funcion continua €, b] y



toma valores de distinto signo en los extremosrdetvalo, entoncesc € (a, b) tal
quef(c) =0".

fD=e - (-1)-1=e2=5>0

(-1,1) =>{ :
fD)=el™l—1-1=e"-2=1-2=-1<0

Por serf (x) mondétona decreciente éa1,1), demuestra que:

La ecuacion f(x) = 0 tiene una Gnica raiz real en (—1, 1).

f()=el™—1-1=e"-2=1-2=-1<0

1,3 =>{
(1,3) f(B)=e31-3-1=e2-4=439>0

Por serf(x) mondtona creciente €i,3), demuestra que:

La ecuacion f(x) = 0 tiene una Unica raiz real en (1, 3).

Queda demostrado que f(x) = 0 tiene exactamente dos raices reales en (1, 3).
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