I.E.S. Mediterraneo de Mélaga Junio 2006 Juan Carlos Alonso Gianonatti

Blogue 1 (Algebra Lineal) (Puntuacién maxima 3 puntos)

m 0 1
Opcion 1. Dadalamatriz A=|{1 0 m
0 -1 0

a) Calcular los valores del parametro m para los que A tenga inversa.
b) Param =0, calcula A’y A®.
¢) Param =0, hallar la matriz X que verifica X. A = B, siendo B = (0 -1 -1)

a) Una matriz tiene inversa siempre que su determinante no sea nulo.

m 0 1
A=l1 0 m=-(1) 1:m2—1:>Si|A|:0:>m2—1:0:m2:1:m:i\/1:>{m:_l
0 -1 0 1 m m=1

vmeR-{-1,1j=|A = 0= Existe A*

b)
0 0 1 0 0 1Y(o 0 1) (0 -1 0
AleOJ:AZ:AAzloO 1 0 0|]=|0 0 1|=
0 -1 0 0 -10)0 -10) (-1 00
0 0 1Y(0 -1 0) (-1 0 0
Ad=A A2=(1 0 0[-/0 0 1|=[0 -1 0 |=(-)I,=>A*=A-A=A-(-1,)=-A
0 -10)(-1 00 (0 0 -1

0 0 1
A*=A'=A=1 0 0
0 -10
c)
XAAT=BA® = XI =BA' = X =BA™
0 0 1 01 0 0 -10
A=l 0 0=-120=A"=1 (ajA)sA =0 0 -1|adjA=|0 0 1|=
0 -10 | 10 0 -1 0 0
0 -10) (01 0 01 0
At=L o o 1]=|0o 0 -1 =X=0 -1 -1):0 0 -1|=(-1 0 1)
(1) -1 0 0) (1 00 10 0
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Opcidn 2.- a) Discute e interpreta geométricamente de acuerdo con los valores del parametro m, el sistema
2Xx-y+2=0
X—2y+zZ=m
mx—-y+z=0
b) Resuelve, si es posible, para los casos m=0y m = 2.
a)
2 -1 2 -1 1
A=1 -2 1=| -1 -1 0=(-1)
m -1 m-2 0 O
m-2=0=>m=2

m—_12 _Ol‘=(—1)-(m—2):> Si|A=0=(-1)-(m-2)=0=

vme R - {2} =|A = 0 = rang (A)=3 = Namero de incognitas = Sistema Compatible Deter min ado
Los tres planos deter minan una punto de corte comdn

Sim=2=

2 -1 10 0 3 -1-4 0 0 0]0

1 -2 12|=|1 -2 1|2 |=|1 -2 1|2 |=rang(A)=rang (A/B)=2=

2 -1 10 0 3 -1-4 0 3 -1-4

Sistema Compatible Indeter minado = Los tres planos deter minan una recta inter seccion de todos
b)

Si m =0 = Ecuacion homogenea

2 -1 10 0 3 -10 0 0 20

1 -2 10|=|1 -2 10|=|1 -2 10|=22=0=-y+0=0=2>y=0=>x-2-0+0=0=
0 -1 10 0 -1 100 0 -1 1[0

x = 0 = Solucion trivial = (x, y,z)=(0,0,0)

Sim=2=

0 0 0]0

1 -2 12 |=23y-2=-4=72=3y+4=X-2y+3y+4=2=>Xx=-2-Y

0 3 -1-4

= Solucion (x,y,z)=(-2-21,1,4+34)
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Blogue 2 (Geometria) (Puntuacién maxima 3 puntos)

Opcidn 1.- a) Definiciones e interpretacion geométrica del producto vectorial de dos vectores en R °.

b) Calcular el vector unitario perpendicular a los vectores U = (1, -2, 2) y V= (1, 0, 1).
c¢) Calcular la distancia desde el origen de coordenadas al plano determinado por el punto

(1,1, 1)y los vectores a=(1,—2,2)y\7=(1,0,1).

a)
Dados dos vectores U = (u1 U, us) yv= (V1 WV, V3) llamamos producto vectorial de U por V,ylo

expresamos por U AV o U XV, al vector
Uav=uxv=||z dof o Us U Ue
V2 V3 Vl VS V1 V2

Que una vez desarrollado lo podremos determinar, tomando la base canonica de Ve, (i e k), podemos

obtener el producto vectorial de U por V como la solucién del determinante segun la expresion:

i j ok
UXV=UAV=U U, U,
Vl V2 V3

Veamos la interpretacion geométrica:

Sean los vectores U y V con origen comdn en un punto P. Se construye un paralelogramo trazando
paralelas a estos vectores por sus extremos tal como se muestra en la figura

vV

P

u

-sen (u A V), por lo tanto como se tiene, por las propiedades del producto vectorial

-

se verifica que h =|v

-

que ‘u AV

-

\'

-Sen (u A V): ‘u‘ -h = Sen donde S es el area del paralelogramo PABC por ello el

maédulo del producto vectorial de dos vectores es igual al area del paralelogramo definido por dos
representantes de estos vectores que tengan el mismo origen
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Continuacion de la Opcién 1 del Bloque 2
b)

) ik
{“=<1'—2’2)37:ax;:1 2 2 pie2fedk-j--zi+]edks

0
(212
3'3'3

c) El vector director del plano 7z, que es el producto vectorial de los dos vectores y fue hallado en el
apartado b), es perpendicular al vector PG, siendo P el punto dado y G el punto genérico del plano, y,
debido a ello, su producto escalar es nulo y la ecuacién pedida del plano.

-

§=GQ,L2%:H=JG2Y+f+22:J§=&3merWMMm:>s

Una vez obtenido el plano hallaremos su distancia al origen O.
{PG:&’y%fﬂ”ln:&_’y_LZ{u:EELQEDEEVZZOZ

(x-1,y-1,2-1)-(-2,1,2)=0=> -2 (x-1)+(y-1)+2(z-1)=0=>7=2x-y-2z+1=0
2.0-0-2-0

40, 7)= 3 81,
JE27 12422 93

X+2y—-2z+6=0
x—y-22=0
a) Calcular el valor de A para que larectary el plano 7 sean paralelos.Para este valor de A, calcular la
distanciaentrer y .
b) ¢ Para algtn valor de A, la recta r esta contenida en el plano 7 ? Justificar la respuesta.
c) ¢ Por algiin valor de A, larectar y el plano 7 son perpendiculares? Justificar la respuesta.

Opcion 2.- Dado el plano 77:2x+ Ay +3=0; ylarecta {

a) Si son paralelos larectar y el plano 7z su vectores directores son perpendiculares y su producto escalar
tiene que ser nulo

X+2y-22+6=0
= 6X+3y+6=0=-2X+y+2=0=y=2x-2=7x-(2x-2)-2z=0=
—-7X+y+2z2=0

5x+2—22:0:>22:2+5x:>z:1+gx:ﬁZ:(L2,g):>

v=[1,2,2]=(2,4,5) - — — _
2 =Siv, Lv, =>v, Lv.=0=(2,4,5)-(2,4,0)=0=4+41=0
v,=(2,1,0)

41+4=0:41:—¢:1:—%:—1

b) La primera condicién para que este contenida en el plano la recta r es la perpendicularidad de sus
vectores directores resuelta en el aparatado a), la segunda condicién es que cualquiera de sus puntos R
(tomaremos el que indica su ecuacidn) pertenezca al plano

R(0,-2,1)=2-0+(-1)-(-2)+3=0=2+3= 0= Noes punto del plano
La recta r no esta contenida en el plano 77, no hay ningan valor de A que cumpla lo preguntado
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Continuacion de la Opcién 2 del Bloque 2

c) Silarectar es perpendicular al plano 7z sus vectores directores son iguales o proporcionales

<
Il

l

<
Il

r (2’4’5):E¢§:> No existe ningln valor de A
.=(2,2,0) 0

Blogue 3 (Analisis) (Puntuacién maxima 4 puntos)

Opciodn 1.- a) Calcular la ecuacion de la recta tangente a la gréafica f (x) = (x + 1)e™ en el punto de corte de f
(x) con el eje OX.

b) Calcular para f (x) = (x + 1) e™ intervalos de crecimiento y decrecimiento, extremos relativos, puntos de
inflexion, concavidad y convexidad.

¢) Enunciad e interpretacion geométrica del teorema del valor medio del calculo integral.

2)
f(x):0:>(x+1)eX:0:>{e_ >0 Wxe R
X+1=0=>x=-1

f'(x)=e™ —(x+1l)e™ =e*(L-x-1)=—xe* = f'(-1)=—(-1 P =e'=e=

=>y-0=¢e[x-(-l)]=>y=ex+e=ex—-y+e=0

m=f'(-1)=e
b)
-1<0=>V¥xeR
Crecimiento = f'(x)>0=(-1)xe™* >0= x>0
e >0=>VxeR
— 00 0 0
-1<0 (-) (-)
x>0 (-) (+)
e’ >0 (+) (+)
Solucién (+) (-)
Crecimiento VX e R/x <0 Decrecimiento VXe R/ x>0

Maximo relativo en X =0= f(0)=(0+1)e® =1-e° =1 de crecimiento pasa a decrecimiento
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Continuacion de la Opcién 1 del Bloque 3
f(x)=—(e* —xe )= —e*(1-x)=e*(x—1)= Concavidad = f"'(x)>0=e*(x-1)>0=>

*>0=> Vxe®R
X=-1>0=>x>1

— 00 1 00
x >1 (-) (+)
e*>0 (+) (+)
Solucién (-) (+)
Concavidad VXe R/x>1 Convexidad VXe R/x <1
2

Punto de inflexién X =1= f(l): (1+l) et :E

c) Establece que:
Si f es continua en [a, b] existe al menos un nimero c en [a, b] tal que

[ (¢ =1(c)-(o-a)

a
Al nimero f(c) se le llama valor medio de f en el intervalo [a, b]

Interpretacién geométrica

Sifes no negativa, f(x)= 0, en [a, b] I dX mide el &rea encerrada entre la curvay =

a
f(x)ylasrectasx =ayx =b.
El teorema del valor medio del célculo integral viene a decir que dicha area es igual al &rea de
cierto rectangulo de base b — a y altura f(c).
En otras palabras, existe una recta horizontal tal que el area encerrada por la curva por
encima de dicha recta coincide con el area encerrada por la curva por debajo de la recta en
[a, b].

1¥ O ¥ =0

. 5t2) /

F

/|

A EIJE
(0 a z kB
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Opcidn 2.- a) Enunciado e interpretacion geométrica del teorema del valor medio del calculo diferencial.
b) De todos los triangulos rectangulos con hipotenusa 10 cm., calcula las longitudes de los catetos que
corresponden a los de area maxima

¢) Calcular el valor de m, para que el area del recinto delimitado por la rectay = mx y la curva

y = x°, sea 2 unidades cuadradas.

a) Teorema del valor medio o de Lagrange
Si f(x) es continua en [a, b] y derivable en (a , b), entonces existe, al menos, un punto C € (a ,b) tal

que: f(b)-f(a)= f'(c)(b—a)

fb)-f(a)

Geometricamente, como f'(c) es la pendiente de la recta tangente en el punto ¢ y esla

pendiente de la cuerda que une los puntos [a, f(a)] y [b , f(b)], el teorema dice que dichas rectas tienen la
misma pendiente; luego si una funcién es continua en [a , b] y tiene tangente en todos los puntos de (a, b),
es decir, es derivable en (a, b), entonces existe, al menos, un punto de (a , b) en el cual la recta tangente
es paralela a la cuerda limitada por los puntos [a, f()] y [b , f(b)]

b)

_ _ 2 -7 -
102 =a2+b? = a2 =100—b? = a = +4100—b? :{a— v100-b* = Noozs sc;lzuuon (negativo)
=+/100 -

S:lab
2
1 ~(=2)b ) 1 (1200-b*>-b®) 1 (100-2b?
=—b\/1oo b? = S'= —-(\/100—b2 b] £—J:_.(_
db 2 24100 — b? 100 — b2 2 |\ 100 -b?
S'=u:>8iS':O:&:O:SO—bZ:O:bZ:SO:b:i@:{b V50 _
V100 - b? \100-b? b =+/50

—2bv/100-b? — (-2)b 50-b?) —2by100-b? + (50 b)
S.._dZS 24100 — b2( ) V100 — b?

=

Cdb? 100 - b? 100 - b?
—2b(100—b? )+ b (50— b?)
o J100-b2 _ -200b+2b°+50b-b® _ b*-150b  _  b(b*-150)
100-b? (00-b?N100-b2  (100-b2}100-b?  (100—b? N100-b?

S,,( 50): \/50° (\/502 150) _ 50(50-150) _50(-100) 100
(100 /_502)/100 02 (l00-501100-50 50450 /50

= Triangulo rectangulo isésceles
{ =100 - 502 \/100 50 =+/50

< 0= Méaximo
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Continuacion de la Opcién 2 del Bloque 3

mx=0=x=0

Puntos de corte de las funcionesconOX = y=0=1 |
Xx*=0=>x=0

Puntos de corte entre funciones = x° = mx = x> —mx=0=> (x ~m)x=0=

x=0
xz—m:0:>{x:\/E
X =—Jm
0 0 Jm Jm 0 0 Jm Jm
A=2= '[mxdx— jx3dx+jmxdx—jx3 dx:>—J.mxdx+ Ix?’dx+ '[mxdx—.[x3 dx=2=
_m —Im 0 0 —Jm - 0 0

_%.m.[xz]oer%[xél]om +%.m. 2] _%.[xzt]f =2

_%.[02_(_\/E)Z]_F%‘[m_(_\/6)4]'_%_(,/”]2 _02)_% (\/F—04)_2:>
2 2 2 2
_m.(_m)_m_+_ m_m_:2:>m_+m__£ mz_l m2:2:>m2—— m2:2:>
2 4 4 2 2 4 4
? m=2
m7:2:>m2=4:>m:i\/2:>{ L



