I.E.S. Mediterraneo de Méalaga Septiembre 2009 Juan Carlos Alonso Gianonatti

Blogue 1 (Algebra Lineal) (Puntuacién maxima 3 puntos)

1 2 3
Opcion 1.- a) Estudia, segundo los valoresde m elrangodamatriz M ={ 2 m m+2
m 8 12

0 - -1
b) Resolver la ecuacién matricial A%X = B, siendo, A= (2 j , B =£ 0 ]

a) Para que exista la inversa de una matriz su determinante no debe de ser nulo
1 2 3 1 2 3

M|=]2 m m+2=0 m-4 m-4 =1
m 8 12 0 8-2m 12-3m
IM[=3(4-m)(m-4)-2(4-m)(m-4)=-3(m-4)+2(m-4)° =—(m-4)" =
SiM|=0=>-(m-4f=0=>m-4=0=>m=4

vmeR-{4}=|M|=0=rang (M)=3

m-4 m-4
2(4-m) 3(4—mJ=

Sim=4

12 3) (1
2 4 61|=|0
4 8 12) 0
b)

A?A’X =A?B= IX == A?B= X =(A?)" B

AZ:( N j ( ] ISE ‘:; _1JJ:2+2:4¢0:Existe(A2)1:>

(a2)* :—adj (A} ]= (a (_ :i]:adj At:(—zl :;)D(AZ)E%,(—; —1}3

-2
1
X:l- _1 _l-_l :i. 1 = 4
42 -2)\0) 4\-2) |_1
2

2 3
0 0|=rang(M)=3
0 0
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Opcidn 2.- a) Discute, segun los valores del parametro m, el siguiente sistema de ecuaciones lineales
X—-y+z=0
2X-y—-2=0
X=2y+4z=m
b) Resuelve, si es posible, el sistema anterior en el caso m =0

a)
1 -1 1 1 -1 1 1 -1 1

A=]2 -1 =0 1 -3=|0 1 -3=0= No puede ser Compatible Deter minado
1 -2 4 |0 -1 3| [0 0 O

1 -1 110 1 -1 110 1 -1 110
2 -1 -10|=|0 1 -30|=/0 1 -30|=m=0=m=-1
1 -2 4m 0 -1 3m 0 0 Om
vm e R - {0} = rang (A)=2 = rang (A/B)= 3= Sistema Incompatible

Cuando m = 0= rang (A)=rang (A/B)= 2 < Nimero de incognitas =
Sistema Compatible Indeter minado

b)

Si m =0 = Sistema Compatible Indeter minado

1 -1 1100

0 1 -30|=y-3z2=0=2y=3z=>x-32+2=0=>x=2z2
0O 0 O0)

Solucion (x,y, z)=(24,31, 1)
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Blogue 2 (Geometria) (Puntuacién maxima 3 puntos)
Opcidn 1.-

X
Dado los planos 7, :x+y+z-1=0;, 7, :y-z+2=0;ylarecta I . — =

y+1 z-1
1 1

a) Calcula el angulo que forman 7, y 7, . Calcula el angulo que forman 7, yr.
b) Estudia la posicion relativa de la recta r y la recta interseccion de los planos 7z, e 7,.

a) El coseno del angulo que forman los planos es igual al producto escalar de los vectores directores de
ambos entre el producto de sus médulos.

El seno del angulo que forman el plano 7z; y la recta r es igual al producto escalar de los vectores directores
de ambos entre el producto de sus médulos.

v = VoV, 1,1,1)-(0,1,-1 0+1-

Va t.1,1) = cos (7, , 7,) = - = ( ) ) :| " q:i=0:>
v, =(0,1,-1) v || WrererrJorerr+(c1f V342 4B
angulo (z, , 7,)=arc cos 0 = 90°=% rad

v = vV, 1,1,1)(-2,1,1 —2+1
V=) | g K )-( | _F2+i+y o
v, =(-2,1,1) vl Eerr e JC2p e V3B 32

angulo (, , r)=arc sen 0 = 0°=0 rad

En este Ultimo caso habra que ver si la recta pertenece al plano ya que si no formarian ese angulo los
vectores directores de la recta y el plano, para saberlo veremos si cualquier punto R de la recta pertenece al
plano (tomaremos el indicado en su ecuacion

R(0,-1,1)=0+(-1)+1-1=0= -1 0= No pertenece al plano
El &ngulo es el que forman los vectores directores, ya que la recta y el plano son paralelos

b) Analizaremos si las rectas r y s tienen un punto comun, si el sistema que resulta es compatible
determinado son secantes, si es compatible indeterminado las rectas coinciden.

Si el sistema es incompatible y hay igualdad o proporcionalidad entre los vectores directores las rectas son
paralelas, de no serlo las rectas se cruzan en el espacio.

X=-24
i _24=-1-2u
X y+1 z-1 z=1+41
r—=-—"—=— =3 -1l+i=u
-2 ' . X=—i-2u 1+1=2+
X+2y+1=0=>x=-1-2y=>7=y+2=>8=<¢ Yy=u —eTH
Z1=2+u
2A-2u=1 —
2A=2p=1 : : v, =(-2,1,1)  — —
A-pu=1 = = 0 # —1= Sistema Incompatible = 1~ =V, =V,
A u=1 —2A+2u=-2 VS=(—2,1,1)

Son rectas paralelas
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Opcidn 2.- a) Calcula la ecuacion de la recta que pasa por el punto P(2, 3, 5) y es perpendicular al plano

X=-1+24
Ty =2+21+u
2=2+31+u

b) Calcula la distancia del punto P(2 , 3, 5) al plano 7. Calcula el punto de 7 que estd mas préximo al
punto P(2, 3, 5).

a) El vector director de la recta r pedida es el vector director del plano al ser perpendicular a él, y quedara
totalmente definida por contener el punto P

Hallaremos el vector director del plano calculando el producto vectorial de los dos vectores directores que lo
determinan

- i ok

{\'i.:(z’z’g):\Tﬂ:\TlA\Tzzz 2 3=2i+2k-3i-2j=—-i-2j+2k=>v_=(-1,-2,2)=
v, =(0,1,1) 01 1

\Z'=\T,,=(1,2,—2):>r:x—2=y7‘3=%

b) Hallaremos la ecuacion del plano 7, utilizando, conjuntamente, el vector director el del plano hallado en
el apartado a) que es perpendicular al vector PG, siendo P un punto cualquiera del plano (tomaremos el
indicado en la ecuacion paramétrica) y G el punto genérico del mismo, y por ello, su producto escalar es
nulo y la ecuacion pedida

. v.=(L,2,-2) 7 1PG =V PG
PG=(x,y,z)-(-1,2,2)=(x+1,y-2,2-2)
L,2,-2)-(x+1,y-2,2-2)=0=> x+1+2y-4-22+4=0= 7:X+2y-2z+1=0Para

2+2-3-2-5+ - 1

a(P, x)- 4 1,
J12+22 4 (= 2) Jo 3

conocer el punto del plano 7 mas cercano a P, que es el punto Q de interseccion de la recta r

perpendicular, hallada en el apartado a), y el plano 7

X=2+4
r=4y=3+21=> Punto de interseccion = (2+1)-2-(3+24)+2-(5-21)+1=0=
z2=5-21
X=2+1
2+A-6-41+10-41+1=0=>-74+7=0=>1=1=Q<y=3+2:1=0Q(3,5,3)
z=5-2-1
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Blogue 3 (Analisis) (Puntuacién maxima 4 puntos)

Opcidn 1.- a) Enuncia e interpreta geométricamente el teorema de Bolzano. Dada la funcion

f(x) = € + 3x In(1 + x?), justifica si podemos asegurar que a su grafica corta al eje OX en algin punto del
intervalo [-1, 0].

ax+b si x<0

. sea continua y
sen (2x)+1 si x>0

b) Calcula los valores de ay b para que la funcién f (X) = {

derivable en x = 0.
2

X
c) Calcula el area del recinto limitado por el eje OX y la parabola Yy = T - X

a) Teorema de Bolzano
Si f(x) es continua en el intervalo [a , b], y toma valores de distinto signo en los extremos del intervalo [sign

f(a) # sign f(b)], entonces existe, al menos, un punto C € (a ,b) tal que
f(c)=0

Es decir: si una funcion es continua en un intervalo cerrado y acotado [a, b], y los valores en los extremos
del intervalo tienen signos distintos, entonces podemos asegurar la existencia de al menos una raiz de la
funcién en el intervalo abierto (a , b)

La funcion f(x) = €* + 3x In(1 + x?) es continua en el intervalo [-1 , 0], y toma valores en los extremos del
intervalo:

f(-1)=e?+3:(~1)- InfL+ (-1F]==-3-In2<0
£(0)=€°+3-0-In(1+0°)=1+0=1>0

de distinto signo [sign f(-1) # sign f(0)], entonces existe, al menos, un punto C € (—l, O) tal que f(c)=0

1
e

b)
f(O):Iirglf(x)za-O+b=b _ _
|ir(r)1f(x):sen(2-0)+1=0+1=1:>f(o)zx"l?f(x)zx'ﬂlf(x):"bzl
(x)= a si x<0 Xlirg]f"(x):a 5
X)= 2c0s (2x) i >0 XILr(T)lf'(x):2cos(2.0)=2.1:2:>a_
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Continuacion de la Opcién 1 del Bloque 3

c)

2
. X° -
Puntos de corte de la funcionconOX = y=0=

X:0:>x2—4x:0:>(x—4)x:02>{

2
x:26(0,4):>y:27—2:1—2:—1<0

4 2 4 2
N e e e
p-g-16_8
3 3
Opcién 2.-

a) Calcula la ecuacion de la recta tangente a la gréfica de f(x) = (1 + x2) e™ en el punto de abscisa x = 0.
b) Calcula el dominio, las asintotas, los intervalos de crecimiento y decrecimiento y los extremos relativos de

X2
la funcion y = — .
x“ -1
¢) Enuncia e interpreta geométricamente el teorema del valor medio del calculo integral
a)

fr(x)=2xe™ —([l+x*)e™ = (- x> + 2x—1)e ™ = - (X’ —2x+1)e”"

{ £'(0)=(1+0%)e® =1

m=f'(0)=-(0>-2-0+1)e®=-1

b)
12
x=1= y(1)= —— == = No tiene solucion
2 _ 2 _ 1°-1
xX2-1=0=>x’ =1l x=+/1=> 2
(-1* 1 : g
x=-1= y(-1)=-—-"— === No tiene solucion
(-1-1 0
2
Dom[xz_lj=‘v’Xe§R—{—l,l}
Asintotas verticales
2 2 2 2
fim €)1 L S o Y S
x>-1" X2 —1 (_1*)2_1 0 o X% -1 (1*)2_1 0
X=-1= ) 5 X=1= ) 5
X (-1) 1 X (-1) 1
lim — = . =— =—00 lim——7= —=—=0
x>-1 x2 —1 (_l+) 1 0 x>l X2 =1 (1+) -1 0

=y-1=(-1)(x-0)=> y-1l=-x=>y=-X+1=>x+y-1=

0
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Continuacion de la Opcién 2 del Bloque 3
b) Continuacion

Asintotas horizontales

I G T 1 1 1
y= X— X2 —1 oo xowX i X—>0 1
2

Existe asintota horizontal, y =1,cuando x — o

2
. X 00 i ‘Hopi .
y — “m - — — Aplicando L'Hopital 5 = ||m — 1
x>—0 ¥ —1 o0 x—-0 2X

Existe asintota horizontal, y =1, cuando x — —o

Asintotas oblicuas

x2 x2 1 1
. f . 2 _ . 2 . 3 . Y .
m = tim %) _ jim X =1 i L P im— X —gim—X =% 0
X—o0 X x> X x>0 X° — X o0 Xxow X B X X—ml—i 1_£ 1-0
X2 X3 X’ ©
No existe asintota oblicua cuando x — o
X2
m= lim f(X) = lim X2 -1 = lim 3X2 :2 _ Aplicando L 'Hopital s = lim 22X _ f _
X—>-0 ¥ X—>-o X x——0 X% — X 00 x»>—03X° -1 o0
- oo .2 1 ] , ]
Aplicando L'Hopital o _ |jm — = ——— = 0 = No existe asintota oblicua cuando x — —
x>-0 BX 3-00
2x (x? =1)=2x-x?  2x®-—2x-2x3 X i
y'= (x*-1) . = ———=-2————=Creciente= f'(x)>0=
2 2 2
(x —1) (x —1) (x —1)
-2<0=>VVxefR
—2L>O:> x>0
(x2-1f 2
(x2 —1) >0=> VxeR
-2<0 () (-)
x>0 () (+)
(x*-1)>0 (+) (+)
Solucién (+) (-)
Creciente VXeR/x<0 Decreciente VX e R/ x>0

Minimo relativoen X=0= y(O) =

07 1 = —1 =0 De decreciente pasa a creciente

C)

Teorema del valor medio del calculo integral
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Si f(x) es una funcién en [a , b] entonces existe un punto C € (a , b) tal que:

b

I f(x)dx = f(c)-(b—a)

a
La interpretacion geométrica de este teorema es que el area encerrada por la gréafica de f(x) y las rectas x =
ay x = b esigual al area del rectangulo abde cuya base es b — a, es decir, la amplitud del intervalo, y cuya
altura es f(c)

Y




