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OPCION A
m m m?
1.- Dadalamatiz A=|1 m? m?
1 1 1
a) Estudia, segun los valores de m , el rango de la matriz .
X 1
b) Resolver, si es posible, el sistema A-| y |=|1 |para el valorm = 1.
z 1

a)
m m m? [0 0 m’-m
Al=[1 m* m?=/0 m*-1 m’-1|=1.
11 10 1 1

0 m? —-m

m2 -1 mz 1 :(mz_m)(mz—l)i Si |A|:O:>

m=0
(m? —m)(m?>-1)=0=m (m-1)(m-1)(m+1)=0=m (m-1)* (M+1)=0=>1 m-1=0=>m=1
m+1=0=m=-1

vmeR-{-1,0,1}=|A=0=rang (A)=3
Sim=-1

-1 -11) (-1 -1 1) (-1 -1 1
A= 1 1 1|=[0 0 2|=|0 0 2|=rang(A)=2

1 1 1) (0 0 2) 0o 0 0

Sim=0
0 0O
A=|1 0 0|=rang(A)=2
111
Sim=1
111 111
A=|1 1 1|=|0 0 0|=rang(A)=1
111 0 0O
b)
11 1)(x 1 X+y+1z 1 X+y+z=1
Sim=1=A=|1 1 1| |y|=|l|=|x+y+z|=|1l|=x+y+z=1
111)\z 1 X+Yy+12 1 X+y+z=1

Sistema Compatible Indeter minado
X+y+z=1=x=1-y-z=Solucion = (x,y,z)=0-A—-u, 1, u)
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2.- Dados los puntos A(3,0,2),B (1,-2,0),C(1,-1,3)yD(4,41-2,-1)

a) Determina el valor de A para qué A, B, C y D, sean coplanarios. ¢Para algun valor de A son, vértices
consecutivos de un paralelogramo?

b) Calcula las ecuaciones paramétricas del plano 1 que pasa por el punto C y es perpendicular a la recta
gue pasa por los puntos A y B.

;';1) Los vectores AB, AC y AD para que sean coplanarios (pertenecen al mismo plano) debe ser uno
combinacion lineal de los otros dos y, por ello, determinante de la matriz formada por ellos es nulo
AB=(1,-2,0)-(3,0,2)=(-2,-2,-2)=(1,1,1) [2-3 1-2 —(A+2
AC=(1,-1,3)-(1,0,2)=(0,-1,1) =1 1 1 |=0=>
AD=(1,4-2,-1)-(3,0,2)=(1-3,4-2,-4-2) | 0 -1 1
A-3+A+2+A-3-4+2=0=21-2=0=21=2=1=1=D(1,-1,-1)

El punto medio P del vector AC es el mismo que el del vector BD (al tratarse de longitudes no podremos
usar los representantes canénicos)

X X
- A;— c:311:2 2=M:2=%:1+1=4:ﬂ=3
2 2 2 2’2 2
_Zat2, _2+43_5 >_0+=4) "1):—/1=5:>/1:—5
T2 2 2 2 2

No existe ningtn valor de A que haga gque sean vértices consecutivos de un paralelogramo

b) El plano 7, queda determinado por su vector director que coincide con el vector AB y por el vector CG,
siendo G el punto generador, estos dos vectores son perpendiculares y su producto escalar es nulo y la
ecuacion general del plano pedido, a partir de ella hallaremos las ecuaciones paramétricas

{ﬁ Vo= RB=(1,1,) L 1CG =7 B0
CG=(x,y,z)-(@,-1,3)=(x-1,y+1,z2-3) ° .
(1,1,1)-(x-1,y+1,2-3)=0=>x-1+y+1+2-3=0=>7=Xx+y+2-3=0=
X=3-A—-u
X=3-y-1=>r= y=A41
z=u



I.E.S. Mediterraneo de Mélaga Junio 2012 Juan Carlos Alonso Gianonatti

3.- a) Enuncia el teorema de Bolzano. Probar que a funcién f(x) = x® + 2x - 4 corta el eje OX en alguin punto
del intervalo [1, 2]. ¢, Puede cortarlo en mas de un punto?

1

. X+2 )@
b) Calcula lim| —————
x>0 (X +X+2

a) Teorema de Bolzano
Si f(x) es continua en el intervalo [a , b], y toma valores de distinto signo en los extremos del intervalo

[sign f(a) # sign f(b)], entonces existe, al menos, un punto C € (a ,b) tal que f(c) =0

La funcién f(x) = x* + 2x — 4 es continua en el intervalo [1 , 2], y sus valores en los extremos del intervalo
son:

f(1)=1°+2.1-4=3-4=-1<0
f(2)=2°+2.2-4=12-4=8>0

un punto C € (1 , 2) tal que f(c) = 0 que es el punto de corte con OX

de distinto signo [sign f(1) # sign f(2)], entonces existe, al menos,

Veamos si es una solucion Gnica, supongamos que existe otro punto d € (1, 2) en donde f(d) = 0, segun el
Teorema de Rolle: “Sea f(x) una funcién continua en [c , d], derivable en (c , d) y que verifica que

f(c) = f(d) =0; entonces existe, al menos, un punto p € (C , d) talque f'(p) =0

Derivemos la funcién

2 2
f'(x)=3x*+2= f'(p)=0=>3x*+2=0=3x" = 2= X° =323
gue no tiene solucion, por lo tanto no hay otro punto, en el intervalo [c , d] que pertenece al intervalo [1, 2],
gue corte al eje OX

b)
1 1 1 1
X+2 ¥ 0+2 Y& . (xX¥P+x+2=-x*)¢ . [(xX*+x+2 —xz
| 5 =| = =lim 5 =lim| — +— =
x>0 X° +X+2 0°+0+2 x—0 X“+X+2 0 XT+X+2 X +X+2
_ _ _ (=
1 XPax+2 (1) CXPax+2 | x2ixe2
x? X2 x%4x+2 X2
. 1 . 1 . 1
=lim| 1+ ———| =Ilim |1+ ——— =lim |1+ ——
x>0 X“+X+2 x->0 X"+ X+2 x—0 X“+X+2
_x2 _x2 _x?

—
—
|
LN
—

tim— Y : -
= @70 Hx+2 — @0%40+2 — @ 2
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4.- Dibujay calcula el &rea de la region limitada por la parabola f(x) = 3x - x* y su recta normal en el punto
(3, 0). (Nota: para el dibujo de las graficas, indicar los puntos de corte con los ejes, el vértice de la parabola
y la concavidad o convexidad).

Ecuacion de la recta normal = f'(x)=3-2x=m=- L __ =——=-= y=%(x—3):>

y:§—1:>3y:x—3:>x—3y—3:0

§_1=0:>§=1:>x:3:(3,0)
Puntos de corteconOX = y=0= x=0
0=3x-x"=x(3-x)=0=
3-x=0=x=3

y:%—1:—1:>(0,—1)

f(0)=3-0-0=0=(0,0)

Puntos de cortecon QY = x=0=>

f'(x)=3-2x = Crecimiento = f'(x)>0:>3—2x>0:>—2x>—3:>2x<3:>x<%

Crece:VXESR/x<§

2
= Vértice 0 maximo relativoen x = g = f(gj = 35—(§j

Decrece:>VXEER/x>E 2 2 \2

3 9 9 18-9 9 .. -
f| —=|==-==""="De crecimiento pasa a decrecimiento
2 2 4 4 4

f'*(x)=3= Concavidad = f"(x)>0= 3> 0= Concavidad = Vx e R

Y

—
-
-—
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Continuacion del Problema 4 de la Opcién A

Puntos de corte entre funciones = 3x — x? =§—1:> OXx —3x?=x-3=3x*-8x-3=0=>

~8+10 _3
8++/100 X=—% =

2.3 |,_8-10_ 2 1

A=(-8)*-4.3.3=64+36=100>0= x =

A= i(%—ljdx—j@x X dx+j3x x)dx+

1

j(——l}dx
— 0 3
3 3
0 X 3 X 3 0 X
A=— I(E_ jdx !(5 ]dx+j3x NG dx+j3x X )d :j(3x X )dx I(E_ jdx
¢ X : 8x 8 5 s
A= I[Bx—x2—§+1jdx: J;(—x2+?+1) [ ] t3'% [ 2]WJr[x]i
3
2
AP D
3 3 3 3 27 3 9
A:_l.[27+ij+ @ EZ—E'(Z?'FLJ-FE'@-FE:—E 7_8()+320+1O
27) 3 9 3 3 27) 3 9 3 3 27 27 3

_-260+320+90 _150 50 ,
27 27 9

|_|>I—I
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OPCION B

X—-2y+3z=5

1.- Dado el sistema
X-3y+2z=-4

a) Calcula el valor de a para que al afiadirle la ecuacion aX+ Y +Z =9 resulte un sistema compatible
indeterminado. Resuélvelo, si es posible, para a = 0.
b) ¢ Existe algun valor de a para el cual el sistema con estas 3 ecuaciones no tenga solucion?

a)

1 -2 3 1 -2 3
A=|1 -3 2=0 -1  -1|=1
a 1 1 |0 1+2a 1-3a
|A=50=Si|Al=0=>5a2=0=a=0

-1 -1
1+20 1-3a

=—(1-3a)+(1+2a)=-1+3a +1+ 2a =

Sia=0

1 -2 3|5 1 -2 3|5 1 -2 3|5

1 -3 2-4|=/0 -1 -1-9|=/0 -1 -1-9|=
0O 1 1|9 0O 1 1/9 0O 0 0j0

rang (A)=rang (A/B)= 2 < Numero de inconitas = Sistema Compatible Indeter minado

1 -2 315

0 -1 -1-9|=-y-72=9=y=9-7=x-2(9-2)+32=5=>x-18+2z+3z2=5=
0 0 0]0

x = 23—5z = Cuando & = 0= Solucién = (x, y, z)=(23-54,9-1, 1)

b)

Hemos visto en el apartado a) que:

Va e R-{0}=|A = 0= rang (A)=3= Nimero de inconitas = Sistema Compatible Deter min ado
No hay ningun valor de « que haga que el Sistema sea Incompatible
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2.- a) Sea M =6, ‘W‘ =10y ‘v + W‘ =14, calcula el angulo que forman los vectores V y W

b) Calcula las ecuaciones paramétricas y la ecuacion general del plano que pasa por los puntos A(-1, 5, 0)

3x+2y-3=0
yB(0,1,1)yesparaleloalarecta r:
2y—-3z-1=0
a) Sabiendo que:
S =\ -2 > = =2 > =2 -2 > = . > = |- N
(v+w) =V +2-V-W+W = V+W = +2-V- W+‘ y sabiendo que v-w = -cos(v,w)
. ; = - —2 -2
Slend0a=angulo(v,w):> V+w =V .COS @ + |W :>
—2 -2 —2
-~ G" E: VAW -V M 142 g7 107 196-36-100
2-V|-|W-COSa=V+W = CO0S & = — = =
2.\,.W‘ 2-6-10 120

COSa:ﬂ:lza=arCCOS 1 =60° =~ rad
120 2 2 3

b) Con los datos dados tenemos los elementos necesarios para determinar la ecuacion paramétrica del
plano 7, estos son los vectores AB, el vector director de la recta r y uno cualquiera de los puntos dados
(tomaremos el punto A)

AB=(0,1,1)-(-1,5,0)=(1,-4,1)
?,x:3—2y:>x:l—gy:>3z:—l+2y:>z:—l+gy:>\7:(—g 1 2j=( 2,3,2)=
3 3 3 ' 3'7°3)
A(-1,5,0)

Xx=-1+A-2u
T=yYy=5-44+3u
Z=1+2u

Los vectores AB vy el vector director de la recta r son coplanarios con el vector AG, siendo G el punto
genérico de la recta, Estos tres vectores al ser coplanarios (pertenecen al mismo plano) y el vector AG es
combinacion lineal de los otros dos, por eso el determinante de la matriz formada por ellos es nulo y la
ecuacion pedida del pIano

( 4’1) x+1 y-5 z
v, ( 2,3, 2) =>r=|1 -4 1=0>
E=(x,y,z)—(—1,5,o)=(x+1,y_5,z) o 3 2

~8(x+1)-2(y-5)+32-82-3(x+1)-2(y-5)=0=11(x+1)+4 (y-5)+5z=0=
7=11Xx+4y+52-9=0
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a—-x> si x<1

3.- a) Determina los valores de a para que la funcion f :9R - R f (X) = 2 si x>1 sea
— >
ax

continua. ¢ Es derivable en x = 1 para algun valor de a?

b) Enunciado e interpretacion geométrica del teorema del valor medio del calculo diferencial.

a)
f1)=1limf(x)=a-1"=a-1 ,
“1 s o = tM)=limf(x)=limf(x)z>a-1="=a’-a=2=
lim f (X) == x—1" x—1* a
x—1" a-1 a
a=1t3_
a2—a—2:0:>A:(—1)2—4-1-(—2):1+8:920:>a:1i\/§:> 2
21 | _1-3_
2
—2x si x<1 lin'(X)z—Z-lz—Z ,
PR=1 2 G xo1™ i px) o 2 = 2= M PK)=lm F0)= -2=-C=
ax x—1* a.]_2 a

—-2a=-2=a=1

Cuando a =1 la funcién no es continua y tiene derivada o sea no es derivable
Cuando a = -1 la funcién es continua y no tiene derivada o sea no es derivable, es continua
Cuando a = 2 la funcion es continua y no tiene derivada o sea no es derivable, es continua

b)
c) Establece que:
Si f es continua en [a, b] existe al menos un nimero c en [a, b] tal que

[ (= 1(c)-(o-a)

a
Al niamero f(c) se le llama valor medio de f en el intervalo [a, b]

Interpretacién geométrica

b
Sifes no negativa, f(x)= 0, en [a, b] I f (X) dx mide el area encerrada entre la curvay =
a

f(x)ylasrectasx =ayx =b.

El teorema del valor medio del célculo integral viene a decir que dicha area es igual al &rea de
cierto rectangulo de base b — a y altura f(c).

En otras palabras, existe una recta horizontal tal que el area encerrada por la curva por
encima de dicha recta coincide con el area encerrada por la curva por debajo de la recta en
[a, b].

T¥ o ¥ =50
PEx,ﬂxJJ/
E I c
|
|
F .
A
fat : E X
0 2 z 5
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(o' =8x+1
4.-CalculaJ-
> xP—x
5x° —3x +1 ‘x - X
—5x° +5x 5
2x+1
5% +3x +1 2x+1  2x+1 2x+1 2x+1 A B C
DA TR 5y = = =t —
X3 — X Cox ¥ -x x(-1) x(x-1)(x+1) x x-1 x+1
2x+1 A1) (x+D 4 BX (DT CX D) 1) (5 41)4 B x (x41)+ C X (x—1) = 2x 41>
X — X X (x—1)(x+1)

x=-1=A(-1-1)(-1+1)+B (-1)(-1+1)+C (-1)(-1-1)=2-(-1)+1=>2C=-1=C=-=
Si x=0=A(0-1)(0+1)+B-0-(0+1)+C-0-(0-1)=2-0+1=> -A=1=> A=-1
x=1=A@1-1)(1+1)+B-1-(1+1)+C-1-(1-1)=2-1+1=2B=3=B :%

3 1 3 1
ol Zlop o x4l g 2x#l o 12 2
x(x-1)(x+1)  x  x-1 x+1 x*-x = x(x=-1)(x+1) ~ x x-1 x+1
3 3 3 3 3 2
ST Jsax- [ 2[5 - fin x4 dt_Lpdu_
S S 5 X 25 X~ 1 2 X+1 29t 25U

Xx=3=>t=2
x=2=t=1
X=3=u=4
X=2=>u=3

X—1:t:>dx:dt:>{

x+1=u:>dx=du:>{

3,3
5x” —-3x+1 3 , 1 .

——— =5-(3-2)-(In3-In2)+—=-|Int], —=-[Inuf, =

|7y =562 (3= 2)s 2 lintf — finul

3 2

jww=5—ln3+ln2+§~(ln2—0)—l~(ln22—ln3)=

> XT—X 2 2

3 2
IWdXZS—InBHn2+§-InZ—E-In2+£-In3:5+(1+§—1]-ln2+(—1+£j.|n3
5 X" =X 2 2 2 2 2

2 5x? 3 1 3
J‘SXJ—de=5+§-In2—£-|n3=5+|n22_|n32:5+|n£=5 Ini=5+ln£
5 X" =X 2 2 NE) J3 3



