I.LE.S. Mediterraneo de Malaga Junio 2013 Juan Carlos Alonso Gianonatti
OPCION A

1 1
1. Dadas tas matrices 4 = (—1), B = (1), sean Bt la matriz traspuesta de B e [ la matriz identidad de

. 0 1
orden 3.

a) Estudia, segin los valores del parametro 4, el rango de AB® + A1,
b} Calcula la matriz X que verifica; AB'X — X = 2B

a)
1 100y (1 1 1) (A 00} (144 1 1
AB'+Al =-1|ft 1 1)+A00 1 0|=[-1 -1 -1[+|0 A 0O|=| -1 -1+4 -1
0 001 (o 0o o) (o 0 2 0 0 A
1+ 1 1 1+A4 1 1
AB'+Al=| -1 -1+A -1|=| A A 0 |=
0 0o A 0 0 A+l
1+4 1 1
AB'+AI|=| 4 4 O =(,1+1)[~1/];1 j‘=(A+1)[ﬁ/l(/1+1)—/1]:(/]+1)E(/12+/1—/])
0 0 A+

A#=0=1=0

[AB' + 1| = #(A+1)=|AB' +AI| = 0= F(1+1)= 0= {/1+1 R
=0=>A=-

0ADO-{-1,0}=|AB' + 11| # 0= rang (AB' + 11 )=

Sid=-1
0 1 1
AB' -1 =|-1 -1 0|=rang(AB' +A1)=2
0 0 0
SiA=0
1 1 1) (111
AB'+00 =AB' =[-1 -1 -1|=[0 0 0|=rang(AB +1)=1
0 0 0) 000
b)
(AB' -1)x =2B= (AB' 1) X =2B= (AB' - 1)*(AB' - 1) X = (AB' -1 )_1ZB:> X =(AB' -1)"28B
1 1 1)(100) (1 1 1 1
AB'-1=[-1 -1 -1|-|0 1 0|=|-1 -2 -1 :\AB‘—l\:—l - 1[‘111 ‘
o o 0/loo1 o o 1 0
1 -1 0 0 -1 -1
(AB 1) =1 rad (AB‘—I)t]:(AB‘—I)tz 1-20 :>ad1[AB‘—I)]= 11 0
A8 -1} 1 -11 0 0 1
0 -1-1) (0 1 1 0 1 1)(2) (4
(A -1)*=1 g1 1 o|=/-1 -1 0|=>x=|-1 -1 0|d2|=|-4
006 0 1) Lo 0 =1 o 0o -1l2) (-2
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3x+y+z~6=0

2x+y — 2=0

a) Estudia la posicidn relativa de r y . Calcula la distancia de ram.

b) Calcula ta ecuacion general o implicita del plano que contiene a r y es perpendicular a .

2, Dados elplano m:x+y—z—~1=0y larectar:{

a) Si el sistema de ecuaciones formado por el plano dado 71 y los dos planos que determinan la recta r es
compatible determinado se cortan en un punto, si es compatible indeterminado la recta esta contenida en el
plano y, finalmente, si es incompatible la recta y el plano son paralelos. Solo en este el Ultimo caso la
distancia serda distinta de cero, y en este caso, hallaremos la distancia desde un punto cualquiera de la recta
R (tomaremos el indicado en la ecuacion) al plano 71

Xx+y-z=1 11 - 11 -

4 2
3X+y+z=6=|A=3 1 1|=/4 2 0 :(—1)[~12 1‘:(—1)[0:03
2x+y=2 21 0 21 O

No escompatibledeter minado= No secortanenun punto

11 -11 11 -11 11 -11

31 16|=|4 2 0(7|=|0 0 0[3|=rang(A)=2#rang(A/B)=3=
21 02 21 0)2 21 0}2

Sistemancompatilbe = El planosry la rectason paralelas

{3x+y+z:6

= 3X+2-2X+2=6=2=4-X=r=y=2-2A=—
y=2-2X , y

b) El plano & , queda determinado por el vector director del plano 71, ya que siendo perpendicular a él,
genera al plano pedido, el vector de la recta r y por el vector RG, siendo G el punto generador del plano
buscado, estos tres vectores son coplanarios y el determinante de la matriz que forman es nulo y la
ecuacion del plano que nos piden

v,,:(l,l,—l) X y-2 z-
v, =(1,-2,-1) —ag=1 1 -1/=0=
@:(x,y,z—(0,2,4):(x,y—2,z—4) 1 -2 -1

-x—(y-2)-2(z-4)-(z-4)-2x+(y-2)=0=-3x-3(z-4)=0=a=x+z-4=0
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3.- a) Enuncia el teorema de Bolzano. Probar que a funcion f(x) = x® + 2x - 2 corta el eje OX en alguin punto
del intervalo [0, 1]. ¢ Tiene esta ecuacion mas de una solucién real?

2 2X
. _ax”+bx+1l-e
b) Calcula los valores de a'y b para que lim > =1
x-0 sen(x )

a) Teorema de Bolzano
Si f(x) es continua en el intervalo [a , b], y toma valores de distinto signo en los extremos del intervalo

[sign f(a) # sign f(b)] , entonces existe, al menos, un punto C [ (a ,b) tal que f(c) = 0

La funcién f(x) = x* + 2x — 2 es continua en el intervalo [0, 1], y sus valores en los extremos del intervalo
son:

{ f(0)=0°+2M-2=-2<0
f

de distinto signo [sign f(0) # sign f(1)] , entonces existe, al menos, un

1)=1°+1[2-2=3-2=1>0
punto CD(O,l) tal que f(c) = 0 que es el punto de corte con OX

Veamos si es una solucién Gnica, supongamos que existe otro punto d [ (0 ) 1) en donde f(d) = 0, segun el
Teorema de Rolle : “Sea f(x) una funcion continua en [c, d], derivable en (c , d) y que verifica que

f(c) = f(d) =0; entonces existe, al menos, un punto P[] (C , d) tal que f(p) =0

Derivemos la funcién

f'(x)=3x*+2= f'(p):0:>3x2+2:0:>3x2:—2:>x2:—§:> xa/—%

gue no tiene solucién, por lo tanto no hay otro punto, en el intervalo [c , d] que pertenece al intervalo [0, 1],
gue corte al eje OX

b)

. ax’+bx+1-e” _a@*+bDM+1-e*° 0+0+1-¢° 1-1
lim = = =

=0 sen(x?) sen(0?) sen(0) 0
- 2ax+b-2e* _2alD+b-2e*" _0+b-2¢" _b-200_b-2
-0 2xcos(x?)  2[Cros(0?) OCkos(0) oO

= O eI =

olo

(serab-2=0=b=2)=

_ 2X _ A2X _ ) ) _ 2X
= lim 227287 _ iy B LZE T O 1 ety = i a-ze” -
x-0 2X cos(x ) x-0 xcos(x ) 0 x-0 cos(x )—x sen(x )
a-2e* a-2¢° a-2 _a-2 a-2

cos(0?)—07sen(0?) ~ cos(0)-0sen(0) 1-00 1 = =l=a —a=3=
=3

Solucién= (a, b)=(3, 2)
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4. a) Calcula los intervalos de crecimiento y decrecimiento y los intervalos de concavidad y convexidad
de [a funcién f(x) = x3 ~ 4x2 + 4x.

b) Dibuja y calcula el 4rea de la regién limitada por la grafica de f(x) = x° — 4x? + 4x y la bisectriz
del primer cuadrante. (Nota: para el dibujo de fa grafica de f(x), es suficiente utilizar el apartado
anterior y calcular los puntos de corte con los ejes).

a)

f'(x)=3x*-8x+4=

8+4
X = =2
3x2—8x+4:O:>A=(—8)2—4Bm:64—48:16202x:8im: 6
23 |,.8-4_4_2
6 6 3
- 5 2 X=2>0=>x>2
Crecimienb = f'(x)>0= 3x —8x+4>0:>(x—2)(x—§j>0:> w2500 x> 2>
2
— o z 2
3
o0
(-) (+) (+)
X> —
x>2 () () (+)
Soluci 6n (+) () (+)
Creciente DXDD/[X<§)D(X<Z) Decreciente DXDD/§<X<2

f"*(x) = 6x-8= Concavidad= f"(x)>0=6x-8>0= 6x>8= x>%:> x>g

Concavidad OxO0O/x< g Convexidad OxOO/x< g

b) La bisectriz del primer cuadrante es la funcién g(x) = x

x=0
_ x3—4x2+4x=0:>(x2—4x+4)x:0:> ,
OX=y=0= x?—4x+4=0
Corteconlos ejes= x=0 =
f(0)=0°-40* +4[0=0
OY:>x=O:>{ ©
9(0)=0
+
x2—4x+4:o:>A:(—4)2—4mm:o:>x=4‘*/6:2
201
H 3 2 3 2 2 X=O
Corteentre funciones=> x” —4x° + 4x=Xx= X~ — 4x +3x:0:>(x —4x+3)x=0:> )
X*=4x+3=0
X_4+2_3
x2—4x+3:o:>A=(—4)2—4[1[3:420:x=4i*/z: 422
X=T=1
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Continuacion del Problema 4 de la Opcién A
b) Continuacion

5 —
Y

- 3 _ 4y2 _ ‘ _3 3 _ g2 -
A (x 4x +4x) dx xdx+jx dx I(x 4x +4x) dx
1 1

a=2ifel-ack b vard el - L el wackipel -ad el

A=%|:([].4 _04)_2[([]_3 _03)_'_2[(&3 _03)_%[(34 _14)_'_131[633 _13)_2[632 _12)

a_l_4,3_80 2604 3B _3-16+18-240+416-144_437-400_37 ,
4 3 2 4 3 2 12 12 12
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OPCION B

1.- a) Discute, segun los valores del parametro m, el siguiente sistema de ecuaciones lineales:
X+my+z=2
mx-y+z=0
2x—-y+2z=1
b) Resuelve, si es posible, el sistema anterior para el caso m = -1
a)
1 m 1 1 m
m-1 - (m + 1)
A=m -1 2j=m-1 -1-m Q=1 =-(m-1)(2m+1)=
0 -(2m+1
2 -1 2 0 -1-2m
m-1=0=>m=1

Si|A=0=-(m-1)(2m+1)=0= (m-1) (2m+1)20:>{2m+1=0:>2m=—1:> m=—%

OmO0 - {—% ,1} = |A4 # 0= rang (A) =3 = Numeraoincognitas= SisCompatibleDeterminado

Sim=-

NI N

1
2 2 -1 24 0 -5 64 0 -5 6/4

- -1 1|0 -1 -2 20|=|-1 -2 210|=|-1 -2 2|0 |=>
2 -1 21 2 -1 211 0 -5 61 0 0 0-3

1

rang (A) = 2 # rang (A/ B) = 3= Sistemancompatilie

Sim=1

1 1 12 1 1 12 1 1 12 1 1 12

1 -1 10|=|0 -2 0-2|=|0 1 0O}1|=/0 1 O1|=

2 -1 21 0 -3 0-3 0 -1 0-1 0 0 00

rang (A) = rang (A/ B) = 2 < NGmeraincognitas= SistemaCompatibleln deter minado
b)

Sim=-1= SistemaompatibleDeterminado

1 -1 1)2 1 -1 1|2

-1 -1 10|=|0 -2 2|2 |=>y=-3=-2[(-3)+2z=2=2z=-4=2=-
2 -1 21 0 1 0]-3
x-(-3)+(-2)=2= x=1= Solucién= (x, y,z)=(1,-3,-2)

=-2=

NS
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2. a) Caloula las ecuaciones paramétricas de la recta r que pasa por el origen de coordenadas y es
perpendicular al plano @ determinado por los puntos 4(1,0,2), B(2,1,3) y C(3,0,0).
b) Calcula los posibles valores de a para que el punto P(a, a, a) equidiste de la recta r y del plano
del apartado anterior.

a) El vector director de la recta r buscada es el del plano 71, que se halla como el producto vectorial de los
vectores AB y AC. Una vez determinado ese vector el punto origen de coordenadas termina de definirnos la
recta pedida

. i ]k
o AB=(213-(1,0,2)=(11Y) 0 ZEaAG=n 1 1|=-+]-k+
AC=(3,0,0)-(1,0,2)=(2,0,-2)=(1,0,-1) " Lo -
X=0+1A X=A
v =-i+2j-k=(-1,2,-)=(,-2,)=r={y=0-20 =r={y=-2
z=0+10A z=A

b) El plano 71 queda determinado por su vector director, hallado en el apartado a), y el vector AG, donde G
es el punto genérico del plano, como ambos vectores son perpendiculares su producto escalar es nulo y la
ecuacion del plano. Después hallaremos la distancia de P al plano.

Para hallar la distancia del punto a la recta r hallaremos un plano & que lo contenga y sea perpendicular a
la recta, cuyo vector director es el de la recta y la distancia entre el punto P y el punto Q interseccidon del
plano hallado con la recta. Dichas distancias son iguales

v,=(1,-2,1) g

—v, DAG=v, 0AG=0=(1,-2,2){x-1,y,z-2)=0
{ G=(x,y,2)-(1,0,2)=(x-1,y,2-2)
X—1-2y+2-2=0 m=x-2y+7-3=0md(p, m)=_22*3"3 _[73_3s/6 _+6
12 +(-2)° +12 V6 6 2 "

v, =(1,-2,1)
PG=(x,y,z)-(a,a,a)=(x-a,y-a,z-a)
(1,—2,1)[(x—a,y—a,z—a)=0:>x—a—2y+2a+ z-a=0=>a=x-2y+z=0=

:\T,; D%:\Tnﬁ=03

x=A x=0
PuntoQ=r={y=-2A=1-2(-24)+1=0=641=0=41=0=Q{y=-20=Q(0,0,0)=
z=A z=0

d(P., Q)=y(a-0) +(a-0)’ +(a-0) =3a* =aV3=
6 2 (2 2
= 3= '73%7*?

Comod(P, 7)=d(P, Q)= a/3= ‘/_ ﬁ_

V2
2
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3. En una circunferencia de centro O y radio 10 cm. se traza un didmetro AB y una
cuerda CD perpendicular a ese diametro. ;A qué distancia del centro O de la
circunferencia debe estar la cuerda CD, para que la diferencia entre las &reas
de los friangulos ADC y BCD sea maxima?

D

Siendo x la distancia entre el centro O y la cuerda CD
Sabiendo do que ACB es un triangulo rectangulo, y por el teorema de la altura tenemos:

25 - == L CE’ = AE[EB= CE’ = (10+x)[{10- x) = CE" =10- x2 = CE =410

Area,., = 2[Area,.. =2 [AELCE

(10+ x) v10- x2

= D = (10+ x)v10- x* -

N

Area,., = 2[Area,.. = 2[F [BE[CE = (10- x) V10— x*

N

D =[10+ x~ (10~ x)] V10~ x? = 2xy/10-x* = D':% = 2[@«/10- X

X 2410- X2
EEW j 2(10 x* =X J 10 2x* _ S 9—XT x?
10-x° vl 7J10- X2 \/
SiD'= 0345_—X:0:>5_X2:0:>X2=5:>X=i\/§:> x:\/g
10- x? x = —/5 = No solu
\ 5x — x3
~2/10- X - {~2x)d5 - x —2x/10—x? + ———
D= d?D 4 2 /10—x [ﬂ )_4 oo
dx’ 10- %2 10- %2
D'"'=4 —2x(10—x2)+5x_x3 —4 - 20x+2x3 +5x - x3 4 3 —15x

ho-x)10-x  fo-x)i0-x  fo-x)Ni0-x
. V5 -15/5  _  5/5-15/5 _-40/5
° (@) (10_@2) 10-+/5° _4(10—5)\/10—5 - 545

=-8< 0= Maximc

x:\/gcm
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4.- a) Enuncia el teorema de Rolle. Determinar el valor de a para que sea aplicable el teorema de Rolle a la
funcion f(x) = x®+ax — 1 en el intervalo [0, 1]. Para este valor de a, calcula un punto C[] (0,1) en el que la
recta tangente a la grafica de f(x) sea paralela al eje OX
2
X~ +3
5 dx
X" =X
a) Teorema de Rolle
Sea f(x) una funcién continua en [a, b], derivable en (a, b) y que verifica que f(a) = f(b) ; entonces existe, al

menos, un punto C L] (a ,b) tal que f'(c) =0

b) Calcula j

La funcion estudiada es continua en [0, 1], derivable en (0, 1) y debe de verificar que f(0) = f(1)
{f(o) =0°+a-1=-1

C flo)=f(1 =-1
(@) =1 +an-1-a — Comot0)=rl)=a

L L c=£D(O,1)
f'(c)=0= f'(x)=3x*-1=3c’-1=0=>3c? =1’ =—=c=+—— = 3
3 V3 | __\B
c——?D(O,l)
x> +3 ‘xz—x
- x® +X 1
X+3
2 —
X +3:1+ X+3 N X+3 _ X+3 é+ B :A(x 1)+BX:>A(x—1)+Bx=x+3
x* =X X -x  x-x x(x-1) x x-1 x (x-1)
Six=0=A(0-1)+BM=0+3=-A=3=A=-3 x2+3 Xx+3  x°+3 -3 4
. = =1+ = =1+ —+—
Six=1= A(l-1)+B0=1+3=>B=4 X% =X x*=-x X=X X x-1

I—jiz_xdx j(1+—3+x—_1jdx jdx SI 4jxd—_xlzx—3lnx+4j%:x—lnx3+4lnt

Xx—-1=t=dx=dt
_ 4
(x 31) LK

I :I%:x—ln X3 +1In (x-1)* = x+In



