I.LE.S. Mediterraneo de Malaga Septiembre 2013 Juan Carlos Alonso Gianonatti
OPCION A

1.- a) Sea una matriz cuadrada de orden 2 tal que M? = 4M. Determina la matriz X que verifica la ecuacion
matricial (M — 21)>X = | siendo | la matriz identidad de orden 2.

b) Determina todas las matrices B de la forma [ j que verifiquen B? = 4B. Si alguna es inversible,

y
calcular su inversa.

c¢) ¢ Cuando un sistema de ecuaciones lineales se dice homogénea?. ¢ Puede ser incompatible un sistema
de ecuaciones lineales homogénea? Justifica la respuesta.

a)
(M2=2IM +412)X =1 = (4AM —=2M +41)X =1 = (2M +41)X = | =
(2M +41)2M +41)' X =2M +41) 1 = IX =(2M +41)" = X =(2M +41)*

b)
x* +y? =4x ) ) 2 AN AX — X? = 2X/4X — X?
=Y =4X-X" = y=tJ4Xx—-X" = =
4y =2xy = 2X=4=>Xx=2 — 44X - X? = -2x/4x - X?

IAX = X2 = 2x/4x — X2 = 4(4x—x2): x2(4x—x2):>16x—4x2 =43 —x* =
x=0

Xt —4x° —4x? +16x =0 = (X’ —4x2 —4x+16)x=0={ ,
X* —4x° -4x+16=0

‘1 -4 -4 16 (x=2) (x> —2x-8)=0=> x> —2x-8=0=

2 2 -4 -16
1 -2 -8 |0
\/— x:ﬁ:4
A= (2] ~41:(-8)=36>0= x= 2020 X )2 :
2

_ 2 _ N2 2 _ _ _O 0
X=0=2y " =4.0-0"=y"=0=2y=0=B= 0 0

=2=B= 2 2
y= 2 2

x=2=y'=42-2 =y =4 y=1/4= > s
y:—2:>B:( j

Soluciones =
-2 2
x=-2=Yy?=4.(-2)-(-2) = y? = -12 = y = +4/-12 = Sin solucién

_ 2 _ 52 2 _ _ _4 0
X=4=y " =4.4-4"=y " =0=>y=0=>B= 0 4
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Continuacion del Problema 1 de la Opcion A

b) Continuacion

00 . _
|B| = =0 = No existe B™

00

2 2 ) _
|B| = =0 = No existe B*

2 2

2

_2 . ~
|B|=‘ ‘:0:>NoeX|steB1
-2 2

|~

-(adj BY)

us)

4 0 ; -1 -1
||3|=0 ,|716#0= ExisteB* = B" =

40 . (40 .. (40 L, 1 (40
B= =B = —adj B' = =B =—- =
0 4 0 4 0 4 16 (0 4

¢) Un sistema de ecuaciones se denomina homogéneo cuando SUS términos independientes son todos
nulos

o K|k
A, O

Para que el sistema sea Incompatible, segun el teorema de Rouche, el rango de la matriz de los
coeficientes tiene que ser distinta al rango de la matriz de los coeficientes ampliada con los términos
independientes, y esto es imposible en este caso (por la nulidad de los términos independientes) por ello
una ecuacion homogénea no puede ser incompatible.
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X=2+t
X—2y+z2+1=0
2.- Dadas lasrectas I : , S:qy=3+2t
2y—-1-2=0
1=2+2t

a) Estudia la posicion relativa de r y s. Si se cortan, calcula el punto de corte. Si determinan un plano,
calcula a ecuacion general o implicita de ese plano.

b) Estudia la posicion relativa de r y el plano 7 :4Xx—4y+2z+7 =0. Calcula la distanciader a 7.

a) Para ello analizaremos si las rectas, de las que calcularemos sus ecuaciones paramétricas, tienen un
punto comun, si el sistema que resulta de igualar sus coordenadas es compatible determinado son secantes
y se cortan en un punto, si es compatible indeterminado las rectas coinciden.

Si el sistema es incompatible y hay igualdad o proporcionalidad entre los vectores directores las rectas son
paralelas, de no serlo las rectas se cruzan en el espacio.

a)
x=1
1=2Y-2=>X-2y+2y-2+1=0=x=1=r: y=41 1-24t
r ot 2E2R2A ) Jozent —it--1
s:ly=3+2 —2+24=2+2t
72=2+2t

A=3+2-(-1)=1=-2+2-1=2+2-1= 0= 4 = Incompatible =
Ni se cor tan en un punto, ni son coincidentes las rectas

1
L = — # — = No son paralelas
v,=(01,2,2) 1 2

Las rectas r y s son rectas que se cruzan en el espacio, por lo tanto no hay plano que las contenga.

{v‘r:(o,l,z) 0

b) Una recta y un plano pueden ser paralelos, o la recta estar contenida en el plano o cortarse en un punto.
Si el sistema que forman las tres ecuaciones, las dos de la recta y la del plano es compatible determinado
se cortan en un punto, si es compatible indeterminado la recta esta contenida en el plano y si es
incompatible recta y plano son paralelos

X-2y+z=-1 1 -2 1 1 -2 1 5 _1
2y-z1=2 =|AN=[0 2 -1=00 2 —1:1-‘4 2‘=—4+4:0:> No se cor tan en un
AX -4y +272=—7 4 -4 2| |0 4 =2

punto = No es Compatible Deter minado

1 -2 1|-1 1 -2 1|-1 1 -2 1/|-1

0 2 -12 0 2 -1/2|=/0 2 -1/2 |=rang(A)=2=rang(A/B)=3=
4 -4 2|-7 0 4 -2-3 0 0 07

Sistema Incompatible
Larectary el plano 7z son paralelos
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Continuacion del Problema 2 de la Opcion A

b) Continuacion
Para hallar la distancia entre la rectar y el plano 7 tomaremos un punto R de la recta r (tomaremos el
indicado en la ecuacion de la recta) y calcularemos la distancia de este punto al plano que es la pedida.

x=1
] yoa SRO0,-2)=d(r)-dR, 7= A0 22T T

2=-2+2 \/42+(‘4) 2 % 6

e 41
3.-a) Calcula lim
X—>00 Xex

2
b) Sea f(x) una funcién continua en el intervalo [1 , 4] tal que I f (X) dx =2y J. f(X) dx = -4 ¢cuales el
1

valor de IS f (X) dx ? Enuncia las propiedades de la integral definida que utilices.

a)

. ex+1 o0 licando L' ital A 2x i 2x i 2e>< 0 licando L' ol

|| - - Aplicando L'Hopital ,:llm ) x:“m - :llm - Aplicando L'Hopital 5 =
e xg* oo oo g’ 4 xe* onef(lex) orl+iXx o

2 X

_Ilm—_I|m2e

X—>00 1 X—>00
b)

[0 dx+ ] ()= F()dx = [ £(x)dbe=] £ ()dx— | F(x)c=—4-2=6 (1)

56 (x)dx = 5j X)dx=5-(-6)=-30 (2)

Propiedad utlllzada en (1)

Sea f(x) definidaen[a,b],y C e (a : b). Se cumple que I dX —J. dX +J.

Si la funcién f(x) es positiva en [a , b], las integrales deflnldas son las areas de Ias regiones y por lo tanto
Reg (f,a,b)=Reg (f,a,c)+Reg (f,c,b)

Propiedad utilizada en (2)

Si f(x) es una funcic')n definida en [a, b], y kK € R, entonces la integral del producto de k por la funcion f(x)

es: J.k f dX kJ. dX consecuencia de la propiedad anterior
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4.- Dibuja y calcula el area de la region limitada por la gréafica de la parabola f (X) =—x* +9x, y las rectas

y =20 ; x—y + 15 = 0. (Nota: para el dibujo de la gréafica de la parabola, indicar los puntos de corte con los
ejes, el vértice de la parabola y la concavidad o convexidad).

Xx=9

OX = f(x):0:>—x2+9x:0:>(—x+9)x=0:>{x_0

Puntos de corte con los ejes =
OY = x=0= f(0)=-02+9-0=0

f'(x)=-2x+9= f'(x)=0:>—2x+9:0:>2x=9:>x=§:> f''(x)= -2 < 0= Maximo

2
Méaximo y vértice de la parabola = x = 2 3) = —(gj +9-(g] __ 4, 162-4 158
9 9 9 9 81 81 81

f''(x)=-2 <0= Concava= f"(x)>0= La parabola es Convexa para todo nimero real

30 4
25 A

W=

26 —
15

10 A

Vamos a concretar mas realizando un zoom

17 -

16 -

15
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Continuacion del Problema 4 de la opcion A

Puntos de corte entre funciones =

X_9+1_5
+ ==
_X2+9X:20:>XZ—9X+20:O:>A:(_9)2_4.1'20:1:)(:9_\/i:> 2
2-1 9-1
X:—:4
2
X_8+2_5
+ ==
—X2-|-9X:X+_1_5:>X2—8X+15:0:>A:(_8)2_4.1.15:4:X:E;_\/Z:> 2
2-1 8-2
X:—:3
2
20=x+15= x=5

A= [(=x? +9x) dx—[(x+15) dx+j20dx—j (x+15) dx j-(—xz+9x)dx+j20dx—j(x+15)dx
3 4 3

W C——y
w'—.h

A=-Sbelao L bl v20 bih - 2[R 15 B

=3 S -g)e ( 3%)+20- (5—4)—%-(52—32)—15-(5-3)

A=—64_27 ﬂ +20- 1_@_15 2__£ 63 +20-8— 30——18+63.3_37.2 184 115
3 2 3 2 6

Ao 1157108 7 .
6 6
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OPCION B
m 0 1
1.-Dadalamatriz A= 0 -1 0
1 0 m

a) Calcula, segun los valores de m, el rango de A

b) ¢, Coincide con su inversa para algun valor de m?. Para m = 0, calcula A%

c) Seam =2 y A la matriz de coeficientes de un sistema de tres ecuaciones lineales con tres incégnitas,
¢podemos afirmar que el sistema tiene solucién Unica? Justifica la respuesta

a)
m 0 1 1

A=l0 -1 0:(—1)-T m=—(m2—1)=1—m2:Si|A|=0:>1—m2=0:>m2=l:>
1 00 m

m=J_r\/1:>{m=_11:>Vme9%—{—1,1}:>|A|¢0:>rang (A)=3

-1 0 1) (-1 0 1
Sim=-1=|0 -1 0|=|0 -1 0|=rang(A)=2
1 0 -1 (0 0 O

10 1) (1 0 1
Sim=1=|0 -1 0|=|0 -1 0|=rang(A)=2
1 0 1) (0 0 o0

b)
m 0 1 -m 0 1
A‘lzﬁ-(ade‘):A‘: 0 -1 0|=adjA'=| 0 m’-1 0 |=
1 0 m 1 0 -m
m 1
L -m 0 1 m? —1 _mz_l
At=——] 0 m-1 0 |- 0 -1 0 |=
1-m 1 0 m 1 0 m

=l=>m’-1=-1=>m’=0=>m=0

2
m? —1 m? — m° -1

2 _ =
m(m _2)—03 m2—2:0:>m2:2:m:i\/§:{m {/_253Solucién:>m=0
m_

m=0

Tm?i-o1
m 0 _ 1 m
m 0 1 m? —1 m? —1 5 =m:>m=m(m2—l):>m(m2—1—l):0
0 -1 0[=| 0 1 0 |= 1
0 m
1
m=0

=
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Continuacién del Problema 1B
b) Continuacion

0O 0 1)(0 0 1
A’=|0 -1 0|0 -1

1
1= A® = (A2f = 1% =1 =|0
1 0 0oJl1 o o 0

o

Il
o O -
o — O
—, O O
o+~ O
= O O

c)

|A| =1-2*=-320=rang (A) =3 = Numero de incognitas = Sistema Compatible Deter min ado

X=3+31+u

2.-a)Dadoelplano a:< y=-31+ u , calculalas ecuaciones en forma continua de la recta r que pasa
2=3+1—-u

por el punto P(2, - 3, - 4) y es perpendicular al plano « . Calcula el punto de corte de r con « .

b) Calcula la ecuacién implicita o general del plano que pasa por los puntos P(2,-3,-3) y

Q(3,-2,-4) yes perpendicular al plano o

c) Calcula las ecuaciones paramétricas de la recta de interseccion del plano f:5X—4y+2—-19=0 con

el plano «

a) La recta r tiene como vector director el del plano « , ya que es perpendicular a él, y con el punto P queda
definida.

El vector director del plano es el producto vectorial de los vectores que la generan y que estan determinados
en la ecuacion dada

ik
{V“l_(g’ 3’1):\Z=\CA\Z:>\Z:3 -3 1 :3i+]+3E+3E—i+3i:25+4]+6E:>
=01, D
\Z:\Z=(2,4,6)E(1,2,3):rzx—2=yT+3:ZL3“

b) La ecuacién del plano 7 queda determinada por el vector director del plano « , el vector PQ, y el vector

PG, siendo G el vector genérico del plano buscado.
Como los tres vectores son coplanarios y este Ultimo, PG, es combinacion lineal de los otros dos el
determinante de la matriz que forman es nulo y la ecuacién pedida del plano

—_

v,=(,2,3) Xx—2 y+3 z+3
PQ=(3,-2,-4)-(2,-3,-3)=@,1,) =z=1 2 3|=0
PG=(x,y,2)-(2,-3,-3)=(x=2,y+3,2+3) 1 1 1
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Continuacion del Problema 2 de la Opcion B

c) Los dos planos « y [ determinan la recta s y apartir de ellos calcularemos los datos dela recta en
ecuaciones paramétricas.

Previamente calcularemos la ecuacioén del plano « del que conocemos su vector director que es
perpendicular al vector AG, siendo A un punto, cualquiera, del plano (tomaremos el indicado en sus

ecuaciones paramétricas) y G el vector genérico del plano, ambos vectores son perpendiculares y su
producto escalar nulo y la ecuacién del plano que se busca.

Siendo A(3, -3, 3)

=(1,2,3)
AG=(x,y,17)- ( -3,3)=(x-3,y+3,2-3)
(1,2,3)-(x-3,y+3,2-3)=0=>x-3+2y+6+32-9=0=>a=x+2y+32-6=0=

:\ZLE:\Z-E:O:

{x+2y+32—6:0 {2x+4y+62—12:0
S= =

:>7x+7z—31:0:>x+z—E:0:>
5x—4y+2z-19=0 5x—-4y+2-19=0 7

x:—z+§:>—z+g+2y+32—6:0:>2y+22:G—E: y+z:3—E: y:—z+42_31
7 7 7 14 14
x:g—/l
7
y——z+E:>s= y—E—/l
14 14/1
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3.- Calcula el dominio, las asintotas, los intervalos de crecimiento y decrecimiento y los maximos y minimos

de f(x)= 2x+1

XZ

e >0= Vxe%R = Dom (f)=Vxe R = No hay asintotas verticales

Asintotas horizontales

. 2X+1 oo i ‘Hopi . 2 .1 1
y = lim - - Utilizando L'Hopital  _ lim _ = lim . == =0
X% 00 X—»00 ZXEX X—>00 XeX o0

Existe asintota horizontal, y = 0,cuando x — o

y = lim 2x+1 = lim 2(_ X)+l = lim -2x+1 _ —© _ __ Utilizando L 'Hopital , _ lim -2 = lim -1
X—>—00 eX2 X—©0 e(—X)2 X—© eX2 00 X—>00 ZXGXZ X—>0 Xxe x?

Existe asintota horizontal, y = 0,cuando x — —o

=0

Asintotas oblicuas

2x+1
_f(x) .. x? . 2X+1 o " Hobi . 2 2
m = lim ( ): lim e — lim g Utilizando L'Hopital s = lim . : -0
X—© X X—>0 X X—>0 XeX o0 X—>00 Xex +ex o0

No existe asintota oblicua cuando x — «

2x+1
. f(x . x? . 2(=x)+1 . —-2x+1 oo " Hoi . -2
m= lim Q = lim e = lim ( ) _ lim g Utilizando L'Hopital , _ lim i .
x—>-0 X x—>-0 X X—>0 (—X (=x) x>0 _ yaX 0 x>x _ yaX _@X

-2 . , .
=— =0 = No existe asintota oblicua cuando x — —o0
o0

f'(X): 2eX _2xeX2(2X+1)_ 26X2(1_2X2 —X)_ 2(1_2)(2 —X)_ _2(2)(2 +X—1)

- - 2 - 2 =

A I

‘= -1+3_2 1

2x2+x—1:0:>A:12—4-2-(—1):1+8:9>O:>x:ﬂ:> _41_34 2

2 X=—— =1
4

1 -2<0=>Vxe®R
—2(x—j-(x+1) 1 1
2 . X—=>0=>x>—
f'(x)= : = Creciente = f'(x)>0= 2 2
e’ X+1>0=>x>-1

X >0=VxeR

10
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Continuacion del Problema 3 de la Opcion B

1
— 0 1 — 00
2
2<0 (-) (-) (-)
X >-1 (-) (+) (+)
1
x> 2 (-) (-) (+)
>0 (+) (+) (+)
Solucién (-) (+) (-)
. 1 o 1
Crecimiento VX e R/-1< X<E Decrecimiento VXGER/(X<—1)U X>E
. , 2-(-1)+1 -2+1 1 o n
Minimo relativo en X =-1= f(—1)= oF = == (de decrecimiento pasa a crecimiento)
el” e e
1

2-—+1
fo . 1 1 2 1+1 2 . o
Maximo relativoen X=== f| = |=—5— = —— = —= (de crecimiento pasa a decrecimiento)
2 e
€

e4

11
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4.- a) Define primitiva de una funcién y enuncia la regla de Barrow.
3,3

X° +2
b) Calculaj .
%~

dx .

a)
Dada dos funciones f(x) y F(x), definidas en un intervalo | = [a, b], diremos que F(x) es una funcion
primitiva de f(x) si la derivada de F(x) es la funcion f(x) en el intervalo |

F(x) es primitiva de f(x) en | = F'(X) = f(X), VX el
Regla de Barrow

Sea f(x) una funcién continua en [a, b], y sea F(x) una primitiva de f(x) en [a , b]; entonces:
b

J () dx=[F()k = F(b)-F(a)

a

b)
X +2 x> -1
- x>+ X X
X+2
X3 +2 X+2  X+2 X+2 A B A(x+1)+B(x-1)
=X+ = = = + =
x? -1 x2-1 " x*-1 (x-1)(x+1) x-1 x+1 (x-1)(x+1)

Six=-1= A(-1+1)+B(-1-1)=-1+2= -2B=1= B:—%

A(x+1)+B(x-1)=x+2= 3
Six=1=A(l+1)+B(@1-1)=1+2=2A=3= A=2

3 1
3 > _T
X2+2:x+ 2 n 2 :IX +2dx dex+ I x* _[——— du
X° -1 Xx-1 x+1 X2 — X — 1 2 x+1
X=1=t=dx=dt x+1:u:>dx=du
3 2 2 2 _ 3
IX 2 =X Bt 3 (x—1)—£|n(x+1):)(_+£|n (x-1) LK
x“ -1 2 2 2 2 2 2 2 2 x+1

oot S oh e -n Gl

3
jX2+2dx Syl s Yinosmg)=2+tin@.g) =21 N6
o122 a "3 2 22 2

12



