I.LE.S. Mediterraneo de Malaga Septiembre 2014 Juan Carlos Alonso Gianonatti

OPCION A

1.- a) Definir menor complementaria y adjunto de un elemento de una matriz cuadrada.
1 0 2

b) Sean | la matriz identidad de orden3yA=|1 1 0 |. Determina los valores de A para los que
2 01

A+ Al no tiene inversa.
c¢) Calcular la matriz que verifica AX — A =2X, siendo A la matriz dada en el apartado b).

b) Una matriz tiene inversa siempre que su determinante no sea nulo

102 (L00) (102 (200) (142 0 2
A+al=|1 1 0|+4l0 1 0|=|1 1 0]+[0 2 O|=| 1 1+2 O
201 oo1)l201)loo )2 o 142
144 0 2
A+2l=| 1 144 0 |=@+2P—4-0+2)=@+2) [0+ 27 —4]=@+ 1) (+22+ 22 -4)
2 0 1+4

A+ 21| = L+ 2)- (22 +22-3)= Si [A+ Al = 0=
1+1=0=>41=-1
(1+2)(22+22-3)=0= /12+21—3:0:>A:22—4-1-(—3)=1620:x=%:{ x=1

VAieR-1{-3,-1,1}=|A+Al|#0= Existe (A+ )"

c)
AX -2X =A=(A-21)-X =A=(A-21)"-(A-2l)- X =(A-21)" A= 1-X =(A-21)" A=
X=(A-21)"-A

102 (200 (-1 0 2
A-21=[1 1 0|-|0 2 0]=|1 -1 0 |z[A+(-2)|=f+(2)]|[-27+2-(2)-3]
201 (o002 l2 0o -1
A+(2|=(-1)-(-3)=3%0=(A-21)" =1 _agi[A-21)]>
A+ 21|
101 2 1 0 2 1 0 2
(A—21)=[ 0 -1 o |=adji[A-21)]=|1 -3 2|=(a-21)*=1]1 —3 2
2 0 -1 2 0 1 2 0 1
5 o 2
1 0 2)(1 0 2 5 0 4) |3 3
X=-|1 -3 2|[1 1 0:%-2 —34:% —1%
2 0 1)(2 01 0 5 4 5
3 003
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Continuacion del Problema 1 de la Opcion A

a) Dada una matriz cuadrada A de orden n, se llama submatriz complementaria del elemento &;

a la matriz de orden n — 1 que resulta al suprimir en A lafilai y la columna j. Esta matriz se expresa como
ajj -
Si A es una matriz cuadrada de orden n, se llama menor complementario del elemento &; al determinante
de la submatriz complementaria del elemento, es decir ‘(xij ‘ :

Dada una matriz cuadrada A de orden n, se llama adjunto del elemento a; al namero A; definido por la
.. i+]
expresion : A; = (—l) -‘aij‘

Si sustituimos cada elemento de A por su adjunto, se obtiene otra matriz que recibe el nombre de matriz
adjunta A, y que se expresa Adj (A)

X=2+21—pu

X+2-4=0
2.- Dadoqueelplano 7:sy=1-2A+ u,ylarecta: r: 3
z2=4+3u =

a) Estudia la posicion relativa de 7z y r. Si se cortan, calcula el punto de corte.
b) Calcular el &ngulo que forman 7z y r. Calcular el plano que contiene ar y es perpendicular a .
a) Una recta y un plano pueden ser paralelos o la recta pertenecer al plano, en ambos casos sus vectores

directores son perpendiculares y su producto escalar nulo, si ademas tienen un punto comun la recta
pertenece al plano, sino son paralelos.

Si el producto escalar de los vectores directores es no nulo la recta y el plano se cortan en un punto.
Para hallar el vector director del plano calcularemos el producto vectorial de los dos vectores que lo
generan.

> — —

—~ i ] K
Vl=(2’;2’0)=(1'_1’0):\7,,'=\71A\72: 1 -1 0l=-3i+k-k-3j=-3i-3]=
v, =(-1,1,3) 11 3
v.=(-3,-3,0)=(1,1,0)=
v, =(1,1,0)
X=4-n —

):v,,-\Tr:(l,l,o)-(—l,0,1):—1¢0:>

Se cor tan en un punto
x-2 y-1 z-4

Ecuacion general del plano=>7:| 1 -1 0 [=0=-3(x-2)+(z-4)-(z-4)-3(y-1)=0
-1 1 3
~3(x-2)-3(y-1)=0=>x-2+y-1=0=>7:x+y-3=0=24-7+3-3=0=>7=4=
x=4-4
Punto de interseccion P{ y=3 = P(0,3,4)
z=4



I.LE.S. Mediterraneo de Malaga Septiembre 2014 Juan Carlos Alonso Gianonatti

Continuacion del Problema 2 de la Opcion A

b)

Siendo « el angulo que forman el plano 7 y la rectar

{@Z(l,l,o) Ve Vel VeV @,1,0)-(-1,0,2) -1 1
) =>SeNa=——=1—-"— = ==
v, =(-1,0,1) (8 BV B VA N Y2 w/12+12+02\/(—1)2+02+12 V2.2 2

a = arc sen (Ej =30°= z rad
2 6

El plano & contendra el vector director del plano 7 y el de la recta r, ademas del vector RG, donde R es
un punto cualquiera del plano (tomaremos el indicado en su ecuacion) y G el punto genérico, los tres son
coplanarios y el determinante de la matriz que forma es nulo y la ecuacién pedida

v, =(,1,0) X—-4 y-3 z
SiendoR (4,3,0)= v, =(-1,0,1) Sa:l1 1 0=0
RG=(x,y,z)-(4,3,0)=(x-4,y-3,2) -1 0 1

(x—4)+z-(y-3)=0=>a:x-y+2-1=0

. COS X—e 7 —2x
3.- a) Calcula lim 5

x—0 sen~x
b) Dividimos un alambre de metal 70 metros de largo en tres partes de manera que una de ellas tenga una
longitud doble que otra, y que, al construir con cada parte un cuadrado, la suma de areas de los tres
cuadrados es minima. Calcular la longitud de cada parte

a)
cosx—e ¥ —2x cos0-e?°-2.0 1-e°-0 0 . ,
lim — — — Utilizando L'Hopital 5 =
X0 sen?x sen?0 02 0
_ lim =S8 X+2e72* -2 _ —sen 0+2e%%-2 _- 0+2e°-2 _2-2_ 0 yizando L'Hopital ., _
x>0 28en X-CoS X 2sen0-cos 0 2-0-1 0 0
_ lim_— €08 x—4e®  —cos0-4e*°  -1-4¢° 5

02 .(cos? x—sen?x) 2-(cos?0-sen?0) 2-(1®-0?) 2
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Continuacion del Problema 3 de la Opcion A

b)
Sea 4L la longitud del perimetro de uno, 8L el de que es doble y de (70 — 4L - 8L) el dltimo

2 2 2 )
A:L2+(2L)Z+(—7O_412Lj =L2+4L2+(35;6L] _ g7y 30 ~420L+30L

4
2 2 2 2 2
A:35 —420L +36L° +20L :35 —420L +56L :A':d—A:_420+112L:—105+28L:
4 4 dL 4
2
A=0=>-105+28L=0=> L:%:A”: (ZL'ZA‘:28>O:>Minimo:>
4L:4.@:@:15cm
28 7
8L:8-1O—5:@=300m
28 7
70—12L:70—12-@:70—@:70—45:25cm
28 28

4. a) La segunda derivada de una funcion f(x) es f”(x) = 4e* — 2x. Ademas, la tangente a la grafica f(x) en
el punto (0,1) es paralela a la linea x - y + 3 = 0. Calcular f(x).

/4

2
b) Calcular j X sen (2x + 7z ) dx
0

f'(x)= j(4e2X —2x)dx = 4[e?dx -2 xdx =4[ ¢! %—2%- x* =2"—x* =26 -x*+K

2x=t:>2dx:dt:>dx:%

y=x+3= f'(0)=1=2(°-0°)+K=1=2e"+K=1= K =1-2=-1= f'(x)=2e% - x* -1

3 3
(0= [(e® -t ~1) =[x " du— [ =2fe' T-Zox —x=e = Xmx=e¥ 2o
2x:t:>2dx:dt:>dx=%
3 3
f(0)=1=e*° —%—O+Q:1:>1+Q:1:Q:0:> f(x)=e* _X7_X
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Continuacion del Problema 4 de la opcién A

b)
_ xcos (2x+ )

_ XCOs (2x+7z)_J-_cos (2x+7)
2
uU=x=du=dx
{sen (2x+7z)dx=dv:>v=J'sen (2x+7z)dx:jsent%:—%-cost:

| = 2 dx =
Ixsen( X+ ) dx ; 5

_cos(2x+7)
2
dt
2x+7r:t:>2dx=dt:>dx=E

dt

_ xcos (2x+7) +1.[cost—
2 2

2

xcos (2x+ )

2

2x+7r:t:>2dx:dt:>dx:%

| = +%J'cos(2x+7z)dx:—

_ XCOs (2x+7z)Jr sen (2x+ )
2 4

+K

T T

2 x
Ix sen (2x+7r)dx=—%.[xcos (2x+ 7)J2 +%-[sen (2x+7)2 =
0

:—%-{%cos(zngj—o-cos (2-0+7r)}+%-[5en (2%+7ZJ—SGH (2-0+7z)}=
=—%-[%cos (27)-0-cos (z)}%-[sen (27)-sen (7:)]:—%-{%-1—0-(—1)}%(0—0):
;:ix sen (2x+7z)dx:—%-%:—%

dx = —+%J-cos (2x + ) dx
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OPCION B
x+my+(m-1)z=m

1.- a) Discutir, segun los valores de m, el sistema: (m —1)y +2=0
X+y=0
b) Resuélvelo, si es posible, param =3
a)
1 m m- 1 m m- m-1 1
Al=0 -1 1 |=0 -1 1 |=1- =(m-1)1-m)-1-m)=(1- -1-1
A= m m N = m-1)a-m)-(-m)= @-m)m-1-1)

1 1 0 0 1I-m 1-m
1-m=0=>m=1

A=@1-mfm-2)=Si|A=0=(1-m)m-2)=

A= mfin-2)SilA -0 4-mfm-2)=0={ 707"

vmeR-{L,2}= |A| # 0= rang (A)= 3= Numero de incognitas = Sistema Compatible Deter minado

Sim=1

1 1 01 1 1 01

0 0 1/0 |[=|0 0 1|0 |=rang (A)=2=rang (A/B)=3= Sistema Incompatible

1 1 000 0 0 01

Sim=2

1 2 1)2 1 2 1|2 1 2 12

0 1 100|=|0 1 1|0 |=[0 1 1|0 |=rang(A)=2=rang(A/B)=3= Sistema Incompatible
1 1 00 0 -1 -1-2 0 0 0]-2

b)

Sim=3= Sistema Compatible Deter minado
1 3 233 1 3 2|3 1 3 2|3
0 2 10|=(0 2 1|0 (=0 2 1|0 :>—z=—3:>z=3:>2y+3:0:>2y=—3:>y=—g
1 1 00 0 -2 -2|-3 0 0 -1-3
3 3

x+3-(—§j+2-3:3:> x—g+6:3:>x:g—3:>Squcién:>(x,y,z):(—,——,Sj
2 2 2 2 2
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X=1+41
X+y—-2z2-5=0
2. Dada las rectas I : ySiqy=2-24
y—-5z-1=0 .5

a) Estudia su posicion relativa. Si se cortan, calcula el punto de corte.
b) Calcula la ecuacién implicita o general y las ecuaciones paramétricas del plano que contienea r ya s
¢) Calcular la distancia del punto Q(1, 1, 4) alarecta s.

a) Para ello analizaremos si las rectas, de las que calcularemos sus ecuaciones paramétricas, tienen un
punto comun, si el sistema que resulta de igualar sus coordenadas es compatible determinado son secantes
y se cortan en un punto, si es compatible indeterminado las rectas coinciden. Para hallar la compatibilidad
es condicién necesaria que el determinante de la matriz de los coeficientes ampliada sea nula.

Si el sistema es incompatible y hay igualdad o proporcionalidad entre los vectores directores las rectas son
paralelas, de no serlo las rectas se cruzan en el espacio.

X=4-3u
y=1+52=>Xx+1+52-22-5=0=>x=4-3z=r:<y=1+5u A—3u=1+4 3u+i=3
Z=u o _
x=1+1 - l+5ﬂ_25 “= 5ﬂ+22_1:
Siqy=2-24 o o
z=5

3-5+1=3=1=-12 . . .
= Sistema Compatible Deter minado. Se cor tan en el punto P =

5:5+24=1=224=-24=> 1=-12
x=1+(-12)
Piy=2-2-(-12)= P(-11, 26, 5)
z=5
b) Se conocen los vectores directores de las dos rectas que son coplanarios con el vector PG, siendo P el

punto de corte de ambas y G el punto genérico del plano 7z a determinar, el determinante de la matriz que
forman los tres es nula (al ser coplanarios) y la ecuacién del plano pedida.

v, =(-3,5,1) x+11 y-26 z-5
v.=(1,-2,0) = -3 5 1[=0=>
PG =(x,y,z)-(-11,26,5)=(x+11,y—26,z-5) 1 -2 0

(y—26)+6(z2-5)-5(z-5)+2(x+11)=0=2(x+11)+(y-26)+(z2-5)=0=
T:2X+y+2-9=0
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Continuacion del Problema 2 de la opcion B

¢) Hallaremos un plano que contenga al punto Q y que sea perpendicular a la recta s, cuyo vector director
que sera el del plano « buscado, que es perpendicular al vector QG, siendo el producto escalar, de ambos
vectores, nulo y la ecuacion del plano buscada.

Se hallara el punto S interseccién de la recta r con el plano « , siendo el mddulo del vector QS la distancia
pedida.

_ v =(1,-2,0) -
QG=(x,y, z) (1 1 4) (x 1,y-1,z-4)
v, LQG=V,-QG=0=(1,-2,0)-(x-1,y-1,2-4)=0=>x-1-2y+2=0=>a:Xx-2y+1=0=

e

1+/1—2(2+2,1)+1=0:>—2—3/1=o:>z=—3:»s y=2—2-(—3):»s[l 0 5)
3 3 3'3
z=5

oS (1 10 ¢ (1,1,4):[—— 3 1jz>d(Q s)=d (Q,S)Z@‘:\/(%Y{ZJZHZ:>

4+49 \/6_2
\/ 3
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mx si x<l1

3.- Dada la funcién f(x)= 5 .
ax“+bx+1 si x2>1

a) Calcular los valores de a, b y m para que f(x) sea derivable en x = 1 y tiene una extremo relativo en x =

3

b) Enuncia el teorema del valor medio teorema del calculo diferencial. Para los valoresa=1, b=-6ym =-

4 calcula, si existe, un punto de ¢ €(0, 5) tal que la tangente a la gréafica f(x) en x = ¢ sea paralela a la
recta que une los puntos (0,0)y (5, -4).

a) Para ser derivable una funcion tiene que ser, también, continua

Iirpf(x):m-lzm _ _
f(x)=lim f(x)=a-1? +b-1+1=a+b+1 f(x):l'l‘ﬂ f(x):lLrp fx)=m=a+b+1

x—1*
m si x<1 lim f'(x)=m _ .
f (X)_{Zax+b si x>l:>{"nﬂ f%(x)=23'1+b:1ﬂlf (X):!LT Fh)=m=2a+b=

f'(3)=0=2a-3+b=0

a+b-m=-1 11 -1-1 1 1 -1-1 1 1 -1-1

6a+b=0 6 1 0|0 0 -5 616 0O 0 1|-4
b=-6=a-6+4=-1=a=1= Solucion=(a,b,m)=(1,-6,-4)

b) Teorema del valor medio o de Lagrange

Si f(x) es continua en [a , b] y derivable en (a , b), entonces existe, al menos, un punto c (a ,b)

tal que: f(b)- f(a)= f'(c)(b—a)

—4 si x<1 —4-0 4
fr(x)= : >m=——=—=f'(x)= 4
2x—6 si x>1 5-0 5 20-6=-_=10c-30=-4=10c=26
c=2_Bq,s)
10 5

2a+b-m=0=>|2 1 -0 |=|0 -1 1|2 |=|0 -1 1|2 |[=m=-4=>-b-4=2=>

e —g = No hay solucién en (0,1)

=
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1

4. a) Calcular'[ —dx
v 3+3e
| - . i im F ()
b) Enuncia el teorema fundamental del calculo integral. Si F(X):I - dt, calcula lim——=
0 3+3e =0 X

a)

1 1+e 1+e
- 2_ dx:%jlizéj dt

2 3L+e 35tt-1 3Jt(t-1)

= = 1:
1+eX:t:>ede:dt:>dx:d—I:£:> x=1=1 1+0e 1+e
e’ t- X=0=>t=1+e =1+1=2

1 A B At-1)+Bt
—+ —
t t-1  t(t-1)
1 -1 1

(-1 t t-1

t=1= Al-1)+B-1=1=B=1
= At-1)+Bt=1= =
t=0=A0-1)+B-0=1=-A=1=A=-1

Tl Int] + 1—u=—§[ln(1+e)+ln 2]+§[In ulf

2 2 1

t=1l+e=u=e

t-l=u=dt=du=
t=2=>t=2-1=1
2
I:glni+g(ln e—Inl)zglni+g(ln e—O):g[In 2—In(1+e)+In e]:zlnﬁzlns( 2¢ j
3 l+e 3 3 l+e 3 3 3 1l+e

t
b) Si f(x) es integrable en [a, b], la funcion F(t):J. f(X) dx conte [a , b], recibe el nombre de funcion
0

integral
Si f(x) es continua en [a, b], entonces la funcién integral es derivable y cumple que:

F'(t)= f(t) vtela,b]

0
. 2
Sabiendo que F(0)= dt=0=
£3+3€

50 1 x03+3e* 3+3¢° 3+3.1

tim FO9) _ F(()O)= % __ vntingovvopra_, _ i FY0) e 2 2 2

x—0 X

2_1
6 3

10



