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ALGUNAS IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS:

2
. i %en v =1-cos“u
1. sen“u tos“u % 0 [ )
Fpos” u =1-sen‘u

2. 1+ tan®u = sec®u ; tan?u =sec®u -1
3. 1+ ctgzu =csc®u ; ctgzu =csc®u—-1
1-cos2u 1+ cos2u
4. seny ==——2228 5. cos?y==22220
2 2
1 H:sc u = Esec u =
6. senu = senu 7. cosu = og Ccos U
cseu B:scu senu =1 %ecu cosu =1
senu CoS U
8. tanu = 9. ctgu = ——
cosu senu
10. sen(a + ) = sena cos B * senff cosa  11. sen 2a = 2sena cosa
12.cos(a £ ) = cosa cos B F senf sena 13. cos2a =cos® a —sen’a

tan o * tan S
1F tana tan B

PROPIEDADES DE LOGARITMOS:
1. Log,(A.B) = Log,A + Log,B

14. tan(a = B) =

N

A

3. Log, A" =n Log,A Log,A

15. tan(2a) =

2 tana

1-tan’a

Logb%ﬁ =Log,A - Log,B

=lnA

5 In(AB)=InA+nB 6. lnﬁgﬁ =nA-InB
7.mA" =ninA 8. an/_Z%lnA
8¢ =N 9. PN = N .

FORMULAS ELEMENTALES DE DERIVADAS
Sea las funciones uw = u(z); v =wv(z).Entonces:

1. diazc =0, donde C es una constante
2. iu” =yt du ,donde n O R 3. iz" =na"", donde n O IR
d:z: d dx
dv
—_— = 4+ —
4 d (uv) dq: dx
5. di( ) , donde k es una constante
du dv
)=y ey, du Vi “dr
6 dz (u 'U) U T dz 7 a dw %E

Consecuencias particulares de la formula 2, esto es:
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d 1 du d _ 1
S'Eﬁ_Zﬁdx 9. dz $_2ﬁ
10. iQ/E:;ﬂ,donde nOR 11 i"az = ;,donde nOR

dz -1 dz " dx [ n-
nn un nTI I" 1

Derivada de funciones exponenciales y logaritmicas:

12. diza" =a" Ina %; (a>0) 13. %a‘” =a" Ina
d w w du d T T
14. —e" = —_— 15 — =
dr ¢ ¢ dx dx ¢ ¢
d 1 du d
16. —L | = ———— 17. — Log, x =
dx 094 u lna dz dx 9T zlna
d 1 du d 1
18. —Ilnu == — 19. —I ==
dr n u dx dr ne T
20. %u“ =yt Z—z +u"lnu %
Derivada de funciones trigonométricas:
21. %senu = cosu % 22. ;l—xsenz =cosT
d du d
23. — =—senu — 24, — =—sen:
3 . cosu senu . e cosx senx
d _ > du d _ 2
25. . tanu = sec” u . 26. . tanzr = sec” x
d 2 du d 2
27. —ctgu =-— — 28. — ==
Iz ctgu csctu e 8 Ir ctgx cscx
29. isecu = secu tanu & 30. isec:z: = secx tanx
dr dr dx
31. %cscu =—cscu ctgu% 32. %cscz =—cscz ctgr
Derivada de funciones trigonométricas inversas:
33. iarcsenu = 1 du 34. iarcsenal: = 1
dz _ 2 dx dz _ 2
1-u 1-z
d -1 du d -1
35, —arccosu = ——— 36. —arccosr = ————
dz ll_uz dz dz 1- 22
d _ 1 du d _ 1
37. %arctanu = T4 o2 T 38. %arctanz‘ = T+ 22
d _ -1 du d _ -1
39. %arc ctgu = ma 40. Earcctgm = 2
d 1 du d 1
41. —arc secu = ——————— 42. —arc secr = —————
dz |u|/u2_ld1‘ dr ‘:r‘ 2 -1
-1 du d -1

43. iarc cscu = 44. —arc cscx =

dx |u|/u2_ld:1: dz ‘T‘ 22 -1
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RECTAS TANGENTES Y NORMALES
Recta Tangente.- La recta tangente a la grdfica de f enelpunto P = (a, f(a)) , esta dada por:

Ly y =f(a) =f'(a)(z ~a)
Recta Normal.- La recta normal a la grdfica de f enelpunto P = (a, f(a)) , esta dada por:
LT by fla) = (z = a)

-1
f'(a)
APLICACIONES DE LA DERIVADA:
FUNCIONES CRECIENTES Y DECRECIENTES

Teorema 1. Si f es continua sobre [a, b] y si f' (:I:) & @0 [a,b], entonces f es creciente

(estrictamente) sobre [a, b] .

Teorema 2. Si f es continua sobre [a,b] ysi f'(z) € [ O[a,b], entonces [ es decreciente

(estrictamente) sobre [a, b] .

MAXIMOS Y MiNIMOS
Definicion 1. Sea f una funcion definida en I, se llaman punto critico de f a aquellos puntos ¢ del

intervalo I, y cumple:
i) f'(¢c)=00¢
i) [ (C) no existe 6

iii) ¢ esuno de los extremos. Si es que éstos estuvieron considerados en el intervalo I .
Criterio de la Primera derivada:

Teorema 3.- Sea C un punto critico de f . Si existe un intervalo [a, b], donde f es continua tal que

cO <a, b> , entonces:

f'(z) >0, wl](a,c> yH

i) f (I)7 9O 20 <C’ b> E f(C) es un Mdximo relativo de f
(@) <0, z0(a,c) yaD N '
ii) f' (m), 0 700 <c7 b) E f(C) es un Minimo relativo de f
fl@) >0, 20(ac) yg F'(@) >0, 20{ac) y
iif) j f(e) no es mdximo y

minimo de f .
Observaciones: Si ¢ un punto critico de f . De teorema se desprende:
1. Sicambia de “ + " (antes de c)a “ —” (después de ¢ ), entonces se tiene un mdximo relativo.
2. Sicambiade “— " (antes de ¢ )a “ + "(después de c), entonces se tiene un minimo relativo.
Criterio de la Segunda derivada:
Teorema 4.- Sea f una funcion diferenciable en el entorno de ¢ . Si f' (C) =0ysi f' ! (C) , entonces:

i) f'"(e) <0 O f(c) esunmadximo relativo.

i) f'""(c)>0 O f(c) esun minimo relativo.

Formulas de Derivadas e Integrales
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P(z) H Az + By + Ag+ B, + + Az +B, H .
J' dx dz

> > >
Halx thr+c¢  ar” b te, a,x° +bx+c, E
Luego se determina las constantes

A,A, .. A, ,B,B,, . .., B,
CasoIV.-Si Q(z) Faxz® +#zx +)"; nOIN,entonces:

Q(z)
Luego se determina las constantes
A, A, .. ,A BB, .. B,
B. Siel gmdo(P(x))>gmdo(Q(z) ), entonces se procede a dividir, para luego

J‘P(l?)d J’H A1x+Bl + A2I+B2 + + Az + B, B

aplicarlos casos anteriores.

INTEGRACION DE ALGUNAS FUNCIONES IRRACIONALES
A. Integrales de la forma:

— 'rl/nl ar + b ’ILk/Vlk »
J’Rﬁzﬁmﬁ ﬁmﬁ de, ng,..on, 0N

Para evaluar éste tipo de integral, hacemos el siguiente cambio de variable:

0" =22 donde n = M.CM{n,, ny, . n,}

B. Integrales de la forma:

dz
J.(z—a)"‘[pxz +qr+r

Para evaluar éste tipo de integral, hacemos el siguiente cambio de variable:

1 __dt
xa-?Dd:r——t—z

; nOIN

C. Integrales de la forma:

Ix"’ (a +bx" )” dr; a #0,b # 0 (Integrales del binomio diferencial)

Esta integral se reduce a la integral de funcion racional de una variable solamente en los
siguientes casos:

Caso I.- Si p O Z , hacemos la sustitucion: x = t’”',

donde k =M.C.M.[denominador de my n]
+1

caso Il.- Si = 0O Z , hacemos la sustitucion: a +bz" =t°,

— : T . .
donde “s =es el denominador de p ” (p = —; siendo ry s son primos entre si).
s

+
casonnl.-si L w07,
hacemos la sustitucién: a +bz" =2"t* 6 az™ +b=1t°,

. T . . .
donde “s =es el denominador de p ”(p = —, siendo ry s son primos entre si).
s

dz
E{az2+bm+c)l (az?+bx+c)? (az? +bz+c) n
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FORMULAS ELEMENTALES DE INTEGRACION
Primer Grupo de Férmulas:

1. [ du=u+C 2. Iu"du =

n+l

T +Cin#l, nOR

PR ln‘ ‘+0
U

4.J.a“du =2 +C;a >0, a%21
Ina

.
5. e'du =e" +C

-’
Segundo Grupo de Férmulas

6. J-senudu =—cosu +C 7. | cosudu = senu +C

8. J'mnudu = In|secul +C ==In|cosu| +C 9. J.ctgu du = ln‘ sen u‘ +C
IO.Isecudu = In|secu + tanu| + C 11. | cscudu ln|cscu - ctgu| +C
cscuctgudu =—cscu +C

12. Isecz udu =tanu +C 13. J-csc udu =—ctgu+C

14.Itanu secudu = tanu + C 15,

Tercer Grupo de Formulas:

16. J.d—u
Vva? - u?

17. J’L l nl‘an; +C; (a > 0)

= arcsen% +C; (a>0)

a®+u? a

1arcsec%+0 (a >0)

18 _du  _
J’u /uz_az a

19. qudu =Lrplr=adic: (@>o)

—4?2 20 |u+tal
20. d—u U +\/u2 +q?
Vuz +q°
21. J'\/az —u?du 2% BN@Z -u?® + aza’rcsen%5+ C; (a>0)
22. J-\/uziazdu—ianl ©? +a%in

+C

=in

0
+C
H

U +\/u +q?
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Formulas adicionales: Se elimina el radical:
2_ 2 _ [2, 2 _ 2, _
23.J.senh u du = coshu +C 24.Icoshu du = senhu +C \/u e = ‘/a (sec0-1) =a \/tan 0 =a tand
Para retornar a la variable “u ” construimos el tridngulo: sec@ = —
25.J.tanhu du = ln‘ coshu‘ +C 26. Isec h?u du = tanhu + C @
u
27.J.csch2u du =—ctghu + C 28.Isechu tanhu du =—sechu +C u2-a2

29.J-csch u ctghu du =—cschu +C i
Observacion.- Cuando los integrandos contiene:

INTEGRALES DE ALGUNAS FUNCIONES QUE CONTIENEN TRINOMIO CUADRADO 1. Va? - u? , se hace la sustitucion: v = a tanht
Caso I:

d Se elimina el radical:
*
I—, para determinar ésta integral, serd suficiente completar a ‘/az 2 =‘/a2(1—tanh2 t) =asecht

pzz tqrt+r
cuadrados en el trinomio y luego aplicar las formulas (17) o (19). 2.

% J' dx
‘/pz'z +qr+r

cuadrados en el trinomio y luego aplicar las férmulas (16) o (20).

a? +u?, se hace la sustitucion: u = a senht
para determinar ésta integral, serd suficiente completar a Se elimina el radical:

Va2 + 42 =‘/a2(1+ senh®t) = a cosht

Caso Il.- Para calcular las integrales: 3. Ju? - a?, se hace la sustitucién: u = a cosht
I :J' (az +b)ds I :J' (az +b)ds Se elimina el radical:
1 2 2
pr- +tgr+r ‘/px2+q:1:+r \/uz—az :‘/az(coshzt—l) =a senht
aq
Usaremos el artificio siguiente: ar +b = i(ZpJ: +q)—=—+b
2p 2p METODO DE INTEGRACION POR FRACCIONES PARCIALES
Donde (2pz + q) es la derivada del trinomio cuadrado. P(z )
Para integrar dz, donde P(z) y Q(z) son polinomios, procedemos del siguiente
Entonces: Q=
(az +b)dz _ (2pz +q)dx B) aq de modo:
J.pxz tqrtr Zj.pzz PP +D "2 [ A Siel gmdo(Q(z) )> gmdo(P(a:) ), entonces descomponemos en fracciones
B} dx parciales, esto es.
——ln‘px *qr +7" +D ZPB’ JPCap——— Casol-Si Q(z) Fx -a)(r-a,) ... (z—a,), entonces:
Para determinar la ultima integral se usa el caso anterior P( x) A1 A2 A
dx +—=—+ ... +——Hdx
(ax +b)dz o (2px +q)dx t-a T-a, z-a,

* _ —
J.\/p.rz tqr+r 2pI1,px +qr+r g,lm +qr+r Luego se determina las constantes A , A, , .... , A,
_a ,pxz - +B _% dz Casoll-Si Q(z) #x -u)"; nOIN, entonces:
p O P "pxz tqr+r

Plz) 2 A
) A ) dz —2 4+ +— _Odz
Para determinar la ultima integral se usa el caso anterior Q) —a (z-a)? (z—-a)"
Luego se determina las constantes A, , A, , .... A,
Caso lll.- Si

Q(z) = (alxz +b +cl)(a2x2 +h,otc,) ... (a,z? +b,x +c, ), entonces:



Para evaluar éste tipo de integrales se usa la identidad trigonométrica siguiente:

sen(Au)cos(Bu) = %(sen(A +B)u +sen(A.— B)u )

* I, = Icos(Au) cos(Bu) du

Para evaluar éste tipo de integrales se usa la identidad trigonométrica siguiente:

cos(Au)cos(Bu) :%(COS(A—B)u+cos(A+B)u)

* 1, =Isen(Au)sen(Bu) du

Para evaluar éste tipo de integrales se usa la identidad trigonométrica siguiente:

sen(Au) sen(Bu) = %(COS(A — B)u —cos(A+ Bu )

INTEGRACION POR SUSTITUCION TRIGONOMETRICA

A. Sila integral contiene: a? -u?

Entonces se hace la sustitucion:
u=asend O du=acosf db

Se elimina el radical:

‘/az — :Jaz(l—senzﬁ) =aqa \/60529 =a cosl

Para retornar a la variable “u ” construimos el triangulo: sen 6 = —

S}

N

a?-u?
B. Si la integral contiene: a® +u?
Entonces se hace la sustitucion:

w=atan® O du=a sec?0do
Se elimina el radical:

Ja? +4? = ‘/a2(1+tcm20) = Vsec?0 = a sech

Para retornar a la variable “u ” construimos el triangulo: tan 8 =

7
@
e u

N

i

=

C. Si la integral contiene: Vu? —a?

Entonces se hace la sustitucion:
u=asecl@ O du=a secO tan 8d0O
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METODO DE INTEGRACION POR PARTES

J.u dv =u.v-— Ivdu

Para aplicar esta formula, se debe descomponer el integrando en dos factores w i dv de los
cuales debe elegirse que “u ” se tenga que derivar y “dv” integrar de manera que sea
posible la integracion.

INTEGRALES QUE CONTIENEN POTENCIAS EN LAS FUNCIONES
TRIGONOMETRICAS
A. Integrales de la forma:

I =J-sen”udu; I, =J-cos" wdu donde n O IN

Para evaluar éste tipo de integrales se presentan dos casos:
Caso I.- Si n. = Numero IMPAR, entonces:
n =2k #, 0t=0,1,2,3,...

, k k
o= Isen "wdu = J.(senzu) senu du =-[(1— cos? u) senu du, luego para
calcular hacemos el cambio variable: w = cosu .
* I, = J’cos " udu ZI(cos2 u)k cosu du = J.(l— Senzu)k cosu du, |uego para

calcular hacemos el cambio variable: w = senu .
Caso ll.- Si n =Numero PAR, entonces:
n =2k, Ok=1,2,3,...

*I, = Isen"’u du :J'(senzu)kdu :J'Wﬁ du
* I, = Icos"’ wdu = J.(cos zu)k du =J-Wﬁdu

Luego se desarrolla en los integrandos la potencia k, de donde se requerird de nuevo el
uso de los casos 1 y Il.
B. Integrales de la forma:

I :J-sen"u cos™ udu

Para evaluar éste tipo de integrales se presentan dos casos:
Caso I.- Si “n” 6 “m” es un numero entero positivo IMPAR, de ser asi el otro puede ser
cualquier numero, esto es:
Por ejemplo si: n =Numero entero positivo Impar y
m = cualquier numero.

Entonces: n =2k #, 0Ok =0,1,2,3,...

k k
* ] =J-(sen2u) cos™ u senudu =J.(1—(2052 u) cos™ u senudu, luego para

calcular hacemos el cambio variable: w = cosu .
Por ejemplo si: m = Numero entero positivo Impar y
n =cualquier numero.



Entonces: m =2k #, 0Ok =0,1,2,3,...

k &
* 1 :J.sen"u (cos2 u) cosudu :J.sen"u (1—sen2u) cosudu , luego para calcular

hacemos el cambio variable: w = senu .

Caso Il.- Si “n” y “m” son numeros enteros positivos PARES, entonces para calcular dicha
integral se utiliza las identidades siguientes:
2 _1-cos2u 2 _1+4cos2u
sen U4 = ——, cCoS U =———FfF—
2 2
C. Integrales de la forma:
I =J-tan" u sec” wdu; I, =J.ctg"u csc™ u du

Para evaluar éste tipo de integrales se presentan los siguientes casos:
Caso I.- Si n = Numero entero positivo IMPAR y
m = Cualquier numero.
Entonces:
n =2k #, 0k =0,1,2,3,...

*I = J.mn" u sec™ u du :J-(tcmz uy sec" M u (tanu secu du)

13 - .
= J.(secz U —1) sec™ 1y (tanu secu du), luego para calcular hacemos el cambio

variable: w = secu .

k _
*I, =J.ctg"u sec™ u du :I(ctgzu) esc™ (ctgu cscu du)

= I(cscz u = 1)k esc™ M u (ctgu escu du), luego para calcular hacemos el cambio

variable: w = cscu .
Caso Il.- Si m = Numero PAR y
n = Cualquier nimero.
Entonces:
n =2k, Ok =1,2,3,4...

) ) -2)/2
*1 = J.t(m” u sec™ u du :J.tcm"’ u (8662 u)(m )/ sec?u du
:J-t(m " (1+ tan® u)(m—Z)/Z sec? u du, luego para calcular hacemos el cambio

variable: w =tanu.

*1, :Ictg"’u csc™ u du :J.ctg"u (c502 u)(m_z)/z esc® u du

:Ictg”u (1+ ctgzu)(m_z)/2 esc? u du, luego para calcular hacemos el cambio

variable: w = ctgu .
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Caso lll.- Si m = Numero entero positivo IMPAR y
n = Numero entero positivo PAR.
Entonces la solucion se determina mediante el método de integracion por partes

D. Integrales de la forma:
I = Itan" udu; I, ZIctg”u du donde n O Z"
Si “n ” es un numero entero positivo PAR o IMPAR , procedemos de la siguiente manera:
*I = J.tan" u du = J.lf/an"_2 w tan®u du = J.tann’_z u (sec?u—1) du

n=1
= J.tan "2 4 sec?u du —J.t(m"_z u du = ta:ll—_lu —Itan"_z u du

Este proceso repetimos cuantas veces sea necesario, hasta obtener la solucion.
Andlogamente tenemos:

*1, = Ictg"’u du = J.ctg”_zu ctg®u du :J.ctg”_zu (esc?u—1) du
n-2 2 n-2 Ctg"_lu n-2
= J.ctg u cscu du —J.ctg "“u du :—W —Ictg u du
E. Integrales de la forma:
I :Isec" wdu; I, :Icsc" u du donde n 0 Z*
Para evaluar éste tipo de integrales se presentan los siguientes casos:
Caso I.- Si n = Numero positivo PAR.

Entonces:
n =2k, Ok =1,2,3,...

_ ] _ 2 \(n=2)/2 2
*1 = J-sec" wdu —I (sec u) sec u du

:J. (1+ tan? u)(nfz)/z sec® u du , luego para calcular hacemos el cambio variable:

w =tanu .
n=2)/2
*I, = J.csc"' wdu :J- (cscz u)( 4 esc?u du

:J- (1+ ctgzu)("_z)/2 csc? u du, luego para calcular hacemos el cambio variable:

w = ctgu.
Caso Il.- Si n =Numero positivo IMPAR, entonces la solucion se determina mediante el
método de integracion por partes.

F. Integrales de la forma:

* 1 ZIsen(Au)cos(Bu) du



