FUERZAS Y MOVIMIENTO
ARMONICO SIMPLE

H FUERZA ELASTICA

Ley de Hooke. La ley de Hooke de un muelle nos dice:
Para cada muelle, las fuerzas de mddulo F de traccion
0 compresién que actlan en sus extremos son direc-
tamente proporcionales a la deformacién & que sufre
el mismo debido a ellas, alargandose en caso de trac-
cién o acortandose en caso de compresidn. Dicha
constante de proporcionalidad k se llama constante
eldstica del muelle o constante de rigidez del muelle y
se mide en N/m. Asi:
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Fuerza eldstica. Dados un muelle y una particula soli-
daria a un extremo del muelle, llamamos fuerza eldsti-
ca F, a la fuerza que recibe la particula debido al mue-
lle.

Centremos nuestra atencidn en el caso de muelle con
extremos fijo y moévil, y particula en contacto perma-
nente con el extremo movil del muelle. Por la 3LN la
fuerza que realiza el muelle sobre la particula tendra el
mismo maddulo, la misma direccidn y sentido contrario
al que tiene la fuerza que realiza la particula sobre el
muelle:

F=k-Al F,=k-Al
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Para un muelle con un extremo fijo y el otro extremo
solidario a una particula, la ley de Hooke de un muelle
y la fuerza elastica en forma vectorial quedan:

Donde:

N
F es la fuerza que actua sobre el extremo libre del
muelle debido a la particula,

N
F, es la fuerza que actla sobre la particula debido al
muelle,

k es la constante del muelle,

s
l, es el vector que va del extremo fijo al extremo
movil cuando el muelle tiene su longitud natural,

Al es el vector desplazamiento que va del extremo
moévil en su posicién natural al extremo mévil cuando
actla lafuerzaFy

l es el vector de va del extremo fijo al extremo movil
cuando actua la fuerza F sobre el muelle.

Estrategias para problemas con fuerzas eldsticas.
Para resolver un problema con fuerzas elasticas, ha-
remos lo siguiente:

(1) Dibujamos el vector deformacién y le asignamos el
escalar § u otro que queramos.

(2) Dibujamos el vector fuerza elastica en sentido
contrario al dibujado para el vector deformacién y
le asignamos el escalar F, = k§.
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FUERZAS Y MOVIMIENTO ARMONICO SIMPLE

Fuerzas y MAS. Llamamos oscilador armdnico o sim-
plemente oscilador a una particula que describe un
MAS.

Sea una particula de masa m y elijamos el eje x de
forma que se verifiquen:

a) La velocidad inicial de la particula es nula o solo
tiene componente x; esto es, v, 5 = 0.

b) La fuerza total aplicada sobre la particula solo tiene
componente x en cada instante; esto es, Fy,, =
0.



c) En todo instante se cumple: Fy,., = —kx, siendo
k una constante positiva y x la posicion de la par-
ticula.

Entonces se cumple que la particula describe un MAS
en el eje x de expresién x = A - sen(wt + ¢,), sien-
do:

(1) w = Vk/m.

2
(2) A% = %3 + (”"—") .
w

(3) ¢po = arc sen(x,/A).
Salvo que xo/A =1 o x,/A = —1 habra dos &n-
gulos en la circunferencia cuyo seno valga x,/A.
Sin embargo, la calculadora solo nos dice uno de
ellos, que llamaremos «; el otro sera (r — a). Pa-
ra saber si ¢, es @ o (r — a) debemos usar el
signo de v, ,:

{qbo esdel 12 0 4° cuadrante si v, 4 > 0
Py es del 2° 0 32 cuadrante si v, < 0

i MAS eneje x ]
w=+k/m
vy'o = 0
Fiotx = —kx| = A=
Ftot,y =0

¢o = arc sen(xy/A)
Vyo > 0= ¢ en 120 42 cuad
[V, 0 < 0= ¢y en2o3°cuad]

Demostracion. Veamos primero que las condiciones a)
y b) garantizan movimiento rectilineo a lo largo del eje
x. Por 2LN en eje y se tiene a, = 0. Como por a)
también v, , = 0, se tiene que el movimiento es recti-
lineo en el eje x.

Por 2LN en el eje x se tiene -kx = ma,, luego a, =
—%x. Denotando  w = /k/m, tenemos que a,
—w?x, que es precisamente la definicion de MAS.

La demostracion de las expresiones de A y de ¢, ya se
traté en cinematica del MAS, por lo que remitimos alli
al lector interesado. =

Oscilador tipo Masa-muelle. Si tenemos un muelle (de
constante k) fijo en un extremo y solidario a una parti-
cula (de masa m) en el otro extremo y alteramos la
posicidon de equilibrio del sistema o dotamos a la parti-
cula de velocidad inicial no nula en la direccién del
muelle, para a continuacion dejar libre el sistema,
entonces la particula seguira un MAS de origen la
posicidon de equilibrio de la particula, de pulsacién w =
Jk/m, y de amplitud A y fase inicial ¢, dadas por la
posicidn inicial y la velocidad inicial de la particula.

’k .
w= |~y el origenesla

posicién de equilibrio

Usando 2LN y fuerza eldstica, tanto si el muelle es
horizontal, vertical o inclinado, la masa seguird un

MAS de pulso w = \/% y origen la posicién de equili-

brio. Lo vemos a continuacion para el caso horizontal y
vertical, aunque también se cumple en el caso inclina-
do; el lector interesado puede probarlo para este
ultimo caso.

Comprobacion caso horizontal
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En la imagen (0) el muelle, de constante elastica k,
tiene su longitud natural y el sistema esta en equilibrio.
Elegimos el origen del eje x donde se encuentra la
particula en equilibrio y el sentido, el de traccion del
muelle.

En la imagen (1), tenemos el muelle mas traccionado y
el sistema ya no estéa en equilibrio. La velocidad inicial
de la particula, en caso de ser no nula tendrd la direc-
cién del eje x. Llamaremos x a la posicién en el eje x
de la particula. Con esto, el vector deformacion del
muelle esta representado en la figura con el escalar x
asignado. Por lo visto de fuerzas elasticas, ésta esta
representada en sentido contrario al vector deformacion
con el escalar kx asignado.

Aplicando 2LN en el eje x tenemos: - kx = ma,.

. k
Asi, a, = - X Denotando w = /k/m, tenemos que
a, = —w?x con w = cte > 0. Por tanto, la particula

sigue un MAS de pulsacion w =/ k/m.

. Comprobacién caso vertical
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En la imagen (0) tenemos solo el muelle con su longi-
tud natural [, en equilibrio. En la imagen (1) tenemos
el sistema en equilibrio. Para ello, el muelle ha aumen-
tado su longitud natural [, una cantidad &,. Elegiremos
el origen del eje x donde se encuentra la particula en
equilibrio y el sentido, el de traccion del muelle.
Aplicando 2LN en el eje x tenemos: —k8, + mg = 0.

En la imagen (2), tenemos el muelle mas traccionado y
el sistema ya no esta en equilibrio. Las mismas consi-
deraciones que en el caso anterior. La diferencia es que
el escalar asignado a la deformacién del muelle ahora
es (8 + x).

Aplicando 2LN en el eje x: - k(8 + x) + mg = ma,.
Usando ambas ecuaciones tenemos de nuevo que a, =
—%x. Por tanto, la particula sigue un MAS de pulsa-

cion w = k/m.

Oscilador tipo péndulo simple. Denominamos péndulo
simple a una particula que pende de un hilo, el cual es
inextensible y sin peso. La trayectoria que seguira la
particula estara contenida en una circunferencia, por
lo que no serd rectilinea. Sin embargo, lo considera-
remos rectilineo al imponer que el angulo que separa
el hilo de la vertical es pequefio (tomandolo con signo,
entre -14° y +14°). De esta manera, se cumple que: si
tenemos un péndulo simple, lo separamos de su posi-
cion de equilibrio un angulo pequeno y dejamos libre
el sistema, entonces la particula seguird un MAS en el
eje x de origen la posicion de equilibrio de la particula,
de pulsacion w = \/m, y de amplitud A y fase inicial
¢, dadas por la posicién inicial y la velocidad inicial de
la particula.

w = \/% y el origen es la

posicion de equilibrio

Comprobacion caso péndulo simple.
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Atendiendo a la figura, si aplicamos la 2LN tenemos:
Eje x: —Tsenf = ma,
Eje y: Tcosd - mg = ma,,

Con la simplificacion de que 8 estd comprendido entre
-14° y +14° tenemos que: sen(6) = tg(f) = x/L,
(2) cos(8) = 1y (3) a, = 0. Con estas simplifica-
ciones, despejando T del eje y, queda T = mg; susti-
tuyendo T en el eje x y simplificando, tenemos que:
a, = —ilx.

EJEMPLOS RESUELTOS

Ejemplo 1. Al colgar una masa de 120 kg de un muelle

vertical, éste se alarga 6,4 cm.

a) ¢Cual es la constante elastica del muelle?

b) ¢éCuanto se alargaria ese mismo muelle si cambia-
mos la masa de 120 kg por otra de 200 kg?

Solucion
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Ejemplo 2. El sistema de la figura estd en equilibrio. El

bloque tiene una masa m = 5 kg y se encuentra sobre

un plano inclinado a = 30°. Por estar la masa unida al

muelle, provoca en el mismo un alargamiento Al = 4

cm.

a) ¢Cual es la constante elastica del muelle?

b) éPor qué otra masa tendriamos que cambiar la de
5 kg para que ese mismo muelle se alargue 10 cm
envezde4cm?

on bQ'

Solucion
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Ejemplo 3*. El sistema de la figura, formado por un

muelle de constante elastica k = 80 N/m y una masa m

= 5 kg, esta en equilibrio. Hallar la expresién instanta-

nea de la posicidn x = x(t) de la particula al dejarla libre

si las condiciones iniciales son:

a) Muelle estirado 30 cm y particula en reposo.

b) Muelle comprimido 25 cm y particula en reposo.

¢) Muelle con su longitud natural y particula con
velocidad de 2 m/s en el sentido de traccidn.

d) Muelle con su longitud natural y particula con
velocidad 3 m/s en el sentido de la compresién.

e) Muelle comprimido 10 cm y particula con veloci-
dad 0,7 m/s en el sentido de la compresion.
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Ejemplo 4*. El sistema de la figura estd en equilibrio,

donde al colgarle el bloque de masa m desconocida el

muelle se ha alargado 6, = 993 mm. A partir de esta

posicion de equilibrio estiramos el muelle otros 700

mm adicionales y soltamos, instante en el cual empe-

zamos a contar el tiempo. Se pide:

a) Frecuencia del MAS.

b) Instante en que la particula alcanza por primera
vez la celeridad maxima con sentido hacia arriba y
valor de dicha velocidad maxima.
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Ejemplo 5*%. Tenemos un péndulo simple de longitud

0,5 m y masa 3 kg. Se pide:

a) Expresién instantdnea de la posicidn x(t) si inicial-
mente el dngulo del hilo con la horizontal es +10° y
dejamos libre el sistema.

b) Expresion instantanea de la posicidn x(t) si inicial-
mente el dngulo del hilo con la horizontal es -14° y
dejamos libre el sistema.
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EJERCICIOS PROPUESTOS

3.1*. En el sistema de la figura, inicialmente en repo-
so, m; = 5 kg, m; = 3 kg, la constante elastica del mue-
lle es k = 80 N/m, el coeficiente de rozamiento entre
ambos bloques y el suelo es u = 0,1y la fuerza F = 30
N. Se pide:

a) Tiempo para que el bloque 1 recorra 40 m.

b) Estiramiento del muelle.

| My
Fe—" Lowro{=]

Sol.a) 5,37s; b) 0,14 m.

3.2. Una masa de 5 kg esta unida a un muelle de lon-
gitud natural 65 cm y se encuentra apoyada sobre una
superficie horizontal. Se hace girar la masa como indi-
ca la figura con una velocidad angular constante de 9
rad/s, describiendo una circunferencia de radio 75 cm.
Se pide la constante elastica del muelle.

Sol. 3037,5 N/m.

3.3*. Una masa de 3 kg estd unida a un muelle como
indica la figura girando a velocidad angular constante
de 4 rad/s. La longitud natural del muelle es de 80 cm
y la constante recuperadora es de 1000 N/m. Se pide:
a) Alargamiento de muelle.

b) Angulo que forma el muelle con la vertical.

c) Radio de giro.

Sol.a) 0,04 m; b)42,69° c)0,57 m.

3.4. Un oscilador armédnico de 50 Hz estd formado por

una particula de 10 g de masa unida a un muelle. Se

pide:

a) Constante elastica del muelle.

b) Mddulo de la fuerza elastica cuando la particula se
encuentra a 3 cm de la posicién de equilibrio.

Sol. a) 987 N/m; b) 29,6 N.



3.5. Tenemos cierto muelle al que acoplamos una
masa m, obteniendo un oscilador armdnico de fre-
cuencia f. En el mismo muelle, desacoplamos la masa
m y acoplamos una masa m’, obteniendo un oscilador
armonico de frecuencia 2f. ¢Qué relacion hay entre las
masasmym’?

Sol. m/m’ =4,

3.6*. El sistema de la figura esta en equilibrio, donde

al colgarle la particula de masa m = 300 g el muelle se

ha alargado 8o = 18 cm. A partir de esta posicion de

equilibrio se sabe que en el instante inicial el muelle

estd comprimido 9 cm respecto la posicidn de equili-

brio y posee una velocidad de 4 m/s en el sentido de la

traccion. Se pide:

a) Constante elastica del muelle.

b) Pulsacion, frecuencia y periodo del movimiento.

c) Expresidn instantanea de la posicion y = y(t) de la
particula.

Sol. a) 16,33 N/m; b) 7,38 rad/s, 1,17 Hz, 0,852 s;
c)y=0,55sen(7,38t+2,98) (Sl).

3.7*%. El sistema de la figura estd en equilibrio. La

rampa tiene una inclinaciéon a = 30°. Al colgarle cierta

masa desconocida el muelle se ha alargado 6o = 16 cm.

A partir de esta posicién de equilibrio se sabe que en

el instante inicial el muelle esta traccionado 8 cm res-

pecto la posicién de equilibrio y posee una velocidad

de 6 m/s en el sentido de la compresidn. Se pide:

a) Frecuencia angular del movimiento.

b) Expresion instantanea de la posicion x = x(t) de la
particula.

c) Grafica x = x(t).

Sol. a) 5,53 rad/s; b)x=1,087-sen(5,53t+3,068) (Sl).

3.8**. El sistema de la figura estd en equilibrio y cons-
ta de un muelle de constante k = 333 N/m, un bloque
de peso P; =50 N, un bloque de peso P, = 25 N y una
cuerda que une ambos bloques. A partir del mismo,
adicionalmente bajamos 20 cm el bloque de 25 N y
dejamos el sistema libre, momento en el que empieza
a contar el tiempo. El cable es suficientemente largo
para que los dos bloques no toquen la polea. Se pide:

a) Probar que el bloque de 50 N describe un MAS de

.z k
pulsacién w = f :
m1+m2

b) Expresion x = x(t) del bloque de 50 N.

333 N/m

lo + 8o
SRR

25N
Sol. b) x=0,2-sen(6,6t + t/2) (SI).

3.9%* Tenemos dos muelles de constantes elasticas
k1 y kz. Se pide la constante elastica del sistema resul-
tante en funcién de k; y de k; si colocamos los dos
muelles en:

a) Serie.

b) Paralelo.

K4
it L
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Serce
qua.{)eéo

1 1 1
Sol. a) e =—+ k_z; b) kparalelo =k + ks

serie ky

3.10. Sabiendo que hablamos de un péndulo simple,

responde las siguientes cuestiones:

a) ¢Influye la masa de la particula en el movimiento?

b) Para una longitud y masa dados, ien qué parame-
tros del MAS influye el angulo inicial?

c) éInfluye la longitud del hilo en la frecuencia del
movimiento?

d) Si a causa del rozamiento la amplitud del movi-
miento fuese cada vez menor, ¢afectaria dicho ro-
zamiento a la frecuencia del movimiento?

e) Si a consecuencia del uso el hilo se estirase, ¢afec-
taria eso al periodo del movimiento?

Sol. a) No; b) Influye en la amplitud y en la fase inicial del

movimiento (ambas dependerian también de la velocidad

inicial); no influye en la pulsacion del movimiento; c) No; d)

Si.

3.11*. Tenemos un péndulo simple de longitud 80 cm
y masa 400 g. Inicialmente el angulo del hilo con la
horizontal es de +6° con una velocidad inicial de -0,5
m/s. Se pide:

a) Expresion instantanea de la posicion x(t).

b) Aceleracion maxima del péndulo.

Sol. a) x=0,166-sen(3,5t + 2,611) (SI); b) 2,03 m/s2.





