EJERCICIOS DE REPASO

FUNCIONES

LIMITES Y ASINTOTAS



Calcula los siguientes limites:
sen(2x)

) >!I—q)] J1-cos(2x)

. xsen(x)
(b) IXITO 1-cos(X)

Calcula los siguientes limites
1
a) lime
x—0

eX-e*

b) lim
x—0

. sen(x)
a) lim
x—0 63X -1

Calcula los siguientes limites:
. tg(x)-sen(x
) i 190-en
Xx—0
. sen(2x
(b) lim (2)

x—0" 4/1—C0s(3X)

Calcula los siguientes limites:
1

(a) lim cos(2)**
x—0
1

(b) lim ()%
x—0"

Calcula el siguiente limite:
1

lim (x)*
X—0

Considera la funcion f: R— R definida por

1

T 14el™
Calcula los limites laterales en x = 0.

f(x) si x#0

Demuestra:
(a) Que f(x) = In(x*) y g(x) = x>-1 son infinitésimos equivalentes en xo =1

) lim [,l(x+ h)? +k —(x+h)}= 0

X—>+00

Demuestra:
(a) Que f(x) = In(1+x) y g(x) = xx son infinitésimos equivalentes en xy =0

) lim [,/(x+h)2 Tk +(x+h)}=o

X——00



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Localiza las asintotas de la funcién
x? -1

X
y situa la grafica de la funcidn respecto de ellas.

f(x) =

Dada la funcién
1+ x?
f(x) = ——
| x|
(a) Determina su dominio.
(b) Calcula sus asintotas y situa la grafica de f respecto de las mismas.

2

X P
2 1 para | X| #B 1, determina sus asintotas.
X

Sea f la funcién dada por f (x) =

Dada la funcién
__Ix]
1-x?
(a) Determina su dominio.
(b) Calcula sus asintotas y situa la grafica de f respecto de las mismas.

_ -3

Sea la funcién f(x) = ——
X

f(x)

a) Halla su dominio de definicion.
b) Calcula sus asintotas.

Dada la funcién
fix) = Ln(x-1)
Ln(x—2)
(a) Determina su dominio.
(b) Calcula sus asintotas y situa la grafica de f respecto de las mismas.

2
X
Sea f la funcién dada por f (x) =—1 para | X| #1, determina sus asintotas.
X -

| x|
x? -1

(a) Determina su dominio.
(b) Calcula sus asintotas y situa la grafica de f respecto de las mismas.

Dada la funcién f(x) =

Dibuja las graficas de las funciones:

a)y= |Ln(x+1)|.
b)y= Lan|—2).
cy= Sl

Dibuja la grafica de una funcion que cumpla las siguientes condiciones:
e Sudominioy recorrido es R*.

e No corta al eje de ordenadas.

e  Essimétrica impar.

e CortaalejeOXenx=-2yx=1

e Llarectay = x es asintota oblicua.



SOLUCIONES DE EJERCICIOS LIMITES Y ASINTOTAS

Calcula los siguientes limites:
(@) [im —20)_
x>0~ 4/1—C0s(2X)
Xsen(x
(b) lim _xsen(x)
x_>0 1-cos(x)

Resolucion:
2
(a) Como f(x) = 1-cos(x) y g(x) = X7 son infinitésimos equivalentes en x = 0, tendremos que 1-
(29
2

cos(2x) y g(x) = porgue si tomamos u = 2x:

@ (O

2 : 2 _
le_rg 1—cos(2x) 'Lno 1—cos(u)
Como h(x) = sen(x) e i(x) = x son infinitésimos equivalentes en x = 0, tendremos que
sen(2x) y 2x porque si tomamos u = 2x:

l 2X i u
x'Lno sen(2x) UILno sen(u)
Por lo tanto:
. sen(2x) . 2X . 2X X
lim ——==-=Iim =lim = ——=—~/E
x50~ 1J1-C0S(2X) x>0 (2x)2 x>0 V2x J_ | |

2

2
X
(b) Utilizando los infinitésimos equivalentes en x = 0, 1-cos(x) ~ - y sen(x)~

2

=lim 2=2

. xsen(x) _ XX . X

im— —

x—0 L x—0
2

%00 1=c0s() 0

Calcula los siguientes limites
1

(@) lime *
x—0
. eX_ -X
(b) Iim
X—0
(© “ sen(x]
Resolucion:
1 1
. 2 o 1 1
(a) Ilme X2= e 0— e_ = T.O: —/ =0
x—0 e ©

(b) Como €* -1y x son infinitésimos equivalentes en x = 0 tenemos que e™1 y 2x también lo son

x_1 e!-1
porque si tomamos u = 2x: |im =i
x—0
. eX_eX . e 2x_) . oo e2x_1 . 2x_
lim = lim = lime™.lim2 = 2fime™.lim S~ =2
x—0 X X—0 X X—0 X—0 X Xx—0 x>0 2X

(c) Como e* -1y x son infinitésimos equivalentes en x = 0 tenemos que e¥1 y 3x también lo son



. - . -1 ,
porque si tomamos u = 3x: ||m € = lim ¢ = 1. También los son sen(x) y x:
u

3X

3x1 u

sen(x) - lim

sen(x) 3x X 1.1 sen(x) i X _1
e¥ .1 o0 X €13 3x x ANe* 13

lim
x—0

Calcula los siguientes limites:
. tg(x)-sen(x

@ lim M)
x—0 X

(b) |jm ——2(2)

x—0" /1—C0s(3X)

Resolucion:
2
X
(a) Utilizando los infinitésimos equivalentes en x = 0, 1-cos(x) ~ TV sen(x)~ x y tg(x)~ x =

2
X

~1- 2
cos(x) 5

sen(x)(1-cos(x))

-sen(x
lim tg(x) - sen(x) lim cos(x) ( )= l cos(X)
3 3
X—0 X x—0 X x—0 X
xx%/2
i 1-X%/2 1 1
!me x3 IXILnO 2-x% 2
2
(b) Como f(x) = 1-cos(x) y g(x) = X? son infinitésimos equivalentes en x = 0, tendremos que 1-
2
cos(3x) y g(x) = (3)2() porque si tomamos u = 3x:
(3%)° (u)?
lim 2 = lim —2

x—0 1—C03(3X) u_>01 cos(u)

Como h(x) = sen(x) e i(x) = x son infinitésimos equivalentes en x = 0, sen(2x) y 2x también
lo son porque si tomamos u = 2x:

2x
LITO sen(2x) ) IULO sen(u)
Por lo tanto:
_osen(2x) .. 2 . 242 x 22
D e B o7 g \/gx RS
2 2

Calcula los siguientes limites:
1

(a) limecos(2x¥’
x—0

1

(b) lim ()<
x—0*

Resolucion:
(a) Es una indeterminacién del tipo (1%). El limite serd de la forma L = e" siendo
A= im[f(X)-1].9(X), siendo f la base y g el exponente, luego:

X—0



A=lim [cos(2x— 1).%}
x—0 X

o . x? . x?
Como 1-cos x es un infinitésimo equivalente a EX cos(x)-1 es equivalente a 7 luego

2
—(ZX) =-2x°:
2

cos(2x)- 1 es equivalente a -

: 1 .
7»=I|m{(-2xz)-—2} = lim (-2) =-2
x—0 X Xx—0
1
e2

. -2
esdecirque:L=¢e" =

(b) Es un limite del tipo (0*), que no es una indeterminacidn, sino que vale cero:

1
. 7w
lim ()* =(0") =0
x—0*"
1
- Xz
Calcula el siguiente limite: |im (X)
X—00
Resolucion:

Es una indeterminacion del tipo (ooo), que resolvemos transformandola en una del tipo («.0)

tomando logaritmos:
1

. x2 . X . 1
L{ lim (x)* |= lim | L(x) =||m[7Lx}=o.<-oo)

- . . Lo .| Lx
Hallamos el valor del limite, sabiendo que Lx es un infinito de orden inferior a x, |im [—2 =0.
x—0o| X
Finalmente

1

2
0

lim (x)* = e°=1
X—0

Considera la funcién f: R— R definida por

f(x) = si x=0

1+etx
Calcula los limites laterales en x = 0.

Resolucion:

. 1 1 1 1
Jﬂ-ﬂeux S 1+e” 140 1
Iim 1 = 1 = 1 = l: O
x>0 1+e*  1ye® 1+ o

Demuestra:
(a) Que f(x) = In(xz) y 8(x) = x*-1 son infinitésimos equivalentes en x, =1

(b) lim [\/(x+h)2 +k —(x+h)} =0

X—>+00

Resolucion
(a) Para que f y g sean infinitésimos equivalentes en x = 1 ha de cumplirse:

e JimIn(x?) =In(1) = 0, se cumple que |im f(x)=0

x—1 X—1



e lim(x?-1)=1-1=0, se cumple que ||mg(X) 0

x—1

e Usando que In(1+x) y x son |nf|n|te5|mos equivalentes en 1, efectuando el cambio u+1=x

también lo son In(x) y x-1: |im In(x) _ =lim In(u +1) -1
x—1 x-1 u—0 u

In(x?) . 2In(Xx) 1 . 2In(x) 1 1
: = 2. =21.> =1,
Ixinlx -1 leinl x-1 x+1 [!Lnl x-1 |H1x+1 2
f(x) _

se cumple que |im ——=
xao ()

o) fim | oxrm)? k= (x| = (o

X—>+00
Es una indeterminacién (c0-) que, al tener radicales en la expresidn, resolvemos multiplicando
y dividiendo por la conjugada de la expresion:

,/(x+h)2+k—(x+h)}[,/(x+h)2+k+(x+h)}
im [Jx+m2+k—(x+h) |= |i [ -
xlmo[ bk )} xlmo Jx+h)2 +k +(x+h)

. (x+h)?+k—-(x+h)? . k ) k
= fim D ( )=I|m =i =0

m
x>t J(x+ )2 +K+(x+h) x> J(x+h)2 4k 4 (x+h)  x+e 0+

Demuestra:
(a) Que f(x) = In(1+x) y g(x) = x>+x son infinitésimos equivalentes en x, =0

(b) lim [\/(X+h)2 +k +(x+h)}=

X—>—00

Resolucion
(a) Para que fy g sean infinitésimos equivalentes en x = 1 ha de cumplirse:
. ||m IN(1+X) =1n(1) = 0, se cumple que |im f(X)=0

x—0

e [im(x? +X) = 0+0=0, se cumple que |im g(X)=0
x—0 x—0

. In(1+x) In(1+x) .. In(1+x) 1 . Ih(1+x) 1
. = =1
IX'Lnox+x IHM(l X) !(ILnO X 1+X !fino X !Hol+x
se cumple que |im ——= 09 _
xao ()
(b) lim [,/(xm)2 k+(x+h)} (o0-00)
X—>—00

Es una indeterminacion (00-0) que, al tener radicales en la expresion, resolvemos multiplicando
y dividiendo por la conjugada de la expresion:

JX+h)?Z +k +(x+h) || y(x+h)? +k —(x+h)
fim o+ 0)7 k(4B |- fim L ( h)zﬂk o L.
X0 Xrto0 JX+h)? +k —(x+

X +h)? +k — (x+h)? k ) k
= fim G +h) lim = | =0

im
X+w\/(x+h)2+k_(x+h) x>0 J(X+ )2 +K —(x+h) x+e ©OFD

Localiza las asintotas de la funcién f(x) =

y situa la grafica de la funcion respecto de

Vx? -1
X

ellas.



Resolucion:

En primer lugar debemos averiguar cual es el dominio de definicién de la funcién que esta
formado por la interseccion de los dominios de ambos factores salvo los valores que anulan el
denominador. Al ser el numerador un radical hallamos los valores que hagan que el radicando
sea positivo o cero:

f1: x> -1 >0 = D(f;) = (-o0, -1]U[1, +o0)

f,: D(f;) =R

Siendo la interseccidn:
D(f) = D(f1)ND(f3) = (-0, -1]U[1, +o0)

e Asintotas verticales: son rectas tales que |{m f(X)==%o. Como es un cociente buscamos
X—a

los valores x = a que anulan el denominador. Como un entorno de x = 0 no pertenece al
dominio de definicion de la funcidn, no existen asintotas verticales.

e Asintotas horizontales: son las rectas de ecuacién y = b tales que |im f(X)=b. Vamos a
X —> o0

hallarlas en ambos lados:

VxZ-1 . 1-1/x?

im——=Ilim———=1
X —>00 X X —>00 1
2 2
.U xe-1 ) uc+1
Im ——=lim———=-1
X —>-00 X (1) u>w -u

(1) Hemos efectuado el cambio de variable u =-x para hallar el limite.

Por lo tanto las asintotas horizontales son y = 1 a la derecha e y = -1 a la izquierda. Para
situarlas respecto de la gréfica:
veamos el signo de f(x)-b hacia la derecha:

. x? -1 . x2-1-x|_ -
signo| ————-1|=signo| ———— |=—=-
X X +
se acerca por debajo de la gréfica.
Veamos el signo de f(x)-b hacia la izquierda
[y2 [,,2 [2
. xc-1 . X -1+Xx . u--1-u|_+
signo| ———+1|=signo| —————= |=signo| ———— |=—=+
X X -u +

se acerca por encima de la grafica.

e Asintotas oblicuas: no hay ya que:
f) ..V x2-1
=lim——5— =0

m= |[im —

X —>00 x—w X



1+x%°

||
(a) Determina su dominio.
(b) Calcula sus asintotas y situa la grafica de f respecto de las mismas.

10. Dada la funcién f(x) =

Resolucion:
Redefinimos en primer lugar la funcidén como funcién definida a trozos:
1+x% .
2 - six<0
1+X
f(x) = | | = 5
X 1+x° .
si x>0

(a) Su dominio es R * ya que es un cociente de dos funciones continuas en R siendo su
denominador nulo en x, = 0.

(b) Asintotas.

e Asintotas verticales: son rectas de ecuacion x = a, tales que |jm f(X)=%o0. Como es un
X—a

cociente buscamos los valores x = a que anulan el denominador, x = 0.

- . 1+x° . G
I|mf(X)=I|m(- J=+°0 lim fX)= lim SRR

X—0 X—-0" X X—>0" x—0*

Tanto por la izquierda como por la derecha de x, = 0 se acerca a la asintota con valores
positivos.

e Asintotas horizontales: son las rectas de ecuacion y = b tales que |im f(X)=Db. No existen

X —>to0
puesto que:
. . 1+x? . . 1+x2
lim ) = lim ( J =+ |lim f¥)= lim = +%0
X—>—00 X— =00 X X—>+00 X—>+0
Luego no existen asintotas horizontales.
, . . f(x) .
e Asintotas oblicuas: son rectas tales que y = mx +nconm = |im —= y n = |lim [f(X)- mx]
X—> X—>0
Por la derecha:
0 . 1+x3x . 14x2
m=||mQ=I —=lm—5— =1
X —> 0 X —>00 x—wo X
. .| 1+x2 l1ex2=x?| 1
n = lim [f(x)-mX] = lim -X|=lim|————|=1lim|-|=0
X —>00 X —>00 X X —>00 X x—ow| X



Existe pues una asintota oblicua por la derecha: y = x. Para situarla respecto de la gréfica
vemos el signo de f(x) - x hacia la derecha:

2 2 2
signo {P;X —x} = signo [“XT_X} signo [ﬂ >0

X—0 X—00 X—0

la funcidn se acercard a la asintota a la derecha por encima de la misma

Por la izquierda:

. —(1+xA)Xx 1+x2
m - x =|im |-

= -1
X2

) 1+x°2 ) -1-x2 +x? ) -1
n=|im |- *x|[=|lm|———|= lim|—| =0
X —>-00 X X —>-00 X X—-o| X

Existe pues una asintota oblicua por la izquierda: y =—x. Para situarla respecto de la grafica
vemos el signo de f(x) + x hacia la izquierda:

2 12 2 . _
signo [— 1”;)( +x:| = signo [HTH} signo [71} >0

X—>—0 X—>-00 X—>—0

la funcidn se acercard a la asintota a la izquierda por encima de la misma

2
X
11. Sea f la funcién dada por f (x) = 21 para | X| #t1, determina sus asintotas.
X

Resolucion:

La funcién es f (x) =

2
;( esta definida para xeR - {-1, 1}.
x-1

e Asintotas verticales: aquellas rectas en las que |imf(X)=%c. Como es un cociente
X—a

buscamos los valores que anulan el denominador:

2 2
lim —5— =+» lim = -0
X—-1 - x—1t X -1
. x? . x?
Iim —5—=-2 lim — +00
X—+ X -1 x—>++ X -1

Las asintotas son: x=-1, x = 1.

e Asintotas horizontales: aquellas rectas en las que |im f(xX)=b.
X —> o0
. X2
lim () = lim =1

X —>to0 X —> o0 X2 -1

10



ya que es una funcidn par. La ecuacion de la asintota esy = 1.

Para situarlas la asintota respecto de la grafica veamos el signo de f(x)-b hacia la derecha y
la izquierda:

2
. X —x%+1 . 1
Signo signo| =———= |=signo >0
élw (xz—l ] g [ x? -1 J éiw (xz—lj

se acerca por encima de la grafica.

2
signo| ——-1|=signo ;ﬂ signo( 1 j>0
X—>—o0 \ X _l X—>—00 x% -1 X \ X =1

se acerca por encima de la grafica.

e Asintotas oblicuas. No las hay ya que el limite:

2
X
= lim feg =lim 53— =+
x—too X —>+ooX -X
X
12. Dada la funcioén f(x) = 152
—-X

(a) Determina su dominio.
(b) Calcula sus asintotas y situa la grafica de f respecto de las mismas.

Resolucion:
Redefinimos en primer lugar la funcidon como funcién definida a trozos:
X .
- > six<0
_ Xl ) 1«
=7 4
—X 5 Si x=0
1-x

(a) Su dominio es R -{-1, 1} ya que es un cociente de dos funciones continuas en R siendo su
denominador nulo en xg=-1, x,=1.

(b) Asintotas.
e Asintotas verticales: son rectas de ecuacién x = a, tales que |imf(X)=2o. Como es un

X—a
cociente buscamos los valores que anulan el denominador, Xy =-1, x; = 1.
-X
= 400
x—1 1- x2 x—-1*1- N
| X
Im_— =
X—>+" 1-x xa+1 1- X

Las asintotas son: x=-1, x = 1.

11



e Asintotas horizontales: son las rectas de ecuaciéon y = b tales que |jm f(X)=Db. Son:

X —>+o0
. . X . u
lim 09 = lim ( 2) = I|m£ 2} = 0;y =0a la derecha.
X—>—00 x—-0\ 1—X u—o\1—U
u=-X

lim f¥)= lim X2 =0;y=0a laizquierda.

X—>+00 X—+00 L— X

Para situarlas la asintota respecto de la grafica veamos el signo de f(x)-b hacia la derecha y

la izquierda:

. X . X
SIgno —-OJZSI no( j<0
Xg—>oo (1')(2 xg—>oo 1'X2

La grafica se acerca por debajo de la asintota.

. -X - u

SIgno —OJZSI HO(—j <0

ng (1')(2 U%oo 1-U2
U=—x

La grafica se acerca por debajo de la asintota.

e Asintotas oblicuas: No existen puesto que los limites:

.0 . —x(1-x%) .. -1
m=[im Q=Ilm ( )=I|m 7 =0
X——00 X —>-00 X x—>-0 1—=X
. f) . xI(1-Xx?) .. 1
m:llmﬁzllmgzhm 2:O
X —>00 X —>00 X x—w 1—X

son nulos, existen por lo tanto asintotas horizontales.
g x=1
. Seala funcién f(x)= ——
X

a) Halla su dominio de definicion.
b) Calcula sus asintotas.

Resolucion:
Redefinimos en primer lugar la funcidn como funcién definida a trozos:
x-1 . 1-x .
—-—— six<l1 — six<l1
_x-1 X ] x
=== 1 -1 x-1
X X- . X- .
— si x=1 — si x2>1
X X

(a) Su dominio es R* ya que es un cociente de dos funciones continuas en R siendo su

denominador nulo en x, = 0.
¥

-6 -4 -2 2 4 6 8

-2

12



(b) Asintotas.

e Asintotas verticales: son rectas de ecuacion x = a, tales que |imf(X)==%c. Como es un
X—a

cociente buscamos los valores x = a que anulan el denominador, x, = 0.

lim ) = |im(1'—xj 0
x—0 \ X

X—>0"

. ) 1-x

lim ()= lim (—j=+oo
X— 0" x—0t\ X

Existe asintota x = 0 y se acerca a la asintota con valores positivos a la derecha y negativos
a laizquierda.

e Asintotas horizontales: son las rectas de ecuacion y = b tales que |im f(X)=b. Son:

X —too
. . x-1
[im f()=lim — =1
X—>+00 x—>40 X
. . 1-x
lim f(¥) = lim — =-1
X—> —00 X—>-00

Para situarlas la asintota respecto de la grafica veamos el signo de f(x)-b hacia la derecha y

la izquierda:

. x-1 \_ . -1
signo| ——-1|=signo| — |<0
X—>0 X X—>0 X

La grafica se acerca por debajo de la asintota.

. 1-x - 1
signo| ——+1|=signo| - | <0
X——00 X X——00 X

La grafica se acerca por debajo de la asintota.

e Asintotas oblicuas: No existen puesto que los limites:

x-1
. e . . x-1
m=||mQ=I|mL=Ilm—2=0
x—>wo X x—sw X x—o X
1-x
). . 1-x
m=||mQ=I|mL=I|m—2=0
X —>—o0 X —>-00 x—-00 X

son nulos, existen por lo tanto asintotas horizontales pero no oblicuas.

14. Dada la funcién
Hx) = In(x-1)
In(x—2)
(a) Determina su dominio.
(b) Calcula sus asintotas y situa la grafica de f respecto de las mismas.

(a) Su dominio es (2,3)w(3,%) ya que es un cociente de dos funciones logaritmicas:

e In(x-1) estd definidaen (1,0) yaquex-1>0=x>1

e In(x-2) estd definida en (2,0) yaque x-2>0=x>1

Al ser un cociente de funciones el dominio es las interseccién de los dominios menos los valores
que anulen el denominador y In(3-2)=In(1) = 0.

13



(b) Asintotas.

El

-2

e Asintotas verticales: son rectas de ecuacion x = a, tales que |fm f(X)==xc. Como es un

X—a
cociente de logaritmos buscamos los valores que anulan el denominador, xq = 3.
lim In(x-1) +
x—3 IN(x-2) -
. In(x-1)
lim 1o = =t

xosg- IN(x=2) ~ +
La asintotas es: x = 3.

e Asintotas horizontales: son las rectas de ecuacion y = b tales que |im f(X)=b. Sélo a la

X —>*o0
derecha puesto que para valores menores que 2 no esta definida la funcién:
. . In(x-1)
f(x)= —— =
XILFEO ®) xILnDoo In(x-2)

Ya que ambas funciones son infinitos equivalentes

Para situarlas la asintota respecto de la grafica veamos el signo de f(x)-b hacia la derecha:
. In(x -1 . In(x-1)-In(x-2

SIgno[M-l}mgno[ (x-1)-In( )j>0
e UIN(X—2) oo In(x —2)

se acerca por encima de la grafica ya que numerador y denominador son positivos.

e Asintotas oblicuas: No existen puesto que el limite:

In(x-1)
e T e In(x=2) . In(x-1)
" x"ﬂl X x"_rﬂo X )!Iglx.ln(x—Z)

por ser el denominador un infinito de orden superior.

15. Sea f la funcion dada por
X2
f(x) =—— para |X| #1,
x-1

determina sus asintotas.

Resolucion:
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2
La funcién es f (x) = X_l esta definida para xeR - {1}.

Y |

- \
Asintotas verticales: aquellas rectas en las que |imf(X)=%c. Como es un cociente
X—a
buscamos los valores que anulan el denominador:
X . x?
lim —— =-»o, lim —— =+
x—+ X-1 x—1 X-1

La asintota es: x = 1.

Asintotas horizontales: son las rectas de ecuaciony = b tales que |im f(X)=Db. No existen

X —to0
puesto que:
2 2
. . X . X .
lim f) = lim — = lim — = lim x =-»
X—>—00 X—)-oox'l X—-00 X X—> -0
2 2
. . X . X .
lim f)= lim =— = lim — =lim x =+
X—>+00 x—>+ooX'1 X—» 00 X—> 00

Luego no existen asintotas horizontales.

] . f(x .
Asintotas oblicuas: son rectas tales que y = mx + n con m = |im x) y n = |im [f(x)- mx]
x—w X X —>00

Por la derecha:

x? ,
f(x) .. - X
x—wo X x—w X x—0 X7 =X
2
. . X . X
n= f(x)-mx] = —-X]|= — =1
i [F09-mx = lim | 51 x"i'lix-l}

Existe pues una asintota oblicua por la derecha: y = x+1. Para situarla respecto de la grafica
vemos el signo de f(x) — (mx+n) hacia la derecha:

signo X—z-(x+1) - si no{i} >0
xg—>oo x-1 xg—>oo x-1

la funcidn se acercard a la asintota a la derecha por encima de la misma

Por la izquierda:

X2

. f(x ) - . X
m=lim 1= jim XL - jim =1

X —>-00 X —>—o00 X X —>-00 X2'X

15



2
n= lim [f69-md = lim | x| = lim [L}l

X—>00 x—-o0| X-1 x—-o| X-1

Que es la misma asintota hallada para la derecha. Para situarla respecto de la grafica
vemos el signo de f(x) — (mx+n) hacia la izquierda:

signo X—Z-(x+1) = signo BE
9 x-1 g x-1

X—>—00 X —>-00
la funcidn se acercard a la asintota a la izquierda por debajo de la misma

]
x? -1
(a) Determina su dominio.
(b) Calcula sus asintotas y situa la grafica de f respecto de las mismas.

16. Dada la funcion f(x) =

Resolucion:
Redefinimos en primer lugar la funcidon como funcion definida a trozos:
X .
- six<0
| x| X2 —
f(x) = 21 = «
5 si x>0
xc-1

(a) Su dominio es R -{-1, 1} ya que es un cociente de dos funciones continuas en R siendo su
denominador nulo en x¢=-1, x,=1.

-6 -4 -2 2 4 6

(b) Asintotas.
e Asintotas verticales: son rectas de ecuacidn x = a, tales que |fm f(X)=xc. Como es un

X—a
cociente buscamos los valores x = a que anulan el denominador, xq=-1, x; = 1.
. - . -X
lim —— =+0, lim —5— =
X—> X — x—1t X5 =1
. X , X
Ilm 2 = Ilm 2 =+
X+ X°— x—+*t X =1

Las asintotas son: x=-1, x = 1.
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e Asintotas horizontales: son las rectas de ecuacién y = b tales que |im f(X)=b. Son:

X —> o0
. . X . u
lim ) = lim ( 3 ) = Ilm( 5 j = 0;y =0ala derecha.
X—>—00 x—-o\ X —1 u—o\ U =1
u=—x

lim )= lim 2X 1 =0;y =0 a laizquierda.

X—>+00 X—+00 X© —

Para situarlas la asintota respecto de la grafica veamos el signo de f(x)-b hacia la derecha y
la izquierda:

signo( X -Oj:signo( X )>o
X—>00 X2_1 X—>0 X2_1

La grafica se acerca por encima de la asintota.

. -X - u
signo -0 |=signo >0
ng [XZ -1 ) ug—>oo (Uz —:J

U=-X

La gréfica se acerca por encima de la asintota.

e Asintotas oblicuas: No existen puesto que los limites:

- X
)L x2-1 -
m=lim — = lim =—— = lim =0
X ——00 X—-0 X X—>—ooX2—1
X
L 0 . w21 .. 1
m=Tlim ¥ < fim 221 - jim —— =0
X —>0 X —>0 x—w X =1

son nulos, existen por lo tanto asintotas horizontales.

17. Dibuja las graficas de las funciones:

a)y= [In(x+1).
b)y= In(|x| -2).
cy= e,
Resolucion:
¥y

8

6

4

2

-2 2 4 6 8 10

-6
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18. Dibuja la grafica de una funcién que cumpla las siguientes condiciones:
e Sudominio y recorrido es R*.
e  Essimétrica impar.
e CortaalejeOXenx=-2yx=1
e Larectay = x es asintota oblicua.

Resolucion:
e Siel dominioy el recorrido es R* significa que la funcidon no pasa por el punto (0,0).

e Al ser simétrica impar significa que la grafica presenta simetria respecto del origen de
coordenadas.

e Los cortes con el eje de abscisas, considerando la simetria han de ser los puntos (-2, 0), (-1, 0),
(1,0)y(2,0).

e Siy =x es asintota oblicua se acerca a ella
por encima hacia la derecha y por debajo
por la izquierda o viceversa.

e Tal como nos indican los valores de
dominio y recorrido pueden existir
asintotas verticales en xo =0 o no.

Una posible grafica es la de la figura
adjunta:
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TEMA 3.- RELACION DE CONTINUIDAD

(a) La funcidn f: R— R definida por
i) = x3+x% +x+a
x-1
no estd definida en x = 1. Hallar a para que sea posible definir f(1) resultando asi una funcién
continua.
sen(x)

o

(b) Estudia la continuidad de la funcién g(x) =

La funcidn f: R — R definida por
x3-x%+x+a
X+1

no esta definida en x = -1. Halla a para que sea posible definir f(-1) resultando asi una funcién
continua

(x) =

Dada la funcién
x?=2x+1 si x<0
f(x) = <ax+b si 0<x<1
2 si x>1

Halla a y b para que la funcién sea continua y dibuja su gréfica.

Halla a y b para que la funcidn
2

X si x<0
f(x)= < ax+b si 0<x<1
2 si x>1

sea continua.

Una almacén cobra 1 euro por unidad si se compran 5 o menos paquetes de café, a partir de 5
unidades, cobra por cada x unidades:

X 0<x<5
ax? - 25 x>5

(a) Halla a de manera que el precio sea el mismo para 5 aplicando las dos reglas.
(b) ¢A qué precio tenderd el paquete de café para un “grandiiiisimo” consumidor?

C(x) =

Un comerciante vende un determinado producto. Por cada unidad de producto cobra 5 euros.
No obstante, si se le encargan mas de diez unidades, disminuye el precio por unidad, y por cada
x unidades cobra:

5X 0<x<10

C(x) =
Vkx? +500 x>10

a) Halla k de manera que el precio varie de forma continua al variar el nimero de unidades que
se compran.
b) ¢A cuanto tiende el precio de una unidad cuando se compran “muchisimas” unidades?

Describe las discontinuidades de las siguientes funciones:

(a)y= X+X—+1.

x+3

1
b)y=Ln = |.
(b)y n[xzj
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10.

11.

12.

13.

(= se X—‘lj
X+1

Clasifica las discontinuidades de las siguientes funciones:

(a) f(x) = Co{ij
X

1
(b) g(x) = x.& X

2
x°-1
c) h(x) =
(e h = =7
Demuestra que la funcion
x) = 1-cos(X)
x.sen(x)

presenta una discontinuidad evitable en el intervalo [—%,%) Redefine la funcién de modo

que sea continua en dicho intervalo.

Demuestra que la funcion
£(x) = 1-cos(X)
x.tg(x)
presenta una discontinuidad evitable en el intervalo (—g,g} Redefine la funcién de modo

que sea continua en dicho intervalo.

La funcidén
(x) = 4x -4

X3 +ax? +8x—4
es discontinua en x = 2. Halla el valor de a y clasifica todas las posibles discontinuidades de la
funcioén.

La funcidn
x2-2x+a
x3 +bx? —14x
tiene una discontinuidad evitable en x = 2. Halla el valor de a y b y clasifica todas las posibles
discontinuidades de la funcién.

f(x) =

Determina a, by c paraquelacurvay= sea la siguiente:

X% +bx+c

20



14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

Estudia la continuidad de las funciones siguientes en los puntos considerados y, caso de ser
discontinuas, enuncia el tipo de discontinuidad.

(a) f(x) = x.E(x) enxy=0
1+et
blgrd=11 g% > X*0 enx=0
0 six=0

Estudia la continuidad de las funciones siguientes en los puntos considerados y, caso de ser
discontinuas, enuncia el tipo de discontinuidad.

x-E(X) si x<0
f(x) = =0
(@) ftx) { E(x+1) si x>0 &n o
XExHL g
(b)g(x)= 1 x3+5x—6 enxo=1
0 six=1

Dibuja la grafica de una funcién que cumpla las siguientes condiciones:
e Sudominio es R-{-1,0, 1}

e No corta a los ejes de coordenadas.

e  Essimétrica impar.

e Llarectay=xes asintota oblicua.

e Presenta al menos dos discontinuidades de salto infinito.

e Esdecreciente en (-1,1).

Esboza la grafica de una funcion f(x) que cumpla las siguientes condiciones:
e enx=-2tiene una discontinuidad evitable

e enx =0 tiene una discontinuidad de salto finito

e enx =2 tiene una discontinuidad asintdtica

e limf(x) =-»
X—2

. lim f(x) =1.

X —>-00

Demuestra que las graficas de las funciones f(x) = In(x) y g(x) = e™ se cortan en alglin punto y
localizalo con un error menor que la unidad. Enuncia el o los teoremas que hayas empleado en la
resolucion.

Sea la funcidn f: [O,g} — R la funcién definida por
f(x) = cos(x)-x

(a) Prueba que f es estrictamente decreciente en ese intervalo.
(b) Prueba que la ecuacién f(x) = 0 posee una Unica solucién en el intervalo.
(c) Encuentra la solucidon anterior con un error menor que una centésima.

Una funcién polindmica de segundo grado f(x) = xz-qx-3 esta definida en el intervalo [a, b].
Sabiendo que f(a).f(b) <0 demuestra que la grafica de la funcidn corta al eje de abscisas en dos
puntos, estando uno de ellos entre ay b.

Sea una funcién f: [0, 21] — R continua tal que f(0) = f(2x). Demuestra que existe x[0, ] tal
que f(x) = f(x+m). Deduce que si se supone continua la distribucion de temperatura en los
distintos puntos de la tierra, entonces existen dos puntos antipodales en el ecuador de la tierra
que tiene la misma temperatura.
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22.

23.

24.

25.

26.

27.

Un escalador comienza a subir una montaina desde un dia determinado desde un punto P
situado en su falda a las 6 de la mafiana y alcanza su cima a las 6 de la tarde. Acampa en la cima
y al dia siguiente baja a las 6 de la mafiana hasta que llega al punto P a las 6 de la tarde.
Demuestra que existe una determinada hora, a lo largo del dia de bajada, en que el escalador
se encuentra a la misma hora a la misma altura que el dia de subida.

Dos pueblos de la montafia leonesa, Brafias y Tejera, se encuentran separados por una
distancia de 20 km que se pueden recorrer por dos rutas distintas, una mas suave y otra mas
abrupta. Dos aldeanos, uno de cada pueblo, discuten cual es la mejor ruta y para ello al dia
siguiente saldrdn de sus respectivos pueblos a la misma hora, las 8 de la mafiana, en direccion a
la casa del otro y ganara quien antes llegue. El primero va por la ruta A muy deprisa, pero como
se cansa se para a comer un bocadillo y reponer fuerzas durante un buen rato, con lo cual tarda
5 horas en llegar, el otro recorre la ruta B a ritmo sostenido pero no para en ningin momento y
llega al otro pueblo en el mismo tiempo que el anterior. Demuestra que existe una
determinada hora, a lo largo del dia de la apuesta, en que ambos aldeanos se encuentran a la
misma distancia de Brafas.

Sea una funcién f: [a, b] = R continua y c y d dos valores de dicho intervalo que verifican que
f(c) = -5y f(d) = 5. Demuestra que la funcion g(x) = f(x) + 6 es tal que existe un punto e, interior
al intervalo (c, d), para el que g(e) = 10.

Sea f:[0, 1] — R una funcidén continua que sdlo toma valores racionales y verifica que

f(%) = % Demuestra que f(x) = % cualquiera que sea x<[0,1].

Determina si la funcién
1
f(x) =
X
esta acotada y alcanza sus valores maximos y minimo en los intervalos (0,5) y [-3, -1]. Enuncia
los teoremas que hayas utilizado.

Determina si la funcién
1
f(x) = _—
%2
esta acotada y alcanza sus valores maximos y minimo en los intervalos (0,3) y [-4,-2]. Enuncia

los teoremas que hayas utilizado
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SOLUCIONES DE CONTINUIDAD

X3 +x% +x+a

1. (a)Lafuncidn f: R— R definida por f(x) = 1 no esta definida en x = 1. Hallar a
X_
para que sea posible definir f(1) resultando asi una funcién continua.
(b) Estudia la continuidad de la funcion g(x) = %).
X

Resolucion:
Para que sea continua en x = 1 debemos redefinirla de modo que

3 2
X"+ X" +X+a
f1)=lim—————
x—1 x-1

dicho limite es una indeterminacién (6 que resolvemos factorizando el numerador de la

fraccién aplicando la regla de Ruffini y sabiendo que una de las raices es 1:
1 1 1 a

1 1 2 3
1 2 3 3+a

Como el resto ha de anularse: 3+a =0 =

Quedando:
2
. (X+2x+3)(x-1) ..
lim ¢ 1)( )~ lim (6 +2x+3)=6
X—1 - X—1

(b) Para estudiar la continuidad de la funcién g la redefinimos:

sen(x) si x<0
sen(x) —X
glx)= ——— =
|X| sen(x) si x>0
X

Como es un cociente de funciones continuas lo sera en R, salvo quizas en x=0. Hallamos los
limites laterales, teniendo en cuenta que x ~sen(x) en x = 0:

. sen(x)
lim———=-1
x>0 —X

. sen(x)
lim——=1
x—0" X

Por lo tanto g(x) es continua en R*

3 2
2. La funcién f: R — R definida por f(x) = L_le_ka no estd definida en x = -1. Halla a
X+

para que sea posible definir f(1) resultando asi una funcion continua

Resolucion:
Para que sea continua en x = -1 debemos redefinirla de modo que

3 2
. X" -X"+X+a
f1)= lim—————=
() )!L-l X+1

dicho limite es una indeterminacion (6 qgue resolvemos factorizando el numerador de la

fraccién aplicando la regla de Ruffini y sabiendo que una de las raices es -1:
1 -1 1 a
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| 1 -2 3 -3+a

Como el resto ha de anularse:

3+a=0=

Quedando:
2
. (X =2x+3)(x+1 )
lim ¢ DD jim (< —2x+3)=6
X —1 X+1 x—1

Dada la funcién
x2-2x+1 si x<0
f(x)= Jax+b si 0<x<1
2 si x>=1

Halla a y b para que la funcidn sea continua y dibuja su grafica.

Resolucion:

Como es una funcion definida a trozos en R y las ramas son funciones polindmicas, sera una
funcién continua excepto, quizds, en los puntos de solapamiento. Los puntos donde puede
haber problemas son xo =0y x; = 1:

e x=0
[im f()= lim (x* - 2x +1)=1.

X—>0 x—0

f(0)= Iim f(x) = lim (ax+b)=b.

X—0" X—0

Como han de ser iguales los limites laterales para que sea continua:

b=1.
] X = 1
f(1) = Iim f(x)= lim(ax+b) = a+1.
X—1 x—1

lim fO)=lim2=2.
X =1 x—1
Como han de ser iguales los limites laterales para que sea continua:

atl=2=a=1.
Por lo tanto f es continua en todo Rparaa=1yb=1.

Halla a y b para que la funcién
2

X si x<0
f(x)= < ax+b si 0<x<1
2 si x>1

sea continua.

Resolucidn:

Como es una funcion definida a trozos en R y las ramas son polindmicas, serd una funcion
continua excepto, quizas, en los puntos de solapamiento. Los puntos donde puede haber
problemas son x, =0y x; = 1:

° Xo = 0
lim () = lim (x*) = 0.
X—>0 X—0

24



f(1) = lim f(X) = lim (ax+b) = b.

X—0" x—0

Para que sea continua obtenemos b = 0.

o X1 = 1
f(2) = limf(X)=lim(ax+b)=a+b.
X—=>1 X—1
lim f(¥) =lim2=2.
X —1" x—1

Para que sea continua obtenemos a = 2.
Por lo tanto f es continua en todo Rparaa=2y b =0.

Una almacén cobra 1 euro por unidad si se compran 5 o0 menos paquetes de café, a partir de 5
unidades, cobra por cada x unidades:

X 0<x<5

C(x) =
Jax?-25  x>5

(a) Halla a de manera que el precio sea el mismo para 5 aplicando las dos reglas.
(b) éA qué precio tendera el paquete de café para un “grandiiiisimo” consumidor?

Resolucion:
(a) Para que el precio sea el mismo para 5 unidades aplicando las dos reglas la funcion de coste,
C(x), ha de ser continua en el dicho punto:

f(5) = lim f(xX)=limx=5

X—5 X—5
lim f(X) = limvax? —25= V/25a— 25 = 5/a—1
X—5* X—5

Igualando ambos limites:

5Ja-1l=5=+a-1l=1=a-1=1=>a=2

cees

. ., C(x )
limite de la funcidn Qpara X—00, que como es una indeterminacion del tipo Q que
X X

Resolvemos utilizando infinitos equivalentes-
lim = lim~=—=V2lim—=—=V2¢

X—0 X—>0 X—0

Un comerciante vende un determinado producto. Por cada unidad de producto cobra 5 euros.
No obstante, si se le encargan mas de diez unidades, disminuye el precio por unidad, y por
cada x unidades cobra:

0<x<10

5x
Cx) =
vk +500  x>10

a) Halla k de manera que el precio varie de forma continua al variar el nimero de unidades
que se compran.
b) éA cuanto tiende el precio de una unidad cuando se compran “muchisimas” unidades?

Resolucion:
(a) Para que el precio sea el mismo para 10 unidades aplicando las dos reglas la funcion de
coste, C(x), ha de ser continua en el dicho punto:

f(10) = |im f(x) = lim 5x =50

X—>10 X—10
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lim (<) = lim vkx? +500 = v100k +500 = 10Vk+5

X—10" x—10

Igualando ambos limites:

10Vk+5=50= vk+5=5=k+5=25=k=20

(b) El precio de una unidad de producto cuando se compran “muchisimas” unidades sera el

. . C(x .
obtenido hallando el limite de la funciéon Qpara X—»00, que como es una indeterminacién
X

del tipo @ resolvemos utilizando infinitos equivalentes:
. V20x?+500 ., +/20x2 . Ux?
lim————=lim =V |im——=v20¢€
X —>00 X x—n X x—o X

Describe las discontinuidades de las siguientes funciones:

(a)y= x+3FL

[x+4

(b)y= Ln(izj.
X

(c)y=se X—_lj
X+1

Resolucion:

X+1
@y = X+
x+1
continuas, luego sera continua en todo R, salvo quizds en el punto donde se anula del
denominador, x+1 = 0 = x = -1. Redefinimos la funcidn como funcién definida a trozos:
X x+1 si x<-1
x+1 X+1 x-1 si x<-1
[x+1 X+1 X+1 si x>-1
X+—=
x+1

es una suma de una funcidn continua, x con un cociente de funciones

y= X+
si x>-1

obteniendo en x= -1 una discontinuidad de salto finito, ya que:

lim (x-1)=-2.
X—>—1"
lim (x+1)=0.
X —>—1"

X
considerar el punto donde se anula del denominador, x> =0 = x =0, obteniendo una
discontinuidad de salto infinito con asintota convergente, ya que:

b)y=1In — | es una composicion de funciones continuas en su dominio, como debemos
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x-1 L, ) . -
(c)y =se —1 es una composicién de funciones continuas en su dominio, como debemos
+

considerar el punto donde se anula del denominador, x+1 =0 = x =-1, obteniendo una

discontinuidad esencial ya que el valor del seno oscilara en dicho punto.

, X-1
lim er(—} sen lim —]=sen(-oo)
X—>1 X—>—1 X+1

lim se X—_l =sen |i x-1 = sen(+o0)
er—Q* X+1 xl—g}.*x'”-

‘H\
-

\ } . "
’M -4.5 0.5 ! 1.
| i -

” \h U|

8. Clasifica las discontinuidades de las siguientes funciones:

(a) f(x) = CO{lJ
X

1
(b) g(x) =Xx.e*
x2 1

(c) hix) =

Resolucion:
(a) f(x) = CO{— es una composicion de funciones continuas en su dominio, como debemos

considerar el punto donde se anula del denominador, x=0, obteniendo una discontinuidad
esencial ya que el valor del coseno oscilara en dicho punto.
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. 1 , 1
limcos — |= cog lim — |= cos(-)
x—0" X x>0~ X

. 1 , 1
limcog = |= cog |im — |=sen(+x)
x—0" X x—0" X

-2

1

(b) g(x) = X.e X es un producto de funciones continuas en su dominio, como debemos considerar
el punto donde se anula el denominador de la exponencial, x = 0, obteniendo una
discontinuidad de salto infinito, ya que:

1
, Lo ex _e® 0
lim x.e X I|mT=—=—=0
x—0~ x-0~ - -0
X
1
, I ex g”
I|mX-eX=ImT=—=°0
x—0" x—0t & 0
X

Ya que las funciones exponenciales son infinitos de orden superior que la potenciale.s

v Ho

-10

X2 -

x-1

donde se anula del denominador, x=1, obteniendo una discontinuidad evitable:
2

.ox-1 0 (x+1).(x-1

||m [— ||m w

x>0 X—=1 x50 x-1

[BEN

(c) hix) =

es un cociente de funciones continuas, como debemos considerar el punto

=|im (x+1) = 2.
x—0
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10.

1-cos(x)
x.sen(x)

intervalo [—% gj Redefine la funcion de modo que sea continua en dicho intervalo.

Demuestra que la funciéon f(x) = presenta una discontinuidad evitable en el

Resolucion:
La funcidn es continua en el intervalo por ser un cociente de funciones continuas, el numerador
es diferencia de constante y coseno y el denominador producto de potencial y seno. El Unico
punto donde puede presentar una discontinuidad es xo = 0, donde se anula el denominador,
luego hemos de hallar sus limites laterales para ver si la discontinuidad es evitable:
¢ limf0) = fim T (B

xo0- X.5en(x) 0

X2

Indeterminacién que resolvemos recordando que x~sen(x) y 1-cos(x)~7 para x —> 0

(infinitésimos equivalentes):
1-cos) x*/2 _1.  1-cos(X) . X

1 1
f(x)= = =1l1==
Ilm %)= )!I_q)]— x2/2 xsen(X) 2x50 x%/2 >!I_>n3 sen(x) 2 2

. hn1ﬂX)-I| Looos() (9)

x—0t X.Sen(x) 0

2
. L s X
Indeterminacion que resolvemos recordando que x~sen(x) y 1-cos(x)~7 :

1-cos(x) x?/2 1, 1-cos(x X 1
hmﬂ@-h ®) == OI ==1

1
w0 X212 xsen(X) 2xo0t  X2/2 %+ sen(x) 2 2

Presenta una discontinuidad evitable en xqya que coinciden los limites laterales en dicho punto.

Para que la funcién sea continua en dicho intervalo se redefine:

1-cos(x) six 20
fx) = x.seln(x)
= si x=0
2
Demuestra que la funcion f(x)=%]presenta una discontinuidad evitable en el

. T T
intervalo (_E Ej Redefine la funcion de modo que sea continua en dicho intervalo.

Resolucion:

La funcidn es continua en el intervalo por ser un cociente de funciones continuas en el dominio,
el numerador es diferencia de constante y coseno y el denominador producto de potencial y
tangente. El Unico punto donde puede presentar una discontinuidad es x, = 0, donde se anula el
denominador, luego hemos de hallar sus limites laterales para ver si la discontinuidad es
evitable:

. 1-cose _ (0
I|m f(x) = )!'_)0 x1g(X) (0)
2

Indeterminacion que resolvemos recordando que x y tg(x) y 1-cos(x) y 7 son infinitésimos

equivalentes parax — 0:

1-cos(x) x?/2 1. [1—cos(x)} . x 1
f(X) = — == — =5
I|m Ch JLO x2/2  xtg(x) ZJLT x%/2 JLT tgx) 2
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11.

12,

« 1im 09 = fim -

Xx—0" xo0"  X19(X)

1-cos(X) _ (Oj

2
Indeterminacion que resolvemos recordando que x y tg(x) y 1-cos(x) y X? son infinitésimos
equivalentes parax — 0:
1-cos(x) x*/2 ‘ll' [1—cos(x)} im X 1
x%/2 2

lim f(¥) = lim

x—=0* x—0" x% /2 Xt9(¥) 2 x0r x—0" 19(X)

Como coinciden los limites laterales en x, = 0, presenta en dicho punto una discontinuidad
evitable.

Para que la funcién sea continua en dicho intervalo se redefine:

_1—fos(x) Six#0
fx) = xtg(x)
1 si x=0
2
4x—-4

La funcion f(x) = es discontinua en x = 2. Halla el valor de a y clasifica todas

x3 +ax? +8x—4
las posibles discontinuidades de la funcion.

Resolucion:
Para que sea discontinua, al ser un cociente de polinomios, el denominador ha de anularse:
(2%)+a(2%) +8(2) -4=0 = 20+4a=0= a=-5

quedando

f(x) = 4x-4

x3-5x2 +8x-4

Los otros puntos donde se anula la funcién se hallan descomponiendo el denominador en
factores mediante la Regla de Ruffini obteniéndose x=1y x=2.

4(x-1)
fx) = — )
N 27D
] En x =1 tenemos:
o ax) 4,
Iy - M2
lim-— 2D a4y

w1 (X—2)2.(x=1)  xo1- (X—2)2
Discontinuidad evitable con verdadero valor de la funcién f(0) = 4.

° En x = 2 tenemos:

. 4(x-1) _
M 27 6
4(x-1)

o eyT®
x—2t (X=2)°.(x-1)
Discontinuidad inevitable de 12 especie con salto infinito.

g x?-2x+a .. o .
La funcién f(x) = —————— tiene una discontinuidad evitable en x = 2. Halla el valor de

x3 +bx? —14x
a y b y clasifica todas las posibles discontinuidades de la funcion.
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Resolucion:

Para que sea discontinua, al ser un cociente de polinomios, el denominador ha de anularse en

Xo = 2:
(2)+b(2°)-14(2) =0 = -20+4a=0= a=5

Para que el limite para x — 2 sea finito, el numerador ha de anularse pues en caso contrario

seria un limite infinito: [%)

X2 - 2x

Quedaria la funcién: f(x) = —————
X 45X -14x

Los otros puntos donde se anula la funcidn se hallan descomponiendo el denominador en

factores mediante la Regla de Ruffini obteniéndose como raicesx =0y x = -7.
f(x) = X.(X-2) _
X.(X-2)(Xx+7)

° En x =0 tenemos:

. x.(x-2) .. 1 1
Im S a7 - M7 =7
. X.(x-2) _ 1 1
Im o+ - IM 57 77

Discontinuidad evitable con verdadero valor de la funcién f(0) =

° En x =2 tenemos:

i X(x-2)  _ i 1 1
A S -+ X7 T 9
X(x-2) .. 11

lim 5=

T X)X+ X+ 79

Discontinuidad evitable con verdadero valor de la funcién f(0) =

° En x = 1 tenemos:

x—7 X(X-2(X+7) xo7 X+7
X.(X-2 .
-2 . lim +00

)7 XOC2)(HT)  xomge XHT
Discontinuidad inevitable de 12 especie con salto infinito.

. a -
13. Determinaa, bycparaquelacurvay= ————— sea la siguiente:
X“+bx+c
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14,

15.

Resolucion:
Teniendo en cuenta la grafica la funcion tiene dos discontinuidades de salto en x=-3 y x = 1, por
lo tanto el denominador ha de ser de la forma (x+3).(x-1), es decir que la funcion sera:
a _ a
x?+bx+c  (X+3).(x-1)
es decir x’+bx+c = (x+3).(x-1) = X’ +2x-3
porlotantob=2yc=-3

Por otro lado tiene un maximo en (-1, -2), es decir pasa por dicho punto, sustituyendo valores
en la expresion de la funcidn:

f)=— & -5 8 _5_a-8
(97 +2(-D-3 -4
obteniendo finalmente la expresidn:
-8
~ x24+2x-3

Estudia la continuidad de las funciones siguientes en los puntos considerados y, caso de ser
discontinuas, enuncia el tipo de discontinuidad.
(a) f(x) =x.E(x) en xo =0

1+ex :
(b) g(x) = 1 gl st x#0 enx,=0
0 six=0

Resolucién:

(a) Para que f sea continua en x, = 0 han de ser iguales sus limites laterales e iguales al valor de
la funcién f(0) =0:

limf(x) = lim XE(X) = lim 0.(-1) =0

X—>0 x—0" X—0~
lim () = lim XE(X) = lim 0.0 =0
x—=0" x—0* x—0"

Es continua ya que coinciden los limites laterales en x = 0 y el valor de la funcién.

(b) Para que g sea continua en xy = 0, han de ser iguales sus limites laterales e iguales al valor de
la funcién g(0) =0:

i ] 1+el/X 1
X) = - _ =—-=1
llm_g() )!lm Lok 1
. 1+e (oo
limg® =lim —=5 = (—j
| 1 9(¥) XI|m+ il s

. .y T . 1,
Indeterminacién que resolvemos dividiendo numerador y denominador por e .

et 41 1

- = =_1
et -1 -1

lim 9(x) = lim
x—0" x—0*

Al ser los limites laterales distintos y finitos presenta una discontinuidad de 12 especie de salto
finito 2.

Estudia la continuidad de las funciones siguientes en los puntos considerados y, caso de ser
discontinuas, enuncia el tipo de discontinuidad.
x-E(X) si x<0

(a)f(x)={ E(x+1) six=0 enXo=0
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16.

X -2x+1 si x=1
(b) g(X) = X3 +5x—-6 enxp=1
0 six=1

Resolucion:

(a) Para que f sea continua en xy = 0 han de ser iguales sus limites laterales e iguales al valor de
la funcién f(0) = 0:

limf(x) = lim x-E(X) =0-(-1) =1
X—0 x—=0"
f(0) = lim f(X) = lim E(x+1) =1
x—0* x—0*
Es continua ya que coinciden los limites y el valor de la funcidn.

¥

X2-2x+1 .
———— sl X=1
X®+5Xx-6

0 six=1

(b) Para que g sea continua en xo = 0, han de ser iguales sus limites laterales e iguales al valor de
la funcién g(0) =0:

2 -
lim 90 = lim —x—== x4 (9)
X—1

o1 X3 +5x—6 (0
Indeterminacion que resolvemos descomponiendo factorialmente los polinomos:
. . x-1).(x-1 . x-1
lim 909 = fim —Co )y D
x—1 x—1 (X-1)(X° +X—6) x-1 (X +X—6)

Como coinciden los limites laterales en xo = 1, y con el valor de la funcién es continua en dicho
punto.

Dibuja la grafica de una funcion que cumpla las siguientes condiciones:
e Sudominio es R{-1,0, 1}

e No corta a los ejes de coordenadas.

e  Essimétrica impar.

e Larectay = x es asintota oblicua.

e Presenta al menos dos discontinuidades de salto infinito.

e Esdecreciente en (-1,1).

Resolucion:

Basta considerar la funcién f(x) = six=0

X2 —

e Cuyo dominio es R-{-1,0, 1} ya que no esta definida en x= 0 y tampoco en -1y 1 puesto que
el cociente seanulaenx>1=0=x"=1=>x=#1
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17.

e No corta alos ejes de coordenadas ya que:
En x = 0 no esta definida, por lo tanto no corta al eje de ordenadas.

3
Siy=0=— =0 = x =0, imposible puesto que no esta definida en dicho punto.
X —
-x3 x3
e  Essimétrica impar puesto que f(-x) = > =-— = -f(x)
(x-1 x°-1
e larectay = xes asintota oblicua ya que
R (' DT 0 ¢ I e
m=lim — = lim——— = I|m3— =1
x—oto X x—tw X x =0 X" —X
. ) x3 ) 1
n= lim [f()-mx] = lim | —5— -x| = lim | =0
X —>Fo0 Xx—to| X =1 x—too| X°—1

Presenta al menos dos discontinuidades de salto infinito en x = -1y x =1.
Es decreciente en (-1,1).

cuya grafica es la siguiente:

Esboza la grafica de una funcion f(x) que cumpla las siguientes condiciones:
e enx=-2tiene una discontinuidad evitable

e en x =0 tiene una discontinuidad de salto finito

e enXx =2 tiene una discontinuidad asintética

e limf(x) =-o

X—2
e |imf(x) =1
X —>-00
Resolucion:

Tomamos, por ejemplo la funcién:
1 Si X<Qyx=-2

X .
f(x) = <2 si0<x<2
In(x-2) si 2<x
e Quecumpleque |im f(X) =1.
X —>-00
e Que cumple que en x, = -2 tenga discontinuidad evitable ya que no existe f(-2), pero tiene

como limites laterales que podemos |im f(X) = lim f(X)=1.
X—-2 X—-2"

e (Quetiene en x; =0 una discontinuidad de salto finito de valor 1.

e Que tiene en x, =2 una discontinuidad asintética de valor -oo0 ya que tiene limites laterales
lim () = lim (x)=-~.

X—2" X—2t
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La gréfica es la de la figura adjunta.

18. Demuestra que las graficas de las funciones f(x) = In(x) y g(x) = e™ se cortan en algtin punto y
localizalo con un error menor que la unidad. Enuncia el o los teoremas que hayas empleado en
la resolucion.

Resolucion:

Si existe algin punto de corte entre ambas
graficas es porque en dicho punto
coinciden los valores de las ordenadas vy
abscisas, es decir se cumple que f(x) =g(x).
Para demostrar que eso ocurre basta |

construir la funcién 1 e
h(x)=e™ - In(x)

= Lx

y demostrar que se anula en algun punto
utilizando el Teorema de Bolzano

Si, por ejemplo, tomamos el intervalo [1,e], la funcidn es continua en dicho intervalo como
suma de funciones continuas.

En los extremos los valores son:
g(l)=et-In(1)>0

gle)=e*-In(e) = ie—l <0
€

Es decir que el punto de corte se sitia en el intervalo (1, e). Con error menor que la unidad
basta considerar el intervalo [1,3; 1,4] ya que:

g(1,3)=e™*-In(1,3) = 0,2725 - 0,2624 = 0,01 >0

g(1,4) = e™* -In(1,4) = 0,2466 — 0,3364 = -0,09 <O

19. Sea la funcion f: [O, g} — R la funcién definida por f(x) = cos(x)-x

(a) Prueba que f es estrictamente decreciente en ese intervalo.
(b) Prueba que la ecuacion f(x) = 0 posee una Unica solucion en el intervalo.
(c) Encuentra la soluciéon anterior con un error menor que una centésima.

Resolucion:
T

(a) f es estrictamente creciente en el intervalo [O, } ya que:

X1 < X = -Xo-(-X1) < 0 por ser decreciente -x en R.
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20.

2

siendo la suma de funciones decrecientes una funcién decreciente tal como se ve en la figura.

. b
X1 < X; = €0S(X,)- cos(x4) < 0 por ser decreciente cos(x) en {0, —}

1.5

cos(x)

cos(x)-x

m/2

El

-1.5
m/2

(b) Para probar que la ecuacion f(x) = 0 posee una Unica solucién en el intervalo utilizamos el
Teorema de Bolzano ya que como ambas funciones son continuas en el intervalo, su diferencia lo
es cumpliéndose en los extremos que:

cos(0)-0 = E—0 =T 0
2 2

cod Z|-X-1.2 <0
2) 2 2

Con lo cual existe una solucién en el intervalo x; € O,E . Es ademas Unica, ya que si existiera

otra solucion en dicho intervalo x, la funcién habria de ser creciente en algun subintervalo de
intervalo (x4, X;) que contradeciria el hecho de que la funcidn es estrictamente decreciente en el

. T N
intervalo (O, E] tal como discutimos en el apartado (a).

(c) Para encontrar la solucién anterior con un error menor que una centésima bastaria,
utilizando la calculadora determinar puntos en el interior del intervalo. Serian [0,73; 0,74]:
f(0,73) = cos(0,73)- 0,73 = 0,7452-0,73 = 0,0152

f(0,74) = cos(0,74)- 0,74 = 0,7385-0,74 = -0,0015.

Una funcién polindmica de segundo grado f(x) = xz-qx-3 esta definida en el intervalo [a, b].
Sabiendo que f(a).f(b) <0 demuestra que la grafica de la funcién corta al eje de abscisas en
dos puntos, estando uno de ellos entreayb.

Resolucidn:

Para demostrar que la grafica de la funcién corta al eje de abscisas en dos puntos, debemos
demostrar que la solucién de la ecuacién de segundo grado f(x) = 0 tiene dos soluciones reales
y distintas. Como las soluciones vienen dada por la formula:

- qtyq*-4.1(-3)  q*4g°+12q
B 2 ) 2

para que haya dos soluciones el discriminante A =q” + 12 >0, que siempre es cierto cualquiera
que sea el valor de g €R.

Para demostrar que uno de ellos estd entre a y b utilizamos el Teorema de Bolzano:
e Escontinua por ser una funcién polindmica.
e Toma valores de distinto signo en el intervalo (a, b) ya que f(a).f(b) <0
Luego existira un valor xq €(a, b) tal que f(x,) = 0.
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21.

22.

Sea una funcion f: [0, 2] — R continua tal que f(0) = f(21t). Demuestra que existe x[0, x] tal
que f(x) = f(x+x). Deduce que si se supone continua la distribucion de temperatura en los
distintos puntos de la tierra, entonces existen dos puntos antipodales en el ecuador de la
tierra que tiene la misma temperatura.

Resolucion:

Para demostrar que existe xo(0, «t) tal que f(x) = f(x+m) basta considerar la funcién g: [0, ] —>
R, tal que g(x) = f(x) - f(x +7) que cumple:

a) Es continua en [0, «t] ya que es la diferencia de dos funciones continuas.

b) Toma valores de distinto signo en cada extremo del intervalo ya que como f(0) = f(2x):

g(0) = f(0) - f(0 +x) = f(0) - f(r)

g(n) = f(r) -(m+m) = () -(27)

Si f(0) = f(rr) queda demostrado, 3 xo€[0, «t] / f(0) = f(=)
Si f(0) = f(nr) = f(0) < f(x) 6 f(0) > f(r) con lo cual g toma valores de distinto signo a ambos lados
del intervalo.

Aplicando el teorema de Bolzano a la funcidn g, existird un valor x,€(0, ) tal que:
8(Xo) = f(xo) - f(xo +71) = 0 = f(xo) = f(xo +7)
como queriamos demostrar.

Si se supone continua la distribucién de temperatura en los distintos puntos de la tierra basta
considerar la funcidon temperatura T(x) que asigna a cada punto del ecuador la temperatura
correspondiente, pudiendo dar cada punto por el valor del angulo correspondiente a su
meridiano. Basta pues considerar T(x) = f(x) con lo cual entonces existen dos puntos antipodales
en el ecuador de la tierra que tienen la misma temperatura.

Un escalador comienza a subir una montaia desde un dia determinado desde un punto P
situado en su falda a las 6 de la manana y alcanza su cima a las 6 de la tarde. Acampa en la
cima y al dia siguiente baja a las 6 de la mafana hasta que llega al punto P a las 6 de la tarde.
Demuestra que existe una determinada hora, a lo largo del dia de bajada, en que el escalador
se encuentra a la misma hora a la misma altura que el dia de subida.

Resolucion:

Consideremos dos funciones:

hs: [6, 18] — R, tal que h(t) es la altura alcanzada por el escalador en la subida.

hy: [6, 18] — R, tal que hy(t) es la altura alcanzada por el escalador en la bajada.

Y consideremos que en P la altura sobre el nivel del mar toma el valor p y en la cima toma el
valor c.

Ambas son, evidententemente, continuas y ademads se cumple que:
hy(6) = p, hs(18) = c
hy(6) = ¢, hp(18) =p

Basta construir la funcion auxiliar f(t) = hy(t) - hy(t) y aplicarle el teorema de Bolzano ya que
cumple:

a) Es continua en [8, 18] ya que es la diferencia de dos funciones continuas.

b) Toma valores de distinto signo en cada extremo del intervalo ya que:

f(6) = hy(6) - hy(6) =p -c<0

f(18) = hy(18) - h,(18)=c-p>0

Existira un valor tye(6, 16) tal que:
f(to) = hs(to) - hy(to) = 0 = hy(to) = hy(to)
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23.

como queriamos demostrar y existird una misma hora del dia de subida y del dia de bajada en
que el escalador se encuentra a la misma altura.

Dos pueblos de la montafia leonesa, Braias y Tejera, se encuentran separados por una
distancia de 20 km que se pueden recorrer por dos rutas distintas, una mas suave y otra mas
abrupta. Dos aldeanos, uno de cada pueblo, discuten cual es la mejor ruta y para ello al dia
siguiente saldran de sus respectivos pueblos a la misma hora, las 8 de la mafiana, en
direccidn a la casa del otro y ganara quien antes llegue. El primero va por la ruta A muy
deprisa, pero como se cansa se para a comer un bocadillo y reponer fuerzas durante un buen
rato, con lo cual tarda 5 horas en llegar, el otro recorre la ruta B a ritmo sostenido pero no
para en ningun momento y llega al otro pueblo en el mismo tiempo que el anterior.
Demuestra que existe una determinada hora, a lo largo del dia de la apuesta, en que ambos
aldeanos se encuentran a la misma distancia de Braias.

Resolucion:

Consideremos dos funciones dg: [8, 13] > Ry d+: [8, 13] > R que indican la distancia recorrida
por cada aldeano siendo t,-t; el tiempo que descansa el aldeano que sale de Brafias. vg la
velocidad que lleva y vy la velocidad que lleva el que comienza en Tejera. Cumpliéndose ademas
que vg > vr. Si medimos la distancia desde Brafias las expresiones del camino recorrido son:

vg.t si 0<t<ty
dB= VB'tl si tl<t£t2

Vg.(t+1;) sit, <t
dT=20'VT.t

Obteniendo una situacién como la de la figura.

25

Dr

Ds

5
Por lo cual ambas funciones son continuas y ademds se cumple que:
ds(8) =d(13) =0 (ambos estan en Brafias en ese momento)
ds(13) =d+(8) =0 (ambos estan en Tejera en ese momento)

Para demostrar que existe una determinada hora, a lo largo del dia de la apuesta, en que
ambos aldeanos se encuentran a la misma distancia de Brafas basta construir la funcion
auxiliar d(t) = dg(t) - d+(t) y aplicarle el teorema de Bolzano ya que cumple:

a) Es continua en [8, 13] ya que es la diferencia de dos funciones continuas.

b) Toma valores de distinto signo en cada extremo del intervalo ya que:

d(8) =dg(8)-d{(8 =0-20<0

d(13) =dg(13) - d+(13) =20-0>0

existird un valor toe(8, 13) tal que:
d(t) = ds(to) - dr(to) = 0 = dg(to) = d(to)

como queriamos demostrar y ambos aldeanos estaran a la misma distancia de Brafias.
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24. Sea una funcion f: [a, b] & R continua y c y d dos valores de dicho intervalo que verifican que

25.

26.

f(c) = -5 y f(d) = 5. Demuestra que la funcién g(x) = f(x) + 6 es tal que existe un punto e,
interior al intervalo (c, d), para el que g(e) = 10.

Resolucion:

Consideramos la funcién g: [a, b] — R, tal que g(x) = f(x)+ 6 que es continua en [c, d] < [a, b] ya
gue es suma de dos funciones continuas. Como:

glc)=f(c)+6=-5+6=1

g(d)=f(d)+6=5+6=11

Aplicando el teorema de los valores intermedios o de Darboux a la funcién g, para cualquier k
tal que g(c) < K < g(d) existird un valor e€(c, d) tal que:
g(c)<10<g(d) = g(e) =10

como queriamos demostrar.

Sea f:[0, 1] > R una funcidén continua que sélo toma valores racionales y verifica que
1

f(zj = % Demuestra que f(x) = % cualquiera que sea x<[0,1].

Resolucion:
Vamos a efectuar una demostracion por reducciéon al absurdo. Supondremos que la funcién no
es constante y demostraremos que se llega a una contradiccién con el enunciado del problema.

Si la funcién es continua en el intervalo [0, 1] lo serd en cualquiera de sus subintervalos, por
ejemplo [a, b] < [0, 1]. Suponiendo que f no es constante y que toma valores distintos en los
extremos de dicho intervalo, f(a) # f(b), por el teorema de Darboux o de los valores
intermedios, existird una valor ce[a, b] tal que para todo valor k comprendido entre f(a) y f(b),
f(c) = k.

Ahora bien entre dos valores racionales, f(a) y f(b), siempre existen nimeros irracionales, por lo
tanto existe ce[a, b] tal que f(c) = k, con K irracional. Pero esto contradice la hipdtesis de que el
recorrido de la funciéon sélo esta formado por nimeros racionales. Por lo tanto f(a) = f(b) y la
funcidn, puesto que a y b pueden ser cualesquiera ha de ser constante en el intervalo.

2

1 1
Como f(%) = —, al ser constante f(x) = E cualquiera que sea x€[0,1].

Determina si la funcién f(x) = ﬂ estd acotada y alcanza sus valores maximos y minimo en
X

los intervalos (0,5) y [-3, -1]. Enuncia los teoremas que hayas utilizado.

Resolucion:
Redefinimos la funcién como funcién definida a trozos:

si x<0
f(x) =

X
E si x>0
X
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27.

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5

No estd acotada en el intervalo (0, 5) ya que |im f(X) =0 y por lo tanto no tiene maximo en
X—0"

dicho intervalo. Si esta acotada inferiormente, puesto que Vxe(0, 5), f(x) > 0, pero no alcanza
su valor minimo ya que tiene un comportamiento asintético y no alcanza su extremo inferior k
=0.

Si esta acotada en el intervalo [-3, -1] ya que es un cociente de funciones continuas, no
anulandose la funcidn denominador en el intervalo en intervalo cerrado tal como enuncia el
Teorema de Weiertrass. Tiene un maximo de valor 1 que alcanza en el punto x = -1 y un minimo
de valor 1/3 que alcanza en el punto x = -3.

Determina si la funcion f(x) = — esta acotada y alcanza sus valores maximos y minimo en los
X

intervalos (0,3) y [-4,-2]. Enuncia los teoremas que hayas utilizado

Resolucion:

ta

No estd acotada en el intervalo (0, 3) ya que |im f(X) =0 y por lo tanto no tiene maximo en
X—0"

dicho intervalo. Si estd acotada inferiormente, puesto que Vxe(0, 3), f(x) > 0, pero no alcanza

su valor minimo ya que tiene un comportamiento asintético y no alcanza su extremo inferior k

=0.

Si esta acotada en el intervalo [-4, -2] ya que es un cociente de funciones continuas, no
anuldndose la funcién denominador en el intervalo en intervalo cerrado tal como enuncia el
Teorema de Weiertrass. Tiene un maximo de valor 1/4 que alcanza en el punto x = -2 y un
minimo de valor -1/16 que alcanza en el punto x = -4.
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