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I) DERIVADA DE UNA FUNCION EN UN PUNTO  (ver pag. 304 del libro de texto)

En este tema vamos a conocer y emplear un operador matematico muy (util, llamado derivada de una
funcion , que opera sobre una funcion y da como resultado otra funciéon (habitualmente mas simple). Su
utilidad radica en que, como veremos mas adelante, el signo de la derivada de una funcién en un punto nos
dird si la funcion es creciente o decreciente en dicho punto; ello nos permitird deducir, por tanto, los maximos
y minimos de la funcién, algo muy importante en infinidad de funciones extraidas de situaciones reales:
pensemos en una funcién que represente los beneficios de una empresa, o el coste de fabricacion de un
determinado producto, etc.

El tema tiene dos grandes partes: en los apartados |, 1l y Il aprenderemos a derivar; en los apartados
IV, V y VI veremos algunas aplicaciones de la derivada.

Concepto previo : pendiente de una recta

Para entender qué es la derivada necesitamos repasar previamente en qué consistia la pendiente de
una recta (tema 4):

La pendiente de una recta, que suele llamarse m, mide la ‘.
. 1

1

1

inclinacion de ésta, y se define (ver figura) como el cociente incremental a Ay
siguiente: . T A
m e tga Q)
AX e

Derivada de una funcién en un punto __ f'(a):

Consideremos una funcién f(x) y un punto P de su grafica
(ver figura), de abscisa x=a. Supongamos que damos a la
variable independiente x un pequefio incremento h (en el dibujo
: lo hemos exagerado, para que se pueda ver la situacién...); por
0 ""-._,_0‘0 lo tanto, nos desplazaremos a un nuevo punto Q de la curva

f(a+h) >
]

fa) F---- #---<- L L proximo. Consideremos la tangente del &angulo que forma el
e ': segmento PQ con la horizontal:
' h
A -
: tga:f(a+h) f(a) @
a a+h h

Si h-0, el segmento PQ tenderd a confundirse con la recta r tangente a la curva f(x) en x=a, es decir, los
angulos a y a, tenderan a ser iguales:

_ | fa+th)-f@) _., @)
tga, = r!'rpo tg a5 hI|Ln0 Tf—f (@
por (2) por definicion

Debido a (1), la férmula anterior -que en el fondo es un cociente incremental- nos da por tanto la pendiente
de la recta tangente a la curva en x=a. Esta formula se conoce como derivada de la funcion f(x) en el punto
x=a, y se designa como f ’'(a); por lo tanto:

«La derivada de una funcién en un punto es la pendi  ente de la recta tangente a la funcién en dicho |
, y se calcula mediante el limite dado por (3)*

Y Por lo tanto, veremos en el apdo. IV que la derivada nos permitira hallar la ecuacion de la recta tangente a una funcion

en un punto dado.
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Observaciones:

1°) La derivada de una funcién en un punto puede resultar un nimero positivo, negativo o cero”. Como
veremos en el apdo. V, su signo indicara el crecimiento de la funcién.

2°) Veamos una expresion alternativa para calcular la derivada:

Supongamos que hacemos el cambio de variable a+th=x = si h- 0, entonces x - a, con lo cual (3) queda
como:

f(a)= fim 1®)~f@)
x - a x-a

(4)

Esta formula es, sin duda, mas comoda que (3), y es la que mas usaremos.
39 «Una funcién es derivable en un punto x=asi  Of ‘(a)»
4%) «Una funcién es derivable en un intervalo si lo es en todos los puntos de dicho intervalo»

Ejercicios finaltema: 1,2y 3

Ejercicios libro: pag. 305:1a4; pag.320:6y7

1) EUNCION DERIVADA f"(X) (ver pag. 306 del libro de texto)

Supongamos que nos piden la derivada de una funcién en, por ejemplo, diez puntos distintos.
¢Haremos diez limites? Es evidente que no; para evitar tanto trabajo, vamos a definir la funcién derivada, que
se designa como f’(x), y es la derivada en un punto genérico x (y sustituiriamos a continuacion en ella cada
uno de los diez puntos); por lo tanto, se obtendra reemplazando en (3) a por x:

f'(x) = h|i£n0 w (5)

Observaciones:

1°) La funcién derivada, es decir, el limite anterior, da como resultado una funcion. Habitualmente
abreviaremos diciendo simplemente derivada en vez de funcién derivada.

: A : : ds
2°) En Fisica se utiliza la siguiente notacion incremental: |f'(x)= lim_ Ey .0 bien, p. ej. fv="1-

3°) La notacién que nosotros seguiremos sera la siguiente:

= Sila funcién a derivar se llama f(x), entonces su derivada la denotaremos como f’ (x)

- Y, y

Utilizaremos indistintamente ambas notaciones.

Ejercicios finaltema: 4,5y 6

Ejercicios libro: pag. 306: 1 a 4; pag. 320: 11

2 Como veremos también en el apdo. V, los puntos en que la derivada se anule resultaran muy interesantes, ya que

seran los maximos o minimos de la funcion.
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[11) DERIVADAS DE LAS FUNCIONES ELEMENTALES  (pags. 307 y 308 libro de texto)

[11.1) Funcién constante : Jy=K - y'=0

Es decir, «La derivada de una constante es siempre cero»

NOTA: Esta derivada, y todas las de este apartado, pueden ser demostradas, pero ello excede los limites de
este curso. Todas estas reglas de derivacién estan recogidas en la tabla de derivadas que se adjunta al

final del cuaderno.

Ejercicio 1: Hallar la derivada de las siguientes funciones constantes:

ay=2

[11.2) EFuncién identidad _: |y =X -y'=1

[11.3) Funcién de proporcionalidad directa

V3

e)y=—

2

fy y=m

g) y=0,5
y=KXx-y'=k

Ejercicio 2: Hallar la derivada de las siguientes funciones de proporcionalidad directa:

a)y=2x
b) f(x) = -5x
c) y=0,01x
& y="

2

e)y=x

f) (x) :éx

9)y=-x

y=-"
3

i) () = 7t

I11.4) Derivada de una potencia_: |y =X"

-y'=nxX""

1 (donde n O R)

Ejercicio 3: Hallar la derivada de las siguientes potencias:

a) y:x2
b) f(x)=x"

c) y=x*

d) f(t)=t>

e) y:XlOO

Este caso nos permite, dado que el exponente puede ser cualquier numero real, abordar otros tipos de

derivadas:

Ejercicio 4: Demostrar la féormula de la derivada de: a) y -1 b) y =Jx
X

a)
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Ejercicio 5: Hallar la derivada simplificada de las siguientes funciones, pasandolas previamente a forma de

potencia:
a) y=Yx

by y=4x
& ()=

d) y=x2x
1
e) f(x) =—
Ix
f) y:ﬂ
X3

Generalizacion de la formula anterior a una funcién

compuesta:

y=u" o y'=nu"?!

u'

(donde n L] R)

(esta férmula la aplicaremos mas adelante en el ejercicio 8)

111.5) |y = K-u - y'=k-u" donde ues funcion

, €s decir, «Las constantes multiplicativas pueden salir

de la derivada»

Ejercicio 6: Hallar la derivada de las siguientes funciones compuestas:

a) y=3x°
b)y=4x3
c) f(x) = -2x*
2
d) v=2_
)y >
e)y=-x
2
f :—t6
)y 3

h) y=3§/x_4

4
i) f(x) =g
. 3x*
) y=- %
k) f(t)=-2t'
3
) ="
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111.6) Derivada de la suma (resta) : |y=u*v-y'=u'+v' donde uy v son funciones

Es decir: «La derivada de la suma (resta) es la suma (resta) de las derivadas»

Esta regla, combinada con las anteriores, es muy Util para derivar polinomios, como puede verse en el
siguiente ejemplo:

Ejercicio 7: Hallar la derivada simplificada de las siguientes funciones:

a) f(x) = x>+ x° (Sol: 2x*+5)
b)y=x"+5
2 x2 x 1
m = -+ -
Q)y=x"-2 )y 3 25 2
dy=x-2 (Sol: x2-x+1/5)
e)f()=3t-5 4 .3
n) f(x):x5—%+%—3x2+§
f) y=3x> - x*
g)y:2x3—3x4
xt+x®
hyy=2t"-t*+3 0 Y= 2
) y=xt+x’+x*+x+1 (Sol: 2x3+x)
) y=x>-3x°+5x-8 p) f(x) = 0,05x°— 0,001x*+ 0,1x — 0,02
k) f(x) = =3x° + 4x®3 —x + 2
3x6—x3+6x—5
X' Dy
[ =—+5X
) Y 2

(Sol: 6x°-x%+2)

111.7) Derivada del producto_: |y =u-V - y'=u'v+uV

Esta regla se puede generalizar a tres o0 mas funciones: y=u-v-w - y'=u'vw+uv w+uvw

NOTA: Para derivar un producto, una alternativa, a veces, es operar previamente hasta transformar en un
polinomio, y luego derivar.

Ejercicio 8: Hallar, utilizando la férmula mas adecuada en cada caso, la derivada simplificada de las
siguientes funciones:

a) y = (2x+3)(3x-2) [de 2 formas, y comparar]

(Sol: 12x+5)

b) y = (x-2)(x+3)
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c) f(x) = (2x+3)(x-5)

d) f(x) = (x*+2)(3x-1)

e) y = (x*-5)(3x-1)+7

f) y=(2x-3)? [de 2 formas]

9) f(x) = (x+2)°

h) y = (1,2-0,001x%) x

i) y=(@2x*-3)°

j) f(t) = 300t(1-t)

k) f(x) = (-4x3-2x)?

) y=(t*+t+1)°

m) y = (3x-2)(2x-3)(x+5)

n) f(x) = (2x-3)*®°

111.8) Derivada del cociente : y=; -y

(Sol: 2x+1)

(Sol: 4x-7)

(Sol: 9x?-2x+6)

(Sol: 9x2—2x—15)

(Sol: 8x-12)

(sol: 3(x+2)?)

(Sol: -0,003x%+1,2)

(Sol: 16x3-24x)

(Sol: 300-600t)

(Sol: 96x>+64x°+8x)

(Sol: 3(+t+1)(2t+1))

(Sol: 18x*+34x-59)

(sol: 200(2x-3)*)

Ejercicio 9: Demostrar, utilizando la derivada del producto, la férmula anterior (Ayuda: poner u/v como u-v™)

Ejercicio 10: Hallar la derivada simplificada de las siguientes funciones:
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2x -3
a =
4 3x+2
o= 13
( (3x+2)2)
2
0y
(y’= —270)(2)
(x*-4)
X+3
c) f(x) =
X -3
,__—6
(y (X-3)2)
X2
d)y=x2+1
o 2x
(“r)
e) y:x2+x+1
X
(5)
2
-1
f) fx) =2
) 10 ="
(y=1)
2 _
9) y:3))((_21

x? —4x+1
=3 -
()
Ejercicios final tema: 7 a 13

Ejercicios libro: péag. 308: 1, 2, 3, 4, 10, 11; pag. 309: 14, 18; pag. 321: 26b, 27, 28a, 29a, 30a, 31a, 32a,
33a, 39a

B NOTA: Lo que hemos calculado hasta ahora es la funcién derivada de una funcién dada, o mas cominmente
llamada derivada de una funcién. Por lo tanto, por tratarse de una funcién, podemos también evaluar la
derivada en un punto dado, obteniendo como resultado un nimero. Es lo que se conoce como derivada de
una funcién en un punto , ya visto en el apartado |I. Veamos, a continuacién, un ejemplo:

Ejercicio 11: Para cada una de las funciones que figuran a continuacion, hallar el valor de su derivada en el
punto indicado:

a) f(x):x2 en x=2
b) f(x)=2x-5 enx=1
C) y:x3 en x=-2
d) f(x):x2+x+1 en x=0
e) y=x’-x en x=-1

Ejercicios libro: pag. 320: 15, 17, 18, 20, 21
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IV) RECTA TANGENTE A UNA CURVA EN UN PUNTO  (pag. 310 libro)

Recordatorio previo : recta en forma punto-pendiente

Conviene previamente recordar que la ecuacion punto-pendiente ,:
de la recta que pasa por el punto (a,b) y tiene pendiente m es [ver (a,b)‘:“.a“ !
g

figura]: AX
y-b=m(x-a) (6) m=tg o=Ay/AX

Ecuacion de la recta tangente

Hay que recordar también que, como se vio en el apartado
I, la derivada de la funcién f(x) en el punto de abscisa x=a, la cual
se designaba como f‘(a), es la pendiente de la recta tangente en
dicho punto (a,f(a)); por lo tanto, la ecuacion de dicha recta
tangente [ver figura] en ese punto se obtendra sustituyendo
convenientemente en (6):

tgte.

f(a)

y-f(@)=f'(@)(x-a)| (7

Ejercicio 12: Hallar la ecuacién de la recta tangente en x=3 a la curva f(x)=x’-5x+8. Dibuijar la situacién, e
interpretar el resultado. (Sol: y=x-1)

Ejercicio 13: Hallar la ecuacion de la recta tangente a las siguientes funciones en los puntos que se indican:

a) f(x)=x3-5 en x=1

b) y=2 en x=-2
X

c) f(x)=Vx®>+1 enx=0

X

d) f(x)= en x=1

X% +1
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e) y=—32 en x=0

Ejercicios final tema: 14 a 17

Ejercicios libro: pag. 310: 1; pag. 321y ss.: 44 a 47 ; 63 a 67, 69, 70 (de planteamiento); 76, 78 a 81 (con
parametro)

V) INTERVALOS DE CRECIMIENTO Y DECRECIMIENTO. My m  (pag. 310 libro)

V.1) Idea intuitiva_:

f (%) \

f(x1) \

f(x2)
/ X1 X X1 X2 \

f(x) CRECIENTE f(x) DECRECIENTE

f(x1)

V.2) Definiciones :

f (X) es creciente en un punto si en las proximidades de dicho punto se cumple:
X, <X, = f(x;) <f(x,)

f (X) es decreciente en un punto si en las proximidades de dicho punto se cumple:
X, <X, = f(x) > f(x,)

O, dicho con palabras:

“Una funcién es creciente en un punto si, en las proximidades de dicho punto, a medida que aumentan las x
aumentan también las imagenes correspondientes”.

“Una funcioén es decreciente en un punto si, en las proximidades de dicho punto, a medida que aumentan las x
disminuyen las imagenes correspondientes”.

Acabamos de ver el concepto de funcién creciente en un punto. Ello es facilmente ampliable a un intervalo,
diciendo que «una funcion es creciente en un intervalo si lo es en todos los puntos de dicho intervalo».

» En general, las funciones no son siempre crecientes
o siempre decrecientes, sino que presentan intervalos
de crecimiento, también llamados de monotonia:

<4— CREC.—P»¢—DECREC—»<— CREC.

1

1

|
m
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En un maximo (M), la funcién pasa de creciente a de creciente de forma continua. Se llama maximo
relativo o local.

En un minimo (m), la funcién pasa de decreciente a  creciente de forma continua. Se llama minimo relativo
o local.

NOTA: Al final de este apartado veremos otros tipos de M 0 m, los absolutos.

V.3) Teorema 1: f'(a)>0 = f(x)crecienteenx=a

0, dicho con palabras: «Si la derivada de una funcion en un punto es posit  iva, entonces la funcion es
creciente en dicho punto”.

Observaciones:

1°) La justificacién de este teorema es obvia: teniendo en cuenta que la derivada era la pendiente de la recta
tangente, si la derivada es positiva significard que la recta tangente tiene pendiente positiva, es decir,
gue la recta tangente es creciente, y, por lo tanto, también sera creciente la curva.

2°) El reciproco no siempre es cierto: una funcién puede ser creciente en un punto y no ser necesariamente
positiva su derivada (piénsese, por ejemplo, en y:x3 en x=0).

3°) Naturalmente, otra forma alternativa de enunciar este teorema es decir que:

[f'(2) <0 = f(x) decrecienteenx = a

4% Por lo tanto, el procedimiento practico para hallar los intervalos d e crecimiento sera estudiar el
signo de f’(x) (debido al teorema anterior). Para ver cémo cambia el signo de ' (x), se recomienda hallar
sus raices, y construir una tabla (ver ejercicios 14, 15 y 16 que figuran a continuacion). De los intervalos
de crecimiento deduciremos facilmente los posibles M y m.

59 Los intervalos de monotonia se expresan siempre con respecto al eje x, como veremos en los
mencionados ejercicios.

V.4) Teorema 2 x=aesMomdef(x)=f'(@ =0} (iEl reciproco no siempre se cumple!)

O, dicho con palabras: «<En un M o0 m la derivada siempre se anula”

Justificacién grafica:  En un M o m la tangente es horizontal, es decir, su pendiente sera nula, y por tanto su
derivada también:

M TGTE
a
a
TGTE
m
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Observaciones:

1°)

29)
39)
49)

50)

Ejercicio 14: Dada la parabola f(x)=x’-2x-3 se pide:

El teorema dice que la condicién necesaria (pero no suficiente) para que exista
un M o un m en un punto es que la derivada se anule. De hecho, puede
ocurrir que la derivada se anule en un determinado punto, pero no

cambie de signo a ambos lados ; por ejemplo, y:x3 entra en el origen con
tangente horizontal -es decir, derivada nula-, pero no presenta M ni m, sino lo
gue se conoce como punto de inflexién

Puede haber varios M 0 m, no haber, o infinitos.

Si la f(x) es continua, entre dos M siempre hay un m, y viceversa.

Los candidatos a M o m son los que anulan f’(x)

Si f {(x) no se anula nunca, no hay M nim

a) Representarla graficamente

b) Estudiar el signo de f*(x) y deducir sus intervalos de
crecimiento y el M, comprobando que coinciden con

la informacién de la gréfica.

Ejercicio 15: idem con la parabola y =-x*+4x+12

'
 altial el il

P T,

Los puntos de inflexion se estudiaran el proximo curso en profundidad.
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Ejercicio 16: Hallar los intervalos de monotonia y los posibles M y m de la funcion f(x):x3—3x2—9x+7; dibujar,
con esa informacion, su grafica.

Ejercicio final tema: 18

V.5) M 0 m absolutos

Dada una funcién continua en un intervalo [a,b], pueden darse varias situaciones en dicho intervalo, que se
resumen en las siguientes:

M absoluto

M relativo M absoluto y relativo

m absoluto y relativo

fig. 1

m relativo

fig. 2

/!

a X1 X2 / b a X1 X2
m absoluto

b

<4—— M absoluto En resumen:

® Los M y m relativos (los que hemos visto en los
subapartados anteriores) son maximos “locales”, mientras
que para los absolutos hay que tener en cuenta todo el
m absoluto intervalo.

® Puede haber varios extremos relativos, o puede no haberlos
fig. 3 (fig. 3), pero siempre hay M y m absolutos.

! ® Puede coincidir el M (o el m) absoluto y relativo (fig. 2); en
a b caso contrario el M (o el m) absoluto l6gicamente estara en
un extremo (figs. 1y 3)
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Ejercicio 17: Unos grandes almacenes abren a las 10 horas y cierran a las 22 horas. Se ha comprobado que
el ndmero de visitantes puede representarse, en funcion de la hora del dia, como
N(t)=-t> +36t+260, con 10 <t < 22 a) Representar graficamente dicha funcién. b) ¢A qué
hora se da la maxima afluencia de clientes? ¢Cual es el maximo ndmero de clientes que
registran? c) ¢A qué hora se da la minima afluencia de clientes? ¢De qué ndmero de clientes
se trata? d) ¢Cuantos clientes quedan a la hora de cerrar?

VI) REPRESENTACION GRAFICA DE FUNCIONES  (pags. 312 a 315 libro de texto)

A la hora de representar una funcién conviene hallar, por este orden, los siguientes aspectos:

1°) Dom(f): < Recordar que es el conjunto formado por todos los x para los que existe imagen f(x)

« Las reglas para hallarlo son practicamente las mismas que las vistas en el tema anterior para
estudiar la continuidad de las funciones mas usuales (Por ejemplo, recordar que las funciones
polinémicas tienen Dom(f)=R).

2°) Corte con los ejes :

CORTE CON: ¢, COMO SE CALCULA? ¢ CUANTOS CORTES PUEDE HABER?
haciendo y=0
(habra que resolver una ecuacion)

eje x ninguno, uno, o varios

ejey sustituyendo x=0 uno o ninguno

Ejercicio 18: Hallar el posible corte con los ejes de las siguientes funciones:

a) y=x>+2x-3
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b) y=x%+4x?+x-6

39 Intervalos de crecimiento => M y m: Se obtienen, como hemos visto en el apartado 1V, estudiando el
signo de f*(x)

4°) Céalculo de las posibles asintotas __: Ya hemos visto en el tema anterior como se calcula la ecuacion de
las posibles asintotas horizontales y verticales de una funcién, y el comportamiento de la grafica en las

proximidades de dichas asintotas:

lim f(x)=(oo = X=a A.V.

)

Definicién de asintota vertical:

lim f(x)=L <« y=L AH.

(0 -)

Definicién de asintota horizontal:

W Observaciones : 1° La grafica puede cortar a la A.H. para valores finitos de x
2° En cambio, la gréfica de una funcion nunca puede cortar a una A.V.

3° Como maximo puede haber dos A.H. (una cuando x-o y otra cuando X - -),
aunque normalmente es una sola.

4° En la practica, en la mayoria de los casos las A.V. seran las x que anulen el
denominador, pero no el numerador, aunque a veces hay excepciones.

5° Puede haber una, ninguna o varias A.V.

Vamos a ver a continuacion otro tipo, las asintotas oblicuas

P
5
1
3
2
1

N . f(x)
At m= lim —
xom@me) X =y=mx+n esA.O.

n= lim )[f(x)—mx]

X =00 (0 —0

. y=x-1A.0.
e
i

f0)=—— (no lo vamos a demostrar)
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Ejercicio 19: Hallar las asintotas de las siguientes funciones:

2
-X+
Q) 100 =212 (Sol: AV, x=0; A0, y=x-1)
>-5x+6
by y =2 2X*0 (Sol: A.V. x=-3; A.O. y=x-8)
X+3
2 —
c) f(x)= X f (Sol: A.V. x=1; A.O. y=x+1)
X -
3
d) f(x)=—; (Sol: AV. x=#2; A.O. y=x)
X° -4

Ejercicio libro: péag. 297: 26

W Observaciones : 1) Si sale m=w (0 -») 0 m=0 = no hay A.O.

2) IMPORTANTE: Una funcién no puede tener por el mismo lado (« 0 -») alavez AH.y
A.O.

3) La grafica puede cortar a la A.O. para valores finitos de x, pero no en el o

4) IMPORTANTE: una funcion racional tiene A.O. si el grado del numerador es una
unidad superior al del denominador.

5) IMPORTANTE: Los polinomios no tienen asintotas de ningun tipo (lo que presentan
son ramas infinitas)

6) Un método alternativo para hallar asintotas oblicuas consiste en hacer la division
polinémica del numerador y el denominador: la expresién del cociente resultante sera
la ecuacion de la A.O. (naturalmente, esto s6lo es posible en el caso de funciones
racionales).

5°) Finalmente, a la hora de representar una funcién, a veces puede ser (til completar la informacién anterior
confeccionando una pequefia tabla de valores con los valores mas imprescindibles.

Ejercicios final tema: 19 a 23

Ejercicios libro: pag. 322y ss.: 52, 53, 54, 68, 77 (crecimiento)
pag. 313: 1; pag. 315: 1; pag. 322 y ss.: 58, 59, 60, 72, 73, 74, 75 (representacion gréfica)
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TABLA DE DERIVADAS ELEMENTALES

FUNCIONES SIMPLES:

FUNCIONES COMPUESTAS
(Regla de la cadena)

y=k y'=0
y=X y'=1
y=k-x y'=k y=k-u y'=k-u’
y=x" (nOR) y'=n-x"" y=u" (nOR) y=n-u™Lu
y=uzv y=u'tyVv
y=u-v y'=uv+u-v’
_u _uly-uly
y= v V2
= i "= _i - i y' = —L‘
=X y x? y u u?
1 : o
y=x Y=ok y=u Y=ol
y =4x hacer y=x"" y=%u hacer y=u""

NOTA: en esta tabla k es cualquier constante, y u y v son funciones.




23 EJERCICIOS de DERIVADAS

Derivada de una funcion en un punto [f’(a)]:

Formulas: [f'(a) = lim (1) f'(a) = lim

X—a

)

f(a+h)-f(a)
h

fx) ()
X-a

1. Para cada una de las funciones que figuran a continuacién, hallar el valor de su derivada en el punto
indicado, utilizando la férmula que se sefiala:

a) f(x)=x* en x=2 mediante (1) d) f(x) =+/x en x=4 mediante (2)
b) f(x)=2x-5 en x=1 mediante (2)

c) f(x)=x? en x=2 mediante (1)

e) f(x)=1/x en x=-1 mediante (1)

f) f(x)=x’+x+1 en x=0 mediante (2)

(Soluc: @) 4; b) 2; c)12; d) 1/4; e) -1; f) 1)

2. Volver a hacer el ejercicio anterior por la férmula alternativa en cada caso, y comprobar que se obtiene
idéntico resultado.

3. Hallar la derivada de f(x):xz—x en x=1. Dibujar la funcién y trazar la recta tangente en dicho punto. Hallar
el angulo que dicha tangente forma con OX" e interpretar el resultado.

Funcién derivada f’ (x):

Formula: f’(x):r!mw 3)

4. Hallar la derivada de las funciones del ejercicio 1 y sustituir el punto indicado en cada caso, para
comprobar que se obtiene el mismo resultado.

5. Hallar la derivada de cada una de las siguientes funciones, y a partir de ella obtener f(2), f'(-1) y f(0):

a) f(x)=3x-2 b) f(x)=x*-5x+6 ¢) f(x)=x°+1 d) f(x) =+/x% +1 e)f(x) = %
X +

6. Hallar la derivada de f(x)=x*-3x en x=1 mediante la definicién de derivada (es decir, mediante un limite)
(Sol: -1)

Reqglas de derivacion. Tabla de derivadas:

7. Utilizando la derivada de la funcion potencial, | y=x" = y’=n-x”"l (vneR) |, hallar la derivada, simplificada,

de las siguientes funciones:

a) y=x" b) y=x> c) y=3x" d) y=-2x° €)y- % 4
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f)y:§ 9) y=vx h) y =% i) y=%x2 Dy=2%x
8
K)y=_L ) y = xVx m) y - Y% n) y=-2x° 0) y=X_
¥ 5 4
_ o Jx
p) y72\/; q) y=33X r) y=7
(Soluc: a) y'=2x; b) y’=3x% c) y=12¢ d) y'=-10x" e)y=6x% f)y=x/2, 9)y'=—'_: h) y=SJx: ) p-_2_:
Y= olx Ve TS
, 3 . -1 . 5 . -3Jx . i 105, o 7.
Ny=—"""o; Ky-= s Dy =2dx m) e ;o on)y=12x; o)y =2 p)y=——r)
Yol Y dx Ve Vo Vo
9 . «/?)
r_ or) =YY%
Ve Ve

8. Utilizando la férmula de la derivada de la suma de funciones, hallar la derivada simplificada de las
siguientes funciones:

2

a) y=x>+x+1 b) y=2x>-3x*+5x-3 C)y:x?_§+]_ d)y=3/x —4x® +2x

N v e Ry . 2 1. 1 3 7
(Soluc. a) y'=2x+1; b) y’=6x*-6x+5; ¢) y'== x_L; d) ,:7_7+7)
3778 T T a0x x

9. Utilizando en cada caso la férmula mas apropiada de la tabla de derivadas, hallar la derivada
simplificada de las siguientes funciones compuestas:

2
a)y=—1 b)y=— L o)y=x"+1 d) y=(x2 - 3)? e y=—=
X X“+2x -3 X
) y=+x+1)° g) y=32x° -3 hyy-—t i)y =3(x? +1)*° ) y=2(3?-1)*
x2 +4
2
K) yo 2
y (x? +1)°
. -2 2x+2 X . — 43 . , _ —6 . — 2.
(Sol.a € b)) o XS ) o cd)y=4x3-12x; e) y' = ——; f) y'=3(2x+1)(xX+x+1)
)y = by x4 2x -3 )ym )y ) V' =7 Dy=8Eae)
2 _ . . —12x
9) v X h) o =X i) y=60x(P+1)°% ) y=48x(3x-1)% K) y'zi)
g %izxts)z d dx2+4)3 ( x2+1)*
10. idem:
a) y=xJx* b)y=(2x-3)x2-5) ¢)y=x2%x  d)y=(2x-3){x> e) y=(2x +1)(x2 - 3)?
2
il
X+1

(Soluc: a)y = §«IX3 © b) y=6x"-6x-10; ) y'zgflx" pood)y o 74);/—_9 . @)y =10x*+4x3-36x*-12x+18;
4 Ix

f) Y= -3x +1 )
2( x +1)°Ix
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11. Utilizando la férmula para el cociente de funciones, hallar la derivada simplificada de las siguientes

funciones:
2 Jx 2 2
a)y-2"° b) y="" c) y=2* d)y-— X e) y——=X
X+2 X X° -5 (2x“ +1) x+1
2 2 2 2
(30|: a) X 5.y S o) o X AXAE gy, 318X . g ':3)‘—+4X)
Vx5 27 VT2 ST i i) R VW o

12. Derivar las siguientes funciones, utilizando en cada caso el procedimiento mas apropiado, y simplificar:

X% +1 2x% —3x+1 X+1
ay=-— b)) y=——"7-— C)y=—
X X 1-Xx

P . u u-v . .
13. Hallar la férmula para la derivada de y = —— e y = —— , siendo u, v y w funciones.
VW w

Ecuacion de la recta tangente:

14. Hallar la ecuacién de la recta tangente a las curvas en los puntos que se indican:

a) f(x):3x2+8 en x=1 (Sol: 6x-y+5=0) 3_

s d) f(x)= X2 2 en x=2 (Sol: y=-12x+30)
b) y=2x"+4 en x=-1 (Sol: 10x-y+12=0) x°-3
c) f(x)=x*-1  enx=0 (Sol: y=-1)

15. ¢En qué punto de la gréfica de la parabola f(x):x2—6x+8 la tangente es paralela al eje de abscisas? ¢Qué
nombre recibe ese punto? ¢ Cudl es la ecuacion de la tangente? Dibujar la situacion.
(Soluc: y=-1; vértice (3,—1))

16. ¢En qué punto de la grafica de la funcién anterior la tangente es paralela a la bisectriz del primer
cuadrante? Dibujar la situacion. (Soluc: (7/2,—3/4))

17. (S) Determinar los puntos de la curva y=x3+9x2—9x+15 en los cuales la tangente es paralela a la recta
y=12x+5  (Soluc: (1,16) y (-7,176))

Intervalos de crecimiento. My m. Representacion de funciones:

18. Hallar los intervalos de crecimiento y decrecimiento y los M y m de las siguientes funciones. Representarlas

graficamente.

a) f(x)=x? fy fx)=x3

b) f(X) = x* — 2x? g) f(x)=x"+8x%+18x* 10
) y=x>-3x°+1 h) y=x>-3x°-9x+1

d) fx) = x> —6x* +9x -8 ) f)=x*-ax3+1

e) fx)= x> —4x% + 7x -6 ) y:§—§—6x+3
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k) y=2x-9x* m) y=x3-12x
) f(x)=x3-6x%+9x

(Soluc: a) 9(0,00 & (-,0); b) F(-1,0)U(1,09) & (-e0,-1)U(0,1); ¢) F(-0,0)U(2,00 & (0,2); d) (-0, 1)UB,) & (1,3):
e)F VxeR, f) FVxeR @) v(-00) F(0,0); h) F(-0-1)U@E,0) & (-1,3); i) &(-03) &7(3,00))

19. Dada f(x)=2x3-3x* se pide: i) Dom (f) ii) Posible Simetria. iii) Posibles cortes con los ejes. iv) Intervalos
de crecimiento a partir de f'(x), y posibles M y m que se deducen. v) Ecuacion de las asintotas, en caso
de existir. vi) Con la informacién anterior, representarla graficamente.

20. idem para:

a) f(x)=x*-3x b) y— X+2 c) y=x*-2x* d) y- 2x e) f(x)=x*-3x?
x-1 x? +1
f f(xX) = X :_X3+12X h _ 9 i £ :16—8X . _ X
) f(x) 1 9)y )f(x)_X2_9 ) f(x) 2 Ny il
k) y=—2= ) yo_ m) y=+v-x? +4x+5
X =-x+1 x—1°2

21. Hallar los maximos y minimos de las siguientes funciones , y a partir de ellos los intervalos de monotonia y
su representacion grafica:

2
1 1
a) y=2 b) f(x)= c) f(x)= d)y= e) f(x)=Ix|
X+2 x2+1 x4+3 X3 +x
(Soluc: a) M(-4,-8) m(0,0); b)M(0,1); c)M(0,1/3); d)notiene; e)m(0,0))
22. Hallar los My my los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién
() =3/x2+2x+3 (Soluc: m(-1,3/2); & (-e0-1) & (-1,%))

23. Hallar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcion

_4x+5

= (Solucién: decreciente V'xe Dom(f))
2x-3

f(3)
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B Hallar las derivadas simplificadas _ de las siguientes funciones:

10. y=
11,
12,
13,

14.

15.

16.

17.

18.

19.

y=3

y=X

y=5x

y=x’
y=x4+x3+x2+x+1
y= 4x*-x3+3x°-7

x° X3

=+ 4x -
Y 5

y:3(x2+x+ 1)

y=4(3x°-2X*+5)+x*+1

2
y=(x*+1) (2x>-4)

y=1/x
y=1/x*

y=2/x"

y =x
y=3x
y=3¢

y=2§/x72—3x2+%

(Y' =-x* +16x° —%xz +xj

2x° —=3x* +4x -5

(y'=0) |20. y=(x+1)°
(y=1) |21. y=(2x>-3x+1)°

(v=5) |22, y=(c2+1)™
(y’=3x2) 23. y:X_+1
x-1

'=4xC+3x+2x+1
v ) 2, y=—>
x* +1
(y'=16x>-3x"+6x)

2
25. =3 2x” -1
x3+1

4
26. \ - ZX‘Sj
Y [x+4

(y=3(2x+1)) |27 y=vx*+1

(y=36x"-14x) |28. y=2 X’ - +1 (2x¢ +3)

(y’=3x2—3x+2) 29 y= 3 B 3y . X2 1
X

(y'=10x*+6x"-8x)
30. y=2/x
(y’: —1/x2)
31. y=3 (x2—x+1) (x2+x—1)

x? -1
2. y=2"2

33. y=x/2

34. y=1,2,3
x X X

35. y=(2x*-1)(x*-2)(x*+1)

)
)
2 j 36. y= [L°X
)
)

37. y=(x*+1) (3x+2)*

38. y=(3x°+2) (2x+1)°

(y’=5(x+1)4)
(y'=3 (2-3x+1)? (4x-3))

(y’=200 X (x2+1)99)

=y

-2X
T A1)

y=3 —2x* +3x? + 4x
(¢ +1)°

)
)
-5
|
|

(V‘J—l

[y, 14x* —12x° +9x2 + 2x

I =x? +1
(y’: —3x3+x2+x+1/x2)
(y’: —2/x2)

(y’:3(4x3—2x+2))

-
SCET:

(y'=1/2)
1 4 9

(y'=14x-25x*+8x>+6x"-10x)

(X" =3 = 2x) VX +1J

2 (¢ +17 J1-%°

(y'=(3x+2)? (15x*+4x+9))

(y'=(2x+1)* (30x°+6x+12))
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39. y=— 1 . -15x*+3%* ) |55, y:2X2+1 . -18x
3 -x*+2 (3x° -x° +2)2 X2 -4 y_m
40. y=/x" -2x*+3 (y.: 2x° -2x j 56. y=2 (3x°-2)° (y'=324x°-432x°+144x)
X' -2x*+3
57. y=X*2 y= X
a1 y= XL [ —2xx? -1 ] vx+1 2 (x+1) Vx+1
N y'=
x“-1 (2 -2 x +1 58, y:i—£+é (y,_—4x2+4x—9]
3 2 - 1
12, y=4% +1 [ ] xoex x
43. y:X‘lLXZ"'1 4x° - 4x
5 [ j 60. y=3 (x*-2j
44, y-__ 5 20x — 20x - |2
Y= - 6l. y= =
X' =2x"+1 [ x —ox? 41 )2] X
.. x*-3
45. y=3(x+1 Ix+1 ( 10 (x+1) j 62. y=1+ X3 +2
46. y=x'/x [ :7XZ&J 63. y= (X’flj
2 x-1
1
1 64. y:ﬁ‘/?+—
47 y: o il (y. Ji} 2X2
2x+1
) 65. y=JYX*1
48. y=2x(x"+1)(2x-1)(x+2) X+2
49. y=g KU(x*2) ( - 2"3*3"2‘5] 66. y=2*2
x+1 (x+1)° Vx+1
50. - 2X+4 yo_x+a | |67 y=(x*-3) (2x-1)
Jx+3 (x+3)°
. 68. y-_1
51, y=3X 2 X _x 1 2Jx
vz 69. y= X *x+1
(y'=3x*-2x+x-1/5-1/x%) x*-x+1
52. y=4(x* -1)° o3 70. y=3/x? +1
y T afa
X" -1
1 71. y:i/z ,=_V34X2
53 y=——0r y': —6x X y 3X2
(x* +1° (x+1)*
54, = 2X' =3 . 10x
Vo3 2 y (3x* —2)?




82 DERIVADAS (con SOLUCIONES)

B Hallar las derivadas simplificadas _ de las siguientes funciones:

o~ w0 bdE

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

y=5
y=3/2
y = 3X
y =2x-3
y = -X

y = XXX+l

y= 2x*-3x°+5x-8

~ | X

(y=0)
(v=0)
(y=3)
(v=2)
(y=-1)

(v=1/2)

(y'=4x%)

(y=10x")

, 3x2
y =
2

(y':3x2+2x+1)

(y'=8x>-6x+5)

20.

21.

22.

23.

24,

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

y =+x
y =/6x
y = +x+1
y=3/x
y=t

y=23x* -3/x +1
y = (x*+1)°
y - (X2+1)100

y = (2x°-3x+5)°

y =5(v/x +1)?

5
y=[x2+1j
X

y= (2x2-3)(x2—3x+1)

8 3
(y ) ; T 2;Ix + 1}
(y=4x3+4x)

(y'=200x(x*+1)*)

(y'=3(2x>-3x+5)*(6x*-3))

[y, ) 5(x + 1))
x

(y'=8x>-18x"-2x+9)
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36. y = (X°+x+1)(x*-x+1)
37. y = (x*-3)(2x?-5)*

38. y = (X*+1)(x-3)(x°+X)

(y':4x3+2x)

(y'=5x"-8x*-6x*-4x-3)

5
39. y:XZ\/; (y’=X\/;
2
14x - 9
40. y=‘\‘/xi3(2x—3) (y’: 4X4
:IX
41. y=2x"3 yo_ 2
2x+3 (2x+3)2
42 x2 -3 , % +2x+ 6
. = y = @@
Y 2x+1 (2x+l)2
43. :2X2_1 y' = 710)( )
X2+2 (x2+2)
—6x
a4. -3 (y’: j
Y X% -1 (><2-1)2
45 X (y’— 1
R o
fl -1
46. y = —+1 y'=
X 2x3X% +x
2 30x
47. y=3 X =4 y=—
ST ()
48 (3x* - )3 . 108’ +108x° - 108x° + 20x
= X 7 y =
y X2+1 (Xz +1)2
49. y = % 3
T s
¥
50 y:i (y’:—2
X 2x
-1
51. y:i y =
e K
-2
52. yzi (y’: :
%/; 3Vx

53. y=—1_
xv/X
54. y:x3\/;
55, y=_ 1
(X2 +x+1)
X
56. v =
y x2+1
2
57. y=Xx "1
y x2+1
2
58. y= X *1
y x+1
59. y= [X*1
y x-1

60. y=+x°

X+2
6l. y= =
62. y-_2X*+3
x> +4x-1
3x
63. =
y x2 -4
X
64. =
y x-1
— 2
65. y=+x°-5

66. y=x°-10x"+8x-3

3 _
67. y=X —Xx+1
X-3
X2
68. =
y x% -25

69. y= 5x*+x°-x+6

3
2X

2

, x2+1
y:—i
o 1

4x
y' =
(Xz . 1)2

(x2 +2><—l) X +1

y’ =
2 (xe1)? W + 1

(, o
y:_(x_

1)2 X+1

2

, 3x +8
Yy =7
2x3\/x+2

, 2x2+6x+14
y e

(x2 +4x—1)2
, 3X2+12
Yy =
«* -2’
, 1
y =-
x-1)°
( | X J
y:
x2—5

(y' = 6x°-40x°+8)

3 2
, 2x —9x +2
y T ———

(x-s)”

50x
2
(x2 - 25)

(y' = 20x%+3x°-1)

y'=-




70.

71.

72.

73.

74.

75.

83.

84.
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3.7
y=32x7 yr:7\/; 76
3x
77.
-5
:§+ X3 [y’:2+z\/;j
X X 78.
_XPHXx-2 y,=><2+2x+3
y= 1 (x+1§ 79.
4 2 3
=X -10x"+8 "= 4x°-20
— 6 - 1
y=4x =
5 ,_ 7101 82.
y:7+\/; (y—f‘*mj

Deducir la férmula de la derivada de y = \/; ey= \/G

Deducir las derivadas de y = -4 e y = YV

V-w w

y:4x+5/; (y':4+5slx4)
y:5x+g ((y':5—iz))
X X
y = 5x° (3x+2)* (v = 45x% (3x+2)* (4x+2))
x\/; ( , IX (x + 6)]
y= y = 2
X+2 2(x +2)
_ 2X (y’ _ 16 )
y= 5x+8 (5x+8)2
y = (x*+8x)"° (y' = 10 (*+8x)° (3x*+8))
3y -1 -1 esx -4
-3 (=)
X° = 4x (x5 - 4x)





